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Розглянуто сферично-симетричний простiр з некомутативнiстю координат канонiчного ти-
пу. Дослiджено проблему опису руху системи частинок у такому просторi. Установлено, що
рух центра мас системи описується за допомогою ефективного тензора некомутативностi. Рух
центра мас та вiдносний рух не є незалежними у сферично-симетричному некомутативному
просторi. Знайдено умову, за якої некомутативнi координати можуть розглядатися як кiнема-
тичнi змiннi; координати центра мас та координати вiдносного руху комутують; ефективний
тензор некомутативностi не залежить вiд композицiї системи; представлення для некомута-
тивних координат центра мас, отриманi на основi їх означення та на основi спiввiдношень
некомутативної алґебри, є тотожними. Проаналiзовано гамiльтонiан системи в некомутатив-
ному просторi зi збереженою сферичною симетрiєю.

Ключовi слова: сферична симетрiя, ефективний тензор некомутативностi, повний гамiль-
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I. ВСТУП

Останнiми роками багато уваги придiляють дослi-
дженню квантованого простору, побудованого на ос-
новi iдеї про те, що оператори координат та оператори
iмпульсiв можуть задовольняти незвичнi комутацiйнi
спiввiдношення. А саме, припускається, що на план-
кiвських масштабах комутатор координат має такий
вигляд:

[Xi, Xj ] = i~θij . (1)

У некомутативному просторi канонiчного типу пара-
метри координатної некомутативностi θij є елемен-
тами сталої антисиметричної матрицi. Зацiкавлення
до iдеї некомутативностi останнiми роками зумовлено
розвитком теорiї струн та квантової ґравiтацiї [1, 2].

Дослiдження фiзичних систем у некомутативно-
му просторi дозволяють знайти вплив особливостей
простору на планкiвських масштабах на їхнi власти-
востi, а також визначити системи, якi є найчутливi-
шими до квантованостi простору. Багато класичних
та квантових систем вивчали у просторi з модифiко-
ваними комутацiйними спiввiдношеннями. Серед них,
для прикладу, гармонiчний осцилятор [3–11], атом
водню [8, 12–28], задача Ландау [29–32], частинка у
гравiтацiйнiй квантовiй ямi [33,34] та багато iнших.

Дослiджували також системи частинок у некому-
тативному просторi канонiчного типу. Систему за-
ряджених частинок у некомутатинвому просторi ви-
вчали у [35]. Проблеми квантової механiки багатьох
частинок розглядали в некомутативному просторi у
[12]. Вплив некомутативностi координат на рух мак-
роскопiчного тiла у ґравiтацiйному полi аналiзували
у [36,37]. У статi [38] автори дослiдили двочастинкову
систему з осциляторною взаємодiєю на некомутатив-
нiй площинi. Задачу багатьох частинок дослiджували

також у просторi з некомутативнiстю координат та
некомутативнiстю iмпульсiв [8,39,40], у некомутатив-
ному просторi-часi [41], у деформованому просторi з
мiнiмальною довжиною [42,43].

Важливо зауважити, що в некомутативному прос-
торi канонiчного типу (у випадку, коли парамет-
ри некомутативностi θij є константами) порушуєть-
ся сферична симетрiя [13, 44]. Через iснування цi-
єї проблеми запропоновано багато класiв сферично-
симетричних некомутативних алґебр (для прикладу,
[45–47]). Серед них багато праць присвячено дослi-
дженню простору, в якому комутутор координат до-
рiвнює функцiї цих координат (координатно-залежна
некомутативнiсть) [48–53]. Варто зауважити, що ал-
ґебри з координатно-залежною некомутативнiстю є
сферично-симетричними, проте вони не еквiвалентнi
до некомутативної алґебри канонiчного типу.

У попереднiх наших статтях [22, 23] ми запро-
понували некомутативну алґебру, яка є сферично-
симетричною та є еквiвалентною некомутативнiй ал-
ґебрi канонiчного типу. Така алґебра побудована на
основi iдеї побудови тензорiв некомутативностей за
допомогою додаткових координат, якi визначаються
сферично-симетричною системою.

У загальному випадку для рiзних частинок можуть
вiдповiдати рiзнi тензори некомутативностей. Тому
постає задача визначення тензора некомутативностi,
який вiдповiдає за рух центра мас системи (макроско-
пiчного тiла).

У цiй статтi ми розглядаємо проблему опису руху
системи частинок у некомутативному просторi зi збе-
реженою сферичною симетрiєю. Аналiзуємо комута-
цiйнi спiввiдношення для координат центра мас, ко-
ординат вiдносного руху. Дослiджуємо гамiльтонiан
системи частинок у сферично-симетричному некому-
тативному просторi.
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Другий роздiл статтi присвячено розгляду неко-
мутативної алґебри, яка еквiвалентна до некому-
тативної алґебри канонiчного типу та є сферично-
симетричною. У третьому роздiлi розглянуто систему
N частинок та встановлено особливостi опису руху
системи у сферично-симетричному некомутативному
просторi. Четвертий роздiл присвячено аналiзу гамi-
льтонiана системи частинок у некомутатинвому прос-
торi зi сферичною симетрiєю.

II. НЕКОМУТАТИВНИЙ ПРОСТIР
КАНОНIЧНОГО ТИПУ ЗI ЗБЕРЕЖЕНОЮ

СФЕРИЧНОЮ СИМЕТРIЄЮ

У статтi [22] ми розглянули iдею узагальнення па-
раметра некомутативностi та запропонували тензор
некомутативностi, визначений як

θij =
αl2P
~
∑

k

εijkãk. (2)

Тут α — безрозмiрна константа, lP — довжина План-
ка, ãi — додатковi координати, якi вiдповiдають
сферично-симетричнiй системi. Ми розглядаємо, що
ця система є гармонiчним осцилятором

Ha
osc = ~ωosc

(
(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
(3)

з одиницею довжини√
~

moscωosc
= lP (4)

та великою частотою ωosc. З огляду на це, вiдстанi
мiж енерґетичними рiвнями осцилятора є великими,
тому осцилятор, який перебуває в основному станi,
залишатиметься в ньому [22].

Отже, ми розглядаємо таку сферично-симетричну
некомутативну алґебру:

[Xi, Xj ] = iαl2P
∑

k

εijkãk, (5)

[Xi, Pj ] = 0, (6)
[Pi, Pj ] = 0. (7)

Додатковi координати та iмпульси ãi, p̃a
i задоволь-

няють звичнi комутацiйнi спiввiдношення [ãi, ãj ] =
[p̃a

i , p̃
a
j ] = 0, [ãi, p̃

a
j ] = iδij . Також важливо зауважити,

що виконуються такi рiвностi: [ãi, Xj ] = [ãi, Pj ] = 0.
Тому оператори Xi, Pi та тензор некомутативностi θij

задовольняють такi самi спiввiдношення, як у випад-
ку канонiчної некомутативностi координат [θij , Xk] =
[θij , Pk] = 0. Отже, можна зробити висновок, що ал-
ґебра (5)–(7) еквiвалентна до алґебри канонiчного ти-
пу та є сферично-симетричною [22].

Координати та iмпульси, якi задовольняють спiв-
вiдношення (5)–(7), можна записати як

Xi = xi +
1
2

∑
j

θijpj = xi +
αl2P
2~

[ã× p]i, (8)

Pi = pi. (9)

Тут координати та iмпульси xi, pi задовольняють
звичнi комутацiйнi спiввiдношення, а токож комуту-
ють з операторами ãi, p̃a

i . Те, що координати та iмпу-
льси, якi задовольняють (5)–(7), можуть бути пред-
ставленi через координати та iмпульси, якi задово-
льняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення, ґаран-
тує виконання тотожностi Якобi для довiльної трiйки
операторiв.

Пiсля повороту

X ′
i = U(ϕ)XiU

+(ϕ), (10)
a′i = U(ϕ)aiU

+(ϕ), (11)

де оператор повороту визначений як

U(ϕ) = e
iϕ(n·Lt)

~ , (12)

та оператор моменту iмпульсу має вигляд [24]

Lt = [x× p] + ~[ã× p̃a], (13)

комутацiйнi спiввiдношення залишаються такими са-
мими. Маємо:

[X ′
i, X

′
j ] = iαl2P

∑
k

εijkã
′
k, (14)

[X ′
i, P

′
j ] = 0, (15)

[P ′i , P
′
j ] = 0. (16)

Важливо зауважити, що вiдповiдно до представ-
лення (8), координати Xi залежать вiд iмпульсiв i то-
му залежать вiд маси. Отже, вони не можуть розгля-
датися як кiнематичнi змiннi.

Розгляньмо таку умову:

αm = γ̃ = const, (17)

тут α — константа, яка входить у тензор некомута-
тивностi (2), γ̃ — константа, яка не залежить вiд ма-
си. Зауважимо, що у випадку виконання умови (17)
некомутативнi координати (8) не залежать вiд маси

Xi = xi +
γ̃l2P
2~

[
ã× p

m

]
i

(18)

та можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi.
Вiдповiдно до (2), (17) частинкам з рiзними маса-

ми вiдповiдають рiзнi тензори некомутативностей. У
зв’язку з цим iснує проблема опису руху центра мас
системи частинок та знаходження виразу для тензора
некомутативностi, який вiдповiдає руху центра мас
системи. Цi задачi будуть розглянутi в наступному
роздiлi.
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III. СИСТЕМА ЧАСТИНОК
У СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНОМУ
НЕКОМУТАТИВНОМУ ПРОСТОРI

КАНОНIЧНОГО ТИПУ

Розгляньмо систему, яка складається з N частинок
з масамиmn, n = (1 . . . N) у некомутативному просто-
рi зi збереженою сферичною симетрiєю (5)–(7). Коли
координати рiзних частинок задовольняють комута-
цiйнi спiввiдношення з рiзними тензорами некомута-
тивностi, то можемо записати таку алґебру

[X(n)
i , X

(m)
j ] = i~δmnθ

(n)
ij , (19)

[X(n)
i , P

(m)
j ] = i~δmnδij , (20)

[P (n)
i , P

(m)
j ] = 0, (21)

де iндекси m,n = (1, . . . , N) позначають частинки,
θ
(n)
ij — параметр некомутативностi, який вiдповiдає

частинцi з масою mn.
Звернiмо увагу на те, що додатковi координати вiд-

повiдають за некомутативнiсть просторових коорди-
нат. Частинки належать до одного простору, тому ми
вважаємо, що додатковi координати ãk є однаковими
для рiзних частинок. Водночас, вiдповiдно до умови
(17), рiзнi частинки по-рiзному вiдчувають некому-
тативнiсть координат. Кожнiй частинцi з масою mn

вiдповiдає константа α(n), яка, вiдповiдно до (17), ви-
значається як

α(n) =
γ̃

mn
. (22)

Отже, врахувавши (2), (17), можемо записати

θ
(n)
ij =

α(n)l2P
~

∑
k

εijkãk. (23)

Дослiдiмо комутацiйнi спiввiдношення для коорди-
нат та iмпульсiв центра мас i вiдносного руху в неко-
мутативному просторi зi збереженою сферичною си-
метрiєю. Для операторiв

Pc =
∑

n

P(n), (24)

Xc =
∑

n

µnX(n), (25)

∆P(n) = P(n) − µnPc, (26)

∆X(n) = X(n) −Xc, (27)

де µn = mn/M , M =
∑N

n=1mn, координати та iмпуль-
си X(n) = (X(n)

1 , X
(n)
2 , X

(n)
3 ) P(n) = (P (n)

1 , P
(n)
2 , P

(n)
3 )

задовольняють спiввiдношення (19)–(21), знаходимо

[Xc
i , X

c
j ] = i~

∑
n

µ2
nθ

(n)
ij , (28)

[P c
i , P

c
j ] = 0, (29)

[Xc
i , P

c
j ] = i~δij . (30)

[∆X(n)
i ,∆X(m)

j ]

= i~

(
δnmθ

(n)
ij − µnθ

(n)
ij − µmθ

(m)
ij +

∑
l

µ2
l θ

(l)
ij

)
, (31)

[∆P (n)
i ,∆P (m)

j ] = 0, (32)

[∆X(n)
i ,∆P (m)

j ] = i~δnmδij (33)

[Xc
i ,∆X

(n)
j ] = i~

(
µnθ

(n)
ij −

∑
m

µ2
mθ

(m)
ij

)
, (34)

[P c
i ,∆P

n
j ] = 0. (35)

Iз (28) можемо зробити висновок, що рух центра
мас системи частинок описується ефективним тензо-
ром некомутативностi

θc
ij =

∑
n

µ2
nθ

(n)
ij =

∑
n

∑
k

µ2
n

α(n)l2P
~

εijkãk, (36)

тут ми врахували вираз (23).
Звернiмо увагу на те, що ефективний параметр не-

комутативностi визначається параметрами некомута-
тивностi, що вiдповiдають iндивiдуальним частинкам,
а також їхнiми масами. Зважаючи на це, ефективний
параметр некомутативностi залежить вiд композицiї
системи.

Вiдносний рух описується за допомогою тензорiв
некомутативностей, визначених як

θ
(n)(m)
ij = δnmθ

(n)
ij − µnθ

(n)
ij − µmθ

(m)
ij +

∑
l

µ2
l θ

(l)
ij . (37)

Важливо зауважити, що рух центра мас та вiднос-
ний рух не є незалежними в некомутативному просто-
рi зi збереженою сферичною симетрiєю, оскiльки ко-
ординати центра мас не комутують iз координатами
вiдносного руху (34).

Зазначимо, що, виконавши умову (17), маємо

[Xc
i ,∆X

(n)
j ] = 0, (38)

θ
(n)
ij =

γ̃l2P
~mn

∑
k

εijkãk, (39)

а також ефективний параметр некомутативностi ви-
значаємо як

θc
ij =

γ̃l2P
~M

∑
k

εijkãk. (40)

Бачимо, що ефективний параметр некомутативностi
не залежить вiд композицiї системи, а — вiд повної її
маси.

Звернiмо увагу, що за аналогiєю до представлен-
ня (8), некомутативнi координати центра мас системи
Xc

i , якi задовольняють (28), можна записати так:
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Xc
i = xc

i −
1
2

∑
j

θc
ijp

c
j = xc

i

+
∑

n

µ2
nα

(n) l
2
P

2~
[ã× pc]i, (41)

тут ми використали рiвнiсть (36), координати xc
i та

iмпульси pc
i задовольняють звичнi комутацiйнi спiв-

вiдношення.

[xc
i , x

c
j ] = [pc

i , p
c
j ] = 0, (42)

[xc
i , p

c
j ] = i~δij . (43)

З iншого боку, врахувавши (8), (23), можемо запи-
сати

X
(n)
i = xn

i −
1
2

∑
j

θ
(n)
ij pn

j = xn
i

+ α(n) l
2
P

2~
[ã× p(n)]i, (44)

та, вiдповiдно до означення координат центра мас
(25), маємо:

Xc
i =

∑
n

µn

xn
i −

∑
j

θ
(n)
ij pn

j

 =
∑

n

µnx
n
i

+
∑

n

µnα
(n) l

2
P

2~
[ã× p(n)]i. (45)

Для координат та iмпульсiв xn
i , pn

i виконуються такi
рiвностi:

[x(n)
i , x

(m)
j ] = [p(n)

i , p
(m)
j ] = 0, (46)

[x(n)
i , p

(m)
j ] = i~δmnδij . (47)

Звернiмо увагу, що представлення для некомута-
тивних координат (41) та (45) не однаковi навiть у
випадку, коли координати та iмпульси xc

i , pc
i визна-

чаються як xc
i =

∑
n µnx

(n)
i , pc

i =
∑

n p
(n)
i . Зазначи-

мо також, що представлення (41) забезпечує виконан-
ня спiввiдношень (28)–(30), проте спiввiдношення (34)
порушується. Цiкаво зауважити, що виконавши умо-
ву (17), маємо рiвнiсть виразiв (41) та (45). Iз (41),
(45) отримуємо:

Xc
i = xc

i +
γ̃l2P
2~M

[ã× pc]i. (48)

Вираз для некомутативних координат центра мас
(48) забезпечує виконання комутацiйних спiввiдно-
шень (28)–(30), (34) та не залежить вiд композицiї
системи.

IV. ГАМIЛЬТОНIАН СИСТЕМИ ЧАСТИНОК
У НЕКОМУТАТИВНОМУ ПРОСТОРI

КАНОНIЧНОГО ТИПУ ЗI ЗБЕРЕЖЕНОЮ
СФЕРИЧНОЮ СИМЕТРIЄЮ

Оскiльки для побудови сферично-симетричної не-
комутативної алґебри канонiчного типу (19)–(21) за-
лучено додатковi координати, то розглядаючи гамi-
льтонiан у сферично-симетричному некомутативному
просторi, необхiдно враховувати цi додатковi ступенi
вiльностей, записуючи повний гамiльтонiан, як суму
гамiльтонiана системи Hs та гамiльтонiана гармонiч-
ного осцилятора (3)

H = Hs +Ha
osc. (49)

Означивши оператори

H0 = 〈Hs〉a +Ha
osc (50)

∆H = H −H0 = Hs − 〈Hs〉a, (51)

можна переписати гамiльтонiан (49) в такому виглядi:

H = H0 + ∆H. (52)

У (50), (60) ми використали позначення 〈. . .〉a =
〈ψ(a)

0,0,0| . . . |ψ
(a)
0,0,0〉, де ψ

(a)
0,0,0 — добре вiдомi хвильовi

функцiї тривимiрного гармонiчного осцилятора Ha
osc

в основному станi.
Запишiмо власнi значення та власнi функцiї гамiль-

тонiана H0. Врахувавши те, що 〈Hs〉a та Ha
osc комуту-

ють, власнi значення та власнi функцiї гамiльтонiана
H0 можемо записати так

ψ
(0)
{ns},{0} = ψs

{ns}ψ
a
0,0,0, (53)

E
(0)
{ns} = Es

{ns} +
3
2

~ωosc, (54)

де ψs
{ns}, E

s
{ns} — власнi значення та власнi функцiї га-

мiльтонiана системи 〈Hs〉a, усередненого за хвильови-
ми функцiями гармонiчного осцилятора, {ns} — кван-
товi числа. У (53), (54) ми врахували те, що осцилятор
Ha

osc перебуває в основному станi.
Знайдiмо поправки до гамiльтонiана H0, зумовле-

нi збуренням ∆H. У першому порядку теорiї збурень
маємо такi поправки:

∆E(1) = 〈ψs
{ns}ψ

a
0,0,0|∆H|ψs

{ns}ψ
a
0,0,0〉 = 〈ψs

{ns}|〈Hs〉a − 〈Hs〉a|ψs
{ns}〉 = 0. (55)

У другому порядку теорiї збурень можемо записати:

∆E(2) =
∑

{n′
s},{na}

∣∣∣〈ψ(0)
{n′

s},{na} |∆H|ψ
(0)
{ns},{0}

〉∣∣∣2
Es
{n′

s}
− Es

{ns} − ~ωosc(na
1 + na

2 + na
3)
, (56)
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де квантовi числа {n′s}, {na} не збiгаються з кванто-
вими числами {ns},{0}. Зауважимо, що матричнi еле-
менти

〈
ψ

(0)
{n′

s},{na} |∆H|ψ
(0)
{ns},{0}

〉
не залежать вiд час-

тоти осцилятора ωosc, оскiльки виконується рiвнiсть
(4). Враховуючи те, що квантовi числа {n′s}, {na} не
збiгаються з квантовими числами {ns},{0}, знамен-
ник усiх доданкiв у (56) є пропорцiйним до частоти
осцилятора. Нагадаємо, що ми вважаємо частоту ос-
цилятора дуже великою. У границi ωosc →∞ маємо

lim
ωosc→∞

∆E(2) = 0. (57)

Отже, можемо зробити висновок, що з точнiстю до
другого порядку за ∆H гамiльтонiан у некомутатив-
ному просторi канонiчного типу зi збереженою сфе-
ричною симетрiєю можна записати як (50).

Зауважимо, що оператор ∆H можна розглядати
як збурення, зумовлене некомутативнiстю координат.
Використавши представлення (8), (9), гамiльтонiан
системи може бути записаний як

Hs = H(0)
s + V, (58)

де H(0)
s — гамiльтонiан системи у звичному просто-

рi (просторi з комутуючими координатами) H(0)
s =

H
(0)
s (x,p) та V — збурення, зумовлене некомутатив-

нiстю. Оскiльки H
(0)
s не залежить вiд координат та

iмпульсiв гармонiчного осцилятора Ha
osc, виконується

така рiвнiсть:

H(0)
s − 〈H(0)

s 〉a = 0. (59)

Отже, оператор ∆H має вигляд

∆H = V − 〈V 〉a. (60)

Розгляньмо конкретний випадок, коли маємо систе-
му N частинок з масами mi i = (1, . . . , N) та повний
гамiльтонiан у такому виглядi:

H =
(Pc)2

2M
+ Uext(Xc) +Hrel +Ha

osc, (61)

тут Uext — зовнiшнє поле, Hrel гамiльтонiан вiдносно-
го руху. Звернiмо увагу, що оскiльки координати цен-
тра мас та координати вiдносного руху не комутують,
маємо [(Pc)2/2M+Uext(Xc),Hrel] 6= 0. Також важливо
зауважити, що [Uext(Xc),Ha

osc] 6= 0 та [Hrel,H
a
osc] 6= 0.

Отже, ми не можемо розглядати рух центра мас та
вiдносний рух незалежно в некомутативному просто-
рi зi збереженою сферичною симетрiєю.

Як було показано вище, з точнiстю до ∆H2 =
(Hs − 〈Hs〉a)2, повний гамiльтонiан можна записати
у виглядi (50)

H0 =
(Pc)2

2M
+ 〈Uext(Xc)〉a + 〈Hrel〉a +Ha

osc, (62)

тут ми врахували те, що кiнетична енерґiя (Pc)2/2M
не залежить вiд коордтинат та iмпульсiв осцилятора
Ha

osc, тому 〈(Pc)2〉a = (Pc)2. Зауважимо, що першi

два доданки в (62), якi описують рух центра мас, ко-
мутують з Ha

osc, також [〈Hrel〉a,Ha
osc] = 0. У випадку,

коли виконується умова (17), координати центра мас
та вiдносного руху комутують, тому виконуються та-
кi рiвностi:[

(Pc)2

2M
+ 〈Uext(Xc)〉a,H0

]
= [〈Hrel〉a,H0] = 0. (63)

Отже, можемо зробити висновок, що за виконання
умови (17) з точнiстю до другого порядку за ∆H рух
центра мас та вiдносний рух можуть розглядатися не-
залежно в некомутативному просторi канонiчного ти-
пу зi збереженою сферичною симетрiєю.

V. ВИСНОВОК

У статтi розглянуто некомутативний простiр ка-
нонiчного типу зi збереженою сферичною симетрi-
єю (5)–(7), запропонований у [22]. Ми побудували
сферично-симетричну некомутативну алґебру, озна-
чивши тензор некомутативностi за допомогою додат-
кових координат, якi описуються гармонiчним осци-
лятором (2).

Дослiджено проблему опису руху системи частинок
у сферично-симетричному некомутативному просто-
рi. У загальному випадку, коли рiзним частинкам вiд-
повiдають рiзнi тензори некомутативностi, ми проана-
лiзували комутацiйнi спiввiдношення для координат
центра мас, координат вiдносного руху. Ми дiйшли
висновку, що рух центра мас у некомутативному прос-
торi зi збереженою сферичною симетрiєю описується
ефективним тензором некомутативностi (36), який за-
лежить вiд тензорiв некомутативностi, що вiдповiда-
ють частинкам системи та їхнiх мас. Також показано,
що координати центра мас та координати вiдносного
руху не комутують. Отже, у некомутативному прос-
торi зi збереженою сферичною симетрiєю рух центра
мас та вiдносний рух не можуть розглядатися як не-
залежнi.

Ми знайшли умову на параметр α (17), який вхо-
дить у тензор некомутативностi (2), за якої отримуємо
низку важливих результатiв. А саме, показано, що ко-
ли тензор некомутативностi, який вiдповiдає частин-
цi, є обернено пропорцiйним до її маси (39), ефектив-
ний тензор некомутативностi не залежить вiд компо-
зицiї системи (40), координати центра мас та коорди-
нати вiдносного руху комутують (38), некомутативнi
координати не залежать вiд маси та можуть розгля-
датися як кiнематичнi змiннi (18). Також показано,
що за виконання умови (17) представлення для неко-
мутативних координат центра мас, отриманi зi спiв-
вiдношень некомутативної алґебри (41) та на осно-
вi означення (45), спiвпадають. Звернiмо увагу, що
з урахуванням (39), умова (17) є подiбною до умови
на параметр координатної некомутативностi θnmn =
γ = const, запропонованої в роботах [36, 39, 54, 55].
Зв’язок параметра деформацiї з масою частинки було
запропоновано з метою розв’язання проблем у дефор-
мованому просторi з мiнiмальною довжиною в робо-
тах [42,43,56].
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В останньому роздiлi статтi ми розглянули гамi-
льтонiан у некомутативному просторi зi збереженою
сферичною симетрiєю. Зважаючи на те, що сферично-
симетрична некомутативна алґебра будується iз залу-
ченням додаткових ступеней вiльностей, у сферично-
симетричному некомутативному просторi необхiдно
розглядати повний гамiльтонiан (49). Ми показали,
що з точнiстю до другого порядку за ∆H (60) повний
гамiльтонiан може бути записаним як сума усередне-
ного гамiльтонiана системи за хвильовими функцiями
гармонiчного осцилятора в основному станi та гамi-
льтонiана гармонiчного осцилятора (50). Ми дiйшли
висновку, що в цьому наближеннi (з точнiстю до дру-

гого порядку за ∆H), за виконання умови (17) рух
центра мас та вiдносний рух є незалежними в некому-
тативному просторi канонiчного типу зi збереженою
сферичною симетрiєю (5)–(7).
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MANY-PARTICLE SYSTEM IN A ROTATIONALLY-INVARIANT SPACE
WITH CANONICAL NONCOMMUTATIVITY OF COORDINATES

Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, 79005, Ukraine

The rotationally-invariant noncommutative space with noncommutativity of coordinates of canonical type is
studied. The problem of describing the motion of the center-of-mass of a composite system is studied in this space.
We find that the motion of the center-of-mass is described with the help of the effective tensor of noncommutativ-
ity, which depends on the tensors of noncommutativity of individual particles and on their masses. We show that
the motion of the center-of-mass is not independent of the relative motion in a rotationally-invariant noncommu-
tative space. We propose a condition on the parameter in the tensor of coordinate noncommutativity on which
noncommutative coordinates can be considered as kinematic variables; the coordinates of the center-of-mass and
the coordinates of the relative motion commute; the effective tensor of noncommutativity does not depend on
the composition of the system; the representations of the coordinates of the center-of-mass obtained on the basis
of their definition and on the basis of the relations of noncommutative algebra are identical. According to this
condition, the tensor of coordinate noncommutativity which corresponds to a particle is inversely proportional to
its mass. In addition, the Hamiltonian of a system in a noncommutative space with preserved rotational symmetry
is analyzed. We show that up to the second order in the ∆H given by (60) one can consider an effective Hamil-
tonian. This Hamiltonian is constructed by averaging the Hamiltonian of the system over the degrees of freedom
of harmonic oscillators.
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