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Спiнтроннi магнiтнi наноосцилятори (СМНО) є перспективними базовими елементами
електронiки майбутнього, проте для створення ефективних мiкрохвильових пристроїв на їхнiй
основi необхiдно застосовувати не окремi СМНО, а масиви синхронiзованих наноосциляторiв.
На практицi синхронiзацiя СМНО суттєво ускладнюється за рахунок досить великого техно-
логiчного розкиду власних параметрiв наноосциляторiв, що є наслiдком не достатньо доскона-
лої технологiї їх виготовлення. У цiй статтi вперше описано числову модель взаємної фазової
синхронiзацiї довiльної кiлькостi слабко зв’язаних СМНО, яка враховує технологiчний розкид
їхнiх власних параметрiв. Використання цiєї моделi продемонстровано для двох, трьох, п’яти,
десяти та двадцяти СМНО.
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I. ВСТУП

Одним iз найвiдомiших базових елементiв спiн-
тронiки є спiнтронний магнiтний наноосцилятор
(СМНО, spin-torque nano-oscillator) [1–6]. Принцип
його роботи ґрунтується на двох фундаментальних
фiзичних явищах: спiн-обертовому ефектi (СОЕ, the
spin-transfer torque) [7, 8] та магнiторезистивному
ефектi, який, залежно вiд будови СМНО, може про-
являтися як ефект гiгантського [1–3] або тунельного
[4,5] магнiтоопору. Типовий СМНО є багатошаровою
структурою, що складається мiнiмум з двох магнiт-
них шарiв рiзного функцiонального призначення, роз-
дiлених немагнiтним (металевим чи дiелектричним)
прошарком. Один iз магнiтних шарiв — закрiплений
магнiтний шар (ЗМШ). У ньому напрямок вектора
намагнiченостi досить жорстко зафiксований i майже
не змiнюється пiд час прикладання до СМНО керу-
вального зовнiшнього сиґналу. Iнший магнiтний шар
є вiльним магнiтним шаром (ВМШ), вектор намагнi-
ченостi в якому може майже вiльно рухатись пiд дiєю
слабкого зовнiшнього впливу. Пiд час руху електро-
нiв крiзь таку тришарову структуру носiї заряду по-
ляризуються у ЗМШ i, згiдно з СОЕ [7,8], переносять
набутий ними нескомпенсований спiновий магнiтний
момент до ВМШ. Це приводить до появи прецесiї на-
магнiченостi або до перемикання напрямку намагнi-
ченостi в цьому шарi, що, своєю чергою, спричиняє ос-
циляцiї або перемикання магнiтоопору пристрою [6].
Вiдповiднi ефекти, що вiдбуваються у спiнтронних
магнiтних наноструктурах, можуть бути використанi
для розробки нових типiв нанорозмiрних ґенераторiв
електромагнiтних сиґналiв [1–6, 9–11], амплiтудних i
частотних детекторiв, аналiзаторiв спектра електро-

магнiтного випромiнювання [6, 12–15], систем оброб-
ки, передачi та збереження iнформацiї [6,16,17] тощо.

СМНО можуть стати основою для новiтнiх елект-
ронних пристроїв майбутнього за умови полiпшення
ряду їхнiх технiчних характеристик: збiльшення по-
тужностi вихiдного сиґналу, зменшення ширини сму-
ги генерацiї, розширення робочої смуги частот, пiд-
вищення стабiльностi частоти вихiдного сиґналу, зни-
ження рiвня шумiв тощо [5,6,11,17,18]. Є декiлька пiд-
ходiв до полiпшення робочих характеристик СМНО:
(i) пiд’єднувати СМНО до зовнiшнiх пристроїв за до-
помогою спецiальних узгоджувальних мiкрохвильо-
вих кiл [10,11,18–20]; (ii) застосовувати СМНО склад-
ної будови, що мають декiлька закрiплених та/або вi-
льних магнiтних шарiв [21–24]; (iii) змiнювати темпе-
ратуру та/або iншi умови проведення експерименту,
добирати оптимальнi матерiальнi параметри та фор-
му шарiв СМНО [25–29]; (iv) синхронiзувати СМНО
мiж собою та/або iз зовнiшнiм сиґналом [30–36]. З усiх
згаданих вище пiдходiв тiльки останнiй є досить пер-
спективним i дає iстотне полiпшення майже всiх ро-
бочих характеристик СМНО.

Проте синхронiзацiя багатьох СМНО стикається з
низкою принципових проблем: (i) практична реалiза-
цiя синхронiзацiї декiлькох СМНО ускладнена завдя-
ки сильнiй нелiнiйностi та неiзохронностi наноосци-
ляторiв [9, 30–34, 36, 37]; (ii) технологiя виробництва
СМНО є недосить досконалою, що призводить до ве-
ликого розкиду робочих параметрiв СМНО [25,26,38,
39], що, своєю чергою, суттєво ускладнює одержан-
ня синхронiзованого стану кiлькох наноосциляторiв;
(iii) загальна теорiя синхронiзацiї СМНО ще не за-
вершена — на цей момент проаналiзовано лише де-
кiлька окремих випадкiв [9, 37, 40–47]. Усi цi чинники
заважають розробцi та створенню ефективних мiк-
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рохвильових приладiв з масивами синхронiзованих
СМНО, що робить дослiдження процесiв синхронiза-
цiї СМНО актуальним завданням сучасної нелiнiйної
фiзики, радiофiзики та електронiки.

Незважаючи на значний проґрес у фiзицi синхро-
нiзацiї коливань [48], на сьогоднi практичнi досягнен-
ня в галузi синхронiзацiї саме СМНО досить обмеже-
нi. Пiсля першого експериментального пiдтвердження
синхронiзацiї двох наноосциляторiв у 2005 р. [30, 31]
протягом наступних 12 рокiв удалося досягти синхро-
нiзацiї лише чотирьох магнiтних вихорiв у СМНО з
вихровим станом намагнiченостi ВМШ [33], трьох [34]
та п’яти [36] СМНО традицiйного типу (не з вихро-
вим станом намагнiченостi ВМШ). Зазначимо також,
що 2017 р. показано можливiсть синхронiзацiї дев’яти
спiнових осциляторiв Холла [49]. З огляду на склад-
нiсть експериментальної синхронiзацiї СМНО, основ-
ну увагу дослiдники зосередили переважно на аналi-
тичних [37,40–45] i числових [50–57] методах вивчення
цього явища. Є також низка праць [46, 47, 58], якi по-
єднують обидва цi пiдходи. У бiльшостi цих робiт про-
аналiзовано синхронiзацiю СМНО з вихровим станом
намагнiченостi ВМШ. Задачу синхронiзацiї СМНО
традицiйного типу, як правило, розглядається в од-
ному з двох наближень: а) для масивiв з малою кiль-
кiстю СМНО (типово 2 ÷ 10 структур) [40, 41, 44, 45];
б) для масивiв з дуже великою кiлькiстю СМНО [51],
яку типово аналiзують у межах моделi Курамото [59].
Особливiстю зазначених робiт iз синхронiзацiї СМНО
є те, що в них, як правило, дослiджують структури з
детермiнованими параметрами. Вiдповiдно, наявний
суттєвий розкид технологiчних параметрiв СМНО,
який принципово впливає на процес їх синхронiзацiї
у таких роботах не враховують, а тому отриманi в
цих працях результати досить складно порiвнювати
з даними експерименту. Є лише дуже небагато робiт,
наприклад [57,58], де зроблено спробу врахувати тех-
нологiчний розкид параметрiв при розглядi синхро-
нiзацiї наноосциляторiв (експериментально цю зада-
чу аналiзували в [60], де, однак, синхронiзацiї СМНО
спостережено не було), проте в усiх цих працях вивча-
ють лише СМНО з вихровим станом намагнiченостi
ВМШ.

Метою цiєї статтi є узагальнення моделi взаємної
фазової синхронiзацiї СМНО [9, 43, 45] у наближен-
нi глобального зв’язку на випадок довiльної кiлькостi
слабко взаємодiючих наноосциляторiв з урахуванням
скiнченого технологiчного розкиду їхнiх власних па-
раметрiв, а також оцiнка ефективностi синхронiзацiї
рiзної кiлькостi СМНО для деяких практично важ-
ливих випадкiв. У працi наведено й проаналiзовано
результати числового моделювання процесiв фазової
синхронiзацiї двох, трьох, п’яти, десяти та двадцяти
СМНО з урахуванням технологiчного розкиду їхнiх
робочих параметрiв. Наведенi данi кориснi для оцiн-
ки впливу технологiчного розкиду параметрiв СМНО
на ефективнiсть роботи мiкрохвильових пристроїв з
масивами синхронiзованих наноосциляторiв i важливi
для полiпшення та оптимiзацiї характеристик таких
систем.

II. МОДЕЛЬ ВЗАЄМНОЇ ФАЗОВОЇ
СИНХРОНIЗАЦIЇ СМНО

A. Основнi рiвняння

Як уже зазначено, завдання синхронiзацiї СМНО
ускладнюється низкою проблем, якi не характернi
для спiнтронiки, проте добре вiдомi в нелiнiйнiй ди-
намiцi [37, 39–41, 47, 48], у мiкро- та наноелектроннiй
технологiї [25, 26, 34, 36, 38, 39, 60, 61]. Вiдповiдно, для
одержання найпростiшого i, водночас, точного опи-
су синхронiзацiї коливань намагнiченостi декiлькох
СМНО необхiдно вдало обрати вихiдну теоретичну
модель. На сьогоднi є кiлька пiдходiв для опису вза-
ємної фазової синхронiзацiї СМНО [9,32,37,50]. Ниж-
че буде використано пiдхiд, що ґрунтується на нелi-
нiйнiй унiверсальнiй моделi автоґенератора Славiна–
Тиберкевича (модель СТ) [9]. Цей вибiр теоретичної
моделi пов’язаний з такими обставинами: (i) нинi мо-
дель СТ є найпростiшою моделлю СМНО, що адек-
ватно описує будь-якi процеси перетворення енерґiї в
СМНО, причому основне рiвняння моделi (1), фак-
тично, випливає iз закону збереження енерґiї; (ii) ви-
сновки та результати, отриманi за допомогою мо-
делi СТ, неодноразово перевiряли на експериментi
[9,32,41,62,63], який показав коректнiсть та достатню
точнiсть цiєї моделi; (iii) згадана модель придатна для
опису динамiчних процесiв у СМНО будь-якого ти-
пу/будови (наприклад, у роботi [64] доведено, що ця
модель адекватно описує динамiку вихорiв у СМНО з
вихровим станом намагнiченостi ВМШ); (iv) нареш-
тi, ця модель є досить унiверсальною, а отриманi за
її допомогою результати з певними, не принциповими
змiнами можуть бути поширенi на нелiнiйнi осциля-
тори довiльної природи.

Основне рiвняння моделi СТ для замкненої системи
з N взаємодiючих СМНО має вигляд [9]

dci

dt
+ iωi(pi)ci + Γeff,i(pi)ci = Si . (1)

Тут iндексом i = 1, N позначено величини, що нале-
жать до i-го СМНО, ci ≡ ci(t) — безрозмiрна комп-
лексна амплiтуда прецесiї намагнiченостi, pi = |ci|2
— безрозмiрна потужнiсть прецесiї намагнiченостi,
ωi(pi) — циклiчна частота неiзохронних коливань на-
магнiченостi, Γeff,i(pi) — ефективний коефiцiєнт диси-
пацiї коливань намагнiченостi, Si ≡ Si(t) — функцiя,
що описує вплив на i-й СМНО зовнiшнiх чинникiв
(зовнiшнього мiкрохвильового сиґналу, сиґналiв вiд
iнших СМНО, шуму тощо), i =

√
−1. Другий доданок

у лiвiй частинi (1) описує консервативну прецесiю на-
магнiченостi у ВМШ наноосцилятора, третiй — змi-
ну енерґiї системи за рахунок природної позитивної
дисипацiї в магнiтному матерiалi ВМШ (Γ+,i) або на-
качування енерґiї в систему (неґативна дисипацiя) за-
вдяки СОЕ (Γ

−,i). Вiдповiдно, ефективний коефiцiєнт
дисипацiї Γeff,i(pi) є рiзницею коефiцiєнтiв позитивної
та неґативної дисипацiй, Γeff,i(pi) = Γ+,i(pi)−Γ

−,i(pi).
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Метод розрахунку величин ci , ωi(pi), Γeff,i(pi) для
СМНО з рiзними параметрами наведено в працях
[9, 64].

Аналiзуючи задачу взаємної фазової синхронiза-
цiї N СМНО, “зовнiшню силу” Si в рiвняннi (1) бу-
демо вважати пов’язаною тiльки з впливом на i-й
СМНО всiх iнших наноосциляторiв. Iншими механiз-
мами впливу (шуми, зовнiшнi мiкрохвильовi сиґнали
тощо) для спрощення будемо нехтувати. З урахуван-
ням цих припущень рiвняння (1) набуває вигляду [45]:

dci

dt
+ iωi(pi)ci + Γeff,i(pi)ci =

N
∑

j=1

j 6=i

Ωij eiζij cj , (2)

де Ωij — амплiтуда коефiцiєнта зв’язку мiж i-м i
j-м наноосциляторами, ζij — фаза цього коефiцiєн-
та зв’язку; iндекс j змiнюється в тих самих межах,
що й iндекс i з урахуванням додаткової вимоги j 6= i.

Отримана система рiвнянь (2) є замкненою. У ви-
падку незв’язаних СМНО (Ωij = 0) її розв’язком є

c0i(t) =
√

p0i e−iφ0i , (3)

де φ0i ≡ φ0i(t) = ω0i(p0i)t + ϕ0i, p0i i ω0i(p0i) — без-
розмiрна потужнiсть та циклiчна частота коливань
намагнiченостi для деякого рiвноважного стану i-го
СМНО, ϕ0i — початкова фаза коливань. Зазначимо,
що вираз (3) виявляється досить точним навiть для
нерiвноважних коливань намагнiченостi за умови, що
цi коливання збудженi струмом, величина якого ли-
ше трохи перевищує порiг збудження коливань (отже,
такi коливання можна вважати малими).

B. Модель потужнiсть–фаза

У випадку слабко зв’язаних наноосциляторiв
(|Ωij | � |ωi,j(pi,j)|) розв’язок системи (2) близький
до (3). Його можна записати так:

ci ≈
√

p0i [1 + ρi] e−iφi , (4)

що вперше зроблено в [43] i потiм використано в [9,45].
Тут ρi ≡ ρi(t) = (pi(t) − p0i)/2p0i — малi вiдхилен-
ня безрозмiрної потужностi коливань намагнiченостi
pi(t) вiд її рiвноважного значення p0i , φi ≡ φi(t) —
фаза коливань намагнiченостi в i-му СМНО.

Пiдставляючи вираз (4) у (2) та розкладаючи в
ряд циклiчну частоту ωi(pi) та ефективний параметр
дисипацiї Γeff,i(pi) як ωi(pi) ≈ ωi(p0i) + 2p0iNiρi ,
Γeff,i(pi) ≈ Γeff,i(p0i) + 2p0iGiρi , Ni = dωi(p0i)/dpi ,
Gi = dΓeff,i(p0i)/dpi , можна отримати комплекснi рiв-
няння для змiнних ρi,j та φi,j . Цi рiвняння, викорис-
товуючи лiнiйне наближення (враховуються лише до-
данки першого порядку мализни ∼ Ωij або ρi,j), мож-
на записати так:

dρi

dt
+ 2p0iGiρi =

N
∑

j=1

j 6=i

Ωij

√

p0j

p0i

cos(ζij + φj − φi),

dφi

dt
− ω0i − 2p0iNiρi

= −
N

∑

j=1

j 6=i

Ωij

√

p0j

p0i

sin(ζij + φj − φi) . (5)

Ця модель називається моделлю “потужнiсть–фаза”.
Вона враховує змiни як потужностi ρi(t), так i фа-
зи φi(t) коливань намагнiченостi у СМНО. Межi за-
стосування цiєї моделi: |ρi(t)| � 1, тобто вона є ко-
ректною за невеликого рiвня флуктуацiй потужностi
(коли керувальний струм лише трохи бiльший за по-
роговий струм). Ця умова зазвичай виконується для
бiльшостi експериментiв з СМНО.

C. Фазова модель

Модель “потужнiсть–фаза” можна додатково спрос-
тити введенням “ефективної ” фази коливань намагнi-
ченостi Φi ≡ Φi(t) [45]:

Φi(t) = φi(t) + νiρi(t) , (6)

де νi = Ni/Gi — безрозмiрний нелiнiйний зсув часто-
ти. “Ефективна” фаза Φi є розв’язком рiвняння

dΦi

dt
− ω0i =

N
∑

j=1

j 6=i

λij sin (Φj − Φi + βij) , (7)

де λij = Ωij

√

p0j/p0i

√

1 + ν2
i — нормована амплi-

туда коефiцiєнта зв’язку j-го СМНО з i-м, βij =
ζij − arctan νi — нормована фаза зв’язку. Фазова мо-
дель (7) є широко вживаною в теорiї автоґенераторiв i
коректною за умови |νiρi(t)| � 1. Пiд час синхронiза-
цiї осциляторiв зовнiшнiм сиґналом вона переходить
у модель Адлера [65], а для взаємної фазової синхро-
нiзацiї осциляторiв її зазвичай називають модифiко-
ваною моделлю Курамото [59].

Подальше спрощення фазової моделi (7) можна ви-
конати за допомогою наближення ґлобального зв’яз-
ку. Згiдно з цим наближенням, кожен СМНО взаємо-
дiє з деяким усередненим мiкрохвильовим сиґналом,
що створюється всiма взаємодiючими наноосцилято-
рами. Вiдповiдно, нормованi амплiтуда та фаза кое-
фiцiєнта зв’язку є сталими величинами: λij = Λ/N ,
βij = β. З урахуванням зроблених наближень моде-
льне рiвняння (7) набуває остаточного вигляду:

dΦi

dt
− ω0i =

Λ

N

N
∑

j=1

j 6=i

sin (Φj − Φi + β) . (8)

Наближення ґлобального зв’язку добре описує сис-
тему зв’язаних осциляторiв у тому випадку, коли вза-
ємодiя осциляторiв симетрична [48, 59]: для двох ос-
циляторiв, для трьох осциляторiв, розташованих у
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вершинах рiвностороннього трикутника, для великої
кiлькостi осциляторiв, що розташованi на однаковiй
вiдстанi один вiд одного тощо.

III. ЧИСЛОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВЗАЄМНОЇ
ФАЗОВОЇ СИНХРОНIЗАЦIЇ СМНО

A. Числова модель

Аналiз взаємної фазової синхронiзацiї N зв’язаних
СМНО базувався на числовому розв’язаннi системи
рiвнянь (8) для заданих значень нормованої амплiту-
ди Λ та нормованої фази β сиґналу зв’язку, вiдомих
власних частот СМНО f0i = ω0i/2π та значень “ефек-
тивних” фаз коливань намагнiченостi Φi(0) у почат-
ковий момент часу t = 0. Розв’язуючи систему (8)
на промiжку часу [0; T ], отримали часовi залежностi
“ефективних” фаз Φi(t).

В експериментах власнi частоти f0i окремих осци-
ляторiв у масивi СМНО вiдрiзняються через немож-
ливiсть технологiчного виготовлення iдентичних на-
ноструктур [30, 31, 34, 36, 38, 39]. Тому частоти коли-
вань f0i у системi (8) зручно розглядати як випад-
ковi величини, розподiленi навколо деякого середньо-
го значення f0 = 〈f0i〉 за певним законом розподiлу
P (f0i) (для спрощення будемо вважати, що цей розпо-
дiл є однаковим для всiх СМНО); тут i далi 〈x〉 позна-
чає середнє значення величини x. У статтi проаналiзо-
вано найбiльш типовий випадок, коли розподiл влас-
них частот наноосциляторiв є нормальним (ґауссiвсь-
ким):

P (f0i) =
1

∆f
√

2π
exp

{

−1

2

(

f0i − f0

∆f

)2
}

, (9)

де ∆f — середньоквадратичне вiдхилення частот f0i

вiд їхнього середнього значення f0.
Попереднi дослiдження, якi ми провели, показа-

ли, що вибiр рiзних розподiлiв частот наноосцилято-
рiв (розглядали випадки рiвномiрного розподiлу, нор-
мального розподiлу та розподiлу Лоренца) не приво-
дить до якiсної змiни динамiки системи з N СМНО.
Змiна вигляду та/або параметрiв розподiлу частот на-
ноосциляторiв спричиняє лише змiну границь дiлян-
ки синхронiзацiї наноосциляторiв (до звуження або
розширення цiєї дiлянки). Причому встановлено, що
для типових систем кiлькох наноосциляторiв iз па-
раметрами, що можуть бути легко реалiзованi експе-
риментально, цi змiни незначнi (порiг синхронiзацiї
змiнюється лише на 10–20%). З урахуванням цього
у статтi наведено результати лише для нормально-
го розподiлу частот наноосциляторiв, який прийнято
вважати найближчим до розподiлу частот у реальних
системах iз багатьма СМНО [31,38, 39].

Початковi “ефективнi” фази коливань намагнiче-
ностi рiзних СМНО Φi(0) також потрiбно розглядати
як випадковi величини. У цiй працi вважаємо, що по-
чатковi фази наноосциляторiв Φi(0) розподiленi рiв-
номiрно на промiжку [0; 2π].

Для визначення стану системи з N СМНО (є син-
хронiзацiя чи її немає) за розрахованими часовими
залежностями “ефективних” фаз Φi(t) обчислювали
комплексний параметр порядку системи r(t) [48]:

r(t) = R(t) eiΨ(t) =
1

N

N
∑

i=1

eiΦi(t) . (10)

Його модуль R(t) = |r(t)| характеризує вiдносну кiль-
кiсть синхронiзованих СМНО (за iдеальної синхро-
нiзацiї R(t) → 1), а змiна його фази Ψ(t) визначає
циклiчну частоту синхронiзованих коливань dΨ/dt.

У випадку, коли коливання намагнiченостi є несин-
хронiзованими, тобто коли рiзниця фаз Φi(t) − Φj(t)
не стала для ∀i 6= j, величина R(t) також змiнюється.
Зазначимо, що незначнi змiни R(t) можуть вiдбува-
тися навiть у квазiсинхронiзованому станi за умови,
що сталою є не миттєва рiзниця “ефективних” фаз,
Φi(t) −Φj(t), а рiзниця фаз, усереднена протягом де-
якого перiоду часу, наприклад, протягом характерно-
го перiоду коливань 1/f0 [48]. На практицi невеликi
змiни R(t) також можуть бути викликанi наявнiстю
похибок числового розрахунку. Враховуючи це, для
надiйного визначення стану системи потрiбно вико-
ристовувати критерiй ∆R < ∆R0, де ∆R — середньо-
квадратичне вiдхилення величини R(t) на часовому
промiжку [t0; t0+∆t], на якому ведеться спостережен-
ня за станом системи, ∆R0 — наперед задане значен-
ня, що визначає якiсть синхронiзацiї [48,66]. Очевид-
но, що тривалiсть промiжку часу ∆t треба обирати
не менше нiж 1/f0, а вибiр занадто малих або, нав-
паки, занадто великих значень ∆R0 може призвести
до незадовiльного опису стану системи [48,66]. Нижче
процеси фазової синхронiзацiї розглядатимуться для
значень ∆R0 вiд нуля (iдеальна синхронiзацiя, вико-
ристовується для порiвняння з теорiєю) до ∆R0 = 0.5.

Процедура числового аналiзу взаємної фазової син-
хронiзацiї N СМНО полягала в такому:

1. Задавали вихiднi параметри задачi: середню час-
тоту СМНО f0 , середньоквадратичне вiдхилення час-
тот СМНО ∆f , нормовану амплiтуду зв’язку Λ та
нормовану фазу зв’язку β. Для аналiзу поведiнки сис-
теми в координатах (Λ; β) вважали, що Λ = 2πξf0 , де
безрозмiрний параметр ξ змiнюється в межах вiд 0
до 1 з кроком 0.01, а β змiнюється в межах вiд 0 до
2π з кроком 2π/100. Пiд час аналiзу впливу техноло-
гiчного розкиду параметрiв СМНО на ефективнiсть
їх синхронiзацiї розглядали випадок, коли величина
розкиду частот ∆f змiнювалась вiд f0/100 до f0/10 з
кроком f0/100.

2. Для заданих величин f0 , ∆f ґенерували вектор
власних частот СМНО f0i , i = 1, N , згiдно з розподi-
лом (9), а також вектор початкових фаз Φi(0), розпо-
дiлених рiвномiрно на промiжку [0; 2π].

3. Використовуючи визначенi ранiше величини,
числовими методами розв’язували систему рiвнянь
(8) на промiжку часу [0; T ], де T = 100/f0. Вiдтак,
використовуючи розрахованi залежностi Φi(t), обчис-
лювали, згiдно з (10), часову залежнiсть комплексно-
го параметра порядку r(t).
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4. За вiдомою залежнiстю r(t) розраховували серед-
нє значення R = 〈R(t)〉 i потiм середньоквадратичне
вiдхилення ∆R на промiжку часу [90/f0; 100/f0]. Вва-
жали, що для цього промiжку система вже перебуває
в рiвноважному (або майже рiвноважному) станi.

5. Згiдно з рекомендацiями авторiв [66, 67], для
одержання статистично обґрунтованих результатiв
числовий аналiз (кроки вiд другого до четвертого
включно) проводили для 200 реалiзацiй, пiсля чого
отриманi результати (∆R) усереднювали.

B. Два СМНО

Задачу взаємної фазової синхронiзацiї двох СМНО
з детермiнованими параметрами теоретично проана-
лiзовано в [9, 45], а для СМНО з випадковими влас-
ними параметрами розглянуто в [67, 68].

Рис. 1. (Кольоровий онлайн) Дiаграми стану системи
2-х СМНО в координатах: безрозмiрна амплiтуда Λ/2πf0

— нормована фаза β/π коефiцiєнта зв’язку мiж наноос-
циляторами за рiзної величини технологiчного розкиду їх
власних частот: (а) ∆f = 100 МГц; (б) ∆f = 500 МГц.
Областi, що вiдповiдають рiзним станам системи (∆R),
забарвленi рiзними кольорами. Суцiльнi червонi кривi
— теоретичнi залежностi, розрахованi згiдно з [9, 45].
f0 = 10 ГГц.

На рис. 1 зображено типовi результати числового
моделювання, отриманi для системи з f0 = 10 ГГц,
∆f = 100 МГц (а) та ∆f = 500 МГц (б). Видно,
що синхронiзацiя двох СМНО є найбiльш ефектив-
ною, коли нормована амплiтуда коефiцiєнта зв’язку
Λ = 2πξf0 бiльша за розкид власних циклiчних час-
тот наноосциляторiв 2π∆f (тобто ξ > ∆f/f0), а нор-

мована фаза коефiцiєнта зв’язку β вiдрiзняється вiд
(2k − 1)π/2, де k ∈ N. Умова ξ = Λ/2πf0 > ∆f/f0 ви-
значає порiг появи синхронiзацiї Λth; Λth — мiнiмаль-
не значення Λ, за якого спостерiгається синхронiзацiя
при β = 0. Отриманi результати якiсно, а для малого
технологiчного розкиду параметрiв (∆f = 100 МГц,
рис. 1,а) i кiлькiсно вiдповiдають вiдомим теоретич-
ним [9, 45] (див. суцiльнi червонi кривi на рис. 1,а)
i числовим оцiнкам [51]. Дiлянки бiлого кольору на
дiаграмах вiдповiдають синхронiзованому стану сис-
теми (∆R ≈ 0), тодi, як дiлянки, забарвленi iншими
кольорами, вiдповiдають рiзним значенням середньо-
квадратичного вiдхилення модуля комплексного па-
раметра порядку ∆R. З рис. 1 видно, що дiаграми є
симетричними щодо прямої β = π. Враховуючи це,
дiаграми стану системи в координатах (Λ; β) можна
наводити лише для значень β ∈ [0; π].

C. Три СМНО

На рис. 2 зображено типовi результати числового
моделювання, отриманi для системи трьох СМНО з
такими параметрами: f0 = 10 ГГц, (а) ∆f = 100 МГц,
(б) ∆f = 250 МГц, (в) ∆f = 350 МГц та (г) ∆f =
500 МГц. Очевидно, що всi основнi риси синхронiзацiї
СМНО, вказанi вище для системи двох наноосциля-
торiв, спостерiгаються й для системи трьох СМНО.
Водночас, для системи трьох наноосциляторiв з’яв-
ляється декiлька якiсно нових особливостей процесу
синхронiзацiї.

По-перше, видно, що на вiдмiну вiд дiаграми для
двох СМНО, дiаграма для трьох наноосциляторiв пе-
рестає бути симетричною щодо прямої β = π/2 (хо-
ча її симетрiя щодо прямої β = π зберiгається). Це є
свiдченням iснування рiзних механiзмiв взаємодiї мiж
наноосциляторами: якщо 0 ≤ β < π/2, то зв’язок мiж
СМНО приводить до зближення їхнiх частот, а якщо
π/2 < β < π, то вiдбувається їх розштовхування. Вiд-
повiдно, ефективнiсть синхронiзацiї СМНО в другому
випадку є помiтно меншою, що добре вiдповiдає чис-
ловим оцiнкам [51], отриманим для великої кiлькостi
наноосциляторiв.

По-друге, зi збiльшенням кiлькостi наноосцилято-
рiв iз двох до трьох границя областi iдеальної синхро-
нiзацiї (особливо при β > π/4) помiтно розмивається,
навiть для малого технологiчного розкиду парамет-
рiв ∆f = 100 МГц (див. рис. 1,а та 2,а). Нашi деталь-
нi числовi дослiдження показали, що причини цього
такi: (i) для системи трьох СМНО вже стає можли-
вим явище часткової синхронiзацiї, коли утворюється
кластерний стан системи, за якого лише два наноос-
цилятори з трьох виявляються синхронiзованими; (ii)
з’являється можливiсть зникнення такого кластера з
утворенням нового (наприклад, спочатку були син-
хронiзованi наноосцилятори 1 i 2, а потiм — 2 i 3); (iii)
в окремих випадках спостерiгалась осцилююча пове-
дiнка стану системи, коли один iз наноосциляторiв пе-
рiодично синхронiзувався з достатньо стiйким класте-
ром, до якого входили два iншi СМНО, а потiм вихо-
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див iз цього синхронiзованого стану; (iv) вiдомо, що
система трьох осциляторiв уже може проявляти хао-
тичну поведiнку [48], ознаки чого також були спосте-
реженi у нашому числовому експериментi; (v) нареш-
тi, наявний розкид експериментальних точок на рис. 2
частково пов’язаний з незначною похибкою числових
обчислень (менше 5% за нашими оцiнками). Указанi
чинники приводять до появи помiтних змiн ∆R, що

погiршує якiсть синхронiзацiї для досить великої фа-
зової затримки сиґналу зв’язку β ≥ π/4. Також цi
фактори заважають надiйному визначенню стану, в
якому перебуває система трьох СМНО, тому для пе-
ревiрки коректностi отриманих числових результатiв
доцiльно розглянути спектри коливань СМНО за рiз-
них величин нормованої амплiтуди Λ i фази β сиґналу
зв’язку.

Рис. 2. (Кольоровий онлайн). Дiаграми стану системи 3-х СМНО в координатах (Λ/2πf0; β/π): (а) ∆f = 100 МГц;
(б) ∆f = 250 МГц; (в) ∆f = 350 МГц; (г) ∆f = 500 МГц. Областi, що вiдповiдають рiзним станам системи (∆R),
забарвленi рiзними кольорами. Суцiльнi червонi кривi — теоретичнi залежностi, розрахованi згiдно з [9,45]. f0 = 10 ГГц.

Рис. 3. (Кольоровий онлайн). Типовi спектри коливань
систем 3-х та 5-ти СМНО за нормованої фази зв’язку
β/π = 0.2 i рiзних величин безрозмiрної амплiтуди зв’язку
мiж наноосциляторами ξ = Λ/2πf0: ξ = 0 (невзаємодiючi
СМНО, чорна крива); ξ = 0.1 (синя крива); ξ = 0.25 (зеле-
на крива); ξ = 0.4 (синхронiзований стан, червона крива).
f0 = 10 ГГц.

Типовий вигляд спектрiв коливань системи трьох
СМНО для f0 = 10 ГГц, β = 0.2π i рiзних значень
Λ показано на рис. 3. Суцiльною чорною лiнiєю зоб-
ражено спектри невзаємодiючих СМНО (Λ = 0) з ви-
падково обраними власними частотами f01 = 8.9 ГГц,
f02 = 9.8 ГГц, f03 = 10.4 ГГц. Коли нормована амплi-
туда зв’язку мiж наноосциляторами досягає значення
Λ = 0.1 · 2πf0, спектр коливань системи зазнає помiт-
них спотворень (синя крива на рис. 3), що добре видно
на прикладi третього наноосцилятора. Iз подальшим
зростанням Λ до Λ = 0.25 · 2πf0 значнi змiни спек-
тра системи порiвняно зi спектром невзаємодiючих
СМНО спостерiгаються вже для всiх трьох наноосци-
ляторiв (зелена крива). Нарештi, за нормованої амп-
лiтуди зв’язку Λ = 0.4 · 2πf0 усi три наноосцилятори
перебувають у синхронiзованому станi з частотою ко-
ливань f = 10.2 ГГц (червона крива). Отже, аналiз
спектрiв коливань системи пiдтверджує коректнiсть
отриманих дiаграм ∆R(Λ, β).

Зазначенi вище якiсно новi риси поведiнки систе-
ми трьох СМНО проявляються контрастнiше вiдпо-
вiдно до того, як збiльшується величина технологiч-
ного розкиду частот наноосциляторiв ∆f . Зокрема,
помiтно зростає порiг синхронiзацiї Λth, за якого спо-
стерiгається синхронiзацiя при β = 0, розширюється
область значень β поблизу вiд β = π/2, коли синхро-
нiзацiя неможлива або неефективна. Водночас, порiв-
няння отриманих числових даних iз результатами вi-
домих теоретичних праць [9, 45] за цих умов стає до-
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волi неоднозначним, оскiльки в них не враховано iс-
нування кластерного або хаотичного стану системи й
пов’язаних iз цим ефектiв (таке порiвняння виявляє-

ться справедливим лише для iдеалiзованого випадку
β = 0).

Рис. 4. (Кольоровий онлайн). Дiаграми стану системи 5-х СМНО в координатах (Λ/2πf0; β/π): (а) ∆f = 100 МГц;
(б) ∆f = 250 МГц; (в) ∆f = 350 МГц; (г) ∆f = 500 МГц. Областi, що вiдповiдають рiзним станам системи (∆R),
забарвленi рiзними кольорами. Суцiльнi червонi кривi — теоретичнi залежностi, розрахованi згiдно з [9, 45].

D. П’ять, десять та двадцять СМНО

Ураховуючи специфiку синхронiзацiї багатьох
СМНО, розглянутих у пiдроздiлi III C на прикладi
трьох наноосциляторiв, аналiз процесiв синхронiзацiї
N > 3 СМНО доволi складний, проте, фактично, ви-
конується за одним й тим же алґоритмом незалежно
вiд кiлькостi СМНО N .

Результати моделювання для п’яти СМНО з тех-
нологiчним розкидом частот (а) ∆f = 100 МГц, (б)
∆f = 250 МГц, (в) ∆f = 350 МГц i (г) ∆f = 500 МГц
показанi на рис. 4. Видно, що поведiнка системи п’я-
ти СМНО якiсно близька до поведiнки системи трьох

СМНО, оскiльки в цьому випадку не з’являється нi-
яких нових ефектiв, що помiтно впливали б на син-
хронiзацiю наноосциляторiв. Водночас, бачимо, що
границi областi синхронiзацiї для п’яти СМНО вияв-
ляються значно бiльш розмитими, нечiткими, нiж для
системи трьох СМНО. Це свiдчить про те, що вплив
факторiв (i)–(iv), перелiчених у роздiлi III C, стає сут-
тєвiшим, а значить, для отримання стiйкої синхронi-
зацiї СМНО необхiдно збiльшувати амплiтуду зв’язку
мiж наноосциляторами Λ зi збереженням малого зна-
чення фази зв’язку β. Цей висновок також пiдтвер-
джується спектрами коливань системи, зображеними
на рис. 3.

Рис. 5. (Кольоровий онлайн). Дiаграми стану системи 10 СМНО (а, б) та 20 СМНО (в, г) в координатах (Λ/2πf0; β/π):
(а, в) ∆f = 100 МГц; (б, г) ∆f = 250 МГц. Областi, що вiдповiдають рiзним станам системи (∆R), забарвленi рiзними
кольорами. Суцiльнi червонi кривi — теоретичнi залежностi, розрахованi згiдно з [9, 45]. f0 = 10 ГГц.
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Поведiнка десяти (рис. 5а,б) та двадцяти (рис. 5в,г)
взаємодiючих СМНО має якiсно той же характер, що
й для трьох та п’яти СМНО. Проте з рис. 5 вид-
но, що за рахунок механiзму вiдштовхування частот
СМНО за β > π/2 їх синхронiзацiя стає або малое-
фективною (для 10 СМНО), або вже неможливою (20
СМНО) за малих значень Λ & Λth. Зазначимо, що цей
випадок пiдтверджується аналiзом спектрiв коливань
вiдповiдних масивiв СМНО.

Рис. 6. (Кольоровий онлайн). Кривi, що вiдповiдають
границi синхронiзованого стану системи N СМНО у ко-
ординатах (Λ/2πf0; β/π): ∆f = 100 МГц (чорнi кривi),
∆f = 250 МГц (синi кривi), ∆f = 350 МГц (зеленi кри-
вi), ∆f = 500 МГц (червонi кривi), розрахованi для рiзної
кiлькостi СМНО: N = 2 (суцiльнi кривi), N = 3 (штриховi
кривi), N = 5 (пунктирнi кривi), N = 10 (подвiйнi штри-
ховi кривi), N = 20 (подвiйнi штрих-пунктирнi кривi). В
областi пiд кривими синхронiзацiя СМНО є ґарантовною
i стiйкою. f0 = 10 ГГц.

Також звернiмо увагу на той факт, що зi збiльшен-
ням кiлькостi наноосциляторiв вiд N = 20 до N = 100
якiсних змiн у поведiнцi масиву СМНО спостережено
не було. Водночас установлено, що для систем iз кiль-
кiстю СМНО N > 100 використана числова модель
може бути недостатньо ефективною за рахунок по-
мiтного збiльшення часу розрахунку та/або похибки
розрахунку. Це може свiдчити про необхiднiсть удо-
сконалення використаної числової моделi для кiлькос-
тi наноосциляторiв N > 100.

Для числової оцiнки ефективностi синхронiзацiї вiд
2-х до 20-и СМНО зручно використовувати рис. 6, де
наведено залежностi в координатах (Λ; β), що вiдпо-
вiдають стiйкiй синхронiзацiї системи N СМНО, ви-
ходячи з ранiше отриманих даних числового розра-

хунку. Область пiд кожною кривою на рис. 6 є облас-
тю, у якiй синхронiзацiя СМНО стiйка i вiдбуваєть-
ся завжди (зазначимо, що це правильно в межах по-
хибки числового розрахунку). Кривi розрахованi для
рiзної величини технологiчного розкиду параметрiв:
∆f = 100 МГц (чорнi кривi), ∆f = 250 МГц (синi
кривi), ∆f = 350 МГц (зеленi кривi), ∆f = 500 МГц
(червонi кривi) i рiзної кiлькостi СМНО: N = 2 (суцi-
льнi кривi), N = 3 (штриховi кривi), N = 5 (пунктир-
нi кривi), N = 10 (подвiйнi штриховi кривi), N = 20
(подвiйнi штрих-пунктирнi кривi).

IV. ВИСНОВКИ

Узагальнено модель взаємної фазової синхронiзацiї
СМНО в наближеннi ґлобального зв’язку на випадок
довiльної кiлькостi наноосциляторiв iз випадковими
власними параметрами. З використанням цiєї моделi,
проведено числовий аналiз процесiв взаємної фазової
синхронiзацiї для 2-х, 3-х, 5-и, 10-и та 20-и СМНО для
рiзних величин технологiчного розкиду їхнiх власних
параметрiв i встановлено, що синхронiзацiя СМНО є
найефективнiшою, коли нормована амплiтуда коефi-
цiєнта зв’язку Λ перевищує певне порогове значення,
а нормована фаза коефiцiєнта зв’язку β є досить ма-
лою. Проiлюстровано, що за рахунок технологiчного
розкиду параметрiв СМНО область їх ґарантованої
стiйкої синхронiзацiї помiтно звужується порiвняно з
теоретичними оцiнками, причому цi вiдмiнностi теорiї
та числового експерименту найбiльш очевиднi для ве-
ликої кiлькостi наноосциляторiв з великим розкидом
параметрiв. Розраховано дiаграму стану в координа-
тах (Λ; β) для стiйкої синхронiзацiї N = {2; 3; 5; 10; 20}
СМНО, яка може бути корисною пiд час розробки,
створення чи оптимiзацiї практичних мiкрохвильових
пристроїв з масивами синхронiзованих СМНО.

Публiкацiя мiстить результати дослiджень, прове-
дених за ґрантом Президента України за конкурсним
проектом Ф74/150-2017 та Ф78, та результати дослi-
джень, здiйснених за ґрантової пiдтримки за конкур-
сним проектом Ф76/63-2017 Державного фонду фун-
даментальних дослiджень України. Робота над пуб-
лiкацiєю була також виконана за пiдтримки НДР
16БФ052-01 та 18БФ052-01М Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка та ґранту
7Ф ВЦП НАН України.
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Spin-torque nano-oscillators (STNOs) could be promising base elements for the electronics of the future;

however, their technical characteristics including output microwave signal power and linewidth, phase noise and

frequency stability must be improved before they are used in practical applications. The most promising way to

enhance these STNOs’ parameters and obtain the most efficient microwave STNO-based devices is to synchronize

the nano-oscillators, which could result in an increase in their output power, a reduction of their linewidth and

phase noise, an increase in the generated signal stability, etc. However, the synchronization of the STNOs is difficult

due to their strong nonlinearity and non-isochronism and the limitations of their manufacturing technology, which

at present time is characterized by a quite large spread of STNOs’ eigen parameters. In this work, a numerical

model of the mutual synchronization of an arbitrary number of weakly-coupled STNOs taking into account the

technological spread of STNOs’ parameters is presented. The use of this model for the case of two, three, five,

ten, and twenty STNOs having various technological spreads of the oscillators’ parameters is demonstrated. The

obtained results could be important for the development and optimization of microwave devices based on phase-

locked STNO arrays.
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