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11–12 сiчня 2018 року на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iме-
нi Iвана Франка вiдбувалися 22-i Рiздвянi науковi дискусiї. Традицiйно предметом обговорення були
проблеми фiзики твердого тiла, квантової механiки, фазових переходiв, статистичної фiзики, аст-
рофiзики, космологiї. Усi доповiдi викликали зацiкавлення аудиторiї i спричинили активнi дискусiї.
Нижче подаємо анотацiї виголошених доповiдей.

СУПЕРСИМЕТРИЧНИЙ КВАНТОВИЙ ОСЦИЛЯТОР В ПАСТЦI ПЕННIНҐА

Ю. Яремко
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Дослiджено квантову динамiк заряду зi спiном 1/2 в iдеальнiй пастцi Пеннiнґа. Частинка утриму-
ється в робочiй камерi пристрою електричним полем, що є ґрадiєнтом квадрупольного потенцiалу
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та однорiдним магнiтним полем B = [∇×A], орiєнтованим вздовж осi z:
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Аксiальна частота, ωz, та циклотронна частота, ωc, задовiльняють умову утримання: 2ω2
z/ω

2
c < 1.

Завдяки аксiальнiй симетрiї третя компонента повного моменту кiлькостi руху J3 = L3 +S3 та гамi-
льтонiан Дiрака комутують. Щоб розв’язати нерелятивiстську (основану на рiвняннi Паулi) задачу
на власнi функцiї та власнi значення комутуючих ермiтових операторiв застосовано суперсиметрич-
ну квантову механiку Вiттена [1]. Хвильову функцiю шукаємо у виглядi
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χ(z)
√
ρ
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e−imϕR2(ρ)

 ,
де χ(z) — полiном Ермiта. Радiальнi частини суперсиметричних партнерiв факторизованi сходинко-
вими операторами iз суперпотенцiалом

W (ρ;m) = ρ− m+ 1/2
ρ

.

Знайдено спектри суперсиметричних партнерiв. За допомогою стандартної теорiї збурень знайдено
поправки до нерелятивiстського спектра [2].

[1] E. Witten, J. Diff. Geom. 17, 661 (1982).
[2] Yu. Yaremko, M. Przybylska, A. J. Maciejewski, Int. J. Mass Spectrom. 422, 13 (2017).
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A CLASS OF EXACT SOLUTIONS OF THE MAXWELL EQUATIONS IN THE KERR FIELD AND
THEIR USE FOR DESCRIBING NEW EFFECTS

V. Pelykh, Yu. Taistra
Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics,

NAS of Ukraine

The problem of the evolution of test fields in the Kerr space-time background had been substantially
solved by Teukolsky, but the Teukolsky radial equation and the Teukolsky angular equation still contain
mathematical difficulties of a theoretical and computational character: until recently, solving those equa-
tions analytically was considered impossible in terms of known functions, so approximations with a more
simple function — spin-weighted spherical harmonics which generalize spheroidal wave functions (when
spin is zero) and spin-weighted spherical harmonics (when aω = 0), Jacobi polynomials, continued frac-
tions, Heun functions were used for the computing, but all the approaches were faced with computational
difficulties. As a result, there are quite a few physical consequences of these equations, the most famous
of which is Starobinski’s prediction of superradiance.

By using the Newman-Penrose method in the spinor form we have found (simultaneously with Jezierski
and Smolka but in a different analytical form) an exact general solution and a solution with separated
variables which describes a null one-way Maxwell field on the Kerr space-time background in a class
of algebraically special solutions and have investigated some of their properties and extracted physical
consequences. This general solution generalizes the known solution of Torres in the Minkowski space-time.
From the solution with separated variables we deduce the exact formula for the rotation of the plane
of polarization (a gravitational analog of the Faraday effect) and a conclusion about the suppression of
right- handed electromagnetic waves for all frequencies as well as the expression for phase shift. The latter
contains Ц as a partial case Ц the known result in the Schwarzschild case.

ЗАПЛУТАНIСТЬ I ГЕОМЕТРIЯ КВАНТОВИХ СТАНIВ СИСТЕМИ СПIНIВ
IЗ ДАЛЕКОДIЄЮ

А. Кузьмак
Кафедра теоретичної фiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Дослiджено еволюцiю системи N спiнiв, що всi взаємодiють. Отримано вираз для еволюцiї заплу-
таностi одного спiну з рештою спiнiв залежно вiд проекцiї початкового стану. Обчислено метрику
многовиду, який мiстить цi стани. Показано, що вiн має топологiю сфери. Також знайдено залеж-
нiсть заплутаностi стану вiд кривизни многовиду.

ISING MODEL WITH A POWER-LAW SPIN LENGTH DISTRIBUTION

B. Berche1,2, Yu. Holovatch2,3, M. Krasnytska2,3

1 Institut Jean Lamour, CNRS/UMR 7198, Groupe de Physique Statistique,
Université de Lorraine, France

2 L4 Collaboration & Doctoral College for the Statistical Physics of Complex Systems,
Leipzig–Lorraine–Lviv–Coventry

3 Institute for Condensed Matter Physics, NAS of Ukraine

Considering the critical behaviour on networks, special attention has been paid to the case of scale-
free networks, which are characterized by a power law decay of the node degree distribution [1]. It is
well established by now that the fundamental features of criticality, scaling and universality have to be
reconsidered when a system resides on a scale-free network, see e.g. [2]. In our study we decided to further
analyse the combined impact of the two power laws present in the system. To this end, we consider the
Ising model with a power-law spin length distribution on a scale-free network. As we show in our study,
an interplay of the two power laws governing the systems statistics leads to a rich phase diagram with
a variety of phase transitions in different universality classes [3]. We discuss possible applications of the
model considered.

[1] R. Albert, A.-L. Barabási, Rev. Mod. Phys. 74, 47 (2002).
[2] M. Krasnytska, B. Berche, Yu. Holovatch, R. Kenna, J. Phys. A 49, 135001 (2016).
[3] B. Berche, Yu. Holovatch, M. Krasnytska (unpublished).
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LIGHT FROM DARK AGES

B. Novosyadlyj1,2, O. Sergijenko1, V. Shulga2,3

1Astronomical Observatory of Ivan Franko National University of Lviv
2International Center of Future Science of Jilin University, Changchun, P. R. China,

3Institute of Radio Astronomy, NAS of Ukraine, Kharkov

The observational and theoretical studies of the structure and composition of the Universe at different
scales and epochs, the search for new precise tests for them are an important part of modern cosmology.
We analyse the formation of first objects at the end of the cosmological Dark Ages in the multicomponent
Universe (dark matter, dark energy, baryonic matter and thermal radiation) and their possible observa-
tional manifestations. Before the appearance of the first luminous objects (Population III stars, quasars
and first galaxies), the baryonic gas with some primordial molecules content in the dark matter halos can
either absorb the background thermal (relic) radiation or radiate in the rotationalЦvibrational molecular
lines [1]. We discuss the possibility of observing them using advanced low frequency radio telescopes.

We also show that the abundance of different molecules at the end of Dark Ages depends on the nature
of dark components, especially on the type of dark matter [2]. If the dark matter is warm and consists
of decaying or self-annihilating particles, the formation/dissociation of molecules depends on its nature.
We discuss the possibility of constraining the warm dark matter parameters (density, mass and lifetime
of particles) using the radioastronomical observational data.

[1] S. Lepp, P. C. Stancil, in The Molecular Astrophysics of Stars and Galaxies, edited by Thomas W. Hartquist
and David A. Williams (Clarendon Press, Oxford, 1998), p. 37.

[2] B. Novosyadlyj, O. Sergijenko, V. Shulga, Kinem. Phys. Celest. Bodies 33, 3 (2017).

CRITICAL BEHAVIUOR OF TWO-DIMENSIONAL MODELS WITH ISING SPINS
IN THE PRESENCE OF LONG-RANGE CORRELATED DISORDER

M. Dudka
Institute for Condensed Matter Physics, NAS of Ukraine, Lviv

We consider the critical behaviour of the two-dimensional Ising model and the N -‘colour’ Ashkin–Teller
model in the presence of random defects whose correlations decay with the distance r as the power-law
r−a. Mapping the problems onto two-dimensional Dirac fermions with a correlated disorder we study
the critical properties within the renormalization group approach. Using the two-loop approximation for
the Ising model with 0.995 < a < 2 we find a new critical behaviour characterized by the correlation
length exponent ν ≈ 2/a. Applying bosonization, we also calculate the averaged square of the spin-spin
correlation function and find the corresponding critical exponent η2.

For the N -‘colour’ Ashkin-Teller model within one-loop order we show that the “weakly universal”
scaling behaviour for N = 2 as well as the first-order phase transition for N > 2 are transformed by
the correlated disorder into a continuous phase transition sharing universality class with the previously
considered model.

EXACT SOLUTIONS FOR TWO-BODY PROBLEMS IN 1D DEFORMED SPACE WITH MINIMAL
LENGTH

M. I. Samar, V. M. Tkachuk
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv

We reduced the two-body problem to the one-body problem in the general case of deformed Heisenberg
algebra leading to a minimal length. The two-body problems with delta and Coulomb-like interactions
were solved exactly. We obtained an analytical expression for the energy spectrum for partial cases of
the deformation function. The dependence of the energy spectrum on the center-of-mass momentum was
found. For the special case of the deformation function, which correspondes to the cut-off procedure in the
momentum space it was shown that this dependence is more likely to be observed for identical particles.

The main results of this report were published in [M. I. Samar, V. M. Tkachuk, J. Math. Phys. 58,
122108 (2017)].
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ON THE CROSS-OVER BETWEEN DIFFUSION-LIMITED AND REACTION-LIMITED PARTICLE
SYSTEMS

D. Shapoval a, M. Dudka a, X. Durang b, M. Henkel c,d

a Institute of Condensed Matter Physics, NAS of Ukraine, Lviv
b Department of Physics, University of Seoul, Republic of Korea
c Laboratoire de Physique et Chimie Théoriques (CNRS UMR),

Université de Lorraine Nancy, France
dCentro de F́ısica Teórica e Computacional, Universidade de Lisboa, Portugal

Relaxation phenomena far from equilibrium continue to raise important questions in fundamental and
applied research. Diffusion-limited chemical reactions provide test cases of particular interest, since their
evolution is dominated by fluctuations on all time and length scales [1]. We consider the coagulation-
diffusion process of a single species of particles A, which can diffuse on an underlying lattice and upon
encounter undergo a reaction A+A→ A. Describing this process at the mean-field level, which is adequate
for a reaction-limited case, one finds ρ(t) ∼ t−1 at long times. However, in spatial dimensions d ≤ 2, where
the reactions are diffusion-limited, the kinetics of the process is anomalous, since the decay behaviour is
different from the mean-field behaviour and rather becomes ρ(t) ∼ t−d/2 for d < 2 and ρ(t) ∼ t−1 ln t for
d = 2.

We are interested in the cross-over between the diffusion-limited and reaction-limited extreme cases
of simple kinetic models, especially as this cross-over has already been observed experimentally [2]. The
change between the diffusion-limited and reaction-limited cooperative behaviour in a reaction-diffusion
system is studied through the cross-over of the coagulation-diffusion process between a chain and the
Bethe lattice. This model is exactly solvable through the empty-interval method, which can be extended
from the chain to the Bethe lattice in the ben-Avraham-Glasser approximation [3]. On the Bethe lattice,
the model’s behaviour turns out to be equivalent to the behaviour that is expected at the upper critical
dimension.

[1] D. C. Mattis, M. L. Glasser, Rev. Mod. Phys. 70, 979 (1998); D. ben Avraham, S. Havlin, Diffusion and
Reactions in Fractals and Disordered Systems (Cambridge University Press, Cambridge, 2000).

[2] J. Allam et al., Phys. Rev. Lett. 111, 197401 (2013).
[3] D. ben Avraham, M. L. Glasser, J. Phys. Condens. Matter 19, 065107 (2006).

ЗАПОВНЕННЯ ПРОГАЛИНИ МIЖ НАДНОВИМИ ТА ЗАЛИШКАМИ НАДНОВИХ.
ТРИВИМIРНЕ МАГНIТО-ГIДРОДИНАМIЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

О. Петрук1, С. Орландо2

1Iнститут прикладних проблем механiки i математики, Львiв
2Астрономiчна обсерваторiя, Палермо

Залишки наднових — дифузнi об’єкти, що утворилися внаслiдок вибуху зiр на кiнцевiй стадiї
еволюцiї. Вони переважно мають досить складну морфологiю, неоднорiдний розподiл яскравостi та
негомогенну структуру зоряного викиду. Загальний консенсус, який був сформований на останнiх
стадiях еволюцiї попередницi, полягає в тому, що така морфологiя залишкiв може бути наслiдком, з
одного боку, структури зорi-попередницi та особливостей її вибуху або ж, з iншого боку, формується
внаслiдок взаємодiї ударної хвилi Наднової з неоднорiдним навколишнiм середовищем. Отож, всех-
вильовi спостереження залишкiв наднових мiстять закодовану iнформацiю про фiзичнi властивостi
спалаху зорi та її еволюцiю в довколишньому просторi. Розшифровка спостережень та моделюван-
ня еволюцiї об’єкта, яке на них ґрунтується, вiдкриває можливiсть реконструювати будову зоряного
викиду одразу пiсля вибуху, а також структуру середовища та геометрiю магнiтного поля довко-
ла зорi-попередницi. Ми покажемо, як тривимiрнi магнiто-гiдродинамiчнi моделi еволюцiї зорi вiд
спалаху наднової до залишку наднової розкривають таємницi двох цiкавих об’єктiв Cassiopeia A
i SN1987A.
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БОЗЕ-КОНДЕНСАЦIЯ ТА/АБО МОДУЛЯЦIЯ “ЗМIЩЕНЬ” У ДВОСТАНОВIЙ МОДЕЛI
БОЗЕ–ХАББАРДА

I. В. Стасюк, О. В. Величко
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Вивчено описуванi двостановою моделлю Бозе-Габбарда нестiйкостi в системi квантових части-
нок щодо появи бозе-конденсату та/або модуляцiї “змiщень”. Показано, що в системi, залежно вiд
спiввiдношення мiж енерґiєю збудженого стану та параметром взаємодiї змiщень, виникає стан iз
модульованим (з подвоєнням перiоду ґратки) або однорiдним змiщенням частинок.

Проаналiзовано умови виникнення фази з бозе-конденсатом. Дослiджено поведiнку параметрiв
порядку й побудовано фазовi дiаграми системи як аналiтично (для основного стану), так i числови-
ми методами (за ненульової температури). Установлено, що фаза суперсолiд є одним iз можливих
метастабiльних станiв, але вона термодинамiчно не стiйка. Натомiсть реалiзуються фазовi переходи
мiж нормальною й модульованою фазами, якi можуть бути як 1-го, так i 2-го роду. Фаза з бозе-
конденсатом, за її появи, є промiжною мiж ними.

ФУНКЦIОНАЛЬНЕ IНТЕГРУВАННЯ В ТЕОРIЇ БОЗЕ-ПОЛЯРОНА

I. Вакарчук1, Г. Паночко2

1Кафедра теоретичної фiзики,
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

2Природничий коледж, Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Розгляньмо сукупнiсть спiн-поляризованих невзаємодiючих фермiонiв у границi зникаюче малої
густини, що перебувають у середовищi бозонiв, якi взаємодiють. Така модель дає змогу вивчати
властивостi однiєї, зануреної в рiдкий гелiй домiшки методами теорiї поля. Використовуючи пiдхiд
Попова [V. N. Popov, Functional Integrals and Collective Excitations (Cambridge University Press, 1987)
], ми обчислюємо функцiональнi iнтеґрали у змiнних фаза-густина. Щоб дослiдити спектр домiшки,
ми одночастинкову функцiю Ґрiна фермiонiв обираємо у виглядi:

G(P ) = {iνp + µ̄− Σ(P )}−1

, тут P = (νp,p) — чотири-вектор, νp — фермiонна мацубарiвська частота, µ̄ — хiмiчний потенцiал
фермiонiв. Уся iнформацiя про взаємодiю домiшки з бозе-системою мiститься у власноенерґетичнiй
частинi Σ(P ). Ми для неї отримали точне дiаграмне зображення. I в другому порядку теорiї збурень
самоузгоджено розрахували енерґiю занурення та ефективну масу бозе-полярона.

ДВАДЦЯТЬ РОКIВ ЖУРНАЛУ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ. СПРОБА
ЖУРНАЛОМЕТРИЧНОГО АНАЛIЗУ

Ю. Головач1, М. Красницька1, О. Мриглод1, А. Ровенчак2

1 Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України Львiв, Україна
2Кафедра теоретичної фiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Кiлькiсний аналiз наукової перiодики є невiд’ємною частиною наукометрiї, оскiльки саме в маси-
вi публiкацiй вiдображено поточнi науковi здобутки. Результати вивчення даних про опублiкованi
роботи можуть бути використанi як для ґлобальних задач на зразок окреслення стану динамiч-
ної системи наукового знання, так i для локальних, як-от: монiторинґу стану конкретного видан-
ня, ретроспективного аналiзу його дiяльностi чи пiдтримки редакцiйних рiшень. При цьому можна
використовувати внутрiшнi редакцiйнi данi (бiблiографiчнi довiдки про надiсланi до друку руко-
писи, термiни їх опрацювання тощо) та iнформацiю ззовнi (про одержанi цитування iнших робiт,
активнiсть користувачiв веб-ресурсiв, реакцiю спiльноти i т.п.). На прикладi “Журналу фiзичних
дослiджень” (ЖФД) продемонстровано деякi результати такого кiлькiсного аналiзу. Данi про 962
статтi, опублiкованi в цьому виданнi впродовж 20 рокiв його iснування, використанi для побудови
та дослiдження низки складних мереж. Картину наукової спiвпрацi вiдображено у виглядi мережi
спiвавторства: проаналiзовано структуру авторських колективiв, її динамiку в часi, виявлено най-
бiльш впливових авторiв журналу. Детально вивчено географiю вчених, що надсилали статтi до
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друку в ЖФД, як на рiвнi окремих мiст (лише для авторiв з України), так i на рiвнi країн (ана-
лiз мiжнародної спiвпрацi). Тематичний профiль видання показано через мережу iндексiв PACS,
що використовуються для характеристики напрямку кожної роботи. Коротко обговорено розподiли
цитувань, данi про якi одержано з наукометричних сервiсiв Scopus та Web of Science.

[1] Ю. Головач, М. Красницька, О. Мриглод, А. Ровенчак, Журн. фiз. досл. 21, 4001 (2017).

СТIЙКИЙ МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНОСТI МАГНIТНОГО ПОЛЯ В ФОТОСФЕРI
СОНЦЯ

А. Присяжний, М. Стодiлка
Астрономiчна обсерваторiя,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Запропоновано модифiкацiю класичного методу визначення напруженостi магнiтного поля за вiд-
станню ∆λrb мiж положеннями пiкiв синього b i червоного r крил V -профiлiв Стокса магнiточут-
ливої спектральної лiнiї. Для зменшення впливу шумiв та коректнiшого визначення величини ∆λrb

спостережуванi профiлi апроксимовано кривою, яка описується модифiкованою базовою функцi-
єю Wave-вейвлета. Коефiцiєнти апроксимацiйної функцiї визначено багатовимiрною оптимiзацiєю.
Для тестування методу використано синтезованi V -профiлi Стокса спектральної лiнiї нейтрального
залiза FeI15648A. Профiлi розраховано розв’язанням прямої задачi переносу випромiнювання. За-
пропонований пiдхiд стiйкiший до впливу шумiв, нiж метод прямого вимiрювання величини ∆λrb, та
дозволяє коректнiше визначати напруженiсть магнiтного поля для сиґналiв з високим рiвнем шуму.

THE DARK ENERGY HYDRODYNAMICS

Yu. Kulinich, B. Novosyadlyj, M. Tsizh
Astronomical Observatory, Ivan Franko National University of Lviv

We consider dark energy as a continous medium that is described by the barotropic equation of state
p ≡ p(ρ). The main features of that component in the dynamical and locally non-homogeneous Universe
can be described by the following parameters: i. Energy perturbations — energy density perturbation
δ ≡ (ρ−ρ)/ρ and pressure perturbation π ≡ (p−p)/p; ii. State parameters — state of matter ω ≡ p/ρ and
dynamic state of matter c2a ≡ ṗ/ρ̇; iii. Perturbative parameters — effective speed of sound c2s ≡ ∆p/∆ρ
and its background dependence parameter η ≡ ρ(∂c2s(ρ)/∂ρ). All of these parameters appear in Euler
equations and therefore their quantities must be specified within the dark energy model.

For simplicity we consider the dark energy perturbation on the background of a spherically perturbed
spacetime metric

ds2 = eν(τ,R)dτ2 − eµ(τ,R)a2(τ)
[
dR2 −R2dΩ2

]
. (1)

The equation of momentum conservation and the equation of energy density conservation in the back-
ground reference frame and in the nonrelativistic approximation are as follows:

p′ +
1
2
ν′(ρ+ p) +

1
a3

∂

∂τ
[a4(ρ+ p)v] +

1
R2

∂

∂R
[R2(ρ+ p)v2] = 0, (2)

∂

∂τ
(ρδ) + 3

ȧ

a
(ρδ + pπ) + (ρ+ p)

1
2
µ̇+

1
a

1
R2

∂

∂R
[(ρ+ p)R2v] = 0, (3)

where we have taken into account that energy density and pressure density are perturbed as follows:
ρ = ρ(1 + δ) and p = p(1 + π) = ωρ(1 + c2sδ/ω) respectively.

For a clearer physical meaning we rewrote equation (2) taking into account (3) in the approximation of
first-order perturbations for a static Universe (i.e. a = 1, ȧ = 0, r = R):

v̇ + vv′ +
1

ρ+ p
p′ =

1
ρ+ p

(Fgrv + Fjet), (4)

1998-6



where Fgrv = −(ρ + p)ν′/2 — is gravity force, and Fjet = −(ρ + p)(∆ṁ/∆m)v = c2s(ρ + p)vr−2 ∂
∂r (r2v)

— is jet force, the presence of which tells us that the inertial mass ∆m = (ρ + p)∆V , where ∆V is the
comoving volume, is not conserved.

We considered stationary (v̇ = 0) and static (v = 0) solutions of Eq. 4 in the static gravity fields of the
Schwarzschild black hole and a spherical dark matter halo.

ТОЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК 1D МОДЕЛI ПОТТСА З НЕВИДИМИМИ СТАНАМИ: АНАЛIЗ НУЛIВ
СТАТИСТИЧНОЇ СУМИ

П. Сарканич1,2,3, Ю. Головач1,3, Р. Кенна2,3

1 Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України Львiв, Україна
2 Дослiдницький центр прикладної математики, Унiверситет Ковентрi, Великобританiя

3 L4-спiвпраця i Докторський коледж статистичної фiзики складних систем,
Ляйпцiг–Лорен–Львiв–Ковентрi

Модель Поттса з невидимими станами була запропонована кiлька рокiв тому для пояснення неуз-
годженостей мiж теорiєю й експериментальним спостереженням фазового переходу зi спонтанним
порушенням Z3 симетрiї [1,2]. Вона вiдрiзняється вiд звичайної моделi Поттса додатковими невиди-
мими станами, у яких спiни не взаємодiють з оточенням. Ми розглянули поведiнку такої моделi на
одновимiрному ланцюжку. За допомогою методу трансфер-матрицi ми знайшли точний розв’язок
i проаналiзували нулi статистичної суми. Додатна кiлькiсть невидимих станiв не змiнює фазового
переходу в нулi температур. Натомiсть ми запропонували два методи зсуву критичної температури
в дiлянку T > 0. Один iз них — за допомогою комплексного магнiтного поля, а iнший — за вiд’ємної
кiлькостi невидимих станiв [3].

[1] R. Tamura, S. Tanaka, N. Kawashima, Progress Theor. Phys. 124, 381 (2010).
[2] S. Tanaka, R. Tamura, J. Phys.: Conf. Ser. 320, 012025 (2011).
[3] P. Sarkanych, Yu. Holovatch, R. Kenna, Phys. Lett. A 381, 3589 (2017).

ЛЮМIНЕСЦЕНТНI ВЛАСТИВОСТI НАНОЧАСТИНОК YVO4: Bi3+, ОТРИМАНI
ГIДРОТЕРМАЛЬНИМ СИНТЕЗОМ

Т. Малий, В. Цюмра
Кафедра експериментальної фiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

На сьогоднi для розпiзнавання й сепарацiї бiологiчних об’єктiв в основному використовують бiо-
мiтки на основi люмiнесцентних нанокомпозитiв, що базуються на похiдних флуоресцеїну або його
аналогiв. Органiчнi люмiнесцентнi маркери характеризуються високою iнтенсивнiстю свiчення, про-
те мають значне фотовигорання. Тому розробляють маркери на основi неорганiчних сполук, якi
характеризуються значною фотостабiльнiстю та сцинтиляцiйними параметрами. Сьогоднi активно
розробляють новiтнi пiдходи контрольованої нуклеацiї люмiнесцентних неорганiчних солей, оксидiв
наночастинок i колоїдiв, леґованих йонами лантанiдiв, на основi боратiв i ванадатiв Y, La, Lu i Gd,
леґованих йонами лантанiдiв, люмiнесценцiя яких ефективно збуджується в дiапазонi 250–370 нм.
Такi особливостi дадуть змогу дослiджувати бiологiчнi об’єкти методами люмiнесцентної спектро-
скопiї з використанням скляної оптики.

Оскiльки випромiнювальнi матерiали на основi рiдкiсно-земельних ортованадатiв широко вико-
ристовують з рiзною науково-технiчною метою, то полiпшення їхнiх сцинтиляцiйних характерис-
тик для використання в бiомаркуваннi вимагає вивчення рiзних методик синтезу, а також впливу
концентрацiй домiшок на властивостi люмiнесценцiї. Зразки YVO4:Bi3+ з рiзними концентрацiями
домiшок були отриманi за допомогою гiдротермального методу, з використанням рiзних полiмерiв
як темплатiв для синтезу. Мiкростуктуру й морфологiю одержаних наночастинок дослiджували за
допомогою електронної мiкроскопiї, рентґенiвської дифракцiї та DLS. Середнiй розмiр зерен для
одержаних наночастинок становить 10–20нм.

Вивчено люмiнесцентнi властивостi наночастинок залежно вiд концентрацiї йонiв Bi3+, а також
вплив полiмеру на люмiнесцентнi властивостi наночастинок. Уведення йонiв вiсмуту призводить до
зсуву краю збудження в довгохвильову дiлянку, а модифiкацiя поверхнi — до зростання iнтенсив-
ностi люмiнесценцiї. Пояснюють особливостi в межах екситонної моделi для центрiв, що виникають
в LiYP4O12:Bi3+ [1]. Припускається, що край фундаментального поглинання формується поглинан-
ням екситону, локалiзованого поблизу йонiв вiсмуту, а збудженi стани вiсмуту розташованi в зонi
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провiдностi. Таке положення енерґетичних рiвнiв пiдтверджується розрахунками зонної енерґетич-
ної структури кристалiв YVO4, YVO4:Bi3+ та BiVO4 та попереднiми модельними висновками щодо
структури Bi3+-центрiв [2, 3].

[1] V. Babin et al., J. Lumin. 176, 324 (2016) .
[2] P. Boutinaud, Inorg. Chem. 52 (10), 6028 (2013).
[3] R. H. P. Awater, P. Dorenbos, J. Lumin. 184, 221 (2017).

ЕКЗОТИЧНI АТОМИ У КВАНТОВАНОМУ ПРОСТОРI З НЕКОМУТАТИВНIСТЮ
КООРДИНАТ ТА НЕКОМУТАТИВНIСТЮ IМПУЛЬСIВ

Х. Гнатенко
Кафедра теоретичної фiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Дослiджено квантований простiр з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв
[Xi, Xj ] = i~θij ,

[Xi, Pj ] = i~δij ,

[Pi, Pj ] = i~ηij ,

де θij , ηij — тензори некомутативностi. Розглянуто iдею побудови тензорiв некомутативностi за
допомогою додаткових координат та додаткових iмпульсiв, якi описуються сферично-симетричною
системою [1].

Вивчено проблему опису руху центра мас системи частинок у сферично-симетричному некомута-
тивному фазовому просторi. Знайдено та дослiджено вирази для ефективних тензорiв координатної
та iмпульсної некомутативностi, якi вiдповiдають за рух системи частинок у квантованому просторi
зi збереженою сферичною симетрiєю.

Розглянуто вплив квантованостi простору на спектр екзотичних атомiв, серед них мюонний во-
день, антипротонний гелiй. Показано, що некомутативнiсть координат та некомутативнiсть iмпульсiв
мають бiльший ефект на енерґетичнi рiвнi екзотичних атомiв порiвняно з впливом на спектр ато-
ма водню. Зважаючи на це, ми дiйшли висновку, що полiпшення точностi вимiрювання спектра
екзотичних атомiв дозволяє отримати сильне обмеження на величину кванта простору [2].

[1] Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk, Int. J. Mod. Phys. A 32, 1750161 (2017).
[2] Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk, arXiv:1711.04527.

ФОТОСФЕРНI ДЖЕТИ В СПОКIЙНIЙ АТМОСФЕРI СОНЦЯ

М. Стодiлка
Астрономiчна обсерваторiя, Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Спостереження з високим просторовим роздiленням (IMaX/SUNRISE та HINODE) показали на-
явнiсть джетiв у деяких ґранулах та мiжґранулах у спокiйнiй атмосферi Сонця. Досi не з’ясована
причина таких явищ — невiдомо, чи це є рух речовини всерединi магнiтних петель, чи результат
перемикання магнiтних полiв, чи конвективний коллапс. Для дослiдження таких дрiбномасштаб-
них активних центрiв у спокiйнiй атмосферi Сонця ми використали данi 2D -спостережень Сонця з
високим просторовим роздiленням, отриманi на голландському DOT-телескопi в лiнiях FeI: λ5576А
(лiнiя немагнеточутлива) та в магнеточутливих лiнiях λ6301.5А та λ6302.5А. Глибини утворення цих
лiнiй охоплюють фотосфернi шари атмосфери Сонця. Розв’язком оберненої задачi переносу випро-
мiнювання з використанням даних спостережень у немагнеточутливiй лiнiї ми вiдтворили фiзичнi
умови (температура, тиск, густина, променева швидкiсть) у неоднорiднiй атмосферi Сонця; поле
горизонтальних швидкостей вiдтворено подальшим використанням рiвнянь гiдродинамiки, магнiтне
поле – за даними в лiнiях λ6301.5А та λ6302.5А.

Результати вiдтворення фiзичних умов у спокiйнiй фотосферi Сонця виявляють у мiжґранульних
дiлянках компактнi дрiбномасштабнi утворення пiдвищеної температури, речовина в яких опускає-
ться вниз або ж пiднiмається вгору, причому швидкостi руху речовини значно перевищують типовi
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швидкостi для мiжґранул; з висотою швидкiсть спадає. Центри енерґовидiлення фотосферних дже-
тiв локалiзованi в шарах середньої фотосфери. Для цих центрiв характернi: змiна знака променевої
швидкостi, збiльшення густини речовини, рiзке зростання надлишкового тиску та температури. Усе-
рединi джетiв локалiзоване сильне магнiтне поле (переважно вертикальне), в околi джетiв — слабке
магнiтне поле такої ж полярностi. В околi фотосферних джетiв магнiтних украплень протилеж-
ної полярностi не виявлено. З часом унаслiдок перемикання силових лiнiй однакової полярностi
структура магнiтного поля змiнюється, що спричиняє видiлення енерґiї й утворення iнтенсивних
вертикальних потокiв речовини. Проаналiзовано горизонтальнi швидкостi поблизу таких активних
центрiв — показано, що джети виникають у мiсцях стикання iнтенсивних горизонтальних потокiв
замагнiченої плазми. Дослiджено вплив магнiтного поля на фiзичнi умови в джетах. Побудовано
моделi спостережуваних дрiбномасштабних активних центрiв спокiйної фотосфери Сонця.

NETWORK METRICS OF THE COSMIC WEB OF GADGET2 COSMOLOGICAL N -BODY
SIMULATION

M. Tsizh
Astronomical Observatory, Ivan Franko National University of Lviv

In my work I explore the results of GADGET2 cosmological N−body simulation using the methods of
complex network theory. The simulation contained 5123 identical particles which represented dark matter
in the volume of 2003 h3 Mpc3; the cosmological parameters of this simulated universe are as follows: the
normalized Hubble parameter h = 0.68, the density parameters Ωm = 0.31 and ΩΛ = 0.69, the power
spectrum index ns = 0.96, and σ8 = 0.82. This data was generated and used by the authors of [?] to
compare 12 different algorithms for defining large-scale structures, that are applied to halo distribution
data. These algorithms categorize each of the halos (which are the nodes in our network) as one of the four
types of structures: voids, filaments, sheets or knots (superclusters). I used the results of the CLASSIC
and Multi-Stream Web Analysis (MSWA) classification algorithms.

When building the network, two halos are said to be connected when the distance between them is
smaller than the specified linking length (1. . . 2 Mpc in my case). Only part of the entire volume was
taken, where the number of nodes is up to 10 000. After computing the network metrics for each node
(degree centrality, betweenness centrality, closeness centrality and the clustering coefficient) I’ve found
Pearson’s correlation parameters for each type of the network metric with the type of structure that the
node belongs to. The results have shown that some network metrics (the degree of node for example) are
correlated with the type of structure to which the halo belongs. I have also studied how the values of these
network metrics are distributed for the populations of halos of different types of structures. The obtained
network metrics distributions of the halo populations of different types of structures are considerably
dissimilar.

[1] N. I. Libeskind et al., Mon. Not. Roy. Soc. 473, 1195 (2018).

SENSIBILISATION OF THE Gd3+ LUMINESCENCE IN BORATE GLASSES
BY SILVER IMPURITY

B.V. Padlyak1,2, T.B. Padlyak2, A. Drzewiecki1, V.T. Adamiv2

1University of Zielona Góra, Institute of Physics, Division of Spectroscopy of Functional Materials,
Zielona Góra, Poland 2Vlokh Institute of Physical Optics, Department of Optical Materials, Lviv

The Li2B4O7:Gd CaB4O7:Gd, LiCaBO3:Gd, and Li2B4O7:Gd,Ag glasses of high optical quality, ob-
tained by standard glass technology, have been investigated by electron paramagnetic resonance (EPR)
and optical spectroscopy at room temperature (RT). The Gd impurity was added in the raw materials as
Gd2O3 in the amounts 0.5 and 1.0 mol.%. The Ag impurity was introduced into the Li2B4O7 glass com-
position as AgNO3 and as highly dispersed metallic Ag in the amount 2.0 mol.%. In all Gd-doped glasses
EPR U-spectrum of the Gd3+ (8S7/2, 4f7) ions was observed that is typical for glasses and practically
independent of the basic glass composition. In the Li2B4O7:Ag glass at RT a broad complex signal was
observed that is a superposition of paramagnetic Ag2+ (4d9) and Ag0 (4d10 5s1) centres. In Gd-doped
glasses under excitation at 273 nm a weak UV emission line at 311 nm was observed that was attributed
to the 6P7/2 → 8S7/2 intraconfiguration 4f − 4f transition of the Gd3+ ions. In the luminescence excita-
tion spectrum of the CaB4O7:Gd glass, characteristic groups of lines were observed, which correspond to
the 8S7/2 → 6IJ, 6DJ transitions of the Gd3+ ions. The significant (∼ 100 times) increasing of the peak
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intensity of the Gd3+ emission line at 311 nm in the Li2B4O7:Gd,Ag glass has been explained by energy
transfer from Ag+ (4d10) to Gd3+ (4f7) upon excitation at 273 nm that is resonant for 4d10 → 4d9 5s1
(1S0 → 1D2) and 8S7/2 → 6IJ transitions of the Ag+ and Gd3+ ions, respectively. The luminescence ki-
netics of the Gd3+ emission line at 311 nm in the CaB4O7:Gd (Gd2O3 – 1.0 mol. %) and Li2B4O7:Gd,Ag
(Gd2O3 – 1.0 mol. %, AgNO3 – 2.0 mol. %) glasses is satisfactorily described by the single exponential
decay with lifetimes ∼ 3.2 ms and ∼ 4.1 ms, respectively. The obtained results show that the borate glass-
es co-activated by Gd3+ and Ag+ can be promising materials for effective UVB light sources (working
wavelength 311 nm, 6P7/2 → 8S7/2 channel) for biomedical applications (phototherapy lamps).

ЕЛЕКТРОСТАТИЧНА ВЗАЄМОДIЯ ДВОАТОМНИХ ПОЛЯРНИХ МОЛЕКУЛ
IЗ МЕТАЛЕВИМИ КЛАСТЕРАМИ

Г. Понедiлок
Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”

Дослiджено внески класичних електростатичних ефектiв у задачi про взаємодiю дипольних ней-
тральних молекул з плоскими поверхнями простих металiв та металевими кластерами сферичної
форми. Застосовано метод дзеркального зображення. Розраховано точнi вирази для сили електро-
статичної взаємодiї мiж молекулою та металевою поверхнею для довiльних вiдстаней молекули вiд
металевої поверхнi та довiльних просторових орiєнтацiй дипольного моменту щодо поверхнi. Знай-
дено точнi аналiтичнi вирази для потенцiальної енерґiї диполя поблизу плоскої поверхнi та провiдної
сфери. У наближеннi точкового диполя (далекi вiдстанi центра дипольної молекули вiд поверхнi)
вiдтворено вiдомi вирази. Розраховано також внески вiд електростатичних взаємодiй в ефектив-
ну опосередковану енерґiю взаємодiї двох дипольних молекул, розташованих поблизу плоскої або
сферичної провiдних поверхонь.

EXACT SOLUTION OF THE GENERALIZED DIRAC OSCILLATOR

H. P. Laba1, V. M. Tkachuk2

1Lviv Polytechnic National University,
2Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv

We study a charged generalized Dirac oscillator in a scalar potential. Conditions for an exact solution of
the eigenvalue problem are found. The eigenvalue equation for a generalized Dirac oscillator is reduced to
supersymmetric quantum mechanics (SUSY QM). Using SUSY QM the eigenvalue problem can be solved
exactly. Examples of eigenvalue problems are presented.

ОПЕРАТОРИ ШРЕДИНҐЕРА IЗ СИНҐУЛЯРНИМИ ПОТЕНЦIАЛАМИ
ТА ТОЧКОВI ВЗАЄМОДIЇ

Ю. Д. Головатий
Кафедра диференцiальних рiвнянь,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Оператори Шрединґера з потенцiалами, якi є узагальненими функцiями з точковими носiями,
активно вивчають вiд середини минулого столiття. Такi оператори часто називають операторами з
точковими взаємодiями. Моделi, опертi на концепцiю точкових взаємодiй, виявилися досить ефек-
тивними, бо адекватно описують квантовомеханiчнi процеси й одночасно дозволяють суттєво спрос-
тити обчислення. Проте не кожне диференцiальне рiвняння з узагальненими функцiями в коефiцi-
єнтах має математичний сенс. Першопричиною цього є проблема множення узагальнених функцiй.
Наприклад, рiвняння −y′′+

(
αδ′(x)+βδ(x)

)
y = k2y, у якому стала α вiдмiнна вiд нуля, не має жодно-

го розв’язку на дiйснiй осi (у сенсi узагальнених функцiй), окрiм нульового. Тут δ – функцiя Дiрака.
У доповiдi йтиметься про двi сiм’ї операторiв Шрединґера з локальними синґулярними збуреннями,
кожна з яких пов’язана з реґуляризацiєю згаданого вище рiвняння. Ми дослiджували рiвномiрну
резольвентну збiжнiсть двопараметричної сiм’ї операторiв Шрединґера, коли додатнi параметри ε
та ν прямують до нуля,

Sε,ν = − d2

dx2
+ ε−2Φ(ε−1x) + ν−1Ψ(ν−1x), domSε,ν = W 2

2 (R),
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де Φ i Ψ —- дiйснi iнтеґровнi функцiї з компактними носiями. Також вивчали питання збiжностi
сiм’ї операторiв Шрединґера зi збуреннями рангу 2:

Tε = − d2

dx2
+ ε−3Qε + ε−1q(ε−1x), domTε = W 2

2 (R),

де оператор Qε дiє в просторi L2(R) i має вигляд

(Qεv)(x) = f(ε−1x)
∫

R
g(ε−1t)v(t) dt+ g(ε−1x)

∫
R
f(ε−1t)v(t) dt.

Функцiї f та g належать L2(R), мають компактнi носiї та є лiнiйно незалежними.
Аналiз операторiв Sε,ν та Tε дає декiлька якiсно рiзних випадкiв граничною поведiнки залежно

вiд властивостей функцiй Ψ, Φ, f , g та q, що формують збурення.
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