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Метод проекцiйного оператора Токуями–Морi для замкненого опису усереднених дина-
мiк нерiвноважної пiдсистеми, яка слабо взаємодiє з рiвноважним оточенням, застосовано до
неавтономного абсорбувального ланцюга Маркова з трьома станами та стохастичними ймовiр-
ностями переходiв. Розв’язок задачi про поведiнку в часi усередненої заселеностi промiжного
стану ланцюга зроблено у двох випадках, коли симетричний дихотомiчний стохастичний про-
цес додано до прямої або до зворотної ймовiрностей переходу з його початкового у промiжний
стан. Показано, що обидва знайденi розв’язки описуються загальнорiзними диференцiальни-
ми рiвняннями четвертого порядку, якi доповнюють одне одного. У границi великої частоти
стохастичного процесу в прямiй або зворотнiй iмовiрностях переходу, а також у випадку одно-
стадiйного оборотного ланцюга обидва розв’язки стають двоекспоненцiйними й накладаються
один на одний. Але є рiзниця мiж прикладанням цих розв’язкiв до замкненого опису динамiк
двостадiйного абсорбувального ланцюга Маркова за малих частот стохастичного процесу, ко-
ли перший розв’язок проявляє себе як чотириекспоненцiйний, тодi як другий демонструє свою
ефективну двоекспоненцiйну поведiнку. Це свiдчить про взаємну незвiднiсть двох розв’язкiв
один до одного загалом.
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I. ВСТУП

Ланцюг Маркова — точний математичний об’єкт,
який водночас є предметом загальної теорiї, що по-
стiйно розвивається та розширюється, i ефективним
методом, що iнтенсивно застосовується на практицi.
Теорiя елементарних ланцюгiв Маркова добре вiдома,
що дозволяє будувати математичнi моделi стохастич-
них процесiв у рiзних фiзичних, хiмiчних, бiологiч-
них, iнформацiйних, економiчних та соцiальних сис-
темах, якi характеризуються випадковим розвинен-
ням у часi (див., напр., [1,2]). Залежно вiд складностi
розгляданих систем ланцюги Маркова розрiзняються
за своїм порядком i типом. Так, ланцюг Маркова ну-
льового порядку спiввiдноситься з еволюцiєю деякої
скiнченної нерiвноважної квантової системи, яка сла-
бо взаємодiє з навколишнiм середовищем в одночас-
тинковому наближеннi за умови, що динамiка систе-
ми є Марковським стохастичним процесом (див. [3]).
Такий ланцюг Маркова вiдповiдає процесовi випад-
кового блукання деякої броунiвської частинки по ста-
нах системи, якiй бракує пам’ятi. При цьому для до-
вiльних двох станiв системи — поточному та наступ-
ному — величина ймовiрностi переходу з першого в
другий стан залежить тiльки вiд параметрiв взаємо-
дiї мiж станами та локальних характеристик першого
стану, але не звiд способу, яким частинка потрапи-
ла в цей стан. Коли ж iмовiрнiсть переходу є функ-

цiєю й попереднiх станiв, стохастична динамiка сис-
теми залежить також вiд передiсторiї процесу [1, 2].
Це вимагає застосування моделей ланцюгiв Маркова
першого та вищих порядкiв, потреба в яких виникає,
наприклад, у низцi складних багаточастинкових сис-
тем, як-от: багатокомпонентнi i багатоаґентнi середо-
вища та засоби iнформацiйно-комунiкацiйного зв’яз-
ку (див. [4–10]).

Узагалi, переважна бiльшiсть процесiв, якi здiйс-
нюються в реальних складних системах, є багаточас-
тинковими [11–15]. Тому послiдовний пiдхiд до їх опи-
су ґрунтується на законах статистичної механiки й
спирається на ймовiрнiснi уявлення про спостережнi
величини, пов’язанi з фiзичними властивостями цi-
єї багаточастинкової системи i її поведiнкою в рiзних
станах. При цьому здебiльшого, зокрема у випадках,
коли визначаються, скажiмо, миттєвi (не усередненi)
положення рiвнiв енерґiї мiкроскопiчних станiв систе-
ми або ефективнi (усередненi) ймовiрностi переходiв
мiж макроскопiчними її станами, додатково припус-
кається, що спостережнi величини пiдпорядковують-
ся також стохастичним флуктуацiям, якi вiдбувають-
ся в околi деяких математично очiкуваних або фiзич-
но зумовлених середнiх значень. Це значно усклад-
нює висхiднi динамiчнi рiвняння Лiувiлля–фон Ной-
мана для еволюцiї повної матрицi густини багаточас-
тинкової системи i робить пошук їх точного розв’яз-
ку безперспективним. Але виявляється, що за належ-
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ного застосування одночастинкового наближення, у
якому цiла багаточастинкова система роздiляється на
певну скiнченну квантову (одночастинкову) систему,
що слабо взаємодiє з її нескiнченним (багаточастин-
ковим) оточенням, цi рiвняння в обох флуктуацiйних
випадках вдається звести до деякого лiнiйного лан-
цюга Маркова нульового порядку (див., напр., [3] та
роздiли II i III цiєї роботи). Це спрощує задачу i до-
зволяє далi вести мову лише про такi ланцюги.

Iншою ознакою, характерною для ланцюгiв Марко-
ва, є їх належнiсть до ланцюгiв певного типу — так
званих однорiдних або неоднорiдних ланцюгiв. На-
приклад, в однорiдному ланцюзi як iмовiрностi кож-
ного стану, так i ймовiрностi переходiв мiж рiзними
станами покладаються добре визначеними. Однак на-
дання точної фiксацiї можливим величинам ймовiр-
ностей часто не є таким насправдi. Це потребує до-
даткового припущення щодо випадкової невизначе-
ностi, притаманної цим величинам, але за iснування
для них певних привнесених зовнi ймовiрнiсних роз-
подiлiв у деяких iнтервалах. Унаслiдок цього вини-
кає проблема неоднорiдного (начебто неавтономного)
ланцюга Маркова, яка полягає в пошуковi розв’язку
деякого лiнiйного диференцiального рiвняння для ви-
падкового вектора ймовiрностей станiв зi стохастич-
но невизначеною матрицею швидкостей переходу за
наявностi додаткового шуму з вiдомими моментами
розподiлу. Оскiльки взагалi цю проблему не можна
розв’язати в замкненому виглядi, то необхiдно обме-
жуватися пошуком лише наближених її розв’язкiв.
Наприклад, суттєве спрощення задачi досягається за
рахунок її замикання через деякi наближенi спiввiд-
ношення мiж кореляцiйними функцiоналами першого
чи другого порядкiв, параметри яких вважаються вi-
домими, та кореляцiйними функцiоналами вищих по-
рядкiв, якi невiдомi [16,17]. Зазвичай це робиться че-
рез перехiд вiд матричного стохастичного диференцi-
ального рiвняння до iнтеґрального рiвняння Вольтер-
ра зi стохастичним ядром, що мiстить згортку стосов-
но додаткового шуму. Замкнений розв’язок рiвняння
Вольтерра далi знаходимо за допомогою наближених
методiв розкладання, таких, як iтерацiйнi чи асим-
птотичнi методи або методи iєрархiчного вiдсiкання
(див., напр., [18–20]).

Водночас iснує також iнший спосiб для значного
спрощення задачi. Вiн використовує ту обставину, що
стохастичний процес, притаманний ланцюгу Марко-
ва як такому, щодо фiзичної системи, еволюцiя якої
спiввiдноситься з тим ланцюгом, може розглядатися
як деяке випадкове зовнiшнє поле, стохастичнi дина-
мiки якого не залежать вiд еволюцiї системи. Але,
своєю чергою, зовнiшнє поле впливає на енерґiю сис-
теми. Тому щодо поля стохастичнi динамiки систе-
ми стають неавтономними, а ланцюг еволюцiї станiв,
що належить до системи, формує тип справдi неав-
тономних ланцюгiв Маркова. У такiй постановцi за-
дачi виникає можливiсть замикання вихiдної системи
стохастичних диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку з випадковими коефiцiєнтами через пiдняття
їхнього порядку та дальшого використання вiдомих

формул диференцiювання для моментiв функцiоналiв
вiд експоненцiально корельованих стохастичних про-
цесiв [21]. Унаслiдок цього задача зводиться до одного
однорiдного лiнiйного диференцiального рiвняння ви-
щого порядку з редукованими постiйними коефiцiєн-
тами, причому для симетричного дихотомiчного про-
цесу таке замикання проводиться точно (див. [22–24]).
Однак, маючи на увазi отримання кiнцевого розв’яз-
ку диференцiального рiвняння, його порядок при цьо-
му не може бути надто високим. Справдi, добре вi-
домо, що розв’язок диференцiальних рiвнянь третьо-
го i вище порядкiв вдається безпосередньо отрима-
ти лише чисельними методами. Але їх застосування
вимагає зворотного зведення задачi до системи ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку, яка погано
визначена, оскiльки їй бракує всiєї iнформацiї стосов-
но вихiдних даних. Це потребує додаткових припу-
щень щодо введення для певних параметрiв системи
апрiорних спiввiдношень, якi заранi були невiдомими
але такими, що трансформували б задачу в добре ви-
значену та не суперечили б початковим i граничним
умовам [25,26].

Отже, пiдняття порядку системи стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь як спосiб замкненого опи-
су неавтономних динамiк ланцюга Маркова показує
свою недостатнiсть як загального методу. Та попри
це, такий спосiб дозволяє проводити аналiтичний роз-
гляд динамiк неавтономного ланцюга за умови, що
кiлькiсть його станiв не перебiльшує трьох, один з
яких є абсорбувальним. Але навiть й у цьому прос-
тому випадку вiдповiдний аналiз не повний (див.,
напр., [22, 27] та посилання звiдти). Так, у [22, 27]
введено обмеження, що стохастичний процес входить
тiльки в пряму ймовiрнiсть переходу ланцюга Марко-
ва. Однак наявнiсть аналогiчного процесу в його зво-
ротнiй ймовiрностi, а також задачу про узгодженiсть
неавтономних динамiк, що виникають у цих двох ви-
падках, та їх зводимiсть одна до одної, не дослiджу-
вали. Крiм того, залишились нерозв’язаними питан-
ня стосовно чiткiшого роздiлення у пiдходах до опису
стохастичних процесiв, що вiдповiдають за формуван-
ня мiкроскопiчних та макроскопiчних флуктуацiй у
фiзичнiй системi як на рiвнi енерґiї її станiв, так i ймо-
вiрностей переходу мiж станами. Наприклад, у пра-
цях [22,27] використано єдиний мiкроскопiчний пiдхiд
до розгляду обох типiв флуктуацiй — як мiкроскопiч-
них, так i макроскопiчних, а розмежування їх опису
ґрунтувалось на наявностi в системi релаксацiйних i
випадкових процесiв, що були добре роздiленими за
шкалою часу.

Окрiм цього, надання можливостi ланцюгу Марко-
ва бути неавтономним ставить важливе питання що-
до стiйкостi цього ланцюга стосовно до зовнiшнiх ви-
падкових збурень у динамiчних та кiнетичних пара-
метрах його еволюцiї. Вiдомо, що необхiднi та достат-
нi умови для стiйкої поведiнки автономного ланцюга
Маркова повнiстю характеризуються набором влас-
них значень його iнварiантного за часом оператора
переходу [4, 5]. Однак цi ж умови для неавтономного
ланцюга Маркова, оператор переходу якого є певною
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явною функцiєю часу, не можуть бути описаними в
такий же загальний спосiб [17, 28, 29]. Але для абсор-
бувального неавтономного ланцюга Маркова зi скiн-
ченною кiлькiстю станiв та випадковими ймовiрнос-
тями переходу мiж ними проблему стiйкостi ланцюга
розв’язують тривiально однозначно. Справдi, в необо-
ротних системах узагалi i в абсорбувальному ланцю-
зi Маркова з постiйними чи випадковими ймовiрнос-
тями переходу зокрема всi стани мають рухатись до
єдиного стацiонарного, асимптотично та стохастично
стiйкого абсорбувального стану, в який вони мусять
остаточно абсорбуватись без жодної можливостi по-
лишити його за вiдсутностi вiдповiдних збурень [30].
Тому пiсля появи за часом у такому стiйкому, ста-
бiльному абсорбувальному станi система буде i далi
залишатись у ньому. Проте перехiднi стани абсорбу-
вального ланцюга Маркова, у яких вiн може з’явля-
тися лише кiлька разiв i якi всi мають потiм загасати
до нуля без жодних осциляцiй, поводяться метаста-
бiльно, демонструючи виключно свою тимчасову по-
яву [31]. Однак, незважаючи на те, що такi перехiднi
стани можуть характеризуватися немонотонною засе-
ленiстю, її змiна за часом нiколи не буває осцилююча
i може характеризуватися тiльки поодиноким пiком,
величина амплiтуди якого нiколи не перевищує оди-
ницi. Фактично, це робить застосоване вище припу-
щення, що неавтономний ланцюг Маркова водночас
є абсорбувальним ланцюгом, як необхiдною, так i до-
статньою умовами для його локальної асимптотичної
стабiльностi щодо можливих збурень у початковому
та перехiдних станах, заселенiсть яких не може бути
бiльшою за одиницю в будь-який час за цих початко-
вих i граничних умов.

Метою цiєї працi є замкнений опис неавтономних
динамiк ланцюга Маркова у зображеннi цих динамiк
як сукупностi стохастичних релаксацiйних переходiв,
що можуть здiйснюватися з випадковими ймовiрнос-
тями мiж трьома станами — початковим, перехiдним
i абсорбувальним — в одночастинковому наближен-
нi стосовно їхнiх нормованих заселеностей. У роздi-
лi II як загальний пiдхiд до розв’язання проблеми
використано метод проекцiйного оператора Токуями–
Морi [32], який дає змогу спроектувати еволюцiю не-
автономної фiзичної системи iз залежним вiд часу
гамiльтонiаном на еволюцiю тiльки нерiвноважних
(значущих) компонент її повної матрицi густини, усе-
реднюючи в такий спосiб поведiнку системи за всi-
ма статистично не значущими процесами. Роздiли III
i IV зосереджують увагу на вiдповiдностi запропоно-
ваного методу наявним автономним i неавтономним
моделям для ланцюгiв Маркова, зокрема таким, що
мають лише три стани, один з яких є абсорбуваль-
ним. У роздiлах V i VI отримано точний розв’язок
цiєї задачi у вiдповiдних випадках, коли ймовiрностi
прямого i зворотного переходiв є стохастичними ве-
личинами. Це потребує усереднення системи вихiдних
диференцiальних рiвнянь для не усереднених заселе-
ностей за наявними в нiй стохастичними процесами
з подальшим проведенням її замикання. Нарештi, у
роздiлi VII отриманi в цих двох випадках результа-

ти обговорюються та порiвнюються з погляду їхньої
можливої незвiдностi один до одного.

II. СТОХАСТИЧНИЙ ГАМIЛЬТОНIАН
I ВИХIДНI КЕРУВАЛЬНI РIВНЯННЯ

Добре вiдомо, що максимальне скорочення опи-
су динамiки багаточастинкової системи досягається
за допомогою редукцiї вихiдних рiвнянь Лiувiлля–
фон Ноймана для еволюцiї її повної матрицi густи-
ни до вiдповiдних рiвнянь для еволюцiї деякої ефек-
тивної матрицi густини, яка залежить вiд щонаймен-
шої кiлькостi ступенiв вiльностi системи, визначених
щодо її найсуттєвiших багаточастинкових конфiгура-
цiй [15]. Однак така ефективна матриця густини не
завжди добирає певного фiзичного змiсту i необов’яз-
ково збiгається з нерiвноважною матрицею густини,
яку знаходимо, наприклад, за умови статистичного
усереднення повної матрицi густини багаточастинко-
вої системи за станами рiвноважного оточення де-
якої вiдкритої нерiвноважної пiдсистеми [33]. Щобiль-
ше, ефективна матриця густини може взагалi бути
не одночастинковою, а дво- чи тричастинковою. Си-
туацiя ще бiльше ускладнюється, коли нерiвноважна
пiдсистема пiдпорядковується стохастичному проце-
су, бо вимагає додаткового усереднення за всiма його
випадковими реалiзацiями. Це потребує низки набли-
жень до розв’язку проблеми, якi викладено в цьому
роздiлi.

Зважаючи на сказане, розгляньмо деяку складну
систему, яка впродовж її еволюцiї роздiляється на
двi частини, якi взаємодiють мiж собою: малу час-
тину, що є нерiвноважною пiдсистемою, стани якої
залежать вiд часу, i велику частину, що оточує ма-
лу частину й становить для неї рiвноважне сере-
довище, яке можна зобразити у виглядi нескiнчен-
ного набору гармонiчних осциляторiв з нормальни-
ми модами ωλ, урiвноваженими щодо температури
T згiдно з розподiлом Бозе для коливальних чисел
nλ = [exp(ωλ/kBT ) − 1]−1, де kB — постiйна Больц-
мана (постiйна Планка ~ ≡ 1). Це є основним на-
ближенням задачi, яке дозволяє спрощено вважати
незалежними вiд часу як матрицю густини середови-
ща ρB = exp(−HB/kBT )/trB exp(−HB/kBT ), де слiд
береться за станами середовища, так i гамiльтонiан
середовища

HB =
∑

λ

ωλ(β+
λ βλ + 1/2). (1)

Тут β+
λ i βλ — оператори народження i знищення в

середовищi вiдповiдного фонона з енерґiєю ωλ, що пе-
ребуває в одночастинковому наближеннi не взаємодi-
ючих фононiв. У результатi, залежний вiд часу га-
мiльтонiан складної системи H(t) в деякiй довiльнiй
стохастичнiй його реалiзацiї має вигляд

H(t) = H0(t) + HB + V, (2)

де H0(t) — стохастичний гамiльтонiан нерiвноважної
пiдсистеми, а V — оператор її взаємодiї з рiвноваж-
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ним середовищем. Останнiй визначається параметра-
ми взаємодiї |χjj′λ| i з точнiстю до другого порядку
малостi щодо їхньої величини покладається достат-
ньо слабим. Таке наближення означає, що незалежно
вiд положень j-го i j′-го енерґетичних рiвнiв у нерiв-
новажнiй пiдсистемi, якi є випадковими величинами
в кожнiй стохастичнiй реалiзацiї гамiльтонiана H0(t),
величинам параметрiв взаємодiї пiдсистеми iз сере-
довищем не вистачає, щоб хоч якось впливати як на
положення рiвнiв власної енерґiї пiдсистеми, так i
на розподiл одночастинкових збуджень коливальних
квантiв (фононiв) середовища.

Як вихiдне рiвняння динамiки системи (2) будемо
розглядати рiвняння Лiувiлля–фон Ноймана

ρ̇(t) = −L(t)ρ(t) (3)

для еволюцiї повної матрицi густини складної систе-
ми ρ(t). Вона за наближеннями факторизується на
матрицю густини нерiвноважної пiдсистеми ρ0(t) та
матрицю густини рiвноважного середовища ρB як
ρ(t) = ρ0(t)ρB, де L(t) = i[H(t), . . .] є стохастичним
супероператором Лiувiлля для кожної такої випад-
кової реалiзацiї гамiльтонiана системи (2). Застосуй-
мо до (3) метод Токуями–Морi [32] з використанням
проекцiйного оператора P̂ · · · = ρBtrB · · · , який, за
означенням, зберiгає гiльбертiв простiр середовища
як P̂ρB = ρB або P̂ exp(−HB/kBT ) = exp(−HB/kBT )
й факторизує гiльбертiв простiр складної системи як
P̂ρ(t) = ρB ⊗ ρ0(t) = ρ0(t)ρB. При цьому тензорний
добуток просторiв нерiвноважної пiдсистеми й рiвно-
важного середовища наближено спрощується до їх-
нього простого добутку. Фактично це спричиняє де-
яке обмеження для розв’язання проблеми, оскiльки
примушує всi залежнi вiд часу процеси, що пiдпоряд-
кованi аналiзу в складнiй системi, вiдносити до та-
ких, що вiдбуваються виключно в її нерiвноважнiй
частинi, практично не торкаючись рiвноважної час-
тини. Таке обмеження може бути послабленим, якщо
вважати, що починає дiяти вiд деякого часу хаотиза-
цiї τ ch

0,B , що є достатньо коротким, щоб за нього мо-
гло вiдбуватися формування рiвнiв власних енерґiй
у вiдповiдних дiагональних гамiльтонiанах H0(t) (2) i
HB (1). Тому в наближеннi Борна–Маркова, типовому
для розгляду таких задач, це не призводить до нега-
тивних наслiдкiв щодо змiсту очiкуваних результатiв
(див., напр., [23, 24, 34] та роздiл III цiєї роботи).

З метою подальшого аналiзу запишемо рiвняння (3)
в зображеннi взаємодiї

•

ρ̃(t) = −L̃V (t)ρ̃(t) (4)

за допомогою вiдомих спiввiдношень
ρ̃(t) = U−1(t, t0)ρ(t) i L̃V (t) = U−1(t, t0)LV U(t, t0), де

U(t, t0) = exp←

{

−

∫ t

t0

dτ [L0(τ) + LB]

}

(5)

— двочасовий супероператор еволюцiї, exp← — експо-
ненцiал упорядкування операторiв за спадним часом,
а L0(t) = i[H0(t), . . .], LV = i[V, . . .], та LB = i[HB, . . .]

— супероператори Лiувiлля, якi задовольняють рiв-
няння: P̂L0(t) = L0(t)P̂; P̂L(t)P̂ = L0(t)P̂; P̂LB =

LBP̂ = 0.
Для розв’язку рiвняння (4) треба подiяти на нього

проекцiйними операторами P̂ i 1−P̂, а потiм частково
усереднити результат за рiвноважною матрицею гус-
тини ρB. Вiдтак можна в борнiвському наближеннi
знехтувати кубiчним i вище членами щодо V , зали-
шивши тiльки члени другого порядку мализни за V .
Крiм того, маючи на увазi незалежнiсть V вiд часу,
лiнiйнi за V члени, а також осциляцiї у членах нульо-
вого порядку можна не розглядати. Позбавляючись
вiд невiдомої величини (1− P̂)ρ̃(t) у стандартний спо-
сiб [35] за методом Токуями-Морi [32], отримуємо ло-
кальне за часом керувальне рiвняння

•

ρ̃0(t) = −K̃(t)ρ̃0(t). (6)

Тут K̃(t) = trB

{

L̃V (t)[1− Σ̃(t)]−1ρB

}

— ядро

швидкостi рiвняння (6), яке позбавлене пам’я-
тi, з локальним за часом оператором Σ̃(t) =
∫ t

t0
dτ Z̃P(t, τ)(P − 1)L̃V (τ)Z̃−1(t, τ), що, своєю чер-

гою, є функцiоналом вiд його нелокальних за часом

ядер Z̃P(t, τ) = exp←

[

∫ t

τ
ds(P− 1)L̃V (s)

]

та Z̃(t, τ) =

exp←

[

−
∫ t

τ
dsL̃V (s)

]

.

Оскiльки рiвнянню (6) бракує пам’ятi, воно є при-
кладом стохастичної реалiзацiї певного неавтономно-
го марковського процесу, який, за означенням, є неав-
тономним ланцюгом Маркова нульового порядку [1,
2, 17, 28, 29]. Тому, повертаючись у (6) до зображен-
ня за Шрединґером, маємо неавтономне керувальне
рiвняння для цьоого маркiвського процесу

ρ̇0(t) = −K(t)ρ0(t), (7)

у якому K(t) = U0(t, t0)K̃(t)U−1
0 (t, t0) вiдповiдає йо-

го залежному вiд часу ядру швидкостi, а U0(t, t0) =

exp←

{

∫ t0

t
dτL0(τ)

}

— зведений двочасовий оператор,

який спiввiдноситься з (5) як U0(t, t0) exp[LB(t0−t)] =
U(t, t0). Оскiльки ядро K(t) є супероператором (або
тензором), то загалом рiвняння (7) читається як ло-
кальний за часом, безконволюцiйний неавтономний
керувальний закон вигляду

(ρ̇0(t))ij = −
∑

k,l

(K(t))ijkl (ρ0(t))kl , (8)

згiдно з яким еволюцiя дiагональних (i = j) i недiа-
гональних (i 6= j) компонент матрицi густини нерiв-
новажної пiдсистеми (ρ0(t))ij змiшується з еволюцiєю
всiх iнших компонент з вагою (K(t))ijkl .

Отже, унаслiдок низки певних безконволюцiйних
i конволюцiйних перетворень з проекцiйними опера-
торами, що дiють на вихiднi рiвняння Лiувiлля–фон
Ноймана (3) для еволюцiї повної матрицi густини
складної системи ρ(t) та спричиняють проведення в
них вiдповiдних локальних i нелокальних за часом
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усереднень стосовно до їхнiх ядер, цi рiвняння зводя-
ться до неавтономного маркiвського процесу нульово-
го порядку щодо компонент матрицi густини нерiвно-
важної пiдсистеми (7) (що в борнiвському наближеннi
слабо взаємодiє з її рiвноважним оточенням) i з де-
яким неоднорiдним локальним за часом кiнетичним
коефiцiєнтом (ядром тензора швидкостi) K(t), який
описує взаємнi перетворення мiж дiагональними i не-
дiагональними компонентами нерiвноважної матрицi
густини ρ0(t) у супероператорному зображеннi (8).

Зауважимо, що загальний вигляд K(t) невiдомий.
Але його вдається знайти в деяких простих випад-
ках. Наприклад, якщо гамiльтонiани як складної сис-
теми H(t) ≡ H = const, так i нерiвноважної пiд-
системи H0(t) ≡ H0 = const не залежать вiд часу,
матриця густини, що описує еволюцiю цiлої системи

згiдно з вихiдним рiвнянням (3), є ρ(t) =
_

U(t)ρ(0), де
_

U (t) ≡
_

U (t, 0) = exp (−Lt) i L(t) ≡ L є пропагатором i
постiйним ґенератором, якi за умови t0 = 0 (без втра-
ти загальностi) дiють як: Û(t) . . . = exp (−Lt) · · · =
exp (iHt) · · · exp (−iHt). При цьому для еволюцiї мат-
рицi густини нерiвноважної пiдсистеми ρ0(t) маємо

ρ0(t) = P̂ρ(t) = trB{
_

U (t)ρ0(0)ρB} = U0(t)ρ0(0). (9)

Повертаючи в (9) розвиток за часом у зворотному
напрямку i диференцiюючи результат, отримуємо
ρ̇0(t) = U̇0(t)ρ0(0) = U̇0(t)U

−1
0 (t)ρ0(t). Це прямо вiдпо-

вiдає рiвнянню (7) iз K(t) = −U̇0(t)U
−1
0 (t), яке, своєю

чергою, обертається на тотожнiсть, бо за H(t) ≡ H
збiгається з рiвнянням Лiувiлля–фон Ноймана (3)
й тому описує лише оборотну автономну динамiку
цiлої системи за тривiальної умови, що у (2) взаємо-
дiя V мiж пiдсистемою H0 i ї ї оточенням HB вiдсутня.
Очевидно, що в складнiших випадках, наприклад, у
таких, де гамiльтонiан нерiвноважної пiдсистеми є
стохастичним, треба поряд з усередненням за мат-
рицею густини рiвноважного середовища також усе-
реднювати за випадковим процесом у нерiвноважнiй
пiдсистемi. В результатi виникає низка задач про
замикання керувальних неавтономних рiвнянь (7),
асоцiйованих зi стохастичними ланцюгами Маркова,
що розглянутi в роздiлах III, IV i V цiєї роботи.

III. ЛАНЦЮГ МАРКОВА ЗI
СТОХАСТИЧНИМИ ЕНЕРҐIЯМИ СТАНIВ

Перш нiж почати конкретнi пiдрахунки, надамо
рiвнянням (7) вигляду, типового для ланцюгiв Мар-
кова нульового порядку (тобто ланцюгiв без пам’ятi).
Для цього введемо в нерiвноважну пiдсистему кван-
товi стани |j = 0, 1, . . . , N〉, а її стохастичний гамiль-
тонiан запишемо як

H0(t) =
∑

j

Ej(t)|j〉〈j|, (10)

де Ej(t) = Ēj + εj(t) — рiвнi власної енерґiї пiдсисте-
ми, чиї миттєвi положення формують енерґетичний

спектр. Цей спектр пiдпорядковується стацiонарному
рiвнянню Шредингера [13] iз залежним вiд часу гамi-
льтонiаном (10) i енерґiями Ej(t) за довiльних, зокре-
ма випадкових збурень εj(t) в околi їхнiх стохастично-
усереднених величин 〈〈Ej(t)〉〉 = Ēj (позначаються як
〈〈. . .〉〉 чи (. . .) за 〈〈εj(t)〉〉 = 0), якi вiдповiдають мiнi-
мумам адiабатичної енерґiї пiдсистеми в квантових
станах |j〉. Випадковi змiщення у величинах серед-
ньої енерґiї станiв можуть виникати за рахунок рiзних
чинникiв, якi дiють у межах системи. Формально це
може бути стохастичне поле, симетрiя якого вiдрiз-
няється вiд симетрiї одночастинкової нерiвноважної
пiдсистеми. При цьому треба припускати, що пiдсис-
тема нiяк не в змозi вплинути на параметри поля, якi,
однак, можуть адiабатично залежати вiд параметрiв
середовища, тодi як поле має змiнювати енерґiю кож-
ного зi станiв пiдсистеми згiдно з формулою в (10).
Отже, стосовно до середовища, яке покладається рiв-
новажним з температурою T , кожний стан нерiвно-
важної пiдсистеми виступає в ролi деякого зведеного
гармонiчного осцилятора з видiленою частотою $j в
одномодовому наближеннi, енерґiя якого пiдпорядко-
вується стохастичним флуктуацiям в околi її серед-
нього значення Ēj iз середньою частотою змiщень ν̄j

вiд цього значення, рiвною середнiй енерґiї зведеного
осцилятора. Останню за ~ ≡ 1 знаходимо як

ν̄j = ε̄j = $j(n̄j + 1/2), (11)

де n̄j = [exp($j/kBT )−1]−1 — функцiя розподiлу Бозе
на видiленiй частотi $j . При цьому вiдповiднi вира-
зи для середньоквадратичної амплiтуди флуктуацiй,
рiвної, за означенням, дисперсiї енерґiї осцилятора σ̄2

j ,
i для середньої iнтенсивностi флуктуацiй γ̄j = σ̄2

j /ε̄j ,
є такими (див. [3, 24, 36]:

σ̄2
j = $2

j n̄j(n̄j + 1) та γ̄j = 2$jn̄j(n̄j + 1)(2n̄j + 1)−1.
(12)

Цiкаво, що у випадку квазiкласичної моди $qc �
kBT , яка асоцiюється з флуктуацiями в пiдсистемi за
рахунок її зв’язку з деякою допомiжною молекулою,
що осцилює iз частотою гiґагерцового дiапазону за
кiмнатної температури, всi наведенi вище величини
(11), (12) спрощуються до одного й того ж значення

ν̄qc =
√

σ̄2
qc = γ̄qc = kBT ≈ 4 · 1013 s−1. (13)

Це означає, що завдяки квазiкласичним флуктуацiям
вiдбувається ефективне термiчне розширення енерґе-
тичних рiвнiв квантової пiдсистеми з мiкроскопiчним
гамiльтонiаном (10) до однакової напiвширини (13).
Але навiть у такому разi послiдовна постановка зада-
чi має виходити з мiкроскопiчного гамiльтонiана вза-
ємодiї пiдсистеми iз середовищем у виглядi

V =
∑

j,j′

(1− δjj′ )χjj′λ(β+
λ + βλ)|j〉〈j′|, (14)

в якому кожний релаксацiйний перехiд пiдсистеми з
енерґетичного рiвня Ej(t) на рiвень Ej′ 6=j(t) повинен
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в однофононному наближеннi спiввiдноситися з наро-
дженням або знищенням у середовищi вiдповiдного
фонона ωλ. Тому закон збереження енерґiї для цiлої
системи ωλ = |Ej(t)−Ej′ 6=j(t)| = |Ēj − Ēj′ 6=j + εj(t)−
εj′ 6=j(t) ≡ |Ējj′ +εjj′ (t)| є в кожний момент часу також
i в цьому випадку.

Сказане дозволяє застосувати до рiвняння (7) бор-
нiвське наближення щодо малостi в (14) параметра
взаємодiї |χjj′λ|/ωλ � 1 для всiх можливих релак-
сацiйних переходiв i в такий спосiб знехтувати опи-
сом еволюцiї недiагональних елементiв матрицi гус-
тини пiдсистеми ρ

(nd)
0 (t), вважаючи її набагато швид-

шою вiд еволюцiї дiагональних елементiв пiдсистеми
ρ
(d)
0 (t). Покажiмо це, скориставшись загальним ме-

тодом, викладеним, наприклад, у [37]. За цим мето-
дом потрiбно ввести дiагональний i недiагональний
оператори T̂d i T̂nd = I − T̂d згiдно з їхньою дi-
єю на дiагональну ρ(d)(t) = T̂dρ(t) та недiагональну
ρ(nd)(t) = T̂ndρ(t) частини матрицi густини цiлої сис-
теми ρ(t) = ρ(d)(t) + ρ(nd)(t), подiяти цими операто-
рами на лiву i праву частини рiвняння Лiувiлля–фон
Ноймана (3), отримати для нього таку систему дифе-
ренцiальних рiвнянь:







ρ̇(d)(t) = −iT̂dLV ρ(nd)(t),

ρ̇(nd)(t) = −iT̂nd[LS(t) + LV ]ρ(nd)(t)− iLV ρ(d)(t)
,

вилучити з них невiдому ρ(nd)(t) й нарештi прийти
до iнтеґро-диференцiального рiвняння конволюцiйно-
го типу в шуканому виглядi

ρ̇
(d)
0 (t) = −

∫ t

0

dτ trB (15)

×
{

T̂dD̂←[V, U(t, τ)[V, ρ
(d)
0 ρB]U+(t, τ)]

}

,

де D̂← — оператор хронологiчного впорядкування
Дайсона (t0 = 0). Вводячи стохастичну заселенiсть
pj(t) для кожного стану |j〉 нерiвноважної пiдсистеми

pj(t) = 〈j| (ρ0(t))jj |j〉 (16)

i маючи на увазi, що 〈j| (ρ0(t))jj |j〉 ≡ 〈j|ρ
(d)
0 |j〉, рiв-

няння (15) перетворюється як

ṗj(t) = −
∑

j′ 6=j

∫ t

t0

dτ
[

Φjj′ (τ)pj(t− τ)

− Φj′j(τ)pj′ (t− τ)
]

, (17)

де Φjj′ (t) =
∑

λ χ2
jj′λfjj′ (t)Rλ(t) exp(it Ējj′ ) — усеред-

нене за статистичним ансамблем ядро стохастичної
реалiзацiї заселеностей для станiв |j〉 i |j ′〉, fjj′(t) =

exp[i
∫ t

0
dτ εjj′ (τ)] — кореляцiйний функцiонал вiд сто-

хастичних змiщень величин вiдносної енерґiї цих ста-
нiв, Rλ(t) = exp(−iωλt)+nλ[exp(−iωλt)+exp(iωλt)] —
кореляцiйна функцiя для рiвноважного середовища в
однофононному наближеннi.

Остаточне спрощення отриманого рiвняння (17)
для еволюцiї стохастичних заселеностей нерiвноваж-
ної пiдсистеми досягається за врахування тiєї обста-
вини, що завдяки дуже швидким змiщенням рiвнiв
енерґiї кожного зi станiв |j〉 (10) ядро Φjj′ (τ) зага-
сає на шкалi дуже малих часiв, характерних для сто-
хастичних флуктуацiй τ st

j ∼ (ν̄j)
−1. Своєю чергою,

цi флуктуацiї зазвичай здiйснюються набагато швид-
ше вiд релаксацiйних переходiв мiж станами |j〉 i |j ′〉,
що вiдбуваються з набагато повiльнiшою характер-
ною швидкiстю

(τ rel
jj′ )−1 � ν̄j , (18)

де
τ rel
jj′
∼= (2π

∑

λ

|χjj′λ|
2/ωλ)−1 (19)

— характернi часи релаксацiї в нерiвноважнiй пiд-
системi. При цьому взаємодiя пiдсистеми iз сере-
довищем V (14) вважається досить слабкою, щоб
можна було обмежуватись її врахуванням тiльки у
членах другого порядку мализни (15). У результа-
тi, використовуючи в (17) формальне розкладення
для pj(t − τ) = exp[−τ(d/dt)]pj(t) та застосовую-
чи до нього наближення Борна–Маркова у виглядi:
exp[−τ(d/dt)]pj(t) ≈ exp(−τ/τ rel

jj′ )pj(t) ≈ pj(t), що
добре виправдовується принаймнi для малих часiв
τ ∼ τ st

j � τ rel
jj′ , досягаємо можливостi винести засе-

ленiсть pj(t) з-пiд знака iнтеґрала за змiнною τ i тим
самим перетворити нелокальне за часом, конволюцiй-
не рiвняння (17) у локальне за часом, безконволюцiй-
не, але неавтономне керувальне рiвняння вигляду

ṗj(t) = −pj(t)
∑

j′ 6=j

Wjj′ (t) +
∑

j′ 6=j

pj′(t)Wj′j(t), (20)

де
Wjj′ (t) =

∫ t

0

Φjj′ (τ) dτ (21)

— залежна вiд часу ймовiрнiсть цiєї стохастичної реа-
лiзацiї для релаксацiйного переходу зi стану |j〉 у стан
|j′〉 в усередненiй за ансамблем нерiвноважнiй пiдсис-
темi.

Зазначимо, що стосовно до наближення, пов’яза-
ного з редукцiєю матрицi густини повної системи до
матрицi густини її пiдсистеми, та наближення Борна–
Маркова щодо малостi взаємодiї мiж пiдсистемою й
оточенням, метод отримання рiвняння (20) є цiлком
аналогiчним тому, що застосував Редфiлд для виве-
дення рiвнянь Блоха з рiвняння Лiувiлля. Однак от-
римане таким способом локальне в часi рiвняння, яке
в теорiї вiдкритих квантових систем названо рiвнян-
ням Редфiлда [33], спрямовувалось для аналiзу ко-
герентних та релаксацiйних процесiв за еволюцiї не-
дiагональних елементiв матрицi густини електронної
пiдсистеми i, як наслiдок, мало складнiшний, хоча й
безконволюцiйний вигляд. Але за розгляду процесу
тривалої еволюцiї безспiнових частинок це рiвняння
перетворювалося на просте кiнетичне рiвняння ба-
лансового типу (20), вiдоме як рiвняння Паулi, для
релаксацiйних переходiв у нерiвноважнiй пiдсистемi
мiж рiзними одночастинковими станами.

3002-6



ЗАМКНЕНИЙ ОПИС НЕАВТОНОМНИХ ДИНАМIК АБСОРБУВАЛЬНОГО ЛАНЦЮГА МАРКОВА. . .

Очевидно, що рiвняння (20) є наслiдком простого
прикладання до загального рiвняння (8) дiагональ-
них базисiв як для матрицi густини (ρ0(t))jj (16) не-
рiвноважної пiдсистеми, так i для тензора швидкостi
(K(t))jjj′j′ (8), що виражається через iмовiрнiсть пе-
реходу (21) як

Wjj′ (t) = − (K(t))jjj′j′ + δjj′

N
∑

k=0

(K(t))jjkk . (22)

Важливо, що при цьому використовується наближен-
ня, у якому вiдповiднi недiагональнi елементи або
вважаються несуттєвими, або покладаються загасаю-
чими до нуля за дуже коротку тривалiсть хаотизацiї
фаз [24, 34]. Це разом з наближеннями (3), (18), (19)
приводить до таких спiввiдношень щодо iєрархiї ха-
рактерних часiв еволюцiї системи:

τ ch
j � τ st

j � τ rel
jj′ . (23)

Отже, доходимо загального висновку, що iєрархiя ча-
сiв релаксацiї, яку вперше запропонував та впровадив
М. М. Боголюбов [11] для скороченого опису кiнетич-
ного етапу еволюцiї нерiвноважної багаточастинкової
системи у формалiзмi статистичного ансамблю, мо-
же бути доповнена спiввiдношеннями щодо розгляду
також процесiв стохастизацiї та хаотизацiї, якi значно
роздiляються за iєрархiю часiв (23). Це слугує достат-
ньою основою для того, щоб у цiй працi обмежуватися
тiльки кiнетичним аналiзом стохастично усередненої
еволюцiї станiв нерiвноважної пiдсистеми й лише що-
до розгляду поведiнки за часом вiдповiдних усеред-
нених заселеностей

Pj(t) = 〈〈pj(t)〉〉, (24)

нехтуючи можливим недiагональним зв’язком мiж
станами, визначаючим їх когеренцiю, а також позбав-
ляючись вiд всiх стохастично не усереднених, зазви-
чай невiдомих величин, якi з необхiднiстю виникають
пiд час загальної постановки задачi.

Зауважимо, що надкороткi часи хаотизацiї τ ch
j у

спiввiдношеннi (23) не достатньо добре визначенi вза-
галi. Це пов’язано з тим, що роздiлення сили, яка
дiє на окрему частинку в багаточастинковiй системi,
на реґулярнi та випадковi складники є доволi тради-
цiйним, але дещо умовним. За такого роздiлення по-
кладається, що реґулярнi сили визначають детермi-
новану еволюцiю системи на дуже коротких часах її
розвинення, коли в системi вiдбувається формуван-
ня швидких коливальних режимiв (власних осциля-
цiй), якi пiд дiєю перiодичних поштовхiв з боку сере-
довища чи зовнiшньої сили можуть стати непередба-
ченими. Унаслiдок цього виникають складнi нелiнiйнi
процеси, наприклад, взаємодiя осциляцiйних мод, якi
призводять до того, що рух частинок починає вiдбу-
ватися за їхнiми хаотичними орбiтами, тобто вiдбу-
вається хаотизацiя в системi. При цьому вважається,
що пiд дiєю саме реґулярних сил система приходить
до стану її динамiчної рiвноваги, коли повна сукуп-
нiсть власних станiв покладається для неї сформова-
ною. Зазвичай, цей процес вiдбувається за деякий час

хаотизацiї τ ch
j , але за умови, що зґенерована в такий

спосiб динамiка системи може бути описаною дiаго-
нальним гамiльтонiаном H0(t) (2), кожний стан якого
|j〉 характеризуватиметься певним рiвнем середньої
енерґiї Ēj системи. Однак сили, що дiють у систе-
мi, мають також випадковий складник. Тому кожен
з рiвнiв має пiдпорядковуватися стохастичним флук-
туацiям, наприклад, завдяки випадковим зiткненням
iз квазiчастинками власних коливань зовнiшнього се-
редовища (фононами) за умови, що квантовий стан
системи внаслiдок таких зiткнень не змiнюється. Iз
цього погляду випадкове збурення середньої енерґiї
рiвнiв вважається квазiкласичним, бо призводить до
її адитивного змiщення на величину εj(t) без жодної
змiни у станi системи за типом того, як має дiяти ква-
зiкласичне стохастичне поле (10). Оскiльки iнтенсив-
нiсть регулярних сил помiтно перевищує таку для ви-
падкових сил, тривалiсть стохастизацiї τ st

j звичайно
є набагато бiльшою вiд часу хаотизацiї τ ch

j (23). При
цьому, на вiдмiну вiд хаотизацiї, процес стохастизацiї
покладається добре визначеним i надiляється певною
статистикою. Наприклад, якщо флуктуацiї енерґiї по-
в’язуються з флуктуацiями температури, то, аби не
вносити непотрiбних ускладнень, цi флуктуацiї розу-
мiються у виглядi бiлого ґауссiвського шуму з постiй-
ною спектральною густиною та iнтенсивнiстю (τ st

j )−1.
В iнших ситуацiях, коли флуктуацiї виникають за ра-
хунок випадкового поля, яке безпосередньо дiє на ба-
гаторiвневу систему [23], або випадкової сили, що без-
посередньо ґенерується в середовищi [3], доцiльно ви-
користати моделi кольорового шуму на основi дихо-
томiчних або трихотомiчних стохастичних процесiв,
статистичнi властивостi яких добре вiдомi, але унiвер-
сальнiшi. Зокрема, у класичнiй границi iнтенсивнiсть
таких процесiв збiгається з ґауссiвською, яка згiдно
з (13) пропорцiйна температурi, тодi як у квантовiй
границi вона прямує до нуля, вiдповiдаючи нульово-
му розширенню рiвнiв iзольованої квантової системи
(для детальнiшого обговорення див. [24]).

Узагалi, керувальне рiвняння (20) у виглядi ймо-
вiрнiсного балансу у випадкових заселеностях pj(t)
скiнченної кiлькостi N + 1 станiв |j〉 прямо вiдповi-
дає рiвнянню Колмогорова, яке, своєю чергою, асо-
цiюється зi скiнченним ланцюгом Маркова [38]. Ос-
таннiй зображується у виглядi графа станiв за умо-
ви, що в кожний момент часу величини ймовiрностей
переходу мiж станами Wjj′ (t) (21), якi задають укла-
дений неавтономний ланцюг, не можуть сягати неґа-
тивних значень. На жаль, загальний розв’язок систе-
ми рiвнянь (20) є невiдомим уже за N ≥ 3. Але пiсля
усереднення (20) за стохастичними флуктуацiями в
енерґiї станiв з урахуванням iєрархiї часiв (23) зами-
кання задачi та отримання її точного розв’язку легко
досягається звичайними методами навiть за довiльно
великих N [39–41]. Це пов’язано з тим, що завдяки
наближенню

〈〈pj(t)Wjj′ (t)〉〉 ≈ 〈〈pj(t)〉〉 〈〈Wjj′ (t)〉〉 ≡ Pj(t)W̄jj′ , (25)

справедливому в ергодичнiй межi τ ∼ τ st
j � t → ∞,

усередненi ймовiрностi переходу мiж станами оберта-
ються на сталi
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W̄jj′ = lim
t→∞
〈〈

∫ t

0

Φjj′ (τ)dτ〉〉 =

∫ ∞

0

dτ
∑

λ

χ2
jj′λ〈〈fjj′ (τ)〉〉Rλ(τ) exp(iτ Ējj′ ). (26)

Тому усереднене у спосiб (25) рiвняння (20), а та-
кож вiдповiдний йому ланцюг Маркова стають авто-
номними

Ṗj(t) = −Pj(t)
∑

j′ 6=j

W̄jj′ +
∑

j′ 6=j

Pj′ (t)W̄j′j (27)

Навiть бiльше, для простих моделей сталi (26) легко
пiдраховувати з достатньою точнiстю. Так, у моделi
дихотомiчних флуктуацiй для енерґiї зведеного осци-
лятора (11), (12) стохастичне усереднення кореляцiй-

ного функцiонала в (26) з точнiстю до (23) оцiнюється
як [24,37, 39]

〈〈fjj′ (τ)〉〉 ≈ exp(−γ̄jj′τ), (28)

де γ̄jj′ — ефективна напiвширина двох рiвнiв, вiднос-
на енерґiя яких εjj′ випадково флуктуює за дихото-
мiчним законом з частотою ν̄jj′ i амплiтудою σ̄jj′ . Це
дозволяє явно обчислити в (26) iнтеґрал за часом τ i
отримати

W̄jj′ = 2γ̄jj′

∑

λ

|χjj′λ|
2

[

nλ

γ̄2
jj′ + (ωλ + ∆Ējj′ )2

+
1 + nλ

γ̄2
jj′ + (ωλ + ∆Ēj′j)2

]

. (29)

Результатом сказаного є висновок, що наявнiсть
швидких стохастичних флуктуацiй у рiвнях енерґiй
станiв неавтономного ланцюга Маркова (20) не змi-
нює структури їхнього графа. Однак усереднення
цього ланцюга за цими флуктуацiями перетворює йо-
го на автономний ланцюг (27) зi сталими ймовiрностя-
ми переходу мiж станами — так званими постiйними
швидкостей переходу (26), якi починають явно зале-
жати вiд iнтенсивностей флуктуацiй γ̄jj′ (29).

Зазначимо, що в узагальненому виглядi неавтоном-
ний ланцюг Маркова (20) може також пiдпорядкову-
ватися додатковим стохастичним флуктуацiям у ймо-
вiрностях переходiв. На жаль, статистика вiдповiдних
процесiв невiдома. Це вимагає розглядати такого роду
неоднорiднi стохастичнi процеси безпосередньо, почи-
наючи з постановки задачi, з подальшим отриманням
i дослiдженням її належно усередненого й замкненого
розв’язку. При цьому потрiбно брати до уваги ймовiр-
ностi переходу мiж певним чином урiвноваженими су-
купностями станiв, що характеризуються своєю неза-
лежною стохастичною динамiкою, а не сталими ймо-
вiрностями переходу мiж рiзними квантовими стана-
ми (29). Тобто можна вести мову про флуктуацiї па-
раметрiв Wjj′ (t) в ланцюзi (20), де пiд кожним ста-
ном |j〉 системи розумiється не її мiкроскопiчний стан,
а квазiстацiонарно флуктуюча сукупнiсть деяких ста-
нiв {|i〉}, якi формують у системi так званий мезоско-
пiчний стан або ж навiть її макроскопiчний стан у
термодинамiчнiй межi. Конкретнi приклади побудови
моделей таких флуктуацiй за допомогою рiвнянь (20)
наведенi в роботах [22, 27]. Тому в цiй працi мезоско-
пiчна структура станiв |j〉, яка може виникати в не-

автономному ланцюзi Маркова (20) та приводити до
стохастичних флуктуацiй у ймовiрностях переходiв,
далi приймається як така, що не потребує детального
обговорення.

IV. ЛАНЦЮГ МАРКОВА З ВИПАДКОВИМИ
ЙМОВIРНОСТЯМИ ПЕРЕХОДIВ

У попередньому роздiлi усереднений опис еволю-
цiї неавтономного ланцюга Маркова (20) проведено за
допомогою замикального наближення (25). Це умож-
ливило зведення задачi до автономного ланцюга Мар-
кова (27), розв’язок для якого є добре вiдомим завдя-
ки тому факту, що стохастичнi флуктуацiї в енерґiї
станiв цього ланцюга звичайно вiдбуваються набага-
то швидше вiд релаксацiйних переходiв мiж його ста-
нами за iєрархiї часiв (23).

Однак у багатьох випадках, наприклад, у задачах
просторової динамiки з неоднорiдними кiнетичними
коефiцiєнтами [34, 42, 43], треба усереднити добутки,
залежних вiд часу стохастичних концентрацiй та ймо-
вiрностей одночастикових станiв, виниклих у набли-
женнi середнього поля, коли умова (25) не передує
усередненню. У результатi стає актуальною задача
побудови замкненого опису для усередненої динамi-
ки неавтономного ланцюга Маркова без використан-
ня цього наближення. Як уже сказано у вступi до цiєї
роботи, такого опису можна досягти тiльки в дуже ко-
ротких ланцюгах Маркова, кiлькiсть станiв у яких не
перевищує трьох (наприклад, стани |2〉, |1〉 i |0〉), при-
чому один iз станiв (скажiмо, стан |0〉) має бути абсор-
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бувальним. При цьому за нормування неусереднених
заселеностей станiв стохастична стiйкiсть абсорбу-
вального ланцюга Маркова забезпечується вимогою,
щоб неусереднена сумарна заселенiсть p2(t)+p1(t) йо-
го висхiдного |2〉 та промiжного |1〉 станiв загасала б
за детермiнованим законом у часi зi сталою швидкiс-
тю, яка не мала б стохастичного компонента. Отже,
у спрощенiй постановцi задачi, що розглядатиметь-
ся в цьому та наступних роздiлах, процес загасання
абсорбувального ланцюга Маркова, який складається
iз трьох станiв та мiстить стохастичнi процеси у ймо-
вiрностях переходiв, можна записати у виглядi такої
кiнетичної схеми

|2〉

w2+α2(t)

−→
←−

w1+α1(t)

|1〉
w0−→ |0〉. (30)

Тут для простоти позначено w2 ≡ W̄21; w1 ≡
W̄12; w0 ≡ W̄10 (W̄01 = 0) i покладено, що αi=1,2(t)
є симетричними дихотомiчними стохастичними про-
цесами з нульовим середнiм αi(t) = 0 (тут i нижче се-
реднє позначається рискою зверху), якi здiйснюють у
випадковi моменти часу t стрибки мiж двома значен-
нями ±σi iз середнiми частотами νi, залишаючись у
рiзнi моменти часу 0 i t експоненцiально автокорель-
ованими (або, вiдповiдно, взаємно некорельованими)
згiдно з законом

αi(0)αi′ (t) = σ2
i exp(−2νit)δii′ . (31)

Таке наближення не обов’язкове (див. обговорення
цього питання, напр., в [24,44]), але спрощує розв’язок
задачi, бо дозволяє користуватися точними формула-
ми

(a) [α(t)]2 = σ2;

(b) d
dt

[α(t)] = −2να(t);

(c) d
dt

[

α(t)pj(t)
]

= −2να(t)pj(t) + α(t)ṗj(t),

(32)

якi описують властивостi довiльного симетричного
дихотомiчного стохастичного процесу α(t) та похiдної
за часом вiд моменту певного функцiонала вiд цьо-
го процесу, наприклад, заселеностi j-го стану pj(t) =
pj [α(t)] [21, 36].

Поведiнка в часi неавтономного абсорбувального
ланцюга Маркова (30) описується такими стохастич-
ними диференцiальними рiвняннями:
{

ṗ1(t) = −[w1 + α1(t) + w0]p1(t) + [w2 + α2(t)]p2(t);

ṗ2(t) = [w1 + α1(t)]p1(t)− [w2 + α2(t)]p2(t).
(33)

Щоб проiнтеґрувати цi рiвняння, треба провести
їх усереднення за обома стохастичними процесами
α1,2(t) i потiм розв’язати рiвняння, що виникають,
вiдносно невiдомих середнiх. Але просте усереднен-
ня рiвнянь (33) з урахуванням Pj(t) = pj(t), що еквi-
валентно (24), не дає бажаного результату, оскiльки
приводить до рiвнянь







Ṗ1(t) = −(w1 + w0)P1(t) + w2P2(t)− α1(t)p1(t) + α2(t)p2(t),

Ṗ2(t) = w1P1(t)− w2P2(t) + α1(t)p1(t)− α2(t)p2(t)
, (34)

якi мiстять невiдомi моменти α1(t)p1(t) i α2(t)p2(t).
Це не дає змоги знайти замкненого розв’язку що-
до середнiх заселеностей P1,2(t) без пiдвищення по-
рядку системи (34) та подальшої конкретизацiї ди-
ференцiальних рiвнянь для моментiв у виглядi спiв-
вiдношень (32(c)). Останнi, однак, можуть виявитися
складними. Зокрема, для пiдрахунку моментiв похiд-
ної вiд заселеностей, що стоять у другому доданку
правої частини (32(c)), треба усереднити правi части-
ни вихiдних рiвнянь (33), помножених на αi(t). Це,
своєю чергою, призводить до появи складнiших мо-
ментiв виду α1(t)α2(t)pi(t), якi потребують окремо-
го пiдрахунку. Тому, щоб не обтяжувати текст статтi
громiздкими формулами, обмежимось далi розглядом
для неавтономного абсорбувального ланцюга Марко-
ва iз трьома станами (30) тiльки двох граничних ви-
падкiв, а саме таких:

|2〉

w2+α2(t)

−→
←−
w1

|1〉
w0−→ |0〉 (35)

та

|2〉

w2

−→
←−

w1+α1(t)

|1〉
w0−→ |0〉, (36)

якi вiдповiдають покладанню в кiнетичнiй схемi (30)
або α1(t) = 0, або α2(t) = 0.

V. ДВОСТАДIЙНИЙ ЛАНЦЮГ МАРКОВА
З ВИПАДКОВОЮ ЙМОВIРНIСТЮ

ПРЯМОГО ПЕРЕХОДУ

Оскiльки проблему замкненого опису неавтономної
еволюцiї абсорбувального двостадiйного ланцюга
Маркова у випадку (35), що була поставлена у [22],
вже детально розглядали у [27], обмежимось лише
стислим викладом її розв’язку. Передусiм, помножив-
ши лiву i праву частини другого рiвняння в (33) на
α2(t) та враховуючи (32) i (34) за α1(t) = 0, отримує-
мо

3002-9



В. I. ТЕСЛЕНКО, О. Л. КАПIТАНЧУК







Ṗ2(t) = −Ṗ1(t)− w0P1(t);

α2 (t)ṗ2(t) = w1α2(t)p1(t)− w2Ṗ1(t)− w2(w1 + w0)P1(t) + (w2
2 − σ2

2)P2(t);
. (37)

Фактично перше рiвняння в (37) є достатньою умовою стiйкостi для ланцюга (35). Далi, беручи похiдну вiд
першого рiвняння (34) за α1(t) = 0 з урахуванням (32), (37), маємо

P̈1(t) + (2w2 + w1 + w0 + 2ν2)Ṗ1(t) + [w2(w1 + 2w0) + 2ν2(w1 + w0)]P1(t)

= w1α2 p1(t) + [w2(w2 + 2ν2)− σ2
2 ]P2(t).

(38)

Вiдтак подальше диференцiювання рiвняння (38) з урахуванням першого рiвняння в (37) перетворює його на
таке

...
P 1(t) + (2w2 + w1 + w0 + 2ν2)P̈1(t) + [(w2 + w1)(w2 + 2ν2) + 2w0(w2 + ν2)− σ2

2 ]Ṗ1(t)

+w0[w2(w2 + 2ν2)− σ2
2 ]P1(t) = w1

•

α2(t)p1(t).

(39)

Нарештi, використовуючи для невiдомої похiдної вiд моменту, що стоїть у правiй частинi (39), допомiжне
рiвняння, яке є наслiдком рiвнянь (33) i (37), у виглядi

••

α2(t)p1(t) +(w1 + w0 + 2ν2)
•

α2(t)p1(t) = aP̈1(t) + [w2(w2 + w1 + w0)− σ2
2 ]Ṗ1(t)

+w0(w
2
2 − σ2

2)P1(t).

(40)

й беручи ще раз похiдну вiд лiвої частини рiвняння (39), що необхiдно для її пiдстановки в рiвняння (40),
отримуємо шукане диференцiальне рiвняння для усередненої заселеностi

{

d

dt

[(

d

dt
+ 2ν2

)

D
(2)
2

]

+ w0R
(3)
2

}

P1(t) = w0Q
(2)
2 P1(t) (41)

Тут для скорочення запису у випадку (35) введено вiдповiднi диференцiальнi оператори другого (з верхнiми
iндексами (2)) та третього (з верхнiм iндексом (3)) порядкiв як

D
(2)
2 =

d2

dt2
+ 2(w2 + w1 + ν2)

d

dt
+ [(w2 + w1)(w2 + w1 + 2ν2)− σ2

2 ]; (42)

Q
(2)
2 = 2(w2 + ν2)

d2

dt2
+ σ2

2(2
d

dt
+ w0 + 2ν2); (43)

та

R
(3)
2 = 2

d3

dt3
+ [2(w2 + w1 + 2ν2) + w0]

d2

dt2
+ 2

[

(w2 + w1)(w2 + 2ν2) + 2(w2 + ν2)(w0 + ν2)− σ2
2

] d

dt
(44)

+ w2 [w0(w2 + 2ν2) + 2ν2(w2 + w1 + 2ν2)] .

Суттєво, що отримане рiвняння (41) є замкненим
стосовно усередненої заселеностi P1(t), бо не мiс-
тить явної залежностi як вiд стохастичного процесу
α2(t), так i не усереднених стохастичних функцiона-
лiв pj(t) = pj [α(t)] вiд цього процесу. З точнiстю до
перепозначень у вихiднiй схемi (35) воно збiгається з
аналогiчними рiвняннями праць [25,27] i вiдрiзняєть-
ся вiд них лише зручнiшою формою. Його загальний
розв’язок добре вiдомий i має вигляд лiнiйної комбi-

нацiї чотирьох експонент

P1(t) =

4
∑

j=1

cj exp(λj t) (45)

де λj характеризують рiзнi показники експонент для
власних розв’язкiв (мод) диференцiального рiвняння
четвертого порядку (41), cj — вiдповiдають коефiцi-
єнтам, що знаходимо з початкових умов. Згiдно з те-
оремою Гурвiца [45], експоненти λj в (41) є непози-

3002-10



ЗАМКНЕНИЙ ОПИС НЕАВТОНОМНИХ ДИНАМIК АБСОРБУВАЛЬНОГО ЛАНЦЮГА МАРКОВА. . .

тивними. Тому усереднений абсорбуавльний ланцюг
Маркова (35) буде стiйким за Ляпуновим, а його ди-
намiка — надкритично загашеною або загашеною кри-
тично за умови збiгу значень λj .

На жаль, велика кiлькiсть параметрiв, якi форму-
ють схему (35) та входять до вiдповiдних рiвнянь
(41)–(44), не дозволяє досягти конкретного вигляду
для загального розв’язку (45). Але в деяких гранич-
них випадках, якi викладено нижче для певної почат-
кової умови P2(0) = 1 (iншi початковi умови, напри-
клад, P2(0) = 0, можуть бути розглянутi аналогiчно i
тут не аналiзуються), цей розв’язок вдається отрима-
ти в явному виглядi.

По-перше, у межi нескiнченно великої частоти сто-
хастичного процесу ν2 → ∞ рiвняння (41) зводиться
до

P̈1(t) + (w2 + w1 + w0)Ṗ1(t) + w2w0P1(t) = 0. (46)

Це просте рiвняння описує загасання безрозмiрної ам-
плiтуди P1(t) ефективного гармонiчного осцилятора
за двоекспоненцiйним законом

P1(t) =
w2

λ 1 − λ 2
[exp( λ 1 t)− exp( λ 2 t)] (47)

з двома власними модами λ1,2 = (1/2)[−(w2 + w1 +

w0)±
√

(w2 + w1 + w0)2 − 4w2w0], якi не залежать вiд
наявностi стохастичного процесу α(t) нi в прямiй w2

(35), нi в оберненiй w1 (36) швидкостях переходу в
ланцюзi Маркова (30). Зауважимо, що до такого ж
рiвняння (46) зводяться рiвняння (27) для автономно-
го ланцюга Маркова, розглянутого в роздiлi 3, якщо
тiльки застосувати для нього наближення двох кiне-
тичних стадiй — оборотної стадiї мiж станами |2〉 i |1〉
та необоротної (абсорбувальної) стадiї iз стану |1〉 в
стан |0〉. При цьому у границi надшвидких флуктуа-
цiй ν̄jj′ →∞ у вiдносних енерґiях рiвнiв εjj′ (t) вiдпо-
вiднi iнтенсивностi флуктуацiй, а значить, ефективнi
напiвширини цих рiвнiв у (28), мають прямувати до

нуля: γ̄jj′ = σ̄2
jj′/ν̄jj′ → 0. Тому з (29) для ймовiрнос-

тей переходiв мiж дуже швидко флуктуючими рiвня-
ми отримуємо вiдповiднi параметрам w2,1,0 величини

W̄jj′ =
2π sgn(Ējj′ )

exp(Ējj′/kBT )− 1

∑

λ

|χjj′λ|
2δ(ωλ − |Ējj′ |),

(48)
якi характеризують динамiку двостадiйного абсорбу-
вального автономного ланцюга Маркова (30) у кван-
товiй межi |Ējj′ | ≈ ωλ � γ̄jj′ ≈ kBT [37].

По-друге, за w0 = 0, коли двостадiйний абсорбу-
вальний неавтономний ланцюг Маркова (35) перетво-
рюється на одностадiйний оборотний неавтономний
ланцюг вигляду

|2〉
w2+α2(t)
−→
←−−
w1

|1〉, (49)

рiвняння (41) перетворюється на

D(2)P1(t) = P̈1(0). (50)

Тут початкова умова

P̈1(0) = w2(w2 + w1 + 2ν2) (51)

має змiст сталої сили, яка весь час дiє на заселенiсть
P1(t), щоб забезпечувати встановлення i пiдтримання
для неї рiвноважного стацiонарного значення

P∞1 ≡ P1(t→∞) = P̈1(0)[P̈1(0) + P̈2(0)]−1, (52)

де P̈2(0) = w1(w2+w1+2ν2)−σ2
2 — вiдповiдна початко-

ва умова для заселеностi P2(t). Ця сила збуджує одно-
стадiйний неавтономний ланцюг Маркова (49) так, що
навiть за вiдсутностi початкового змiщення P1(0) = 0

i початкової швидкостi Ṗ1(0) = 0 у ньому виникає ди-
намiка, пов’язана з прямуванням до рiвноваги (52) за
двоекспоненцiальним законом

P1(t) =
P̈1(0)

P̈1(0) + P̈2(0)

[

1−
λ1 exp(λ2t)− λ2 exp(λ1t)

λ1 − λ2

]

, (53)

де λ1,2 = −(w2 + w1 + ν2)∓
√

ν2
2 + σ2

2 .
По-третє, при w1 = 0 виникає задача двостадiйного стохастичного загасання ланцюга Маркова (35), яка

пiсля диференцiювання рiвняння (38) з урахуванням умови стiйкостi ланцюга (37) зводиться до рiвняння
...
P 1(t) + [2(w2 + ν2) + w0]P̈1(t) + [w2(w2 + 2w0 + 2ν2) + 2w0ν2 − σ2

2 ]Ṗ1(t)+k[w2(w2 + 2ν2)− σ2
2 ]P1(t) = 0. (54)

Це рiвняння має надкритично загасаючий триекспоненцiальний розв’язок

P1(t) = [w2(w2 + 2ν2)− σ2
2 ]

[

exp(λ1t)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+

exp(λ2t)

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
+

exp(λ3t)

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)

]

, (55)

показники експонент якого задовольняють характеристичне рiвняння

λ3 + [2(w2 + ν2) + w0]λ
2 + [w2(w2 + 2w0 + 2ν2) + 2w0ν2 − σ2

2 ]λ+[w2(w2 + 2ν2)− σ2
2 ]k = 0. (56)
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VI. ДВОСТАДIЙНИЙ ЛАНЦЮГ МАРКОВА
З ВИПАДКОВОЮ ЙМОВIРНIСТЮ

ЗВОРОТНОГО ПЕРЕХОДУ

У попередньому роздiлi пiд час розв’язання проб-
леми замикання усередненого опису еволюцiї неав-
тономного абсорбувального двостадiйного ланцюга
Маркова з випадковою ймовiрнiстю прямого перехо-
ду (35) у наближеннi адитивного дихотомiчного сто-
хастичного процесу (31), (32) показано, що в цьому
випадку динамiки ланцюга Маркова пiдпорядкують-
ся чотириекспоненцiальному закону (45), який слу-

гує розв’язком диференцiального рiвняння четверто-
го порядку (41)–(44). У граничних випадках це рiв-
няння зводиться до вiдповiдних рiвнянь третього (54)
та другого (46), (50) порядкiв з три- (55) та двоекспо-
ненцiальними (47), (53) розв’язками вiдповiдно.

Розгляньмо тепер задачу замикання опису динамiк
такого ж ланцюга Маркова для схеми (36), коли в то-
му ж наближеннi (31), (32) випадковою є ймовiрнiсть
зворотного переходу. Покладаючи в системi вихiдних
стохастичних рiвнянь (34) α2(t) = 0, усереднюючи їх i
диференцiюючи з використанням спiввiдношень (32),
маємо

P̈1(t) + (w2 + 2w1 + 2w0 + 2ν1)Ṗ1(t) + [w2w0 + (w1 + w0 + 2ν1)(w1 + w0)− σ2
1 ]P1(t)

= w2(w1 + w0 + 2ν1)P2(t)− w2α1 p2(t).
(57)

Двiчi беручи почергово рази похiдну вiд рiвняння (57) iз проведенням необхiдних промiжних перетворень i

застосовуючи допомiжне рiвняння для
•

α1(t)p2(t) у виглядi

••

α1(t)p2(t) +(w2 + 2ν1)
•

α1(t)p2(t) = −w1P̈1(t)− [w2w1 + w1(w1 + w0)− σ2
1 ]Ṗ1(t)−w2w1w0P1(t), (58)

отримуємо остаточне рiвняння для P1(t)

{

d

dt

[(

d

dt
+ 2ν1

)

D
(2)
1

]

+ w0R
(2)
1

}

P1(t) = 0, (59)

у якому

D
(2)
1 =

d2

dt2
+ 2(w2 + w1 + ν1)

d

dt
+ [(w2 + w1)(w2 + w1 + 2ν1)− σ2

1 ]; (60)

i

R
(3)
1 = 2

d3

dt3
+ [2(w2 + w1 + 2ν1) + w0]

d2

dt2
+ 2[(w2 + w1)(w2 + 2ν1) + 2(w2 + ν1)(w0 + ν1)− σ2

1 ]
d

dt

+ w2[w0(w2 + 2ν1) + 2ν1(w2 + w1 + 2ν1)] (61)

є вiдповiдними диференцiальними операторами для
(36).

Як бачимо, з точнiстю до перепозначень ν1 ↔ ν2

i σ1 ↔ σ2 для стохастичних процесiв α1(t) i α2(t) у
вiдповiдних випадках (36) i (35) диференцiальнi рiв-
няння (59) i (41), якi надають замкненого опису ав-
тономним динамiкам усередненої заселеностi промiж-
ного стану абсорбувального ланцюга Маркова з ви-
падковою зворотною i прямою ймовiрнiстю переходу,
мають повнiстю однаковi лiвi частини, але принци-
пово рiзнi правi частини. При цьому за вказаних ви-
ще перепозначень граничнi випадки нескiнченно ве-
ликих частот ν1,2 → ∞ стохастичного процесу (46),
(47) та вiдсутностi абсорбувальної стадiї w0 = 0 (49)-
(53) для обох диференцiальних рiвнянь (41) i (59) збi-

гаються, бо вiльний член рiвняння (59) стає нехтiвно
малим порiвняно з членами, пропорцiйними ν2

1,2 або
ж нульовим за w0 = 0. Щобiльше, наявнiсть у рiв-
няннi (41) ненульової правої частини порiвняно з її
вiдсутнiстю в рiвняннi (59) означає, що динамiки вiд-
повiдних ланцюгiв Маркова (35) i (36) можуть сут-
тєво вiдрiзнятися як за своєю модальнiстю (амплi-
тудним внеском експонент, що визначають моди, якi
здаються значущими), так i за своєю залежнiстю вiд
амплiтудних σ1,2 i частотних ν1,2 параметрiв стохас-
тичного процесу α1,2(t). Зокрема, великий iнтерес ви-
кликає запитання, як i наскiльки збiльшення частоти
ν може впливати на змiну чотириекспоненцiального
характеру динамiки (45), що притаманно загальному
опису часової поведiнки для усередненої заселеностi
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промiжного стану абсорбувального ланцюга Маркова
iз трьома станами та випадковою ймовiрнiстю перехо-
ду (35), (36) за допомогою диференцiальних рiвнянь
четвертого порядку (41), (59), на двоекспоненцiаль-
ний характер динамiки (47), властивий для процесiв
загасання або розпаду багатьох дворiвневих систем
з низькоамплiтудними високочастотними флуктуацi-
ями в їхнiх рiвнях енерґiї, розширенням яких можна
знехтувати у квантовiй межi (див. [24, 37, 46]).

Рис. 1. Тривимiрне зображення динамiк усередненої за-
селеностi промiжного стану P1(t; ν1,2) двостадiйного аб-
сорбувального ланцюга Маркова (30) як функцiї часу t

(в одиницях часу) та частоти ν1,2 (у зворотних до часу
одиницях) стохастичного процесу α1,2(t), отриманої в ре-
зультатi розв’язку вiдповiдних диференцiальних рiвнянь
(41) (варiант (а)) i (59) (варiант (б)) за початкових умов
(62), (63) та певних значень для кiнетичних параметрiв
w2 = 2.0; w1 = 0.2; w0 = 0.5; σ1,2 = 0.6 (у зворотних до
часу одиницях), що входять до схем (35) i (36) та формул
(31), (32).

Для вiдповiдi на поставлене запитання необхiдно
знайти точний розв’язок рiвнянь (41) i (59), принай-
мнi у числовому виглядi. При цьому можна зосере-
дити свою увагу лише на одному зi станiв (скажiмо,
промiжному станi |1〉) двостадiйного абсорбувального
ланцюга Маркова, задавши в ньому початковi умови
для усередненої заселеностi цього стану P1(0) i трьох
її похiдних: Ṗ1(0); P̈1(0);

...
P 1(0). Зауважимо, що почат-

ковi значення для заселеностi P1(0) та її першої похiд-

ної Ṗ1(0) чи “швидкостi” її змiни, фiзичний змiст яких
у вихiдних керувальних рiвняннях (20) добре визна-
чений, можуть для простоти покладатися нульовими

P1(0) = 〈〈p1(t)〉〉t→0 = 0;

(62)

Ṗ1(0) = 〈〈ṗ1(t)〉〉t→0 = 0.

Проте, якщо користуватись iснуючою термiнологiю
з кiнематики механiчного руху (див. [47]), вiдповiд-
нi початковi значення для “прискорення” заселеностi
P̈1(0) та її “тремтiння” або “тряски”

...
P 1(0) потребують

свого довизначення як фiзичних величин, що виника-
ють за усереднення вiдповiдних керувальних рiвнянь.
Тому, щоб уникнути ускладнень, пов’язаних з таким
довизначенням P̈1(0) та

...
P 1(0), i маючи намiр досягну-

ти числового розв’язку, який потребує їх визначення
лише щодо кiнетичних коефiцiєнтiв, що варiюються,
достатнiм виглядає задання тiльки знака у вiдповiд-
них членах диференцiальних рiвнянь, наприклад, за
допомогою простих початкових умов

P̈1(0) =
d2

dt2
〈〈p1(t)〉〉t→0 = 1;

(63)

...
P 1(0) =

d3

dt3
〈〈p1(t)〉〉t→0 = −1.

Цi умови фактично iндексують процеси, що опису-
ються диференцiальними рiвняннями (41) i (59), за
джерелом — внутрiшнiм чи зовнiшнiм — їх походжен-
ня, вiдмiчаючи процес внутрiшнього iнерцiйного при-
скорення заселеностi як автономний, що характери-
зується додатним знаком у лiвiй частинi рiвнянь, а
процес зовнiшнього випадкового тремтiння заселенос-
тi як неавтономний, що iндексується вiд’ємним зна-
ком у лiвiй частинi рiвнянь.

Виконуючи числовий розв’язок диференцiаль-
них рiвнянь (41), (59) за початкових умов (62),
(63) iз фiксацiєю величин кiнетичних параметрiв
w2; w1; w0; σ1 = σ2 на деяких певних значеннях, вiд-
повiдно, 2.0; 0.2; 0.5; 0.6, та варiацiєю величин пара-
метрiв ν1,2 у межах вiд 0.01 до 5.0 (у довiльних оди-
ницях, зворотних одиницям часу), набуваємо можли-
востi надати для розвинення в часi заселеностей P1(t)
залежно вiд величин ν1,2 вигляду тривимiрних гра-
фiкiв, зображених на рис. 1(а,б). Як видно, цi гра-
фiки загалом вiдрiзняються один вiд одного, особ-
ливо за своєю амплiтудою за малих ν1,2. Та найпо-
мiтнiше це проявляється на графiках для диференцi-
алiв логарифма заселеностей d[log P1(t)]/dt, поданих
на рис. 2(а,б). Як вiдомо, кiлькiсть складок, якi ви-
никають на поперечних розрiзах таких графiкiв за
часом, свiдчить про число експоненцiальних компо-
нент для загального розв’язку (45) диференцiальних
рiвнянь (41), (59), збiльшене на одиницю [27]. Три-
складчата структура, показана на графiку рис. 2(а) за
малих ν2 еволюцiонує через двоскладчату структуру,
помiтну за помiрних ν2, до односкладчатої структури,
яку видну за великих ν2. Це прямо вказує на змiну мо-
дальностi в динамiцi заселеностi P1(t) з чотирьохекс-
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поненцiального її розвитку в часi, через триекспонен-
цiальний розвиток, до двоекспоненцiального її роз-
витку за значного збiльшення ν2. Але на рис. 2(б), де
структура графiка залишається односкладчатою на-
вiть за дуже малих ν1, зазначена закономiрнiсть ви-
являється повнiстю вiдсутньою. Це вказує на те, що
у випадку, коли стохастичний процес α1(t) додається
до зворотної ймовiрностi переходу w1 в двостадiйно-
му неавтономному абсорбувальному ланцюзi Марко-
ва (36), цей ланцюг може з самого початку розгляда-
тися як ефективно автономний, пiдпорядкований дво-
експоненцiальнiй кiнетицi усередненої заселеностi йо-
го промiжного стану (47). На вiдмiну вiд цього, однак,
якщо ж вiдповiдний стохастичний процес α2(t) з’яв-
ляється у прямiй ймовiрностi переходу w2 двостадiй-
ного неавтономного абсорбувального ланцюга Мар-
кова (35), то такий ланцюг, навiть стаючи автоном-
ним пiсля усереднення його динамiки, перестає бути
ефективно двостадiйним з двоекспоненцiальною кiне-
тикою (47) заселеностi промiжного стану P1(t). Нав-
паки, цей ланцюг демонструє вiдхилення вiд двоек-
споненцiальної кiнетики до трьохекспоненцiальної та
чотирьохекспоненцiальної кiнетик, характерних для
w1 = 0 (55) i загального розв’язку (45) диференцiаль-
них рiвнянь (41) за помiрних i малих ν2.

Рис. 2. Диференцiально-логарифмiчне зображення для
графiкiв на рис. 1(а) i рис. 1(б).

Загалом, чотирьохекспоненцiальна поведiнка роз-
в’язку диференцiальних рiвнянь (41), (59) четвертого
порядку у двох граничних випадках α1(t) = 0; α2(t) 6=
0 i α1(t) 6= 0; α2(t) = 0 для вiдповiдних абсорбуваль-
них ланцюгiв Маркова (35) i (36) нiяк не означає, що
й у загальному випадку α1(t) 6= 0; α2(t) 6= 0 ланцю-
га (30), навiть за умови α1(t) = α2(t) ≡ α(t), зами-
кання його неавтономних динамiк також можна до-
сягти за допомогою пошуку аналогiчного багатоекс-
поненцiального розв’язку диференцiального рiвняння
вищого порядку. Такий сценарiй розв’язання пробле-
ми, на жаль, не видається можливим, принаймнi за
такого рiвня розвитку аналiтичних методiв розв’язку
диференцiальних рiвнянь з неоднорiдними коефiцiєн-
тами [17,28]. Теж саме стосується проблеми розв’язку
цих рiвнянь у критичних дiлянках, особливо в облас-
тi стохастичного резонансу, де два чи бiльше коре-
нiв вiдповiдних характеристичних рiвнянь збiгаються
або входять парами комплексних взаємно спряжених
величин. Тому аналiз цих важливих, але слабо роз-
роблених питань перебував поза увагою у поданому
матерiалi.

VII. ОБГОВОРЕННЯ I ВИСНОВКИ

У цiй працi пiдхiд стохастичного гамiльтонiана
використано для замкненого опису багатоекспонен-
цiальних динамiк деякої малої нерiвноважної пiдсис-
теми великої складної системи, яка включає також
рiвноважне середовище, що слабо взаємодiє з пiдсис-
темою. Iз застосуванням методу проекцiйного опера-
тора Токуями–Морi до рiвняння Лiувiлля–фон Ной-
мана (3) для еволюцiї матрицi густини всiєї системи
за усереднення за статистичним ансамблем пiд час
певної реалiзацiї вихiдного стохастичного гамiльтонi-
ана (2) отримано редуковане рiвняння (7) для матри-
цi густини нерiвноважної пiдсистеми, вiдтак спроще-
не до стохастичного рiвняння для заселеностей ста-
нiв неавтономного ланцюга Маркова (20) iз залеж-
ними вiд часу ймовiрностями переходу мiж станами
(21). Далi, iз використанням у ланцюзi Маркова на-
ближення трьох станiв — початкового, промiжного
i абсорбувального — усереднено вiдповiднi рiвняння
для двох випадкiв, коли стохастичний процес додає-
ться до прямої (35) або зворотної (36) ймовiрностей
переходу з початкового у промiжний стани. Для ди-
хотомiчного стохастичного процесу таке усереднення
привело до двох рiзних, за їх правою частиною, ди-
ференцiальних рiвнянь четвертого порядку, (41) та
(59), замкнених вiдносно усередненої заселеностi про-
мiжного стану P1(t). Числовий розв’язок отриманих
рiвнянь показав, що у другому випадку ланцюг Мар-
кова, незважаючи на усереднення його неавтономної
динамiки (36) за стохастичним процесом, залишався
ефективно двостадiйним, тобто таким, що мав дво-
експоненцiальну кiнетику (47) для P1(t). Навпаки, у
першому випадку це ж усереднення неавтономної ди-
намiки ланцюга Маркова (35) призводило до суттє-
во складнiшої поведiнки заселеностi промiжного ста-
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ну P1(t), яка описувалась уже чотириекспоненцiаль-
ною кiнетикою в межах рiвнянь (41) з вiдмiнною вiд
нуля правою частиною. Наявнiсть додатних членiв у
правiй частинi (41) вказувало на те, що попри сто-
хастичне усереднення в неавтономному ланцюзi Мар-
кова (35), який завдяки цьому ставав автономним, у
правiй частинi (41) мали зберiгатися певнi залишко-
вi процеси, якi б продовжували викликати додатковi
збурення як в iнерцiйному (пропорцiйному P̈1(t)), так
i в дисипацiйному (∼ Ṗ1(t)) i пружньому (∼ P1(t)) її
складниках. При цьому важливо, що за вiдсутностi
абсорбувальної стадiї w0 = 0 обидва випадки збiга-
лися й описувались одним i тим же диференцiальним
рiвнянням другого порядку (50), розв’язок якого для
P1(t) був двоекспоненцiальним (47). Однак за w0 6= 0
цi випадки доповнювали один одного в тому сенсi, що
вiдповiднi їм динамiки усереднених заселеностей про-
мiжних станiв P1(t) неавтономних ланцюгiв Марко-
ва (35) i (36) ставали взаємно незвiдними, бо за скiн-

ченної частоти ν стохастичного процесу α(t) описува-
лись чотириекспоненцiальним i двоекспоненцiальним
розв’язками (див. вiдповiднi графiки на рис. 1(а,б) та
рис. 2(а,б)).

Отже, можна зробити висновок, що, маючи на ува-
зi досягнення замкненого опису динамiк деякого не-
автономного ланцюга Маркова з попередньо невiдо-
мою кiлькiстю станiв i випадковими ймовiрностями
переходу мiж ними, неможливо передбачити нi топо-
логiї ланцюга, нi порядку системи диференцiальних
рiвнянь для еволюцiї заселеностей станiв без ураху-
вання явного впливу на них iмовiрнiсних розподiлiв
для стохастичних процесiв, що розглядаються.

Подяка

Ця праця була частково пiдтримана Програмою
фундаментальних дослiджень вiддiлення фiзики та
астрономiї Нацiональної академiї наук України (про-
ект № 0117U000240).
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A CLOSED DESCRIPTION OF THE NON-AUTONOMOUS DYNAMICS
FOR AN ABSORBING MARKOV CHAIN WITH THREE STATES

AND RANDOM TRANSITION PROBABILITIES

V. I. Teslenko, O. L. Kapitanchuk
Bogolyubov Institute for Theoretical Physics, NAS of Ukraine,

14-B, Metrologichna St., Kyiv, UA–03680, Ukraine

The Tokuyama–Mori projection operator method for a closed description of averaged dynamics of a nonequi-
librium subsystem weakly interacting with an equilibrium surrounding medium is applied to a non-autonomous
absorbing Markov chain with three states and stochastic transition probabilities. The solution to the problem of
the temporal behavior of the transient state’s population is carried out in two cases for this chain, where a sym-
metric dichotomous stochastic process is added either to forward, or to backward transition probabilities between
its states. It is shown that both solutions found are described by the generally different differential equations of
the fourth order, which are complementary to each other. In the limit of the very high frequency of a stochastic
process in forward/backward transition probabilities as well as in the case of a one-stage recurrent Markov chain
both solutions are two-exponential and superimposed on each other. However, there is a distinction between using
those solutions for the closed description of the dynamics of a two-stage absorbing Markov chain at low stochas-
tic frequencies, in which case the former solution reveals itself as four-exponential, whereas the latter displays
its effective two-exponential behavior. This indicates the existence of mutual irreducibility between the different
solutions of two differential equations obtained in the general case.
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