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Розраховано частотну залежнiсть динамiчної диполь-дипольної сприйнятливостi однови-
мiрної системи з водневими зв’язками з використанням формалiзму функцiй Ґрiна. Розгляд
базується на моделi жорстких бозонiв. Ураховано короткосяжну взаємодiю мiж протонами, а
також перенесення протонiв як на водневих зв’язках у двоямному потенцiалi, так i мiж зв’яз-
ками. Розрахунки проведено методом точної дiагоналiзацiї для скiнченного одновимiрного
кластера з перiодичними граничними умовами. Коливнi спектри вивчено залежно вiд частоти
тунелювання протона на зв’язку; дослiджено вплив перенесення частинок мiж зв’язками на
цi спектри. Розраховано густину коливних станiв, проаналiзовано її частотну дисперсiю. Ви-
явлено перебудову коливного спектра в дiлянцi переходу до впорядкованого основного стану
та появу додаткових гiлок за наявностi перемiщення протонiв мiж зв’язками.
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I. ВСТУП

Низькочастотна динамiка кристалiчних систем з
водневими зв’язками є предметом уваги експеримен-
тальних i теоретичних дослiджень протягом багатьох
рокiв. Початок дослiджень у цьому напрямку при-
падає на 1960–1970 роки, коли на прикладi сеґнето-
електричних кристалiв групи KH2PO4 (KDP), було
виявлено в спектрах IЧ поглинання та комбiнацiйно-
го розсiяння iснування т.зв. м’якої моди, частота якої
у парафазi зменшується i прямує до нуля при пряму-
ваннi температури до критичної, що вiдповiдає точ-
цi фазового переходу до сеґнетофази [1,2]. Наявнiсть
такої моди була пiдтверджена i для низки iнших се-
ґнетоелектрикiв з водневими зв’язками (див. [1–5]).
Вважається, що поява м’якої моди є свiдченням сут-
тєвої ролi ангармонiзму ґраткових коливань у крис-
талах з водневим зв’язком. Це пов’язане, передусiм, з
iснуванням подвiйних потенцiальних ям для протонiв
на водневих зв’язках. Внесок тунельного руху про-
тонiв, що супроводжується перерозподiлом заряду та
поляризацiєю сумiжних йонних груп [6] (йонних ком-
плексiв PO4 в кристалах KDP), є визначальним у ни-
зькочастотному коливному спектрi, структуру якого
виявляє дипольна динамiчна сприйнятливiсть.

М’якомодова поведiнка однiєї з нижнiх гiлок низь-
кочастотного спектра (коли ωi(k = 0) → 0 у границi
T → Tc чи Ω0 → Ω0c) [1, 2] є характерною для триви-
мiрних водневозв’язаних систем. Найпростiше пояс-
нення цього ефекту ґрунтується на вiдомiй моделi де
Жена [7], що враховує тунелювання протонiв на вод-
невих зв’язках та їхню далекосяжну диполь-дипольну
взаємодiю. Результат, що стосується iснування м’якої
моди i її температурної залежностi, тут легко отриму-
ємо в наближеннi хаотичних фаз (НХФ). Вiдомо, од-

нак, що НХФ, яке є наступним за середньопольовим
наближенням пiд час розкладiв за оберненим радiу-
сом взаємодiї [8], стає незастосовним за низьких роз-
мiнностей простору (d = 1 та d = 2). У цьому випадку
кориснiшим може виявитися застосування числових
методик, зокрема методу точної дiагоналiзацiї. Низь-
кочастотна дипольна динамiка 1d-моделi де Жена (чи
подiбних до неї загальнiших ґраткових моделей) зали-
шається у цьому планi недостатньо дослiдженою.

Ґратковi моделi, що явно враховують квантовi
ефекти, знайшли недавно своє застосування у теорiї
оптичних ґраток з ультрахолодними Бозе- та Фермi-
атомами. Предметом дослiджень та розрахункiв є пе-
реважно, крiм термодинамiчних характеристик, про-
цеси, пов’язанi з перенесенням частинок по ґратцi, та-
кi, як йонна провiднiсть, квантова дифузiя, а також
спектри одночастинкових збуджень. Вивчення особ-
ливостей вiдповiдних спектральних густин у рiзних
фазах системи (нормальнiй, просторово модульова-
нiй, надплиннiй i т.п.) дозволяє, як показано, зокрема,
в [9,10] iдентифiкувати окремi фази. Це становить до-
датковий засiб пiд час побудови фазових дiаграм рiв-
новажних станiв. Iншим прикладом об’єктiв, де ви-
користання квантової ґраткової моделi виявилося ус-
пiшним, є кристалiчнi системи з водневими зв’язками,
у яких можливим є перехiд до станiв (фаз) з супер-
йонною провiднiстю. Ґрунтуючись на орiєнтацiйно-
тунельнiй моделi [11], яку можна вважати узагаль-
ненням моделi де Жена, у працях [12,13] були описанi
фазовi переходи до суперйонного стану в пiдсистемi
протонiв та розрахованi коефiцiєнти протонної про-
вiдностi у кристалах групи M3H(XO4)2 де M = NH4,
Rb, Cs i X = S, Se. Згадану модель ми поклали в
основу розрахункiв одночастинкових спектрiв та ди-
намiчної провiдностi одновимiрних (1d) йонних про-
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вiдникiв [14,15] у пiдходi точної дiагоналiзацiї на скiн-
ченних кластерах. Такий пiдхiд дозволив установити
iснування рiзних основних станiв та описати перехо-
ди кросоверного типу мiж ними за T 6= 0, а також ви-
явити особливостi колективної динамiки, що визначає
частотну дисперсiю провiдностi [14,15]. Iдейну основу
наших розрахункiв становив пiдхiд жорстких бозонiв;
таку методику вперше сформульював Маган [16], опи-
суючи динамiку квантових частинок на ґратках.

Пiдхiд точної дiагоналiзацiї дозволяє, водночас,
розглянути iншi динамiчнi характеристики, що є важ-
ливими для опису водневозв’язаних систем i вимiрю-
ються експериментально. До таких належить, як бу-
ло вже зазначено, низькочастотна динамiчна сприй-
нятливiсть, яку для таких об’єктiв пов’язують перед-
усiм з внеском тунельного руху протонiв на водневих
зв’язках (крiм, звичайно, стандартного внеску фонон-
них мод).

Ця робота є продовженням попереднiх [17] розра-
хункiв частотної залежностi динамiчної сприйнятли-
востi диполь-дипольного типу одновимiрної ґраткової
моделi з двоямним локальним ангармонiчним потен-
цiалом, що описує протонну пiдсистему водневозв’я-
заних ланцюжкiв йонних груп у сеґнетоелектричних
кристалах. Пiд час обчислень ми обмежились однови-
мiрним кластером з N -позицiями з перiодичними гра-
ничними умовами. Розрахунки проведено для абсо-
лютного нуля температури (T = 0). Отримано густи-
ну коливних станiв. Основну увагу звернено на вплив

перенесення частинок мiж сусiднiми парами близьких
позицiй (що моделюють водневi зв’язки) на структуру
коливного спектра, в тому числi на появу та локалi-
зацiю додаткових гiлок у спектрi та на їхню iнтенсив-
нiсть. Як i в [17], коливний спектр вивчено залежно
вiд частоти Ω0-перестрибувань мiж найближчими по-
зицiями.

II. МОДЕЛЬ

Наша модель квантового ґраткового газу, коли час-
тинки пiдлягають статистицi Паулi, вiдповiдає на-
ближенню жорстких бозонiв. Коли позицiї частинок
характеризуються симетричним двомiнiмумним ло-
кальним потенцiалом на зв’язку, враховуємо двоста-
дiйний механiзм переносу частинок, якому вiдповiда-
ють двi константи переносу (Ω0, що стосується пере-
носу частинок мiж двома позицiями a i b на зв’яз-
ку, i ΩR, яка описує перенос частинок мiж сусiднi-
ми (водневими) зв’язками, що є завдяки орiєнтацiй-
ним рухам йонних груп). Саме тому модель i вiдома
як орiєнтацiйно-тунельна модель [11]. Модель вклю-
чає кореляцiю мiж найближчими частинками (прото-
нами), зумовлену короткосяжним вiдштовхуванням
(вiдповiдними енерґетичними параметрами є: V на
зв’язку i w для сусiднiх зв’язкiв).

Гамiльтонiан цiєї моделi для ланцюжкової структу-
ри (яку тут розглядаємо) можна записати так:

H = (ε − µ)
∑

i

(nia + nib) + V
∑

i

nianib + w
∑

i

nibni+1,a + Ω0

∑

i

(c+
iacib + c+

ibcia) (1)

+ ΩR

∑

i

(c+
ibci+1,a + c+

i+1,acib).

Оператори ci,α (c+
i,α) у нашому випадку є опера-

торами Паулi. Вони описують знищення i народжен-
ня частинок (протонiв) у позицiї i, α (α = a, b); тому
ni,α = c+

i,αci,α є число частинок (протонiв) у цiй по-
зицiї (тут власнi значення ni,a i ni,b дорiвнюють 0 чи
1 незалежно, на противагу моделi де Жена). Зада-
чу розглядаємо у великому канонiчному ансамблi. Це
дає змогу, мiняючи хiмiчний потенцiал частинок, роз-
глядати випадки з рiзним значенням середнього чис-
ла частинок. У цiй роботi дослiджено випадок, коли
середнє число заповнення водневого зв’язку дорiвнює
1. Це забезпечується хiмiчним потенцiалом, що дорiв-
нює рiвним µ = (V + w)/2.

III. ДIЕЛЕКТРИЧНА СПРИЙНЯТЛИВIСТЬ.
МЕТОД ТОЧНОЇ ДIАГОНАЛIЗАЦIЇ

Енерґетичний спектр ланцюжкової структури
ми розраховуємо методом точної дiагоналiзацiї.
Матриця гамiльтонiана як i матрицi ci,a and c+

i,a,

будуються на базисi багаточастинкових станiв
|n1,an1,b . . . , nN,anN,b〉. Матриця гамiльтонiана дiаго-
налiзується числовим способом. Це вiдповiдає пере-
творенню:

U−1HU = H̃ =
∑

p

λpX̃
pp, (2)

де λp — власнi значення гамiльтонiана, X̃pp — опера-
тори Габбарда. X̃pp — проекцiйний оператор на стан
p, оператор X̃pq = |p〉〈q| переводить стан |q〉 у стан |p〉
(див. [18], а також [8]). Таке ж перетворення застосо-
вуємо до операторiв народження i знищення частинок
у позицiї i, α на ланцюжку

U−1ci,aU =
∑

pq

Aia
pqX̃

pq,

(3)

U−1c+
i,aU =

∑

rs

Aia∗
rs X̃sr,
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де коефiцiєнти Aia
pq є матричними елементами опера-

тора ci,a на новому базисi.
Внесок пiдсистеми рухомих частинок (протонiв) у

дипольний момент i-го зв’язку дорiвнює

Dp
i = q1d1(nib − nia), (4)

де d1 — вiдстань мiж рiвноважними положеннями
частинки на зв’язку, q1 — заряд частинки. Повний
дипольний момент формується як рухомими частин-
ками (протонами), так i їхнiм найближчим оточенням
(пiд час формування водневого зв’язку частина елек-
тронного заряду атомiв водню переходить до їх ото-
чення [6]). У цьому випадку потрiбно брати до ува-
ги ефективнi дипольнi моменти водневих зв’язкiв i
розглядати їх як параметри модельного опису. Таке
наближення вiдповiдає моделi протонного впорядку-
вання, яку успiшно використовують для опису сеґне-
тоелектричних фазових переходiв у рядi водневозв’я-

заних сеґнетоелектрикiв (див. [19]). Виходячи з цього,
сумарний дипольний момент запишеться так:

Di = µeff(nib − nia), (5)

де µeff — ефективний локальний дипольний момент,
пов’язаний з водневим зв’язком.

Для розрахунку дiелектричної сприйнятливостi ви-
користовуємо стандартне спiввiдношення мiж сприй-
нятливiстю i диполь-дипольною двочасовою функцi-
єю Ґрiна

χq(ω) = −
2π

~
� D|D �q,ω . (6)

Методом рiвнянь руху отримано такий вираз для
функцiї Ґрiна системи, що описується гамiльтонiаном
H̃ :

� D|D �q,ω =
1

N2

N∑

i=1

N∑

j=1

� Di|Dj � eiq(Ri−Rj)

=
~

2π
µ2

eff

1

N2

1

Z

N∑

i=1

N∑

j=1

eiq(Ri−Rj)
∑

kk1

(
∑

l

Aib∗
lk Aib

lk1

∑

m

Ajb∗
mk1

Ajb
mk (7)

+
∑

l

Aia∗
lk Aia

lk1

∑

m

Aja∗
mk1

Aja
mk −

∑

l

Aia∗
lk Aia

lk1

∑

m

Ajb∗
mk1

Ajb
mk

−
∑

l

Aib∗
lk Aib

lk1

∑

m

Aja∗
mk1

Aja
mk

)
e−βλk − e−βλk1

~ω − (λk1
− λk)

.

Тут q — компонента хвильового вектора направлена
вздовж водневозв’язаного ланцюжка атомiв, Ri — ко-
ордината i-го зв’язку, β = 1/kT .

Уявна частина цiєї функцiї Ґрiна визначає густину
коливних станiв

ρq(ω) = 2Im � D|D �q,ω+iε . (8)

IV. ГУСТИНА КОЛИВНИХ СТАНIВ

У наших розрахунках густини коливних станiв
ρ0(ω) ми обмежились температурою рiвної нулевi
(T = 0). Числовi значення модельних параметрiв
(включаючи ~ω) подаються у вiдношеннi до енерґе-
тичного параметра V/6 i є безрозмiрними (V/6 '
0.1−0.2 eV, таку величину отримуємо, виходячи з екс-
периментальних даних для Tc водневозв’язаних сеґ-
нетоелектрикiв). Вибiр iнших параметрiв вiдповiдає

величинам, характерним для ланцюжкових протон-
них провiдникiв (див. наприклад [20, 21]), i викорис-
товувався в наших попереднiх дослiдженнях їх рiв-
новажних станiв [14]. Ми проводимо розрахунки для
кластера з N = 10 позицiями i застосовуємо перiо-
дичнi граничнi умови. Густина коливних станiв має
дискретну структуру, мiстить ряд δ -пiкiв у зв’язку з
скiнченним розмiром ланцюжка. Розширення δ-пiкiв
проводимо згiдно з розподiлом Лоренца

δ(~ω) →
1

π

∆

(~ω)2 + ∆2
. (9)

Малий параметр розширення ∆ в цiй роботi взято
рiвним ∆ = 0.01 в безрозмiрних енерґетичних одини-
цях.
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Рис. 1. Густина коливних станiв (a) i (b) одновимiрної
системи з двоямним локальним потенцiалом для части-
нок (протонiв). Позицiї (c) i iнтенсивностi (d) пiкiв густи-
ни станiв залежно вiд величини константи переносу Ω0;
V = 6, w = 3, q = 0; ΩR = 0.

На рис. 1 подано кривi густини коливних станiв та
позицiї й iнтенсивностi пiкiв функцiї ρq=0(ω). За ве-
ликих значень константи переносу Ω0, коли Ω0 > 2w,
ми отримали лише один пiк густини коливних ста-
нiв на частотi, позначенiй як ω1. Зi зростанням Ω0

~ω1 → 2Ω0 (рисунок 1). Цей пiк змiщується в дiлян-
ку нижчих частот Ω0 < ~ω1 < 2Ω0 за w < Ω0 < 2w,
i його iнтенсивнiсть монотонно зростає. Iз дальшим
зменшенням Ω0 позицiя пiка фiксується (ω1 → ω0

1) i
не мiняється у вiдносно широкiй зонi змiни Ω0. Як-
що Ω0 → 0 i ΩR = 0, то iнтенсивнiсть пiка ω0

1 прямує
до нуля (I → 0). У цiй дiлянцi частот появляється
другий пiк; вiн спричинений взаємодiєю (параметр w)
мiж частинками на сусiднiх зв’язках. Якщо Ω0 → 0,
то його позицiя — ~ω2 ≈ w.

Iз включенням переносу частинок мiж сусiднiми
зв’язками (ΩR 6= 0) появляється третiй пiк. Вiн спри-
чинений взаємодiєю (параметр V ) мiж частинками на
зв’язку, оскiльки за такого переносу з’являються по-
двiйно заповненi зв’язки, де nia + nib = 2. Iз знижен-
ням Ω0 частота, на якiй спостерiгається цей пiк, спа-
дає, i якщо Ω0 → 0, то ~ω3 → V (за малих значень
параметра ΩR 0 < ΩR < 1). При цьому змiни по-
зицiї пiка ω2 не суттєвi (див. рисунок 2). Iз дальшим
зростанням параметра ΩR спектр ускладнюється i на-
ведена вище iнтерпретацiя походження пiкiв вiд тiєї
чи iншої взаємодiї мiж частинками вже не однозначна
(рис. 2).

Густина коливних станiв для ΩR = 3 i ΩR = 4 зоб-
ражена на рис. 3.

Iз зростанням параметра переносу ΩR пiк ω0
1 змiщу-

ється до вищих частот (див. табл. 1, а також рис. 2) i
його iнтенсивнiсть зростає, якщо Ω0 → 0. Також вар-
то зазначити, що за ΩR > 1 ω0

1 вже не є найнижчою
частотою, за якої спостерiгається пiк густини колив-
них станiв i залежно ω1 вiд параметра Ω0 появляється
широкий мiнiмум, положення якого змiщується в бiк
бiльших Ω0 за зростанням ΩR.

ΩR ω0
1

0 0.0075

0.01 0.0075

1 0.0875

2 1.198

3 3.05

4 5.02

Таблиця 1. Значення частоти ω0
1 залежно вiд величини

параметра переносу ΩR.

Iнтенсивнiсть пiка ω1 на два порядки бiльша, нiж iнтен-
сивнiсть решти пiкiв. У табл. 2 наведенi частоти на яких
отриманi пiки густини коливних станiв, а також iнтенсив-
ностi пiкiв, якщо Ω0 = 0.5 (як приклад) за рiзних значень
константи переносу ΩR, прочерк у певнiй графi таблицi
означає, що за наведених параметрiв такий пiк вiдсутнiй.
Густина станiв тут подана у вiдносних одиницях, без ура-
хування множника ~

π
µ2

eff .
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Рис. 2. Густина коливних станiв (a) i (b) одновимiрної системи з двоямним локальним потенцiалом для частинок
(протонiв). Позицiї (c) i iнтенсивностi (d) пiкiв густини станiв залежно вiд величини константи переносу Ω0; V = 6,
w = 3, q = 0 для двох випадкiв: ΩR = 1 i ΩR = 2.
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ΩR ~ω1 I1 ~ω2 I2 ~ω3 I3 ~ω4 I4 ~ω5 I5

0 0.043 20.82 3.09 0.294 — — — — — —

1 0.098 19.22 3.37 0.250 6.27 0.320 — — — —

2 1.108 12.61 4.85 0.256 8.77 0.074 — — 9.89 0.032

3 2.93 8.71 7.0 0.227 8.77 0.024 12.03 0.010 — —

4 4.90 7.44 9.14 0.193 10.93 0.018 — — — —

Таблиця 2. Частоти, на яких отриманi пiки густини коливних станiв, а також iнтенсивностi пiкiв, якщо Ω0 = 0.5 за
рiзних значень константи переносу ΩR.

Рис. 3. Густина коливних станiв одновимiрної системи
з двоямним локальним потенцiалом для частинок (прото-
нiв). Ω0 = 0.5; V = 6, w = 3, q = 0 для двох випадкiв:
ΩR = 3 i ΩR = 4.

V. ВИСНОВКИ

Отриманi в цiй роботi результати iлюструють перебудо-
ву дипольної сприйнятливостi та коливного спектра одно-
вимiрної ґраткової моделi (що описує ланцюжковi водне-
возв’язанi структури) в зонi низьких частот. За вiдсутньо-
го перенесення частинок мiж зв’язками виявлено iснуван-
ня моди, частота якої ω1 зменшується iз прямуванням па-
раметра тунелювання до зони значень, яка для 3d-системи
могла б вiдповiдати переходу до впорядкованої (СЕ) фа-
зи. У нашому 1d випадку не спостережено, однак, поведiн-
ки типу м’якої моди. Замiсть цього з’являється додаткова
мода (ω2); її частота визначається енерґiєю взаємодiї про-
тонiв (w), що є на сусiднiх зв’язках.

Додаткове ускладнення спектра виникає пiд впливом
перенесення частинок (протонiв) мiж зв’язками (у цьому
випадку модель вiдповiдає протонному 1d-провiднику). У
коливному спектрi виникає ще одна гiлка з частотою ω3; її
значення визначається енерґiєю взаємодiї V -частинок на
ближнiх позицiях (випадок двох протонiв на водневому
зв’язку). Iз подальшим зростанням параметра мiжзв’яз-
кового перенесення ΩR кiлькiсть додаткових гiлок у спек-
трi збiльшується i iнтерпретацiя їх появи, хоч i пов’язана
iз взаємодiєю V , стає ускладненою. Таке розщеплення мо-
же бути характеристикою появи колективного транспорту
частинок уздовж ланцюжка (виникнення протонної енер-
ґетичної зони). Такий результат корелює з розрахунками
динамiчної провiдностi одновимiрних йонних провiдникiв,
де позицiя першого низькочастотного пiка визначалася
константою короткодiйної взаємодiї, аналогiчної до V [15].
Зi зростанням величини параметра перенесення частинок
мiж зв’язками спектр ускладнюється, появляються новi
гiлки в спектрi. Зауважимо, що ми навели результати роз-
рахункiв за T = 0. За ненульових температур вiдбуваєть-
ся додаткове розщеплення спектра (розширення згаданих
пiкiв густини коливних станiв, а також поява нових).

[1] R. Blinc, B. Žekš, Adv. Phys. 21, 693 (1972); https:

//doi.org/10.1080/00018737200101348.
[2] R. Blinc, Croat. Chem. Acta. 1–2, 7 (1982).
[3] N. Nakaushi, A. Nagasava, Y. Murakami, J. Phys.

Colloq. 43, C4 (1982); https://doi.org/10.1051/

jphyscol:1982403.
[4] D. Merunka, B. Rakvin, Phys. Rev. B 66, 174101 (2002);

https://doi.org/10.1103/PhysRevB.66.174101.
[5] T. Shigenari, in Ferroelectric Materials: Synthesis and

Characterization, edited by A. Peláiz-Barranco (InTech,
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LOW-FREQUENCY DYNAMICS OF ONE-DIMENSIONAL SYSTEMS WITH HYDROGEN
BONDS

R. Ya. Stetsiv
Institute for Condensed Matter Physics National Academy of Sciences of Ukraine,

1, Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine

The frequency dependence of the dynamical susceptibility of the dipole-dipole type one-dimensional systems
with hydrogen bonds is calculated using the Green’s function formalism. The consideration is based on the hard-
core boson model. We take into account short-range interactions between protons, and their transfer along hydrogen
bonds with the two minima local anharmonic potential as well as their inter-bond hopping. Calculations are
performed for a finite one-dimensional cluster with periodic boundary conditions using exact diagonalization
technique. The vibrational spectra are studied at T = 0 depending on the particles (protons) tunneling frequency
on the bond; the influence of the transfer of particles between the bonds on these spectra is also investigated.
The density of vibrational states is found, its frequency dependence is analyzed. In the absence of the hopping of
particles between bonds, the existence of a mode whose frequency decreases if the tunneling parameter approaches
the region of the values that, in the case of a 3d system, could correspond to the transition to the ordered (FE)
phase, is revealed. But in our 1d case we see, however, the absence of the behavior of the soft mode type. Instead,
a new branch appears; its frequency is determined by the energy of repulsion of the protons residing on nearest
bonds. An additional complication of the spectrum arises due to the transfer of protons between bonds (in this case
the model describes the proton 1d conductor). Another branch appears in this case; its frequency is determined
by the energy of interaction of the nearest particles (the case of two protons on hydrogen bond). The splitting of
the spectrum can be considered as a manifestation of the appearance of the collective transport of particles along
a chain.
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