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Застосовано метод функцiонального iнтеґрування в теорiї двощiлинної надпровiдностi у
виглядi способу параметризацiї складних операторних функцiй. Побудоване зображення ста-
тистичної суми двощiлинного надпровiдника у формi функцiонального iнтеґрала вiдкриває
широкi можливостi для певної наближеної схеми. Сформульовано теорiю середнього поля,
яка допомагає полегшити обчислення термодинамiчних величин.
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I. ВСТУП

Побудувавши зображення ядра еволюцiйного опе-
ратора у формi функцiонального iнтеґрала [1–4], Рi-
чард Файнман дав, по сутi, нове математичне фор-
мулювання квантової механiки. Привабливою рисою
отриманої функцiональної квадратури було те, що во-
на виявилася точним розв’язком рiвняння Шредин-
ґера. Метод функцiонального iнтеґрування швидко
набув популярностi серед широкого загалу фiзикiв-
теоретикiв, якi усвiдомили, що мають справу з дуже
потужним математичним iнструментом. Не встоявши
перед непереборною спокусою поширювати серйознi
речi на iншi роздiли теоретичної фiзики, наполегливi
теоретики почали застосовувати функцiональне iнте-
ґрування у квантовiй теорiї поля i статистичнiй фi-
зицi [5]. З розвитком мiкроскопiчної теорiї надпро-
вiдностi виникла потреба в побудовi функцiональних
iнтеґралiв i в цiй галузi знань. У роботах [6–8] побу-
довано зображення статистичної суми однощiлинного
надпровiдника у формi функцiонального iнтеґрала.
Функцiональний iнтеґрал у теорiї надпровiдностi був,
фактично, способом параметризацiї складних опера-
торних функцiй. Це допомогло зобразити експонен-
ту вiд чотирифермiонного оператора через експонен-
ту вiд бiлiнiйної операторної форми, з якою значно
легше працювати. Сучасний огляд застосування ме-
тоду функцiонального iнтеґрування в рiзних напрям-
ках фiзичних дослiджень можна знайти в [9]. У цiй
роботi поставлено за мету поширити метод функцi-
онального iнтеґрування на двощiлиннний надпровiд-
ник з двома параметрами впорядкування [10,11] i по-
дати його статистичну суму у формi функцiонального
iнтеґрала. Початком активних дослiджень таких над-
провiдникiв стало вiдкриття двох енерґетичних щiлин
у бiнарнiй сполуцi MgB2 [12] з критичною температу-
рою Tc = 39 K, яка є найвищою серед надпровiдникiв
з фононним механiзмом спарювання електронiв. До-

слiдженню властивостей цiєї сполуки присвяченi чис-
леннi працi [13–20]. Фактично навколо цiєї сполуки
й формується розумiння двощiлинної надпровiдностi.
Однак пiсля вiдкриття надпровiдностi в надпровiд-
никах на основi залiза [21] акцент дещо змiстився в
дослiдженнях цих нових матерiалiв, якi сформували
один з найпрiорiтетнiших напрямiв у фiзицi твердо-
го тiла [22]. Надпровiдники на основi залiза є дво-
або навiть багатозонними надпровiдниками, власти-
востi яких у деяких аспектах суттєво вiдрiзняються
вiд MgB2, що є наслiдком вiдмiнностi в поверхнях
Фермi та структурах енерґетичних щiлин. Iснують й
iншi матерiали, дослiдження яких приводять до ви-
сновку про наявнiсть двох i бiльше енерґетичних щi-
лин. Це добре вiдомi надпровiдники NbSe2, NbS2, ку-
прати, борокарбiти та iн., докладнiший опис цього пи-
тання подано в оглядi [23].

Для опису властивостей двозонних надпровiдникiв
застосовують рiзнi моделi. Найперше термодинамiч-
нi та транспортнi властивостi двозонних надпровiдни-
кiв описано на основi теорiї БКШ [14–16]. Ефектив-
ною виявилась сеперабельна модель [24], яку можна
розглядати як анiзотропну однозонну модель або дво-
зонну модель з двома сферичними поверхнями Фермi.
Анiзотропнi ефекти в однозонних матерiалах та ефек-
ти в матерiалах з двома енерґетичними щiлинами
приводять до однакової незвичайної поведiнки в цiй
моделi. Поблизу критичної температури двозоннi над-
провiдники дослiджують на основi теорiї Ґiнзбурґа–
Ландау [25]. Складнiшi випадки, включаючи наяв-
нiсть магнiтного поля чи несферичнi поверхнi Фермi,
можуть бути дослiдженi за допомогою квазiкласич-
ного спрощення функцiй Ґрiна, тобто знаходженням
розв’язку рiвняння Айленберґера [26], а за наявнос-
тi немагнiтних домiшок високої концентрацiї — рiв-
няння Узаделя [27]. Колективнi збудження, пов’язанi
з флуктуацiями вiдносної фази двох конденсатiв, у
двозонному надпровiднику дослiджували в [28], ви-
користовуючи наближення ефективної дiї.

Цю працю можна використовувати на умовах Мiжнародної Публiчної Лiцензiї Creative Commons 4.0 “Iз Зазначенням
Авторства”. Поширюючи цей матерiал, потрiбно вказувати авторiв i назву статтi, журнальне цитування та DOI. 3709-1
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II. СТАТИСТИЧНА СУМА ДВОЩIЛИННОГО
НАДПРОВIДНИКА

Гамiльтонiан розгляданої системи можна записати
в такому виглядi:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint. (1)

Перший доданок правої частини формули (1) описує
систему вiльних електронiв

Ĥ0 =
∑
l,σ

∫
dr ψ̂+

l,σ (r) ε̂l (p̂) ψ̂l,σ (r). (2)

У формулi (2) наявний так званий iндекс зони l, який
може набувати значень 1 та 2, бо надпровiднiсть є
двощiлинною. Оператор

ε̂l (p̂) =
p̂2

2ml
− µ

мiстить ефективнi маси ml та хiмiчний потенцiал µ.
Другий доданок правої частини формули (1) опи-

сує ефективне притягання мiж електронами, внаслi-
док чого оператор Ĥint повинен мати таку математич-
ну структуру:

Ĥint = −
∑

l

∫
dr Â+

l (r) Âl (r). (3)

Щоб забезпечити взаємодiю мiж зонами, перепишiмо
оператор (3), використовуючи позначення

Âl (r) =
∑
l′

al,l′M̂l′ (r). (4)

Вважаючи сталi al,l′ дiйсними, можна одразу записа-
ти, що

Â+
l (r) =

∑
l′

al,l′M̂
+
l′ (r). (5)

Пiдставляючи оператори (4) та (5) у формулу (3), от-
римуємо такий вираз:

Ĥint = −
∑
l,l′

gl,l′

∫
dr M̂+

l (r) M̂l′ (r). (6)

У формулi (6)

gl,l′ =
∑
l′′

al′′,lal′′,l′ . (7)

З формули (7) одразу видно, що gl,l′ = gl′,l. Така влас-
тивiсть є ознакою рiвноправностi обох зон. Сталi gl,l′

називають константами зв’язку. Якщо

M̂l (r) = ψ̂l,↓ (r) ψ̂l,↑ (r) ,

то можна отримати оператор ефективної взаємодiї
[29]

Ĥint = −
∑
l,l′

gl,l′

∫
dr ψ̂+

l,↑ (r) ψ̂+
l,↓ (r) ψ̂l′,↓ (r) ψ̂l′,↑ (r).

(8)
Статистичну суму двощiлинного надпровiдника об-
числюють за такою формулою:

Z = Sp

e−βĤ0Tτ exp

− β∫
0

Ĥint (τ) dτ

 . (9)

Означення (9) мiстить так звану впорядковану експо-
ненту

Tτ exp

− β∫
0

Ĥint (τ) dτ

 = lim
n→+∞

[
e−Ĥint(τn)∆τe−Ĥint(τn−1)∆τ · ... · e−Ĥint(τk)∆τ · ... · e−Ĥint(τ2)∆τe−Ĥint(τ1)∆τ

]
. (10)

У формулi (10) використано такi позначення: τk =
k β

n i ∆τ = β
n . Формули (9) i (10) мiстять операторну

функцiю

Ĥint (τ) = eτĤ0Ĥinte
−τĤ0 . (11)

Змiнна величина τ називається уявним часом. Залеж-
нiсть вiд уявного часу всiх iнших операторiв у цiй ро-
ботi аналогiчна до залежностi (11). Для побудови ме-
тоду функцiонального iнтеґрування доцiльно перейти
до iмпульсного зображення. Отже, можна записати,

що

Âl (r, τ) =
1√
V

∑
p

Âl (p, τ) eipr,

Â+
l (r, τ) =

1√
V

∑
p

Â+
l (p, τ) e−ipr.

(12)

Тодi виходить, що

Ĥint (τ) = −
∑
l,p

Â+
l (p, τ) Âl (p, τ). (13)

Беручи до уваги (13), стає одразу зрозумiло, що по-
трiбно розглядати експоненти виду

3709-2
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e−Ĥint(τk)∆τ = exp

∆τ
∑
l,p

Â+
l (p, τk) Âl (p, τk)

 . (14)

Функцiональний iнтеґрал будуватимемо на основi такої параметризацiї:

eÂB̂ =

+∞∫
−∞

dξ
+∞∫
−∞

dη e−ξ2−η2
e(ξ+iη)Âe(ξ−iη)B̂

+∞∫
−∞

dξ
+∞∫
−∞

dη e−ξ2−η2

+
+∞∑
m=2

(
ÂB̂
)m

−
(
Â
)m (

B̂
)m

m!
. (15)

Пристосовуючи параметризацiю (15) до цiєї задачi,
потрiбно покласти

Â =
√

∆τÂ+
l (p, τk) , B̂ =

√
∆τÂl (p, τk) .

Також доцiльно буде виконати замiну змiнних iнтеґ-
рування в (15) за такими формулами:

ξ + iη =
√

∆τζl (p, τk) , ξ − iη =
√

∆τζ∗l (p, τk) .

У такому разi вiдразу стає зрозумiло, що комута-
тор

[
(ξ + iη) Â, (ξ − iη) B̂

]
−

пропорцiйний нескiнчен-

но малiй величинi (∆τ)2. Тодi можна вважати, що

e(ξ+iη)Âe(ξ−iη)B̂ ∼= e(ξ+iη)Â+(ξ−iη)B̂ .

Доданок
+∞∑
m=2

(ÂB̂)m−(Â)m(B̂)m

m! мiститиме доданки, якi

пропорцiйнi (∆τ)2, (∆τ)3 i так далi. Це означає, що
цей доданок можна вiдкинути. Наведенi вище мiрку-
вання дозволяють суттєво перетворити праву частину
рiвняння (10), унаслiдок чого можна отримати такий
результат:

Tτ exp

− β∫
0

Ĥint (τ) dτ

 =

∫
Dζ1

∫
Dζ∗1

∫
Dζ2

∫
Dζ∗2 exp

(
−

β∫
0

E (τ) dτ

)
Tτ exp

(
−

β∫
0

ĤQ (τ) dτ

)
∫
Dζ1

∫
Dζ∗1

∫
Dζ2

∫
Dζ∗2 exp

(
−

β∫
0

E (τ) dτ

) . (16)

Функцiональний iнтеґрал (16) мiстить такi позначення:

E (τ) =
∑
l,p

|ζl (p, τ)|2,

ĤQ (τ) = −
∑
l,p

[
ζl (p, τ) Â+

l (p, τ) + ζ∗l (p, τ) Âl (p, τ)
]
.

lim
n→+∞

n∏
k=1

∏
p

dζl (p, τk) ≡ Dζl, (17)

lim
n→+∞

n∏
k=1

∏
p

dζ∗l (p, τk) ≡ Dζ∗l .

Беручи до уваги параметризацiю впорядкованої експоненти (16), формулу (9) можна переписати в такому
виглядi:

Z =

∫
Dζ1

∫
Dζ∗1

∫
Dζ2

∫
Dζ∗2 exp

(
−

β∫
0

E (τ) dτ

)
Sp
(
e−βĤ0 ŜQ (β)

)
∫
Dζ1

∫
Dζ∗1

∫
Dζ2

∫
Dζ∗2 exp

(
−

β∫
0

E (τ) dτ

) . (18)
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У формулi (18) фiгурує матриця ŜQ (β) =

Tτ exp

(
−

β∫
0

ĤQ (τ) dτ

)
. З формули (18) видно, що за-

дача про обчислення статистичної суми двощiлинного
надпровiдника розбивається на двi послiдовнi задачi:

1) спочатку потрiбно обчислити функцiонал
Sp
(
e−βĤ0 ŜQ (β)

)
, який можна трактувати як ста-

тистичну суму системи вiльних електронiв, що пере-

бувають у полi комплексних джерел електронних пар
ζl (p, τ);

2) обчислений у першому пунктi функцi-
онал потрiбно усереднити по простору дже-
рел електронних пар з Ґауссiвським розподiлом

exp

(
−
∑
l,p

β∫
0

dτ |ζl (p, τ)|2
)
. У мiкроскопiчнiй теорiї

надпровiдностi прийнято запроваджувати функцiо-
нал

ΩB [ζl, ζ∗l ] = − 1
β

lnSp

e−βĤ0Tτ exp

− β∫
0

ĤQ (τ) dτ

 . (19)

Iндекс B поставлено на честь Миколи Боголюбова, який уперше ввiв його. Доцiльно буде також запровадити
функцiонал

Ω [ζl, ζ∗l ] =
1
β

∑
l,p

β∫
0

dτ |ζl (p, τ)|2

− 1
β

lnSp

e−βĤ0Tτ exp

∑
l,p

β∫
0

dτ
[
ζl (p, τ) Â+

l (p, τ) + ζ∗l (p, τ) Âl (p, τ)
] . (20)

Тодi формула (18) матиме такий вигляд:

Z =
∫
Dζ1

∫
Dζ∗1

∫
Dζ2

∫
Dζ∗2 exp (−βΩ [ζl, ζ∗l ])∫

Dζ1
∫
Dζ∗1

∫
Dζ2

∫
Dζ∗2 exp

(
−

β∫
0

E (τ) dτ

) . (21)

III. НАБЛИЖЕННЯ СЕРЕДНЬОГО ПОЛЯ

Розглядаючи чисельник формули (21), можна лег-
ко зробити висновок про те, що найбiльший внесок в
iнтеґрал даватимуть саме тi функцiональнi змiннi, якi
вiдповiдають мiнiмумовi функцiонала (20) . Це озна-
чає, що його потрiбно дослiдити на мiнiмум. Але спо-
чатку варто виконати перетворення Фур’є за такими

формулами:

ζl (r, τ) =
1√
V

∑
p

ζl (p, τ) eipr,

ζ∗l (r, τ) =
1√
V

∑
p

ζ∗l (p, τ) e−ipr.

(22)

Використовуючи (12) i (22), функцiї (17) можна пере-
писати так:

E (τ) =
∑

l

∫
dr |ζl (r, τ)|2, ĤQ (τ) = −

∑
l

∫
dr
[
ζl (r, τ) Â+

l (r, τ) + ζ∗l (r, τ) Âl (r, τ)
]
. (23)

Тодi функцiонал (20) матиме такий вигляд:

Ω [ζl, ζ∗l ] =
1
β

∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr |ζl (r, τ)|2 −

1
β

lnSp

e−βĤ0Tτ exp

∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr
[
ζl (r, τ) Â+

l (r, τ) + e.c.
] . (24)

Для дослiдження функцiонала (24) зручно запроваджувати функцiю

ζl (r, τ ;λ) =
∑
l′

al,l′∆l′ (r, τ) + λ

[
ζl (r, τ)−

∑
l′

al,l′∆l′ (r, τ)

]
. (25)
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Функцiя (25) мiстить параметр λ, який можна
вважати дiйсним. До того ж запроваджено функцiї
∆l (r, τ), яких ранiше не було. Їх можна дiбрати так,

щоб вони робили функцiонал (24) мiнiмальним. Тоб-
то це i є шуканi функцiональнi змiннi. Для дальших
обчислень варто розглянути допомiжну функцiю

Ω (λ) =
1
β

∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr |ζl (r, τ ;λ)|2 − 1

β
lnSp

e−βĤ0Tτ exp

∑
l

β∫
0

dτ

∫
dr
[
ζl (r, τ ;λ) Â+

l (r, τ) + e.c.
] . (26)

Використовуючи функцiю (26), функцiонал (24) можна подати у виглядi розкладу

Ω [ζl, ζ∗l ] = Ω (0) + lim
λ→0

dΩ (λ)
dλ

+
1
2

lim
λ→0

d2Ω (λ)
dλ2

+ ... (27)

У розкладi (27)

Ω (0) =
1
β

∑
l,l′

gl,l′

β∫
0

dτ

∫
dr∆∗

l (r, τ) ∆l′ (r, τ)

− 1
β

lnSp

e−βĤ0Tτ exp

∑
l,l′

gl,l′

β∫
0

dτ

∫
dr∆∗

l (r, τ) M̂l′ (r, τ) + e.c.

 . (28)

Функцiї ∆l (r, τ) мають бути такими, щоб виконувалася умова

lim
λ→0

dΩ (λ)
dλ

= 0. (29)

Умова (29) виконуватиметься тодi i тiльки тодi, коли функцiї ∆l (r, τ) будуть розв’язками таких iнтеґральних
рiвнянь:

∆∗
l (r, τ) =

Sp

(
e−βĤ0M̂+

l (r, τ)Tτ exp

(∑
l,l′
gl,l′

β∫
0

dτ
∫
dr∆∗

l (r, τ) M̂l′ (r, τ) + e.c.

))

Sp

(
e−βĤ0Tτ exp

(∑
l,l′
gl,l′

β∫
0

dτ
∫
dr∆∗

l (r, τ) M̂l′ (r, τ) + e.c.

)) . (30)

У правiй частинi рiвняння (30) маємо, фактично,
усереднення. Тому цiлком логiчно називати функцiї
∆l (r, τ) середнiм полем. А величину (28) треба трак-
тувати як термодинамiчний потенцiал у наближеннi
середнього поля.

IV. ВИСНОВКИ

Застосовуючи метод функцiонального iнтеґруван-
ня в теорiї двощiлинної надпровiдностi, ми побачи-
ли, що задача про обчислення статистичної суми дво-
щiлинного надпровiдника, фактично, розбивається на
двi послiдовнi задачi: задачу про обчислення статис-
тичної суми системи вiльних електронiв, якi перебу-
вають у полi комплексних джерел електронних пар,
та задачу про усереднення отриманого результату в
просторi комплексних джерел електронних пар з Ґа-
уссiвським розподiлом. Ця обставина дозволила за-
стосувати так зване наближення середнього поля, яке

значно спрощує всю дальшу побудову теорiї двощi-
линної надпровiдностi. Наближення середнього поля
в застосуваннi до надпровiдностi виявилося доволi
ефективним. Однак, як вiдомо з опису однощiлинних
надпровiдникiв, для уточнення результатiв, одержа-
них в рамках наближення середнього поля, виникає
потреба виходу за межi цього наближення. На на-
шу думку, найбiльш адекватним математичним апа-
ратом, що дозволяє уточнити результати мiкроско-
пiчної теорiї надпровiдностi i врахувати флуктуацiйнi
ефекти, є метод функцiонального iнтеґрування, опи-
саний у нашiй роботi для двощiлинних надпровiдни-
кiв. Врахування флуктуацiйних ефектiв в однощiлин-
них надпровiдниках та вiдповiдний аналiз докладно
викладено в монографiї [8]. Предметом наступних до-
слiджень буде розкриття фiзичного змiсту середнього
поля. Для виконання цього завдання буде побудова-
но формалiзм функцiй Ґрiна, якi значно полегшують
обчислення всiх необхiдних фiзичних величин.
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THE FUNCTIONAL INTEGRATION METHOD IN THE TWO BAND
SUPERCONDUCTIVITY THEORY

A. Shutovskyi, A. Svidzinskyi , V. Sakhnyuk, O. Pastukh
Lesya Ukrainka Eastern European National University, 13, Voli Ave., Lutsk, UA–43000, Ukraine

Applying the thermodynamic perturbation theory, an evolution operator of a superconducting system can
mathematically be expressed as a product of two multipliers. The first multiplier can physically be interpreted as
an evolution operator describing a system of free electrons. The second multiplier is the so called ordered exponen-
tial containing the operator of the pairing interaction. In the theory of superconductivity, an ordered exponential
is usually considered as a product of exponentials. This fact helps to consider a functional integral as a way to
parameterize complex operator functions. To represent an ordered exponential in the form of a functional integral,
the generalized Poisson parametrization was used. By substituting the obtained parametrization of an ordered
exponential into a definition of the partition function, the partition function representation of a superconductor
with two energy gaps was successfully constructed. During the construction of the mentioned representation, the
operators in the momentum representation were taken. To calculate the partition function of a two band super-
conductor, the mean field theory was formulated. The thermodynamic potential in the mean field approximation
was also introduced. The mean field is a name of two complex functions dependent on the so called band indices,
spatial coordinates and the so called imaginary time. Each of the mentioned complex functions is also introduced
as a solution of an integral equation.
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