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Çàïðîïîíîâàíî íîâèé àíàëiòè÷íèé ïiäõiä äî ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê ìàñèâíèõ âèðîäæå-
íèõ êàðëèêiâ ç îñüîâèì îáåðòàííÿì íà îñíîâi ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà. Îñîáëèâiñòþ íàøîãî ïiä-
õîäó ¹ îäíî÷àñíå âèêîðèñòàííÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ òà iíòå ðàëüíî¨ ôîðì ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè. Ó
áåçðîçìiðíîìó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ¹ ñèëüíî íåëiíiéíèì íåîäíîðiäíèì
ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ó ÿêîìó ôi óðóþòü äâà áåçðîçìiðíi ïàðàìå-
òðè � ïàðàìåòð ðåëÿòèâiçìó â öåíòði çîði x0 i áåçðîçìiðíà êóòîâà øâèäêiñòü Ω. Ó âíóòðiøíié
äiëÿíöi êàðëèêà îáåðòàííÿ âðàõîâó¹ìî ÿê çáóðåííÿ â ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà Ω2. Ó ïåðèôå-
ðiéíié äiëÿíöi îáåðòàííÿ ââàæà¹ìî îñíîâíèì ÷èííèêîì. Âèêîðèñòàííÿ iíòå ðàëüíîãî ðiâíÿííÿ
çàáåçïå÷ó¹ êîðåêòíèé ðîçðàõóíîê ñòàëèõ iíòå ðóâàííÿ. Íà îñíîâi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè
ðîçðàõîâàíî ìàñó êàðëèêà, ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi îáåðòàííÿ, åêâàòîðiàëüíèé òà ïîëÿðíèé
ðàäióñè, ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ íà åêâàòîði â äiëÿíöi 1 ≤ x0 ≤ 24, 0 ≤ Ω < Ωmax(x0).
Óïåðøå ðîçðàõîâàíî ïîâíó åíåð iþ êàðëèêà ÿê ôóíêöiþ öèõ ïàðàìåòðiâ. Åêñòðàïîëÿöi¹þ îá-
÷èñëåíî ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ Ωmax(x0), à òàêîæ ñïîñòåðåæóâàíó êóòîâó øâèäêiñòü ωmax(x0).
Ðîçãëÿíóòó ìîäåëü óçàãàëüíåíî âðàõóâàííÿì ìiæ÷àñòèíêîâèõ êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié. Ïîäàíî
ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïîêàçàíî, ùî õàðàêòåðèñòèêè ñïîñòåðåæóâà-
íèõ ìàñèâíèõ êàðëèêiâ íå ñóïåðå÷àòü ðîçðàõîâàíèì çíà÷åííÿì äëÿ ìîäåëi ç òâåðäîòiëüíèì
îáåðòàííÿì çà âðàõóâàííÿ âçà¹ìîäié.
Êëþ÷îâi ñëîâà: âèðîäæåíi êàðëèêè, îñüîâå îáåðòàííÿ, ðiâíÿííÿ ìåõàíi÷íî¨ ðiâíîâàãè, ïà-
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I. ÂÑÒÓÏ

Çãiäíî çi ñó÷àñíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè âèðîäæåíi
êàðëèêè íàëåæàòü äî íàé÷èñëåííiøèõ òèïiâ çið ó Âñå-
ñâiòi. Âîíè âiäçíà÷àþòüñÿ âåëèêîþ ðiçíîìàíiòíiñòþ
õàðàêòåðèñòèê, ùî ¹ íàñëiäêîì âïëèâó ðiçíèõ ÷èí-
íèêiâ íà ôîðìóâàííÿ ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè òà ìåõàíiçìè
åâîëþöi¨. ×åðåç 11 ðîêiâ ïiñëÿ Àäàìñîâîãî âiäêðèò-
òÿ êàðëèêà â ïîäâiéíié ñèñòåìi Ñiðióñà [1] Ôàóëåð çà-
ïðîïîíóâàâ åëåêòðîí-ÿäåðíó ìîäåëü ñòðóêòóðè êàð-
ëèêà, çãiäíî ç ÿêîþ ñòiéêiñòü öèõ çið çóìîâëåíà êâàí-
òîâèì åôåêòîì � âèðîäæåííÿì åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòå-
ìè. Óïåðøå âèêîðèñòàâøè ñòàòèñòèêó Ôåðìi i ðîçãëÿ-
äàþ÷è åëåêòðîííó ïiäñèñòåìó ÿê íåðåëÿòèâiñòñüêèé
iäåàëüíèé åëåêòðîííèé ãàç, Ôàóëåð äîâiâ, ùî çà íèçü-
êèõ òåìïåðàòóð òèñê åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè ñëàáêî
çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè é âèçíà÷à¹òüñÿ êîíöåíòðà-
öi¹þ åëåêòðîíiâ [2]. ×àíäðàñåêàð óçàãàëüíèâ öþ ìî-
äåëü, îïèñóþ÷è àáñîëþòíî âèðîäæåíèé åëåêòðîííèé
ãàç ó ìåæàõ ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi ç ðiâíÿííÿì
ñòàíó [3]

P (r) =
πm4

0c
5

3h3
F(x(r)),

(1)

F(x) = x(2x2 − 3)
√
1 + x2 + 3 ln[x+

√
1 + x2],

äå m0 � ìàñà åëåêòðîíà, c � øâèäêiñòü ñâiòëà, x(r) =

ℏ(m0c)
−1(3π2ne(r))

1/3 � ëîêàëüíå çíà÷åííÿ ïàðàìå-
òðà ðåëÿòèâiçìó, ne(r) � êîíöåíòðàöiÿ åëåêòðîíiâ. Ó
ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà (iäåàëüíèé ïîâíiñòþ âèðîäæå-
íèé åëåêòðîííèé ãàç + ïiäñèñòåìà ñòàòè÷íèõ ÿäåð)
ãóñòèíó ðå÷îâèíè çðó÷íî âèçíà÷àòè ÷åðåç êîíöåíòðà-
öiþ åëåêòðîíiâ

ρ(r) = ne(r){m0 +muµe} ∼=
muµe

3π2

(m0c

ℏ

)3

(x(r))3,

(2)
äå mu � àòîìíà îäèíèöÿ ìàñè, µe = ⟨A/Z⟩ � óñåðå-
äíåíå çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ ìàñîâîãî ÷èñëà äî çàðÿäó
ÿäðà. Ìîäåëü ñòàòè÷íà, ó íié âiäñóòí¹ âèïðîìiíþâà-
ííÿ òà åâîëþöiéíi ïðîöåñè. Ó ìîäåëi ôi óðóþòü äâà
áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè: ïàðàìåòð ðåëÿòèâiçìó â öåí-
òði çîði x0 ≡ x(0) i ïàðàìåòð µe. Ðîçïîäië ðå÷îâèíè
âèçíà÷à¹ìî ðiâíÿííÿì ðiâíîâàãè (äèâ. [3, 4])

∇P (r) = −ρ(r)∇Φgrav(r), (3)

äå Φgrav(r) �  ðàâiòàöiéíèé ïîòåíöiàë, ñòâîðåíèé ðîç-
ïîäiëîì ρ(r). Ìîäåëü ìà¹ ñôåðè÷íó ñèìåòðiþ, à òå-
ïëîâi åôåêòè, îñüîâå îáåðòàííÿ, ìiæ÷àñòèíêîâi êóëî-
íiâñüêi âçà¹ìîäi¨ òà ìàãíiòíi ïîëÿ íå áåðåìî äî óâà-
ãè. Ïåðåõîäîì äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ ξ = r/λ(x0),
y(ξ|x0) = ε−1

0 {[1 + x2(r)]1/2 − 1}, ε0 ≡ ε(x0) = [1 +

x20]
1/2 − 1, âèáðàâøè ìàñøòàá äîâæèíè λ(x0) ç óìîâè

32π2G

3(hc)3
{
muµem0c

2λ(x0)ε(x0)
}2

= 1 (4)
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îäåðæó¹ìî çâè÷àéíå îäíîïàðàìåòðè÷íå äèôåðåíöi-
àëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

∆ξy(ξ) = −
{
y2(ξ)+

2

ε0
y(ξ)

}3/2

, ∆ξ =
d2

dξ2
+
2

ξ

d

dξ
, (5)

ó ÿêîìó y(ξ) ≡ y(ξ|x0), y(0) = 1, à ðå óëÿðíèì
ðîçâ'ÿçêàì âiäïîâiäà¹ óìîâà dy(ξ)/dξ = 0 çà ξ = 0.
Ðiâíÿííÿ (5) ðîçâ'ÿçó¹ìî ÷èñåëüíèì ìåòîäîì. Ç óìî-
âè y(ξ) = 0 çíàõîäèìî áåçðîçìiðíèé ðàäióñ êàðëèêà
ξ1(x0), à áåçðîçìiðíó ìàñó âèçíà÷à¹ìî âèðàçîì

M(x0) =

ξ1(x0)∫
0

{
y2(ξ) +

2

ε0
y(ξ)

}3/2

ξ2 dξ. (6)

Ó ðåçóëüòàòi ìàñà é ðàäióñ êàðëèêà ¹ òàêèìè ôóíêöi-
ÿìè ïàðàìåòðiâ ìîäåëi:

M(x0, µe) =
M0

µ2
e

M(x0), R(x0, µe) =
R0

µe

ξ1(x0)

ε0(x0)
, (7)

äå ìàñøòàáè ìàñè é äîâæèíè � êîìáiíàöi¨ óíiâåðñàëü-
íèõ ñòàëèõ,

M0 =

(
3

2

)1/2
1

4π

(
hc

G

)3/2
1

m2
u

≈ 2.88665 . . .M⊙,

(8)

R0 =

(
3

2

)1/2
1

4π

(
h3

cG

)1/2
1

m0mu
≈ 1.11623 · 10−2 . . . R⊙,

à λ(x0) = R0(ε0(x0)µe)
−1. Õàðàêòåð çàëåæíîñòi ìà-

ñè òà ðàäióñà âiä ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó âèçíà÷àþòü
àñèìïòîòèêè

M(x0) =

{
x
3/2
0 ïðè x0 ≪ 1,

2.01824 ïðè x0 ≫ 1;

(9)

ξ1(x0)

ε0(x0)
=

{
x
−1/2
0 ïðè x0 ≪ 1,

x−1
0 ïðè x0 ≫ 1.

Çâiäñè âèïëèâàþòü äâà îñíîâíi âèñíîâêè òåîði¨
×àíäðàñåêàðà � îáìåæåííÿ íà ìàêñèìàëüíó ìà-
ñó êàðëèêà

(
M(x0, µe) ≤Mmax = 5.76M⊙/µ

2
e

)
òà ñïå-

öèôi÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ìàñà�ðàäióñ (M(x0, µe) →
Mmax, R(x0, µe) → 0 ïðè x0 ≫ 1; M(x0, µe) ·
(R(x0, µe))

3 = const ïðè x0 ≪ 1). Ïiäñòàâëÿþ÷è ñïî-
ñòåðåæóâàíi çíà÷åííÿ ìàñ i ðàäióñiâ êàðëèêiâ çàìiñòü
M(x0, µe) òà R(x0, µe) ó âèðàçè (7), ìîæíà îöiíèòè
ïàðàìåòðè x0 i µe äëÿ êîíêðåòíèõ êàðëèêiâ ó ìåæàõ
ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà. Âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ìàñ
i ðàäióñiâ iç êàòàëîãiâ [5�7], ìè âèÿâèëè, ùî áiëüøî-
ñòi êàðëèêiâ iç íåâèñîêèìè åôåêòèâíèìè òåìïåðàòó-
ðàìè âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó
ç äiëÿíêè 0.7 ≤ x0 ≤ 1.6 [8]. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ñòàí ðå÷îâèíè â öèõ êàðëèêàõ ¹ íà ìåæi ðåëÿòèâiñò-
ñüêîãî âèðîäæåííÿ, öå êàðëèêè ç ìàëèìè òà ïðîìi-
æíèìè çíà÷åííÿìè ìàñ. Ñåðåäí¹ ñòàòèñòè÷íå çíà÷å-
ííÿ ¨õíüî¨ ìàñè áëèçüêå äî 0.6M⊙, à êàðëèêè ç ìàñà-
ìè M > 1.1M⊙ òðàïëÿþòüñÿ ðiäêî [9]. Ñåðåäíÿ ñòà-
òèñòè÷íà ìàñà áiëüøîñòi êàðëèêiâ, ùî ¹ êîìïîíåíòà-
ìè ïîäâiéíèõ ñèñòåì, ìåíøà çà âiäïîâiäíó âåëè÷èíó

äëÿ ïîëüîâèõ. Ïðîòå íåâåëèêà ÷àñòèíà êàðëèêiâ ïî-
äâiéíèõ ñèñòåì (≈ 1%) ìà¹ ìàñè, áiëüøi çà 1.2M⊙,
à ìàñè äåÿêèõ iç íèõ áëèçüêi äî ìåæi ×àíäðàñåêàðà.
Äâàäöÿòüîì êàðëèêàì iç êàòàëîãó [10], ÿêi ìàþòü ìà-
ñè 0.43303 ≤ M/M0 ≤ 0.49129 òà åôåêòèâíi òåìïåðà-
òóðè 104 K ≤ Teff ≤ 105 K, âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ ïà-
ðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó ç äiëÿíêè 4.9257 ≤ x0 ≤ 9.5720.
Îñêiëüêè ìàñèâíèõ êàðëèêiâ ââàæàþòü ïîïåðåäíèêà-
ìè íàäíîâèõ Ia òà ïîâòîðíèõ íîâèõ, òî äîñëiäæåííÿ
¨õíiõ õàðàêòåðèñòèê � àêòóàëüíå çàâäàííÿ â êîíòåêñ-
òi êîñìîëîãi÷íèõ ïðîáëåì.
Ïðîòÿãîì îñòàííiõ òðüîõ äåñÿòèëiòü â îêîëèöÿõ

Ñîíöÿ âiäêðèòî òèñÿ÷i âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ ðiçíèõ
ñïåêòðàëüíèõ êëàñiâ iç ìàëèìè òà ïðîìiæíèìè ìàñà-
ìè, ç ðiçíèìè ðàäióñàìè, ñâiòíîñòÿìè òà åôåêòèâíè-
ìè òåìïåðàòóðàìè. �õíié ðîçïîäië íà ïëîùèíi ìàñà�
ðàäióñ íå âiäïîâiäà¹ ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà. ßê ïîêàçà-
íî â íàøié ðîáîòi [11], öåé ðîçïîäië ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè ÿê íåïåðåðâíó ïîñëiäîâíiñòü êðèâèõ ìàñà�ðàäióñ,
êîæíà ç ÿêèõ îïèñó¹ ñiì'þ êàðëèêiâ iç áëèçüêèìè
åôåêòèâíèìè òåìïåðàòóðàìè. Êîðåêòíèé ðîçðàõóíîê
âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè é õàðàêòåðèñòèê âèðîäæåíèõ
êàðëèêiâ, iíòåðïðåòàöiÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ âè-
ìàãàþòü óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi Ôàóëåðà�×àíäðàñåêàðà
âðàõóâàííÿì òàêèõ ÷èííèêiâ, ÿê âiäõèëåííÿ âiä àáñî-
ëþòíîãî âèðîäæåííÿ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè, ìiæ÷à-
ñòèíêîâèõ êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié, îñüîâîãî îáåðòàí-
íÿ, åôåêòiâ çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi (ÇÒÂ), ïðî-
ñòîðîâî¨ íåîäíîðiäíîñòi õiìi÷íîãî âìiñòó, ìàãíiòíèõ
ïîëiâ, à òàêîæ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ, ÿêi âïëè-
âàþòü íà åâîëþöiþ êàðëèêiâ. Ñåðåä íàçâàíèõ ôàêòî-
ðiâ ¹ êîíêóðåíòíi, âïëèâ ÿêèõ ïðèçâîäèòü äî âçà¹ì-
íî ïðîòèëåæíèõ íàñëiäêiâ, ùî âèìàãà¹ ¨õ îäíî÷àñíî-
ãî âðàõóâàííÿ. Çàçâè÷àé âïëèâ ïåðåëi÷åíèõ ÷èííèêiâ
íåâåëèêèé, ùî äîçâîëÿ¹ âðàõîâóâàòè ¨õ ìåòîäàìè òåî-
ði¨ çáóðåíü. Ïðî àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåíü âèðîäæåíèõ
êàðëèêiâ ñâiä÷àòü ïóáëiêàöi¨ îñòàííiõ ðîêiâ, ùî ñòî-
ñóþòüñÿ ñïîñòåðåæåíü êàðëèêiâ çi øâèäêèì îñüîâèì
îáåðòàííÿì ó ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ [12�14].
Ïîáóäîâà òåîði¨ âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ âiäáóâàëàñü

óçàãàëüíåííÿì ïîëiòðîïíî¨ òåîði¨ íîðìàëüíèõ çið [15,
16]. Ðiâíÿííÿ ñòàíó (1) àñèìïòîòè÷íî áëèçüêå äî ðiâ-
íÿííÿ ïîëiòðîïè P (r) = K[ρ(r)]1+1/n çi ñòàëèìè ïà-
ðàìåòðàìè K i n, àäæå

F(x) =


2x4 − 2x2 + . . . ïðè x≫ 1,

8

5
x5 − 4

7
x7 + . . . ïðè x≪ 1.

(10)

Òîìó ìîäåëÿì âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ âiäïîâiäàþòü ïî-
ëiòðîïè ç iíäåêñàìè 1.5 ≤ n ≤ 3.
Ðîçïîäië ðå÷îâèíè â ìîäåëi çîði ç îñüîâèì îáåðòà-

ííÿì âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ðiâíîâàãè [17, 18]

∇P (r) = −ρ(r){∇Φgrav(r) +∇Φc(r)}, (11)

äå Φc(r) � âiäöåíòðîâèé ïîòåíöiàë. Ó âèïàäêó îáåðòà-
ííÿ çi ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω ó ñôåðè÷íié ñè-
ñòåìi êîîðäèíàò, âiñü Îz ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç âiññþ îáåð-
òàííÿ,

Φc(r) = −1

2
ω2r2 sin2 θ = −ω

2

3
r2
{
1− P2(t)

}
, (12)

1902-2



ÌÅÒÎÄ IÍÒÅ�ÐÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ó ÒÅÎÐI� ÎÁÅÐÒÎÂÈÕ ÂÈÐÎÄÆÅÍÈÕ ÊÀÐËÈÊIÂ

äå θ � ïîëÿðíèé êóò, t = cos θ, P2(t) � ïîëiíîì
Ëåæàíäðà. Ó âèïàäêó çîði-ïîëiòðîïè â áåçðîçìiðíèõ
çìiííèõ ξ = r/λn, Y (ξ, θ|n) = [ρ(r)/ρc]

1/n (äå ρc ≡
ρ(0)) ðiâíÿííÿ (11) ñòà¹ áåçðîçìiðíèì äèôåðåíöiàëü-
íèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

∆ξ,θY (ξ, θ|n) = Ω2 − [Y (ξ, θ|n)]n, (13)

ÿêùî ìàñøòàá λn i áåçðîçìiðíà êóòîâà øâèäêiñòü Ω
âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè

K(1 + n) = 4πGλ2nρ
1−1/n
c , Ω = ω(2πGρc)

−1/2. (14)

Ðiâíÿííÿ (11) îïèñó¹ é ðîçïîäië ðå÷îâèíè â ìîäåëi âè-
ðîäæåíîãî êàðëèêà. Ó ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà ç îñüîâèì
îáåðòàííÿì ó çìiííèõ

ξ = r/λ(x0), Y (ξ, θ|x0) = ε−1
0

{√
1 + x2(r)− 1

}
(15)

ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè íàáóâà¹ âèãëÿäó

∆ξ,θY (ξ, θ|x0) = Ω2−
{
[Y (ξ, θ|x0)]2 +

2

ε0
Y (ξ, θ|x0)

}3/2

,

(16)
äå

Ω2 = 2ω2λ2(x0)

muµe

m0c2ε0
, (17)

à λ(x0) âèçíà÷åíî ñïiââiäíîøåííÿì (4). Çà íàÿâíîñòi
îñüîâî¨ ñèìåòði¨ îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ξ,θ = ∆ξ +
1

ξ2
∆θ, ∆ξ =

1

ξ2
∂

∂ξ

(
ξ2
∂

∂ξ

)
,

(18)

∆θ =
∂

∂t
(1− t2)

∂

∂t
, t = cos θ.

Ðiâíÿííÿ (13) i (16) áëèçüêi çà ñâî¹þ ñòðóêòóðîþ. Çãi-
äíî ç îçíà÷åííÿì Y (0, θ|n) = 1, Y (0, θ|x0) = 1, à ¨õíi
ðå óëÿðíi ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

∂

∂ξ
Y (ξ, θ|n) = 0 i

∂

∂ξ
Y (ξ, θ|x0) = 0 ïðè ξ = 0. (19)

ßê ðiâíÿííÿ (16), òàê i (13) çà n ̸= 0 àáî 1 ¹ íåëi-
íiéíèìè íåîäíîðiäíèìè ðiâíÿííÿìè. Ìiëí [17] çàïðî-
ïîíóâàâ ëiíåàðèçóâàòè ðiâíÿííÿ (13) âiäíîñíî ïàðà-
ìåòðà Ω2 ïiäñòàíîâêîþ

Y (ξ, θ|n)=yn(ξ)+Ω2

{
ψn,0(ξ)+

∑
l≥1

a2l(n)ψn,2l(ξ)P2l(t)

}
,

(20)
äå yn(ξ) � ôóíêöiÿ Åìäåíà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿí-
íÿ (13) çà Ω = 0, a2l(n) � ñòàëi iíòå ðóâàííÿ, P2l(t)
� ïîëiíîìè Ëåæàíäðà. Ëiíiéíi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié
ψn,0(ξ) i ψn,2l(ξ) îäåðæó¹ìî âíàñëiäîê ïiäñòàíîâêè âè-
ðàçó (20) ó ðiâíÿííÿ (13) çà çáåðåæåííÿ äîäàíêiâ, ïðî-
ïîðöiéíèõ Ω2:

∆ξψn,0(ξ) = 1− nyn−1
n (ξ)ψn,0(ξ),

∆ξψn,2(ξ) =

{
6

ξ2
− nyn−1

n (ξ)

}
ψn,2(ξ).

(21)

Ó ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêàõ âèêîðèñòàíî íàáëèæåííÿ
a2l(n) = 0 çà l ≥ 2. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì yn(ξ) ôóíêöi¨
ψn,0(ξ) i ψn,2(ξ) çàäîâîëüíÿþòü íóëüîâi ãðàíè÷íi óìî-
âè: ψn,0(0) = ψn,2(0) = 0, dψn,0(ξ)/dξ = dψn,2(ξ)/dξ =
0 ïðè ξ = 0. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (21) çíàõîäèëè ÷èñåëü-
íèì iíòå ðóâàííÿì, õî÷à â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó n = 1
âîíè ìàþòü àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè,

y1(ξ) = j0(ξ), ψ1,0(ξ) = 1−j0(ξ), ψ2,0(ξ) = j2(ξ), (22)

äå j0(ξ), j2(ξ) � ñôåðè÷íi ôóíêöi¨ Áåññåëÿ ïåðøîãî
ðîäó [19].
Iíòå ðóþ÷è ðiâíÿííÿ (11), ó âèïàäêó ïîëiòðîïè ç

iíäåêñîì n îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

Φgrav(r) = −Φc(r)−K(1 + n)ρ1/n(r) + const. (23)

Ñòàëó ìîæíà âèçíà÷èòè, ïîêëàäàþ÷è â ðiâíÿííi (23)
r = 0. Ó áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ ñïiââiäíîøåííÿ (23)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

Φn(ξ, θ)− Φn(0, 0)=1− Y (ξ, θ|n) + Ω2ξ2

6

(
1− P2(t)

)
,

(24)
äå Φn(ξ, θ) ¹ áåçðîçìiðíèì  ðàâiòàöiéíèì ïîòåíöià-
ëîì,

Φgrav(r) = 4πGρcλ
2
nΦn(ξ, θ). (25)

Ñïiââiäíîøåííÿ (24) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ íà-
áëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ ñòàëî¨ iíòå ðóâàííÿ a2(n).
Ðîçêëàä (20) ìà¹ ñåíñ ó äiëÿíöi ξ ≤ ξ1(n), äå ξ1(n) �
êîðiíü ðiâíÿííÿ yn(ξ) = 0. Îñêiëüêè ðîçïîäië ãóñòèíè
â ïîëiòðîïi ç îáåðòàííÿì ìà¹ ïðèáëèçíî åëiïñî¨äàëü-
íèé õàðàêòåð, òî íåâiäîìèé ïîòåíöiàë Φn(ξ, θ) â îêî-
ëi ñôåðè ðàäióñà ξ1(n) ìîæíà íàáëèæåíî çàïèñàòè ó
ôîðìi ìóëüòèïîëüíîãî ðîçêëàäó

Φn(ξ, θ) = const− g0
ξ

− g2
ξ3
P2(t) + . . . . (26)

Ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi ïîòåíöiàëó íà ñôåði ðàäióñà
ξ1(n) îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

g2
ξ31

=
Ω2ξ21
6

+ a2(n)Ω
2ψn,2(ξ1),

− 3
g2
ξ41

=
Ω2ξ1
3

+ a2(n)Ω
2 ∂

∂ξ1
ψn,2(ξ1),

(27)

ç ÿêî¨ çíàõîäèìî, ùî

a2(n) = −5

6
ξ21

{
3ψn,2(ξ1) + ξ1

∂

∂ξ1
ψn,2(ξ1)

}−1

. (28)

Çíàéäåíèé âèðàç äëÿ a2(n) âèçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ ðiâíîâàãè â äiëÿíöi 0 ≤ ξ ≤ ξ1(n). Äëÿ íà-
áëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó ãóñòèíè çà ìåæà-
ìè öi¹¨ äiëÿíêè âèðàç (20) åêñòðàïîëþâàâñÿ â ëiíié-
íîìó íàáëèæåííi íà äiëÿíêó ξ > ξ1(n). Öåé ñïî-
ñiá âèçíà÷åííÿ ñòàëî¨ a2(n) ¹ òðàäèöiéíèì íàáëèæåí-
íÿì ó òåîði¨ çîðÿíî¨ ïîâåðõíi. Ôàêòè÷íî çà ñïîñîáîì
Ìiëíà-×àíäðàñåêàðà âèçíà÷åííÿ ñòàëî¨ iíòå ðóâàííÿ
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a2(n) ïðîâîäèòüñÿ áåç óðàõóâàííÿ ïåðèôåðiéíî¨ äi-
ëÿíêè ïîëiòðîïè, òîìó ùî ðîçêëàä (26) ñïðàâåäëèâèé
ëèøå çà ìåæàìè ñôåðè, ðàäióñ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ âåëèêié
ïiâîñi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ [20].
Ó ðîáîòi [21] çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá îïèñó ïåðèôå-

ðiéíî¨ äiëÿíêè, ùî  ðóíòóâàâñÿ íà óìîâi íåïåðåðâíî-
ñòi ñàìîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè, à íå  ðàâiòà-
öiéíîãî ïîòåíöiàëó. Â äiëÿíöi 0 ≤ ξ ≤ ξf âèêîðèñòàíî
âèðàç (20) çà a2l(n) = 0 äëÿ l ≥ 2, à çà ìåæàìè öi¹¨
ñôåðè � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

∆ξ,θYII(ξ, θ|n) = Ω2, (29)

ÿêèé âèáèðàíî ó âèãëÿäi, ïîäiáíîìó äî ðîçêëàäó (26):

YII(ξ, θ|n) =
Ω2ξ2

6

(
1− P2(t)

)
+ (ν0 + ν1Ω

2)

+
1

ξ

(
λ0 + λ1Ω

2
)
+

Ω2

ξ3
b2P2(t), (30)

ó ÿêîìó ν0, ν1, λ0, λ1, b2 � ñòàëi. �õ âèçíà÷àëè ç óìîâè
�çøèâàííÿ� íà ñôåði ðàäióñà ξf ,

Y (ξ, θ|n) = YII(ξ, θ|n),
∂

∂ξ
Y (ξ, θ|n) = ∂

∂ξ
YII(ξ, θ|n)

ïðè ξ = ξf . (31)

Ïðèéíÿòî, ùî ξf < ξ1(n), à ξf ââàæàëè ïiäãiííèì ïà-
ðàìåòðîì i âèçíà÷àëè ç óìîâè, ùîá îá÷èñëåíi çíà÷å-
ííÿ äëÿ ïîëÿðíîãî é åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñiâ ÿêíàé-
ìåíøå âiäõèëÿëèñü âiä ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [22], ó ÿêié
âèêîíàíî iíòå ðóâàííÿ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ÷èñåëüíèì
ìåòîäîì. Êðiì ðàäióñiâ ïîëiòðîï (ÿê ôóíêöié iíäåêñà
n i êóòîâî¨ øâèäêîñòi), iíøèõ õàðàêòåðèñòèê íå ðîç-
ðàõîâóâàëè. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (29) ìà¹ ñòðóêòóðó

YII(ξ, θ|n) =
Ω2ξ2

6

(
1− P2(t)

)
(32)

+
∑
l≥0

P2l(t)
{
c2lξ

2l + b2lξ
−1−2l

}
,

àëå ó ôîðìóëi (30) ÷ëåíè òèïó c2lξ
2lP2l(t) âiäñóòíi.

Ïiäõiä ðîáîòè [21] áóâ âèêîðèñòàíèé äëÿ íàáëèæåíî-
ãî ðîçðàõóíêó ìàñ i ðàäióñiâ âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ iç
òâåðäîòiëüíèì îáåðòàííÿì [23].
Âèùå ðîçãëÿíóòî ñïîñiá âèêîðèñòàííÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ (24) äëÿ íàáëèæåíîãî âèçíà÷åííÿ ñòàëî¨ iíòå ðó-
âàííÿ. Àëå öå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ òî÷íèì � öå iíòå-
 ðàëüíà ôîðìà ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè (13),

Y (ξ, θ|n) = Ω2ξ2

6

(
1− P2(t)

)
(33)

+
1

4π

∫
[Y (ξ′, θ′|n)]nQ(ξ, ξ′) dξ′,

ó ÿêîìó ôiãóðó¹ ÿäðî

Q(ξ, ξ′) = |ξ − ξ′|−1 − (ξ′)−1, (34)

à iíòå ðó¹ìî çà îá'¹ìîì ïîëiòðîïè. Ó íàøèõ ðîáîòàõ
[24, 25] çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè öå ðiâíÿííÿ
äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ iíòå ðóâàííÿ a2l(n) ó ðîçêëà-
äàõ (20). Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçêëàäè (20) ó ðiâíÿííÿ (33),
îäåðæó¹ìî ñèñòåìó íåîäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ àë åáðà¨-
÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íàáîðó ñòàëèõ a2l(n).
Êîåôiöi¹íòè, ùî ôi óðóþòü ó öèõ ðiâíÿííÿõ, âèçíà-
÷à¹ìî ñàìîóçãîäæåíî, îäíî÷àñíî iç âèçíà÷åííÿì åëå-
ìåíòiâ ïîâåðõíi ïîëiòðîïè. Öå äîçâîëÿ¹ âðàõîâóâàòè
áiëüøó êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ó ðîçêëàäàõ (20), (32) i ïiä-
âèùó¹ òî÷íiñòü ðîçðàõóíêiâ.
Ó ìèíóëîìó ñòîëiòòi îïóáëiêîâàíî ïðàöi, ùî ñòî-

ñóþòüñÿ õàðàêòåðèñòèê âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ i  ðóí-
òóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà çà íà-
ÿâíîñòi îáåðòàííÿ [22, 26]. Ìåòîþ áiëüøîñòi ç íèõ áó-
ëî íàìàãàííÿ äîâåñòè ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ âèðîäæå-
íèõ êàðëèêiâ iç ìàñàìè, áiëüøèìè çà ìåæó ×àíäðàñå-
êàðà. Òåîðiÿ ×àíäðàñåêàðà  ðóíòó¹òüñÿ íà iäåàëüíié
åëåêòðîí-ÿäåðíié ìîäåëi áåç óðàõóâàííÿ êóëîíiâñüêèõ
âçà¹ìîäié, à ¨õ óðàõóâàííÿ ñïðè÷èíÿ¹ çìåíøåííÿ âíó-
òðiøíüîãî òèñêó é òîìó ïîíèæó¹ ìåæó ×àíäðàñåêà-
ðà. Îñüîâå îáåðòàííÿ òà ìiæ÷àñòèíêîâi âçà¹ìîäi¨ �
êîíêóðåíòíi ÷èííèêè. I ÿêùî êóòîâà øâèäêiñòü äëÿ
öüîãî êàðëèêà ìîæå çìiíþâàòèñü ó øèðîêèõ ìåæàõ,
òî ìiæ÷àñòèíêîâi âçà¹ìîäi¨ � ñòàëèé ôàêòîð.
Iç òåîði¨ îáåðòîâèõ ïîëiòðîï âiäîìî, ùî çà n = 0

åêñöåíòðèñèòåò åëiïñî¨äà çà òâåðäîòiëüíîãî îáåðòàí-
íÿ ¹ äâîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ êóòîâî¨ øâèäêîñòi [27]. Ó
çâ'ÿçêó ç öèì ìîæóòü ðåàëiçóâàòèñÿ äâà ðåæèìè îáåð-
òàííÿ: ç íåâåëèêèìè åêñöåíòðèñèòåòàìè, êîëè øâèä-
êiñòü îáåðòàííÿ Ω çìiíþ¹òüñÿ â äiëÿíöi 0 ≤ Ω ≤
0.47 . . ., àáî æ ç åêñöåíòðèñèòåòàìè, áëèçüêèìè äî
îäèíèöi, çà ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé. Ó ïåðøîìó
âèïàäêó óòâîðþþòüñÿ åëiïñî¨äàëüíi ñòðóêòóðè, ó äðó-
ãîìó � ñòðóêòóðè äèñêîâîãî òèïó. Öåé ôàêò � ïiä-
ñòàâà äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé iç äèôåðåíöiàëüíèì îáåð-
òàííÿì, çà ÿêîãî êóòîâà øâèäêiñòü ¹ ìîíîòîííî ñïà-
äíîþ ôóíêöi¹þ âiääàëi âiä îñi îáåðòàííÿ [26]. Íåäàâíî
âiäêðèòi âèðîäæåíi êàðëèêè ç äóæå âèñîêîþ êóòîâîþ
øâèäêiñòþ îáåðòàííÿ (ç ïåðiîäîì 20÷40 ñ), iìîâiðíî,
îáåðòàþòüñÿ ÿê òâåðäå òiëî [12�14].
Çà íàÿâíîñòi âåëèêîãî îáñÿãó ñïîñòåðåæóâàíèõ äà-

íèõ ùîäî ìàñ, ñâiòíîñòåé, ðàäióñiâ òà êóòîâèõ øâèä-
êîñòåé êàðëèêiâ àêòóàëüíèì ¹ âèáið àäåêâàòíèõ ìîäå-
ëåé, ó ìåæàõ ÿêèõ ðîçðàõîâàíi õàðàêòåðèñòèêè âiäïî-
âiäàëè á ñïîñòåðåæóâàíèì äàíèì. À òàêîæ âèçíà÷å-
ííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ñòàíó ðå÷îâèíè òà ïàðàìåòðiâ
ìîäåëåé äëÿ êîíêðåòíèõ êàðëèêiâ. À öå âèìàãà¹ ðîç-
ðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê êàðëèêiâ iç âèñîêîþ òî÷íiñòþ.
Ìåòîþ íàøî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðàõóíîê õàðàêòåðèñòèê

ìîäåëi õîëîäíîãî âèðîäæåíîãî êàðëèêà, ÿêà âðàõî-
âó¹ äâà êîíêóðåíòíi ÷èííèêè � òâåðäîòiëüíå îñüîâå
îáåðòàííÿ é ìiæ÷àñòèíêîâi êóëîíiâñüêi âçà¹ìîäi¨. Öÿ
ìîäåëü âiäïîâiäà¹ ðåàëüíèì êàðëèêàì, ó ÿêèõ ïðî-
öåñ íåéòðîíiçàöi¨ ìàëîéìîâiðíèé. Ìè ñòàâèìî çà ìå-
òó âèÿñíèòè òàêîæ, ÷è õàðàêòåðèñòèêè ñïîñòåðåæó-
âàíèõ êàðëèêiâ íå ñóïåðå÷àòü âèêîðèñòàíié ìîäåëi. Ó
ìåòîäè÷íîìó ïëàíi íàø àíàëiòè÷íèé ïiäõiä âiäðiçíÿ¹-
òüñÿ âiä iíøèõ ðîáiò ñïîñîáîì âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ iíòå-
 ðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ iíòå ðàëüíî¨ ôîðìè ðiâíÿííÿ
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ðiâíîâàãè, ùî äà¹ çìîãó ïiäâèùèòè òî÷íiñòü ðîçðà-
õóíêiâ. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçêëàäè òèïó (20), (32)
äî P4(t) âêëþ÷íî, ó çâ'ÿçêó ç öèì òî÷íiñòü îäåðæà-
íèõ ðåçóëüòàòiâ ó âñié äiëÿíöi çìiíè êóòîâî¨ øâèä-
êîñòi 0 ≤ Ω ≤ Ωmax(x0) âiäïîâiäà¹ ðîáîòi [22], ó
ÿêié çäiéñíåíî ÷èñåëüíå iíòå ðóâàííÿ ðiâíÿííÿ ðiâ-
íîâàãè äëÿ ìîäåëi ç òâåðäîòiëüíèì îáåðòàííÿì äëÿ
äåêiëüêîõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó ç äiëÿíêè
0.5 ≤ x0 ≤ 6.25.
Ðîçäiëè II�V íàøî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíi ìîäåëi ç

îñüîâèì îáåðòàííÿì. Ó Äîäàòêó ïîäàíî òàáëèöi ðîç-
ðàõîâàíèõ õàðàêòåðèñòèê ÿê ôóíêöié ïàðàìåòðiâ x0 i
Ω. Ó ðîçäiëi VI ïîêàçàíî, ÿê çìiíþþòüñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêè êàðëèêiâ ç îáåðòàííÿì ïiä âïëèâîì ìiæ÷àñòèí-

êîâèõ âçà¹ìîäié. Îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ i âèñíîâêè
âèêëàäåíî â ðîçäiëi VII.

II. ËIÍÅÀÐÈÇÀÖIß ÐIÂÍßÍÍß ÐIÂÍÎÂÀÃÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ (16), ùî îïèñó¹ ðiâíîâàãó êàðëèêà â ìîäå-
ëi ç òâåðäîòiëüíèì îáåðòàííÿì áåç ìiæ÷àñòèíêîâèõ
âçà¹ìîäié. Çãiäíî ç ìåòîäîì Ìiëíà [17], ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ ó âíóòðiøíié äiëÿíöi (0 ≤ ξ ≤ ξ1(x0)) çàïèøåìî
ó âèãëÿäi ðîçêëàäó

YI(ξ, θ|x0) = y(ξ|x0) + Ω2

{
ψ0(ξ|x0) +

∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t)ψ2l(ξ|x0)
}
, (35)

äå y(ξ|x0) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5), a2l(x0) � ñòàëi iíòå ðóâàííÿ, P2l(t) � ïîëiíîì Ëåæàíäðà ïîðÿäêó 2l âiä
çìiííî¨ t = cos θ. Ïiäñòàíîâêîþ âèðàçó (35) ó ðiâíÿííÿ (16) ó ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà Ω2 îäåðæó¹ìî çâè÷àéíi
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ψ0(ξ|x0), ψ2l(ξ|x0):

∆ξψ0(ξ|x0) = 1− Φ(ξ|x0)ψ0(ξ|x0),

∆ξψ2l(ξ|x0) =
{
2(2l + 1)

ξ2
− Φ(ξ|x0)

}
ψ2l(ξ|x0), l ≥ 1,

(36)

äå

Φ(ξ|x0) = 3

{
y(ξ|x0) +

1

ε0

}{
y2(ξ|x0) +

2

ε0
y(ξ|x0)

}1/2

. (37)

Ôóíêöiÿ ψ0(ξ|x0) ìà¹ àñèìïòîòèêó ξ2/6 + . . . çà
ξ ≪ 1, à àñèìïòîòèêà ôóíêöi¨ ψ2l(ξ|x0) ó öié äiëÿíöi
çáiãà¹òüñÿ ç àñèìïòîòèêîþ ñôåðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ
ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó 2l: ψ2l(ξ|x0) ⇒ j2l(ξβ) + . . ., äå
β = Φ1/2(0|x0). Òîìó ïiä ÷àñ ÷èñëîâîãî iíòå ðóâàííÿ
ðiâíÿíü (36) ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íîðìóâàííÿ

ψ2l(ξ|x0) ⇒ {(4l + 1)!!}−1ξ2l + . . . ïðè ξ ≪ 1. (38)

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíà ôóíêöiÿ y(ξ|x0), à íà ðèñ. 2�
3 ïîäàíî ôóíêöi¨ ψ0(ξ|x0), ψ2(ξ|x0), ψ4(ξ|x0) äëÿ ði-
çíèõ çíà÷åíü x0. Ó äiëÿíöi ïåðèôåði¨ (ξ > ξ1(x0)),
äå Y (ξ, θ|x0) ≪ 1, ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (16) áëèçüêi äî
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (29), ùî çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi ðîç-
êëàäiâ (32), à ñàìå

YII(ξ, θ|x0) =
Ω2ξ2

6

(
1− P2(t)

)
(39)

+Ω2
2∑

l=0

c2l(x0)ξ
2lP2l(t) + Ω2

2∑
l=0

b2l(x0)

ξ1+2l
P2l(t),

äå ôi óðóþòü ñòàëi iíòå ðóâàííÿ c2l(x0) i b2l(x0), ÿêi
ìîæíà çíàéòè ç óìîâ çøèâàííÿ

YI(ξ, θ|x0) = YII(ξ, θ|x0),

(40)

∂

∂ξ
YI(ξ, θ|x0) =

∂

∂ξ
YII(ξ, θ|x0)

çà ξ = ξ1(x0) çà âiäîìèìè ñòàëèìè a2l(x0), ïðèðiâ-
íþþ÷è êîåôiöi¹íòè çà îäíàêîâèõ ïîëiíîìiâ P2l(t). Íà
âiäìiíó âiä ïðàöü [21, 23], ìè ÿâíî âðàõîâó¹ìî äîäàí-
êè, ïðîïîðöiéíi äî P4(t), i íå âèêîðèñòîâó¹ìî æîäíèõ
ïiäãiííèõ ïàðàìåòðiâ.
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Ðèñ. 1. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (5), îäåðæàíi ÷èñëîâèì iíòå-
 ðóâàííÿì. Êðèâà 1 âiäïîâiäà¹ x0 = 1, êðèâà 2 � x0 = 5,

êðèâà 3 � x0 = 10

Fig. 1. The solutions of equation (5), obtained numerically.
Curve 1 corresponds to x0 = 1, curve 2 � x0 = 5, curve 3 �

x0 = 10
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Ðèñ. 2. Ôóíêöi¨ ψ0(ξ|x0) (êðèâà 1), ψ2(ξ|x0) (êðèâà 2),
ψ4(ξ|x0) · 10 (êðèâà 3) çà x0 = 1

Fig. 2. Functions ψ0(ξ|x0) (curve 1), ψ2(ξ|x0) (curve 2),
ψ4(ξ|x0) · 10 (curve 3) at x0 = 1
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Ðèñ. 3. Ôóíêöi¨ ψ0(ξ|x0) (êðèâà 1), ψ2(ξ|x0) (êðèâà 2),
ψ4(ξ|x0) (êðèâà 3) ïðè x0 = 5

Fig. 3. Functions ψ0(ξ|x0) (curve 1), ψ2(ξ|x0) (curve 2),
ψ4(ξ|x0) (curve 3) at x0 = 5

III. ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÑÒÀËÈÕ
IÍÒÅ�ÐÓÂÀÍÍß

ßê i â ðîáîòàõ [24, 25] äëÿ îáåðòîâèõ ïîëiòðîï, äëÿ
çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ a2l(x0) âèêîðèñòà¹ìî iíòå ðàëü-
íó ôîðìó ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè

YI(ξ, θ|x0) = 1 +
ξ2Ω2

6

(
1− P2(t)

)
(41)

+
1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′)

{
Y 2
I (ξ

′, θ′|x0) +
2

ε0
YI(ξ

′, θ′|x0)
}3/2

dξ′

+
1

4π

∫
VII

Q(ξ, ξ′)

{
Y 2
II(ξ

′, θ′|x0) +
2

ε0
YII(ξ

′, θ′|x0)
}3/2

dξ′

ç ÿäðîì (34). Ðiâíÿííÿ (41) åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ
(16), ïðè öüîìó VI ïîçíà÷à¹ îá'¹ì âíóòðiøíüî¨ ÷àñòè-
íè, à VII � îá'¹ì ïåðèôåði¨, iíòå ðó¹ìî çà çìiííèìè
(ξ′, θ′) çà îá'¹ìîì çîði. Äiëÿíêà VI ¹ ÷àñòèíîþ îá'¹ìó
îáåðòîâîãî êàðëèêà, ùî âñåðåäèíi ñôåðè ×àíäðàñåêà-
ðà, à äiëÿíêà VII � ÷àñòèíà êàðëèêà, ùî çà ìåæàìè
öi¹¨ ñôåðè. Ãóñòèíà ðå÷îâèíè â äiëÿíöi VII ìàëà, ùî
äîçâîëÿ¹ çíåõòóâàòè iíòå ðàëîì çà VII ó ðiâíÿííi (41),
ÿêèé ìà¹ ïîðÿäîê Ω3.
Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâ'ÿçîê (35) ó ðiâíÿííÿ (41) i íå-

õòóþ÷è ïðè öüîìó äðóãèì iíòå ðàëüíèì äîäàíêîì, ó
ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà Ω2 îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

y(ξ|x0) + Ω2

{
ψ0(ξ|x0) +

∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t)ψ2l(ξ|x0)
}

= 1 +
ξ2Ω2

6

(
1− P2(t)

)
+

1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′) (42)

×
{[
y2(ξ′|x0) +

2

ε0
y(ξ′|x0)

]3/2
+Ω2Φ(ξ′|x0)

[
ψ0(ξ

′|x0)

+
∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t
′)ψ2l(ξ

′|x0)
]}

dξ′.

Iíòå ðó¹ìî çà çìiííèìè (ξ′, θ′) ïî íåçàøòðèõîâàíié äi-
ëÿíöi ðèñ. 4. Ïðè öüîìó ξ0(t

′) � ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi
êàðëèêà, ξ1(x0) � ðàäióñ ñôåðè ×àíäðàñåêàðà, ξe(x0)
� åêâàòîðiàëüíà âiäñòàíü, à ξp(x0) � ïîëÿðíà. Äiëÿí-
êà VI îçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿìè

0 ≤ ξ′ ≤ ξ0(t
′) ïðè 1 ≥ t′ ≥ t(x0), t(x0) = cos θ(x0),

0 ≤ ξ′ ≤ ξ1(x0) ïðè 0 ≤ t′ ≤ t(x0),

(43)

äå ïîëÿðíèé êóò θ(x0) âèçíà÷à¹ìî ïåðåòèíîì ñôåðè
×àíäðàñåêàðà é ïîâåðõíi ξ0(t′), ùî áëèçüêà äî ïîâåðõ-
íi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ, òîìó

ξp(x0){1− e2(x0)[1− t2(x0)]}−1/2 ∼= ξ1(x0), (44)

äå e(x0) � åêñöåíòðèñèòåò åëiïñî¨äà. Âåëè÷èíè ξe(x0),
ξp(x0) i e(x0) çàëåæàòü âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω. Äëÿ
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îçíà÷åíîñòi íàâåäåìî òàêîæ íåðiâíiñòü, ùî âèçíà÷à¹
äiëÿíêó VII (çàòåìíåíî¨):

ξ1(x0) ≤ ξ′ ≤ ξ0(t
′) ïðè 0 ≤ t′ ≤ t(x0). (45)

ξ
p
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0
)

ξ
1
(x

0
)

ξ
e
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)

ξ
p
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0
) ξ

1
(x

0
)ξ

e
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θ(x
0
)

ξ
0 (t’)

V
I

V
II

 

Ðèñ. 4. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ ÷åòâåðòî¨ ÷àñòèíè ìåðè-
äiîíàëüíîãî ïåðåòèíó êàðëèêà: VI îáìåæåíà ñóöiëüíîþ
êðèâîþ òà îñÿìè êîîðäèíàò, VII çíàõîäèòüñÿ ìiæ ñóöiëü-

íîþ êðèâîþ òà æèðíîþ ïóíêòèðíîþ
Fig. 4. Schematic representation of quarter part of the meri-
dional section of white dwarf: VI bounded by a solid curve
and coordinate axes, VII is located between a solid curve and

a bold dotted line

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðiâíîñòi (42) ìè âèêîðèñòîâó¹ìî
ðiâíÿííÿ äëÿ y(ξ|x0) â iíòå ðàëüíié ôîðìi

y(ξ|x0) = 1 +

ξ∫
0

{
(ξ′)2

ξ
− ξ′

}

×
{
y2(ξ′|x0) +

2

ε0
y(ξ′|x0)

}3/2

dξ′, (46)

à òàêîæ iíòå ðàëüíó ôîðìó ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨
ψ0(ξ|x0),

ψ0(ξ|x0) = − 1

4π

∫
Q(ξ, ξ′){1− Φ(ξ′|x0)ψ0(ξ

′|x0)} dξ′

= −
ξ∫

0

{
(ξ′)2

ξ
− ξ′

}
{1− Φ(ξ′|x0)ψ0(ξ

′|x0)} dξ′,

0 ≤ ξ ≤ ξ1(x0).

(47)

Äàëi ðîçãëÿíüìî ðîçðàõóíîê iíòå ðàëà

T (ξ, θ|x0) =
1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′)

{
y2(ξ′|x0) +

2

ε0
y(ξ′|x0)

}3/2

dξ′,

(48)
ÿêèé ôi óðó¹ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (42). Ðîçêëà-
äàþ÷è ÿäðî Q(ξ, ξ′) çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà, äëÿ äi-
ëÿíêè 0 ≤ ξ ≤ ξp(x0) îäåðæó¹ìî çíà÷åííÿ

T1(ξ, θ|x0) = y(ξ|x0)− 1−A(ξ, θ|x0),

A(ξ, θ|x0) =
∑
l≥1

ξ2lP2l(t)L2l(x0),

L2l(x0) =

1∫
t(x0)

P2l(t
′)dt′

ξ1(x0)∫
ξ0(t′)

(ξ′)1−2l

{
y2(ξ′|x0) +

2

ε0
y(ξ′|x0)

}3/2

dξ′.

(49)

Äëÿ äiëÿíêè ξp(x0) ≤ ξ ≤ ξ1(x0)

T2(ξ, θ|x0) = y(ξ|x0)− 1−A(ξ, θ|x0)
1∫

t(x0)

dt′
ξ∫

ξ0(t′)

{
y2(ξ′|x0) +

2

ε0
y(ξ′|x0)

}3/2 {
(ξ′)2

ξ
− ξ′

}
dξ′

−
∑
l≥1

P2l(t)

1∫
t

P2l(t
′)dt′

ξ∫
ξ0(t′)

{
y2(ξ′|x0) +

2

ε0
y(ξ′|x0)

}3/2 {
(ξ′)4l+1 − ξ4l+1

}
ξ−1−2l(ξ′)1−2l dξ′.

(50)

Ïðè öüîìó t > t(x0), òîìó 1− t ∼ Ω2, ξ1(x0)− ξ0(t
′) ∼ Ω2, ξ′ − ξ1(x0) ∼ Ω2, ÷åðåç òå îáèäâà iíòå ðàëüíi äîäàíêè

ó ôîðìóëi (50) ¹ ìàëèìè, ïðîïîðöiéíèìè äî Ω6. Öå ïiäñòàâà äëÿ òîãî, ùîá çíåõòóâàòè íèìè é âèêîðèñòîâóâàòè
íàáëèæåííÿ

T (ξ, θ|x0) ≃ y(ξ|x0)− 1−A(ξ, θ|x0) (51)

ó âñié äiëÿíöi VI. Iíòå ðàë

1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′)Φ(ξ′|x0)ψ0(ξ
′|x0) dξ′ (52)

1902-7



Ì. ÂÀÂÐÓÕ, Ñ. ÑÌÅÐÅ×ÈÍÑÜÊÈÉ, Ä. ÄÇIÊÎÂÑÜÊÈÉ

ç ôîðìóëè (42) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′)dξ′ − 1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′){1− Φ(ξ′|x0)ψ0(ξ
′|x0)} dξ′. (53)

Ïåðøèé äîäàíîê ôîðìóëè (53) äîðiâíþ¹ −{v(ξ|x0)−v(0|x0)}, äå v(ξ|x0) ¹ áåçðîçìiðíèì  ðàâiòàöiéíèì ïîòåíöi-
àëîì ó òî÷öi ç ðàäióñ-âåêòîðîì ξ âñåðåäèíi äiëÿíêè VI, ñòâîðåíèì îäíîðiäíèì ðîçïîäiëîì ðå÷îâèíè îäèíè÷íî¨
ãóñòèíè, à v(0|x0) � òàêèé æå ïîòåíöiàë íà ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Öþ âåëè÷èíó ëåãêî ðîçðàõóâàòè:

1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′)dξ′ = −ξ
2

6
− 1

2

∑
l≥1

P2l(t)ξ
2lI2l(x0), (54)

äå

I2(x0) = −2

1∫
t(x0)

P2(t
′){ln ξ0(t′)− ln ξ1(x0)}dt′,

I2l(x0) = (l − 1)−1

1∫
t(x0)

P2l(t
′){[ξ0(t′)]2−2l − [ξ1(x0)]

2−2l}dt′
(55)

çà l ≥ 2. Äðóãèé äîäàíîê ôîðìóëè (53) äîðiâíþ¹

ψ0(ξ|x0)−
∑
l≥1

P2l(t)ξ
2lD2l(x0),

D2l(x0) =

1∫
t(x0)

dt′P2l(t
′)

ξ1(x0)∫
ξ0(t′)

(ξ′)1−2l
{
∆ξ′ψ0(ξ

′|x0)
}
dt′.

(56)

Ñïiââiäíîøåííÿ (46)�(56) äîçâîëÿþòü çàïèñàòè ðiâíiñòü (42) òàê:∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t)ψ2l(ξ|x0) = −ξ
2

6
P2(t)−

∑
l≥1

P2l(t)ξ
2l

{
1

2
I2l(x0) +

L2l(x0)

Ω2
+D2l(x0)

}
+

1

4π

∫
VI

Q(ξ, ξ′)Φ(ξ′|x0)
∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t
′)ψ2l(ξ

′|x0)dξ′.
(57)

Çíîâó ðîçêëàäàþ÷è ÿäðî â ðÿäè çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà, iíòå ðàë ç ðiâíÿííÿ (57) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t)
1

4l + 1

{
ξ−1−2l

ξ∫
0

(ξ′)2+2lF2l(ξ
′|x0)dξ′ + ξ2l

ξ1(x0)∫
ξ

(ξ′)1−2lF2l(ξ
′|x0)dξ′

}

−
∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t)ξ
2l

1∫
t(x0)

P 2
2l(t

′)dt′
ξ1(x0)∫
ξ0(t′)

(ξ′)1−2lF2l(ξ
′|x0)dξ′ −

∑
l,m≥1

(1− δl,m)a2l(x0)P2m(t)ξ2mS2l,2m(x0).

(58)

Òóò óâåäåíî ïîçíà÷åííÿ

F2l(ξ|x0) ≡ Φ(ξ|x0)ψ2l(ξ|x0) =
2l(l + 1)

ξ2
ψ2l(ξ|x0)−∆ξψ2l(ξ|x0) (59)

çãiäíî ç ðiâíÿííÿì äëÿ ôóíêöi¨ ψ2l(ξ|x0), à òàêîæ

S2l,2m(x0) =

1∫
t(x0)

P2l(t
′)P2m(t′)dt′

ξ1(x0)∫
ξ0(t′)

(ξ′)1−2mF2l(ξ
′|x0)dξ′. (60)

Iíòå ðóþ÷è ÷àñòèíàìè çà çìiííîþ ξ′, ñóìó ïåðøèõ äâîõ ðÿäiâ ôîðìóëè (58) ìîæíà çàïèñàòè òàê:∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t)ψ2l(ξ|x0)−
∑
l≥1

a2l(x0)P2l(t)ξ
2lS2l,2l(x0), (61)
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äå

S2l,2l(x0) = (4l + 1)−1ξ−2l
1

{
(2l + 1)ψ2l(ξ1|x0) + ξ1

dψ2l(ξ1|x0)
dξ1

}

+

1∫
t(x0)

P 2
2l(t)

{
ξ−2l
0

[
(2l + 1)ψ2l(ξ0|x0) + ξ0

dψ2l(ξ0|x0)
dξ0

]

− ξ−2l
1

[
(2l + 1)ψ2l(ξ1|x0) + ξ1

dψ2l(ξ1|x0)
dξ1

]}
dt,

(62)

ïðè öüîìó ξ1 ≡ ξ1(x0), ξ0 ≡ ξ0(t
′). Ïiäñòàâëÿþ÷è îäåðæàíèé âèðàç ó ðiâíÿííÿ (57), áà÷èìî, ùî â íüîìó ÷ëåíè

òèïó a2l(x0)P2l(t)ψ2l(ξ|x0) âçà¹ìíî ñêîðî÷óþòüñÿ i öå ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ òàêî¨ ôîðìè:∑
l≥1

P2l(t)ξ
2l

{
a2l(x0)S2l,2l(x0) +

∑
m≥1

(1− δm,l)a2m(x0)S2m,2l(x0)

}

= −ξ
2

6
P2(t)−

∑
l≥1

P2l(t)ξ
2l

{
I2l(x0)

2
+
L2l(x0)

Ω2
+D2l(x0)

}
.

(63)

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè çà îäíàêîâèõ äîáóòêiâ P2l(t)ξ
2l ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ öi¹¨ ðiâíîñòi, îäåðæó¹ìî

ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ àë åáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ ñòàëèõ iíòå ðóâàííÿ a2l(x0):

a2(x0)S2,2(x0) +
∑
m≥2

a2m(x0)S2m,2(x0) = −1

6

(
1 + 3I2(x0)

)
− L2(x0)

Ω2
−D2(x0),

a2l(x0)S2l,2l(x0) +
∑
m≥1

a2m(x0)(1− δm,l)S2m,2l(x0) = −I2l(x0)
2

− L2l(x0)

Ω2
−D2l(x0),

(64)

çà l ≥ 2.

Çà âiäîìèìè ñòàëèìè a2l(x0) ç óìîâ çøèâàííÿ (40)
çíàõîäèìî âèðàçè äëÿ ñòàëèõ iíòå ðóâàííÿ, ùî ôi ó-
ðóþòü ó ôóíêöi¨ YII(ξ, θ|x0):

c0(x0) =

{
ψ0(ξ1|x0) + ξ1ψ

′
0(ξ1|x0)

}
− ξ21

2
+ ξ1

y′(ξ1|x0)
Ω2

,

b0(x0) = ξ1

{
ψ0(ξ1|x0)−

ξ21
6

− c0(x0)

}
,

c2(x0) =
1

6
+
a2(x0)

5ξ21

{
3ψ2(ξ1|x0) + ξ1ψ

′
2(ξ1|x0)

}
,

b2(x0) = ξ31

{
a2(x0)ψ2(ξ1|x0) +

ξ21
6

− ξ21c2(x0)

}
,

c4(x0) =
a4(x0)

9ξ41

{
5ψ4(ξ1|x0) + ξ1ψ

′
4(ξ1|x0)

}
,

b4(x0) = ξ51

{
a4(x0)ψ4(ξ1|x0)− c4(x0)ξ

4
1

}
, ξ1 ≡ ξ1(x0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(65)

Ôàêòè÷íî ñèñòåìè ðiâíÿíü (64) i (65) íå ¹ íåçàëå-
æíèìè, áî êîåôiöi¹íòè S2l,2l(x0), S2m,2l(x0), L2l(x0),
D2l(x0) òà I2l(x0) (l ≥ 1) çàëåæàòü âiä ôîðìè ïîâåðõíi
êàðëèêà ξ0(t), ÿêó âèçíà÷à¹ìî ôóíêöiÿìè YI(ξ, θ|x0) i

YII(ξ, θ|x0). Òîìó ñèñòåìó (64), (65) ðîçâ'ÿçó¹ìî iòåðà-
öiéíèì ìåòîäîì. Ó íóëüîâîìó íàáëèæåííi çà ïîâåðõ-
íþ îáåðòîâîãî êàðëèêà ïðèéìà¹ìî ñôåðó ×àíäðàñå-
êàðà (ξ0(t) = ξ1(x0)). Ó öüîìó íàáëèæåííi òiëüêè êî-
åôiöi¹íòè S2l,2l(x0) âiäìiííi âiä íóëÿ, à ñòàëó a(0)2 (x0)
âèçíà÷à¹ìî âèðàçîì

a
(0)
2 (x0) = −

{
6S2,2(x0)

}−1
(66)

= −5

6
ξ21(x0)

{
3ψ2(ξ1|x0) + ξ1ψ

′
2(ξ1|x0)

}−1

i íå çàëåæèòü âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Óñi iíøi ñòàëi
a
(0)
2l (x0) çà l ≥ 2 äîðiâíþþòü íóëåâi. Òàêå íàáëèæåí-
íÿ âiäïîâiäà¹ íàáëèæåííþ Ìiëíà�×àíäðàñåêàðà â òå-
îði¨ ïîëiòðîï i ïðèäàòíå äëÿ ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêî-
ñòåé. Iç ñèñòåìè (65) çíàõîäèìî âiäìiííi âiä íóëÿ ñòàëi
c
(0)
0 (x0), b

(0)
0 (x0), c

(0)
2 (x0), b

(0)
2 (x0). Çíàéäåíi ñòàëi âè-

çíà÷àþòü íóëüîâå íàáëèæåííÿ ôóíêöié Y (0)
I (ξ, θ|x0) i

Y
(0)
II (ξ, θ|x0). Îñêiëüêè ïîâåðõíÿ îáåðòîâîãî êàðëèêà
áëèçüêà äî ïîâåðõíi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ, òî â íàñòó-
ïíié iòåðàöi¨ çà ξ0(t) ïðèéìåìî ïîâåðõíþ òàêîãî åëi-
ïñî¨äà, à éîãî ïîëÿðíèé òà åêâàòîðiàëüíèé ðàäióñè âè-
çíà÷èìî ç óìîâ Y (0)

I (ξ, 0|x0) = 0 òà Y (0)
II (ξ, π/2|x0) = 0

âiäïîâiäíî. Ó òàêîìó íàáëèæåííi êîåôiöi¹íòè I2l(x0),
L2l(x0), D2l(x0) òà S2m,2l(x0) çà l ≥ 1 âæå âiäìiííi âiä
íóëÿ, à êîåôiöi¹íòè S2l,2l(x0) óòî÷íþþòüñÿ. Iç ñèñòåìè
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(64) çíàõîäèìî ñòàëi a(1)2 (x0), a
(1)
4 (x0),. . . , ùî äà¹ çìî-

ãó îäåðæàòè ðîçâ'ÿçêè äëÿ ñòàëèõ b
(1)
2l (x0), c

(1)
2l (x0).

Çíîâó óòî÷íþ¹ìî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ξ0(t) i ò. ä. ßê
ïîêàçóþòü ðîçðàõóíêè, äîñòàòíüî 4�5 iòåðàöié. Ó ðå-

çóëüòàòi çíàõîäèìî ôóíêöi¨ YI(ξ, θ|x0) i YII(ξ, θ|x0),
ó ÿêèõ ôi óðóþòü ñòàëi iíòå ðóâàííÿ, çàëåæíi âiä êó-
òîâî¨ øâèäêîñòi, à òàêîæ ôîðìó ïîâåðõíi îáåðòîâîãî
êàðëèêà, à íå òiëüêè ïîëÿðíó é åêâàòîðiàëüíó âiäñòà-
íi, ÿê ôóíêöi¨ Ω òà x0.

IV. ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÎÁÅÐÒÎÂÈÕ ÊÀÐËÈÊIÂ

Âèçíà÷àþ÷è ïîâåðõíþ îáåðòîâîãî êàðëèêà ç óìîâè Y (ξ, θ|x0) = 0, îäåðæó¹ìî âèðàç äëÿ éîãî îá'¹ìó ÿê
ôóíêöiþ ïàðàìåòðiâ x0 i Ω:

V (x0|Ω) = V (x0|0)δ(x0|Ω), V (x0|0) =
4π

3

(
R0ξ1(x0)

µeε0

)3

,

δ(x0|Ω) =
1∫

0

(
ξ0(t)

ξ1(x0)

)3

dt.

(67)

Ìàñó çîði îá÷èñëþ¹ìî iíòå ðóâàííÿì ãóñòèíè ðå÷îâèíè ρ(r) çà îá'¹ìîì

M(x0|Ω) =
muµe

3π2

(m0c

ℏ

)3

ε30λ
3(x0)

∫
V

(
Y 2(ξ, θ|x0) +

2

ε0
Y (ξ, θ|x0)

)3/2

dξ =
M0

µ2
e

M(x0|Ω),

M(x0|Ω) =
1∫

0

dt

ξ0(t)∫
0

ξ2
[
Y 2(ξ, θ|x0) +

2

ε0
Y (ξ, θ|x0)

]3/2
dξ.

(68)

Ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi îáåðòàííÿ

I(x0|Ω) =
∫
V

ρ(r)r2 sin2 θdr =
M0R

2
0

µ4
e

J̃ (x0|Ω),

J̃ (x0|Ω) =
1

ε20

1∫
0

(1− t2)dt

ξ0(t)∫
0

ξ4
(
Y 2(ξ, θ|x0) +

2

ε0
Y (ξ, θ|x0)

)3/2

dξ.

(69)

Âåëè÷èíà ïðèñêîðåííÿ íà åêâàòîði

ge(x0|Ω) =
GM(x0|Ω)

R2
e

− ω2Re =
GM0

R2
0

{
M(x0|Ω)

ξ2e
− ξe

2
Ω2

}
ε20. (70)

Óìîâà ge(x0|Ω) = 0 âèçíà÷à¹ ìåæó ñòiéêîñòi çîði ùîäî îáåðòàííÿ � ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi
äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó Ωmax(x0).
Ïîâíà åíåð iÿ êàðëèêà äîðiâíþ¹ ñóìi

E(x0|Ω) =W (x0|Ω) + Eêií(x0|Ω) + Eîá(x0|Ω), (71)

äå W (x0|Ω) � åíåð iÿ  ðàâiòàöiéíî¨ âçà¹ìîäi¨, Eêií(x0|Ω) � êiíåòè÷íà åíåð iÿ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè áåç îáåð-
òàííÿ, Eîá(x0|Ω) � åíåð iÿ îáåðòàííÿ êàðëèêà ÿê öiëîãî. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2) åíåð iÿ  ðàâiòàöiéíî¨ âçà¹ìîäi¨

W (x0|Ω) = −E0ε0
2µ3

e

1

(4π)2

∫∫
V

{
Y 2(ξ1, θ1|x0) +

2

ε0
Y (ξ1, θ1|x0)

}3/2

×
{
Y 2(ξ2, θ2|x0) +

2

ε0
Y (ξ2, θ2|x0)

}3/2

|ξ1 − ξ2|−1 dξ1 dξ2,

(72)

äå

E0 = G
M2

0

R0
=

(
3

2

)1/2
1

4π

h3/2c7/2m0

G3/2m3
u

(73)

� ïðèðîäíèé ìàñøòàá åíåð i¨ êàðëèêà.
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Äëÿ ðîçðàõóíêó ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè îá'¹ìíó ãóñòèíó åíåð i¨ çà-
ïèøåìî ó âèãëÿäi

ε(r) =
2

V

∑
p

Epnp(r) =
1

π2ℏ3

pF(r)∫
0

p2
{[

(m0c
2)2 + p2c2

]1/2 −m0c
2
}
dp

=
m4

0c
5

π2ℏ3

x(r)∫
0

η2{(1 + η2)1/2 − 1} dη =
m4

0c
5

3π2ℏ3

{
x3(r)

[√
1 + x2(r)− 1

]
− 1

8
F(x(r))

}
,

(74)

äå np(r) � ëîêàëüíèé ðîçïîäië Ôåðìi, η = pF/m0c, x(r) � ëîêàëüíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó, à ôóí-
êöiÿ F(x) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (1). Êiíåòè÷íó åíåð iþ âñi¹¨ (íåîäíîðiäíî¨) åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè îäåðæó¹ìî
iíòå ðóâàííÿì çà îá'¹ìîì çîði

Eêií(x0|Ω) =
∫
V

ε(r) dr =
E0

ε30µ
3
e

1

4π

∫
V

{
x3(ξ)

[√
1 + x2(ξ)− 1

]
− 1

8
F(x(ξ))

}
dξ, (75)

äå çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (15)

x(ξ) = ε0

{
Y 2(ξ, θ) +

2

ε0
Y (ξ, θ)

}1/2

. (76)

�ðàâiòàöiéíó åíåð iþ W (x0|Ω) òåæ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äâîêðàòíîãî iíòå ðàëà, ÿê i Eêií(x0|Ω), ÿêùî
âèêîðèñòàòè iíòå ðàëüíó ôîðìó ðiâíÿííÿ (41). Çãiäíî ç öèì ðiâíÿííÿì òà îçíà÷åííÿì ÿäðà (34)

1

4π

∫
V

{
Y 2(ξ2, θ2) +

2

ε0
Y (ξ2, θ2)

}3/2

|ξ1 − ξ2|−1 dξ2 = Y (ξ1, θ1)− 1− ξ21Ω
2

6

(
1− P2(t1)

)
+ C(x0|Ω), (77)

äå

C(x0|Ω) =
1

4π

∫
V

{
Y 2(ξ, θ) +

2

ε0
Y (ξ, θ)

}3/2
dξ

ξ
. (78)

Ñïiââiäíîøåííÿ (77), (78) äîçâîëÿþòü âèðàçèòè W (x0|Ω) ÷åðåç äâîêðàòíi iíòå ðàëè:

W (x0|Ω) = −E0ε0
2µ3

e

1

4π

∫ {
Y 2(ξ, θ) +

2

ε0
Y (ξ, θ)

}3/2 {
Y (ξ, θ)− ξ2Ω2

6

(
1− P2(t)

)
− 1 + C(x0|Ω)

}
dξ

= −E0ε0
2µ3

e

{
1

4π

∫
Y (ξ, θ)

[
Y 2(ξ, θ) +

2

ε0
Y (ξ, θ)

]3/2
dξ + [C(x0|Ω)− 1]M(x0|Ω)−

Ω2

2
J̃ (x0|Ω)ε20

}
.

(79)

Åíåð iÿ îáåðòàííÿ çîði ÿê öiëîãî

Eîá(x0|Ω) =
I(x0|Ω)ω2

2
=
E0

µ3
e

Ω2

4
J̃ (x0|Ω)ε30. (80)

Ïîâíó åíåð iþ îáåðòîâîãî êàðëèêà ìîæíà ïîäàòè òàê:

E(x0|Ω) =
E0

µ3
e

{
ε0
16π

∫
Y (ξ, θ)

{
Y 2(ξ, θ) +

2

ε0
Y (ξ, θ)

}3/2

dξ

− ε0
2

[
C(x0|Ω)− 1

]
M(x0|Ω)−

M(x0|Ω)
4

+
ε30
2
Ω2J̃ (x0|Ω)

+
3

32π

∫ [
(1 + ε0Y (ξ, θ))

(
Y 2(ξ, θ) +

2

ε0
Y (ξ, θ)

)1/2
1

ε20

− 1

ε30
ln

[
1 + ε0Y (ξ, θ) + ε0

(
Y 2(ξ, θ) +

2

ε0
Y (ξ, θ)

)1/2]]
dξ

}
=
E0

µ3
e

ε(x0|Ω).

(81)
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Çà âiäñóòíîñòi îáåðòàííÿ ç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ îäåðæó¹ìî ïîâíó åíåð iþ êàðëèêà â ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (46) çà ξ = ξ1(x0), çíàõîäèìî, ùî

C(x0) ≡ C(x0|0) =
M(x0)

2ξ1(x0)
+ 1, (82)

÷åðåç òå

E(x0|0) =
E0

µ3
e

{
−M(x0)

4
− M2(x0)ε0

2ξ1(x0)
+
ε0
4

ξ1(x0)∫
0

ξ2y(ξ)

(
y2(ξ) +

2

ε0
y(ξ)

)3/2

dξ

+
3

8ε20

ξ1(x0)∫
0

ξ2(1 + ε0y(ξ))

(
y2(ξ) +

2

ε0
y(ξ)

)1/2

dξ

− 3

8ε30

ξ1(x0)∫
0

ξ2 ln

[
1 + ε0y(ξ) + ε0

(
y2(ξ) +

2

ε0
y(ξ)

)1/2
]
dξ

}
,

(83)

äå M(x0) ≡ M(x0|0). Ôóíêöiÿ E(x0|0) ¹ âiä'¹ìíîþ
ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðà x0 ç àñèì-
ïòîòèêîþ

E(x0|0) ⇒
x0≫1

−Ne(x0)m0c
2, (84)

äå

Ne(x0) =
M(x0)

muµe
, (85)

âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ ó êàðëèêó.

V. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÐÎÇÐÀÕÓÍÊIÂ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÊÀÐËÈÊÀ Â ÌÎÄÅËI

Ç ÎÑÜÎÂÈÌ ÎÁÅÐÒÀÍÍßÌ

Íà îñíîâi ðîçâ'ÿçêiâ (35) i (39) ìè âèêîíàëè ðîçðà-
õóíêè õàðàêòåðèñòèê ìîäåëi ç îñüîâèì îáåðòàííÿì â
äiëÿíöi ïàðàìåòðiâ 1 ≤ x0 ≤ 24, 0 ≤ Ω < Ωmax(x0). Ó
ðîçêëàäi (35) âðàõîâóâàíî äîäàíêè, ïðîïîðöiéíi P2(t)
i P4(t). Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî â òàáëèöÿõ Äî-
äàòêó. Òàáë. 1 iëþñòðó¹ çàëåæíiñòü ñòàëî¨ iíòå ðóâà-
ííÿ a2(x0) âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Âîíà âiä'¹ìíà, ìà¹
ñëàáêó çàëåæíiñòü âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi, àëå ñóòò¹âî
çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó x0. Ñòàëà a4(x0)
¹ äîäàòíîþ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ êóòî-
âî¨ øâèäêîñòi, äóæå ìàëîþ â äiëÿíöi ìàëèõ êóòîâèõ
øâèäêîñòåé, à çíà÷åííÿ ïîðÿäêó îäèíèöi ïðèéìà¹ ëè-
øå çà äîñèòü âåëèêèõ Ω i íåâåëèêèõ çíà÷åíü x0 (äèâ.
òàáë. 2).
Ó òàáë. 3 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó ìàñè êàð-

ëèêà â îäèíèöÿõ M0/µ
2
e äëÿ çíà÷åíü 2 ≤ x0 ≤ 24 ç

êðîêîì ∆x0 = 2 ó âñié äiëÿíöi çìiíè êóòîâî¨ øâèä-
êîñòi äëÿ çàäàíîãî x0. Ìàñà ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ
ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðiâ x0 i Ω. Ó Ω = 0 âîíà ìà¹ àñèì-
ïòîòèêó 2.01824 . . . çà x0 ≫ 1. ßê âèäíî ç òàáë. 3, çà
x0 = 24 â îêîëi Ωmax(x0) ìàñà äîðiâíþ¹ 2.07972 . . . ,
òàê ùî âiäíîñíå çáiëüøåííÿ ¨¨ çà ðàõóíîê îáåðòàí-
íÿ áëèçüêå äî 4%. Îäíàê ìàêñèìàëüíîãî âiäíîñíîãî
çáiëüøåííÿ ìàñè ïiä âïëèâîì îáåðòàííÿ äîñÿãà¹ìî çà

ìàëèõ çíà÷åíü x0, ùî âiäïîâiäà¹ êàðëèêàì íåâåëèêèõ
i ïðîìiæíèõ ìàñ: çà x0 = 2 ìàêñèìàëüíå çáiëüøåííÿ
ìàñè ñòàíîâèòü 10%, çà x0 = 10 âîíî äîðiâíþ¹ 5% i
ò. ä. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îáìåæåííÿ íà ìàêñèìàëü-
íó ìàñó âèçíà÷à¹òüñÿ âåëè÷èíîþ êóòîâî¨ øâèäêîñòi
Ωmax(x0) çà x0 ≫ 1, êîëè ìàêñèìàëüíà ìàñà ìîæå ïå-
ðåâèùóâàòè ìåæó ×àíäðàñåêàðà ïðèáëèçíî íà 4%.
Ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi îáåðòàííÿ â îäèíèöÿõ

M0R
2
0/µ

4
e (òàáë. 4) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ ïà-

ðàìåòðà x0 i ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ êóòî-
âî¨ øâèäêîñòi. Âiäíîñíå çáiëüøåííÿ éîãî ïiä âïëèâîì
îáåðòàííÿ äîðiâíþ¹ áëèçüêî 30% çà x0 = 2; 20% çà
x0 = 10; 15% çà x0 = 20 çà Ωmax(x0).
Áåçðîçìiðíi çíà÷åííÿ åêâàòîðiàëüíîãî é ïîëÿðíî-

ãî ðàäióñiâ ó øêàëi λ(x0) = R0[µeε0(x0)]
−1 íàâåäåíî

â òàáë. 5 i 6. Òîìó ξe(x0,Ω) i ξp(x0,Ω) ¹ ìîíîòîí-
íî çðîñòàþ÷èìè ôóíêöiÿìè ïàðàìåòðà x0. Ïðè öüî-
ìó ξe(x0,Ω) � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ Ω, à
ξp(x0,Ω) � ìîíîòîííî ñïàäíà. Ó øêàëi R0 çíà÷åííÿ
áåçðîçìiðíèõ ðàäióñiâ ξe(p)(x0,Ω) · [µeε0(x0)]

−1 � ìî-
íîòîííî çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà x0 çà x0 <

√
3,

i ìîíîòîííî ñïàäíi â äiëÿíöi x0 >
√
3. Ìåæó ïîäiëó

äiëÿíîê ïàðàìåòðà x0 âèçíà÷à¹ìî óìîâîþ ε0(x0) = 1.
Ó òàáë. 7 ïîäàíî çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi

ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ íà åêâàòîði êàðëèêà â
îäèíèöÿõ GM0/R

2
0 çãiäíî ç ôîðìóëîþ (70). ßê âèäíî

ç òàáëèöi, ge(x0,Ω) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi-
¹þ ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó x0 i ìîíîòîííî ñïàäíîþ
ôóíêöi¹þ êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω. Ìàêñèìàëüíå çíà÷å-
ííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ωmax(x0) âèçíà÷à¹ìî ç óìîâè
ge(x0,Ωmax(x0)) = 0.
Ìè âïåðøå ðîçðàõóâàëè çàëåæíiñòü ïîâíî¨ åíåð i¨

êàðëèêà âiä ïàðàìåòðiâ x0 i Ω. Áåçðîçìiðíà åíåð iÿ
(â îäèíèöÿõ GM2

0 [R0µ
3
e]

−1) ïîêàçàíà â òàáë. 8. Âîíà
¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ âiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðiâ
ìîäåëi. ßê âèäíî ç òàáëèöi, âiäíîñíà çìiíà åíåð i¨ ïiä
âïëèâîì îáåðòàííÿ çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì ïà-
ðàìåòðà x0: çà x0 = 2 âîíà ñòàíîâèòü áëèçüêî 14%,
à çà x0 = 24 ëèøå 11%. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî åíåð iÿ
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íàáàãàòî ÷óòëèâiøà äî âïëèâó îáåðòàííÿ, íiæ ìàñà.
ßê âèäíî ç òàáëèöü, çà ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðà-

ìåòðà ðåëÿòèâiçìó çðîñòà¹ çàëåæíiñòü õàðàêòåðèñòèê
êàðëèêà âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi â îêîëi ¨¨ ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åííÿ. ×åðåç òå íàéáiëüøi çíà÷åííÿ Ω, ïîäà-
íi â òàáëèöÿõ, ôàêòè÷íî ¹ äåùî ìåíøèìè âiä ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åííÿ äëÿ çàäàíîãî x0. Íàéñèëüíiøó çà-
ëåæíiñòü ìà¹ ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ íà åêâà-
òîði. Åêñòðàïîëþþ÷è îäåðæàíó çàëåæíiñòü ge(x0|Ω)
äî íóëüîâîãî çíà÷åííÿ, îäåðæó¹ìî ìàêñèìàëüíi çíà-
÷åííÿ áåçðîçìiðíî¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ωmax(x0), íà-
âåäåíi â òàáë. 9. Òàì æå ïîäàíî òàêîæ ìàêñèìàëüíi
çíà÷åííÿ ñïîñòåðåæóâàíî¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi çãiäíî ç
ôîðìóëîþ (17)(

2

µe

)1/2

ωmax(x0) = Ωmax(x0)

(
m0

mu

)1/2
c

R0
ε
3/2
0 (x0),

(86)
äå c � øâèäêiñòü ñâiòëà.
Ó ðîáîòi [22] ÷èñåëüíèì ìåòîäîì ðîçðàõîâàíî õàðà-

êòåðèñòèêè êàðëèêiâ ìàëèõ i ïðîìiæíèõ ìàñ (ìàñà,
åêâàòîðiàëüíèé òà ïîëÿðíèé ðàäióñè, ïðèñêîðåííÿ íà
åêâàòîði, ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñåé êîîðäèíàò) ëè-
øå äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ç äiëÿíêè

0 ≤ x0 ≤ 6.245 . . . , 0 ≤ Ω < Ωmax(x0), (87)

ùî âiäïîâiäà¹ êàðëèêàì iç ìàëèìè é ïðîìiæíèìè ìà-
ñàìè. Âiäõèëåííÿ çíà÷åíü, ÿêi ðîçðàõóâàëè ìè, âiä ðå-
çóëüòàòiâ ðîáîòè [22] çà ìàëèõ çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèä-
êîñòi äóæå ìàëi. Ó äiëÿíöi 0 ≤ Ω < 0.5Ωmax(x0)
âiäõèëåííÿ ìåíøi âiä 1% äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìå-
òðà x0. Çi çáiëüøåííÿì x0 âiäõèëåííÿ çìåíøó¹òüñÿ:
çà x0 = 4.359 âiäõèëåííÿ çíà÷åíü ìàñè ìåíøå âiä 1%;
çà x0 = 6.245 âiäíîñíå âiäõèëåííÿ ìàñè çà Ωmax(x0)
ñòàíîâèòü 0.25%, à âiäõèëåííÿ åêâàòîðiàëüíîãî ðàäi-
óñà ïðè öüîìó x0 ìåíøå âiä 1%.

VI. ÓÐÀÕÓÂÀÍÍß ÌIÆ×ÀÑÒÈÍÊÎÂÈÕ
ÂÇÀ�ÌÎÄIÉ

Ðîëü ìiæ÷àñòèíêîâèõ êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié íàëå-
æèòü äî íàéìåíø äîñëiäæåíèõ ïèòàíü ó òåîði¨ âèðî-
äæåíèõ êàðëèêiâ. Õî÷à âîíè ìàþòü äóæå ïðîñòó åëå-
êòðîííó ñòðóêòóðó, ïîáóäîâà ðiâíÿííÿ ñòàíó óñêëà-
äíþ¹òüñÿ òèì, ùî çàâäÿêè âèñîêèì ãóñòèíàì ðå÷îâè-
íè åëåêòðîííà ïiäñèñòåìà êàðëèêà ¹ ðåëÿòèâiñòñüêîþ.
Ó äðóãié ïîëîâèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ áóëè çàïðîïîíî-
âàíi íàáëèæåíi ìåòîäè ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê ìî-
äåëi åëåêòðîííî¨ ðiäèíè � åëåêòðîíåéòðàëüíî¨ îäíî-
ðiäíî¨ ìîäåëi Ne âçà¹ìîäiéíèõ íåðåëÿòèâiñòñüêèõ åëå-
êòðîíiâ íà ôîíi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíîãî ïîçèòèâíî-
ãî çàðÿäó â îá'¹ìi V â äiëÿíöi ãóñòèí, ùî âiäïîâiä-
àþòü ðåàëüíèì ìåòàëàì çà íóëüîâîãî òèñêó. Îäèí iç
öèõ ìåòîäiâ � òàê çâàíèé áàçèñíèé ïiäõiä, ùî  ðóí-
òó¹òüñÿ íà ïiäñóìîâóâàííi áåçìåæíèõ ðÿäiâ äiàãðàì
òåîði¨ çáóðåíü, ïîáóäîâàíèõ íà äâî-, òðè- i ÷îòèðè÷à-
ñòèíêîâèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöiÿõ iäåàëüíî¨ âèðîäæå-
íî¨ ìîäåëi åëåêòðîíiâ [28, 29]. Öåé ïiäõiä áóâ óçàãàëü-
íåíèé íà ðåëÿòèâiñòñüêèé âèðîäæåíèé åëåêòðîííèé

ãàç ó ðîáîòàõ [30, 31]. Åíåð iÿ îñíîâíîãî ñòàíó ïðî-
ñòîðîâî îäíîðiäíî¨ åëåêòðîí-ÿäåðíî¨ ìîäåëi ç ðåëÿòè-
âiñòñüêîþ ïîâíiñòþ âèðîäæåíîþ åëåêòðîííîþ ïiäñè-
ñòåìîþ ìà¹ òàêå çîáðàæåííÿ:

E = Ee + E1 + E2. (88)

Òóò Ee � åíåð iÿ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè,

E1 =
z2

2V

∑
q̸=0

Vq
{
SqS−q −Nn

}
− (89)

åíåð iÿ âçà¹ìîäi¨ òî÷êîâèõ ÿäåð íà ôîíi îäíîðiäíîãî
ðîçïîäiëåíîãî íå àòèâíîãî çàðÿäó, äå Vq = 4πe2/q2,

Nn = Nez
−1 � êiëüêiñòü ÿäåð, Sq =

Nn∑
j=1

exp{i[q,Rj ]}

� ñòðóêòóðíèé ôàêòîð ÿäåðíî¨ ïiäñèñòåìè,

E2 = −
∑
n≥2

zn

V nn!

∑
q1,...,qn ̸=0

(90)

× Vq1
. . . Vqn

Sq1
. . . Sqn

µn(q1, . . . ,qn)δq1+...+qn,0

� âíåñîê åëåêòðîí-ÿäåðíèõ âçà¹ìîäié, ó ÿêîìó
µn(q1, . . . ,qn) � n-÷àñòèíêîâi ñòàòè÷íi êîðåëÿöiéíi
ôóíêöi¨ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè â iìïóëüñíîìó çîáðà-
æåííi. Ó òåîði¨ ìåòàëiâ E2 íàçèâàþòü åíåð i¹þ çîííî¨
ñòðóêòóðè. Âåëè÷èíó E1 ìîæíà çàïèñàòè òàê:

E1 = −1

2
Nem0c

2η−1dα0z
2/3x, (91)

äå α0 = e2/ℏc � ñòàëà òîíêî¨ ñòðóêòóðè, η =
(9π/4)1/3, x � ïàðàìåòð ðåëÿòèâiçìó, à çíà÷åííÿ êîå-
ôiöi¹íòà d çàëåæèòü âiä ïðîñòîðîâîãî ðîçïîäiëó ÿäåð:
äëÿ  ðàòêè Âi íåðà�Çåéòöÿ [32] d = 1.8; äëÿ ïðîñòî-
ðîâî¨ êóái÷íî¨  ðàòêè d = 1.760; äëÿ ãåêñàãîíàëüíî¨
ùiëüíî óïàêîâàíî¨ d = 1.79168; äëÿ êóái÷íèõ ãðà-
íîöåíòðîâàíî¨ òà îá'¹ìîöåíòðîâàíî¨ d = 1.79186 òà
1.79172 âiäïîâiäíî [33, 34].
Åíåð iþ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè òðàäèöiéíî çàïè-

ñó¹ìî òàê:

Ee = E(0)
e + EHF + Ecor, (92)

äå

E(0)
e = Nem0c

2E(x),

E(x) = (2x)−3
{
3x(1 + x2)1/2(1 + 2x2)

− 8x3 − 3 ln[x+ (1 + x2)1/2]
} (93)

¹ åíåð i¹þ iäåàëüíî¨ ìîäåëi åëåêòðîíiâ,

EHF = − 3

4π
Neα0m0c

2x (94)

� âíåñîê ìiæåëåêòðîííèõ âçà¹ìîäié ó ïåðøîìó ïî-
ðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü (âíåñîê iäåàëüíèõ êîðåëÿöié).
Êîðåëÿöiéíó åíåð iþ (âíåñîê íåiäåàëüíèõ êîðåëÿöié)
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ìîæíà àïðîêñèìóâàòè òàêèì âèðàçîì [35]:

Ecor = Nem0c
2α2

0Ecor(x),

Ecor(x) = −b0
2

x∫
0

b1a+ t1/2

t3/2 + tb1a+ t1/2b2a2 + b3a3

× 1 + a1t+ a2t
2

1 + d0t
dt,

a = (α0η)
1/2, a1 = 2.25328, a2 = 4.87991, d0 = 0.92402,

b0 = 0.062181, b1 = 9.81379, b2 = 2.82214, b3 = 0.69699.

(95)

Çà a1 = a2 = d0 = 0 âèðàç (95) çáiãà¹òüñÿ ç êîðåëÿöié-
íîþ åíåð i¹þ íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ âèðîäæåíî¨ åëåêòðîí-
íî¨ ðiäèíè [36].
Äëÿ ïðîñòî¨ êóái÷íî¨  ðàòêè ÿäåð i â íàáëèæåííi

äâîåëåêòðîííèõ êîðåëÿöié äîäàíîê (90) àïðîêñèìó¹-
ìî âèðàçîì [35]

E2 = Nem0c
2α2

0z
4/3E2(x|z),

E2(x|z) = −z1/6{c0 + c1x+ c2x
2}{1 + d1x}−1

(96)

çà c0 = 0.10582, c1 = 0.11136, c2 = 0.15535, d1 =
1.29493. ßê âèäíî ç ôîðìóë (94)�(96), óñi âíåñêè, çó-
ìîâëåíi âçà¹ìîäi¹þ, âiä'¹ìíi, à çà x ≫ 1 âîíè ïðî-
ïîðöiéíi äî ïàðàìåòðà íåiäåàëüíîñòi. Âíåñêè ïåðøîãî
ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü (EHF i E1) ïðîïîðöiéíi α0, à
êîðåëÿöiéíi âíåñêè ïðîïîðöiéíi α2

0 i âèùèì ñòåïåíÿì
ñòàëî¨ òîíêî¨ ñòðóêòóðè.

Ñïiââiäíîøåííÿ P = −dE/dV äà¹ çìîãó çàïèñà-
òè ðiâíÿííÿ ñòàíó îäíîðiäíî¨ íåiäåàëüíî¨ åëåêòðîí-
ÿäåðíî¨ ìîäåëi òàê:

P (x|z) = πm4
0c

5

3h3
{
F(x)− f(x|z)

}
,

f(x|z) = α0

{
2

π
+

4d

3η
z2/3

}
x4

− 8

3
α2
0

{
dEcor(x)
dx

+ z4/3
dE2(x|z)
dx

}
x4.

(97)

Ïîõiäíi dEcor(x)/dx i dE2(x|z)/dx ¹ âiä'¹ìíèìè, òîìó
ôóíêöiÿ f(x|z) äîäàòíà, ÷åðåç òå âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷à-
ñòèíêàìè çìåíøóþòü âíóòðiøíié òèñê. Óïåðøå âíå-
ñêè ìiæ÷àñòèíêîâèõ âçà¹ìîäié äî ðiâíÿííÿ ñòàíó íà-
áëèæåíî áóëè îá÷èñëåíi â ðîáîòi [37]. Ïðè öüîìó âíå-
ñêè Ecor(x) i E2(x|z) ðîçðàõîâóâàëè äëÿ íåðåëÿòèâiñò-
ñüêî¨ ìîäåëi: Ecor(x) � ó íàáëèæåííi õàîòè÷íèõ ôàç
[32], à E2(x|z) � ó íàáëèæåííi Òîìàñà�Ôåðìi [38].

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî âïëèâè îáåðòàííÿ é ìiæ÷à-
ñòèíêîâèõ âçà¹ìîäié äî ïåâíî¨ ìiðè êîìïåíñóþòüñÿ,
îáèäâà öi ôàêòîðè ìîæíà âðàõîâóâàòè çà òåîði¹þ çáó-
ðåíü. Ó ìîäåëi áåç îáåðòàííÿ, àëå ç êóëîíiâñüêèìè
âçà¹ìîäiÿìè ôi óðóþòü òðè ïàðàìåòðè: x0, µe i z. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ ñòàíó (97) ó ëîêàëüíîìó íà-
áëèæåííi, äëÿ öi¹¨ ìîäåëi îäåðæó¹ìî òàêèé àíàëîã
ðiâíÿííÿ (5):

∆ξy(ξ|z|x0) = −
{
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

}3/2

+ L̂y(ξ|z|x0),

L̂y(ξ|z|x0) = φ1(ξ|z)∆ξ

[
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

]1/2
+ φ2(ξ|z)

{
d

dξ

[
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

]1/2}2

.

(98)

Òóò âèêîðèñòàíî òi ñàìi áåçðîçìiðíi çìiííi, ùî é ó ðiâíÿííi (5) i ââåäåíî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

φ1(ξ|z) =
1

8x3
df(x|z)
dx

, φ2(ξ|z) =
ε0
8

d

dx

{
1

x3
df(x|z)
dx

}
,

x ≡ x(ξ) = ε0

(
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

)1/2

.

(99)

Ðiâíÿííÿ (98) çàäîâîëüíÿ¹ òi ñàìi ãðàíè÷íi óìîâè, ùî é ðiâíÿííÿ (5). Êîðiíü ðiâíÿííÿ y(ξ|z|x0) = 0 âèçíà÷à¹
ξ1(x0|z) � áåçðîçìiðíèé ðàäióñ çîði â øêàëi λ(x0), òîìó âèðàçè äëÿ ðàäióñà é ìàñè ¹ àíàëîãàìè ñïiââiäíîøåíü
(6) i (7):

R(x0|µe|z) =
R0

µeε0
ξ1(x0|z), M(x0|µe|z) =

M0

µ2
e

M(x0|z),

M(x0|z) =
ξ1(x0|z)∫

0

{
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

}3/2

ξ2 dξ.

(100)
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Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (98) çíàéäåíî ÷èñåëüíèì iíòå-
 ðóâàííÿì äëÿ îáëàñòi ïàðàìåòðiâ 1 ≤ x0 ≤ 30 ïðè
z = 2; 6; 12; 26.
Çàëåæíiñòü áåçðîçìiðíî¨ ìàñè M(x0|z) i áåçðîçìið-

íîãî ðàäióñà ξ1(x0|z) âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi íàâåäåíî
â òàáë. 10. ßê âèäíî ç òàáëèöi, âiäíîñíå çìåíøåííÿ
ìàñè çà ðàõóíîê âçà¹ìîäié ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóí-
êöi¹þ x0 i ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ çàðÿäó z.
Ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ìàñè çà x0 ≫ 1 çàëåæèòü âiä õiìi-
÷íîãî âìiñòó, íà âiäìiíó âiä ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà, i ¹
áëèçüêèì äî 1.4287M⊙ çà z = 2; 1.4114M⊙ çà z = 6;
1.3918M⊙ çà z = 12 i µe = 2.0.
Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà x0 ðiâíÿííÿ

(98) ìîæíà ñïðîñòèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåí-
íÿ äëÿ äîäàíêà L̂y(ξ|z|x0), à ñàìå ââîäÿ÷è çàìiíó{
y2(ξ|z|x0) + 2/ε0 y(ξ|z|x0)

}1/2 → y(ξ|z|x0) i ïîêëàäà-
þ÷è φ2(ξ|z) = 0. Ñïðàâäi, çà âåëèêèõ çíà÷åíü ïàðà-
ìåòðà ðåëÿòèâiçìó x−3df(x|z)/dx ïðÿìó¹ äî ñòàëî¨, ó
çâ'ÿçêó ç ÷èì φ2(ξ|z) ¹ ìàëîþ âåëè÷èíîþ. Âèêîíàéìî
òàêîæ çàìiíó φ1(ξ|z) → φ1(x0|z) ≡ φ1(0|z), áî â ëi-
íiéíîìó íàáëèæåííi çà α0 âåëè÷èíà φ1(ξ|z) äîðiâíþ¹
ñòàëié 3/8α0

{
2/π+4d/(3η)z2/3

}
. Ó öüîìó íàáëèæåííi

ðiâíÿííÿ (98) çâîäèòüñÿ äî òàêîãî âèãëÿäó:

(1− φ1(x0|z))∆ξy(ξ|z|x0)

= −
{
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

}3/2

. (101)

Ïåðåõîäÿ÷è âiä çìiííî¨ ξ äî çìiííî¨ η çà ñïiââiäíîøå-

ííÿì ξ = kη çà k = {1 − φ1(x0|z)}1/2, ðiâíÿííÿ (101)
çàïèøiìî òàê:

∆ηy(kη|z|x0)

= −
{
y2(kη|z|x0) +

2

ε0
y(kη|z|x0)

}3/2

. (102)

Îñêiëüêè îäåðæàíå ðiâíÿííÿ çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì
(5), òî y(kη|z|x0) = y(η|x0), äå y(η|x0) � ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (5). Ç óìîâè y(η|x0) = 0 îäåðæó¹ìî áåçðîçìið-
íèé ðàäióñ çîði η1(x0) = ξ1(x0). Ç óìîâè y(ξ|z|x0) = 0
îòðèìó¹ìî ðàäióñ ξ1(x0|z) = kξ1(x0). Ìàñà é ðàäióñ
êàðëèêà, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ðiâíîâàãè â íàáëè-
æåííi (101), âèçíà÷à¹ìî ñïiââiäíîøåííÿìè

M(x0|µe|z) =
M0

µ2
e

k3M(x0),

R(x0|µe|z) = k
R0ξ1(x0)

µeε0(x0)
,

(103)

äå M(x0) i ξ1(x0) âiäïîâiäàþòü ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà,
à k ≡ k(x0|z).
Çãiäíî ç ôîðìóëàìè (88), (92)�(96) îá'¹ìíà ãóñòèíà

íå ðàâiòàöiéíî¨ åíåð i¨ îäíîðiäíî¨ åëåêòðîí-ÿäåðíî¨
ìîäåëi (êiíåòè÷íà åíåð iÿ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè +
åíåð iÿ êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié)

E

V
= m0c

2

{
E(x)− α0

[
3

4π
+
z2/3d

2η

]
x+ α2

0[Ecor(x) + z4/3E2(x|z)] + . . .

}
x3

(m0c)
3

3ℏ3
. (104)

Ùîá çíàéòè íå ðàâiòàöiéíó åíåð iþ â ìîäåëi êàðëèêà, ùî òóò ðîçãëÿäà¹ìî, çàìiíiìî x íà x(r) ó ôîðìóëi (104)
i ïðîiíòå ðóéìî çà îá'¹ìîì çîði

E(x0|µe|z) =
E0

µ3
eε

3
0

ξ1(x0|z)∫
0

ξ2
{
3

8
x[1 + x2]1/2(1 + 2x2)− x3 − 3

8
ln(x+ [1 + x2]1/2)

− α0

[
3

4π
+
z2/3d

2η

]
x4 + α2

0[Ecor(x) + z4/3E2(x|z)]x3
}
dξ,

(105)

äå

x ≡ x(ξ) ≡ ε0

{
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

}1/2

. (106)

Ó íàáëèæåííi (101) âèðàç (105) íàáóâà¹ âèãëÿäó

E(x0|µe|z) =
E0

µ3
eε

3
0

k5
ξ1(x0)∫
0

ξ2
{
3

8
x[1 + x2]1/2(1 + 2x2)− x3 − 3

8
ln(x+ [1 + x2]1/2)

}
dξ, (107)

äå

x = ε0

{
y2(ξ|x0) +

2

ε0
y(ξ|x0)

}1/2

. (108)

Äëÿ  ðàâiòàöiéíî¨ åíåð i¨ íàâåäåìî âèðàç ó íàáëèæåííi (101),

W (x0|µe|z) = −3

8

E0

µ3
eε

3
0

k5
ξ1(x0)∫
0

F(x)ξ2 dξ, (109)
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ó ÿêîìó x âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (108). Ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi îáåðòàííÿ

I(x0|µe|z) =
2

3

M0R
2
0

µ4
eε

2
0

ξ1(x0|z)∫
0

ξ4
{
y2(ξ|z|x0) +

2

ε0
y(ξ|z|x0)

}3/2

dξ, (110)

à â íàáëèæåííi (101)

I(x0|µe|z) =
2

3

M0R
2
0

µ4
eε

2
0

k5
ξ1(x0)∫
0

ξ4
{
y2(ξ|x0) +

2

ε0
y(ξ|x0)

}3/2

dξ. (111)

Çi ñïiââiäíîøåíü (103), (107), (111) âèïëèâà¹, ùî êó-
ëîíiâñüêi âçà¹ìîäi¨ ñïðè÷èíÿþòü çìåíøåííÿ êiíåòè-
÷íî¨ åíåð i¨ åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè, à òàêîæ ìîäóëÿ
 ðàâiòàöiéíî¨ åíåð i¨, ìîìåíòó iíåðöi¨ i ò. ä. Îñêiëüêè
k � ôóíêöiÿ ïàðàìåòðiâ x0 i z, òî âñi õàðàêòåðèñòèêè
êàðëèêà ¹ ôóíêöiÿìè òðüîõ áåçðîçìiðíèõ ïàðàìåòðiâ
ìîäåëi.

Çâè÷àéíî, íàáëèæåííÿ (101) âíîñèòü ïîõèáêè â ðîç-
ðàõóíîê õàðàêòåðèñòèê êàðëèêà, àëå âîíè ìàëi. Ïî-
ðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ ìàñè, ðîçðàõîâàíi çà ñïiââiäíîøå-
ííÿìè (103), iç çíà÷åííÿìè ç òàáë. 10, áà÷èìî, ùî çà
x0 = 5 ïîõèáêà äîðiâíþ¹ 0.12% çà z = 2; 0.25% çà
z = 6; 0.35% çà z = 12; çà x0 = 10 ìà¹ìî âiäïîâiäíî
0.03%, 0.06%, 0.08%. Ïîõèáêà ó âèçíà÷åííi ðàäióñà çà
x0 = 5 äîðiâíþ¹ 0.6% çà z = 2; 0.9% çà z = 6 i 1.2%
çà z = 12. Çà x0 = 10 ìà¹ìî, âiäïîâiäíî, 0.3%, 0.5%,
0.66%.

À. Ìîäåëü ç îáåðòàííÿì i êóëîíiâñüêèìè
âçà¹ìîäiÿìè

Ó áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ (15) ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ìî-
äåëi ç îñüîâèì îáåðòàííÿì i ìiæ÷àñòèíêîâèìè âçà¹ìî-
äiÿìè â íàáëèæåííi (101) íàáóâà¹ âèãëÿäó

[1− φ1(x0, z)]∆ξ,θY (ξ, θ|x0|z)

= Ω2 −
{
Y 2(ξ, θ|x0|z) +

2

ε0
Y (ξ, θ|x0|z)

}3/2

. (112)

Ïåðåõîäÿ÷è âiä çìiííî¨ ξ äî çìiííî¨ η i âðàõîâóþ-
÷è, ùî Y (kη, θ|x0|z) = Y (η, θ|x0), çâåäåìî ðiâíÿííÿ
(112) äî ôîðìè (16), ó ÿêîìó ïîòðiáíî çðîáèòè çàìiíó
ξ → η. Òàêó æ çàìiíó òðåáà âèêîíàòè â óñiõ íàñòóïíèõ
ôîðìóëàõ ðîçäiëiâ 2 i 3. Ùîá îäåðæàòè çíà÷åííÿ õà-
ðàêòåðèñòèê êàðëèêà â ìîäåëi ç îñüîâèì îáåðòàííÿì
i êóëîíiâñüêèìè âçà¹ìîäiÿìè, ïîòðiáíî ïåðåíîðìóâà-
òè äàíi òàáë. 3�8, à ñàìå: çíà÷åííÿ ðàäióñiâ ξe(x0,Ω)
òà ξp(x0,Ω) i ïðèñêîðåííÿ íà åêâàòîði ïîìíîæèòè íà
k, çíà÷åííÿ ìàñè M(x0,Ω) ïîìíîæèòè íà k3, çíà÷å-
ííÿ ìîìåíòó iíåðöi¨ J̃ (x0,Ω) i åíåð i¨ |ε(x0,Ω)| � íà
k5. Êóòîâà øâèäêiñòü Ω ïåðåíîðìóâàííþ íå ïiäëÿãà¹.
Çíà÷åííÿ ìíîæíèêà k ≡ k(x0|z) ÿê ôóíêöi¨ ïàðàìå-
òðiâ x0 i z íàâåäåíî â òàáë. 11.

VII. ÎÁÃÎÂÎÐÅÍÍß ÐÅÇÓËÜÒÀÒIÂ
I ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Îñüîâå îáåðòàííÿ êàðëèêiâ ¹ àòðèáóòîì ¨õíüîãî
iñíóâàííÿ. Ïðèéíÿòî ââàæàòè, ùî âïëèâ îáåð-
òàííÿ íåâåëèêèé, áî âiäíîøåííÿ åíåð i¨ îáåðòà-
ííÿ äî ìîäóëÿ  ðàâiòàöiéíî¨ åíåð i¨ ¹ ìàëîþ âå-
ëè÷èíîþ [26]. Îäíàê öåé êðèòåðié íå ñòðîãèé.
Ñïðàâà â òîìó, ùî êiíåòè÷íà åíåð iÿ åëåêòðîí-
íî¨ ïiäñèñòåìè òà  ðàâiòàöiéíà åíåð iÿ ÿäåðíî¨
ïiäñèñòåìè çíà÷íîþ ìiðîþ âçà¹ìíî êîìïåíñóþ-
òüñÿ, à ¨õíÿ àë åáðà¨÷íà ñóìà � ìàëà âåëè÷è-
íà. Öå ÷iòêî âèäíî ç àñèìïòîòèêè çà x0 ≫ 1,
êîëè Eêií ∼ E0µ

−3
e x0 + . . . , W ∼ −E0µ

−3
e x0 +

. . . , à ¨õíÿ ñóìà â öié ãðàíèöi âiä x0 íå çàëå-
æèòü. Òîìó âïëèâ îáåðòàííÿ âèçíà÷à¹ìî âiä-
íîøåííÿì åíåð i¨ îáåðòàííÿ äî ìîäóëÿ ïîâíî¨
åíåð i¨. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (80) i òàáëèöÿìè 4
òà 8, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ
0.25Ω2

max(x0)ε
3
0J̃ (x0,Ω)|ε(x0,Ωmax(x0))|−1 äîðiâ-

íþ¹ 10% çà x0 = 1; 12.5% çà x0 = 10 i 14%
çà x0 = 20. Âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíå çáiëüøåí-
íÿ ìàñè êàðëèêà ïiä âïëèâîì îáåðòàííÿ áëèçü-
êå äî 14% çà x0 = 1; 5% çà x0 = 10 i 4% çà
x0 = 20. Äëÿ ïðèêëàäó, íà ðèñ. 5 çîáðàæåíî çà-
ëåæíiñòü áåçðîçìiðíî¨ ìàñè M(x0,Ω) âiä ïàðà-
ìåòðà x0 çà äåÿêèõ çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèäêîñòi ç
äiëÿíêè 0 ≤ Ω < Ωmax(x0). Íèæíÿ êðèâà âiäïî-
âiäà¹ ìîäåëi áåç îáåðòàííÿ, à âåðõíÿ (ùî îãèíà¹)
âèçíà÷à¹ äiëÿíêó çìiíè ìàñè êàðëèêiâ ïiä âïëè-
âîì îáåðòàííÿ. Ïiä öèì âïëèâîì çìiíþ¹òüñÿ ìå-
æà ×àíäðàñåêàðà � ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ìàñè
êàðëèêà çà x0 ≫ 1. Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî äiëÿí-
êó çìiíè áåçðîçìiðíî¨ ïîâíî¨ åíåð i¨ êàðëèêà çà
x0 ïiä âïëèâîì îáåðòàííÿ. Âîäíî÷àñ ìiæ÷àñòèí-
êîâi êóëîíiâñüêi âçà¹ìîäi¨ çìåíøóþòü çíà÷åííÿ
õàðàêòåðèñòèê íà âåëè÷èíó, ùî íå çàëåæèòü âiä
øâèäêîñòi îáåðòàííÿ, à âiä õiìi÷íîãî ñêëàäó. Çà
x0 = 1 çìåíøåííÿ ìàñè äîðiâíþ¹ 2.5% çà z = 2;
5% çà z = 6; 8% çà z = 12; çà x0 = 5, âiäïîâiäíî,
1.5% çà z = 2; 2.8% çà z = 6; 4.2% çà z = 12;
çà x0 = 10 ìà¹ìî 1.4% çà z = 2; 2.6% çà z = 6;
4% çà z = 12. Iç íàâåäåíèõ îöiíîê âèïëèâà¹, ùî
âïëèâ îáåðòàííÿ ïåðåâèùó¹ âïëèâ ìiæ÷àñòèíêî-
âèõ âçà¹ìîäié äëÿ 2 ≤ z ≤ 15. Ó äiëÿíöi z ≥ 15
ïåðåâàæà¹ âïëèâ âçà¹ìîäié i íàâiòü çà Ωmax(x0)
ìàêñèìàëüíà ìàñà êàðëèêà â ìîäåëi ç îáåðòàí-
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íÿì i âçà¹ìîäiÿìè ìåíøà çà ìàñó êàðëèêà â ìî-
äåëi ×àíäðàñåêàðà.

2. Îäåðæàíi òàáëèöi äëÿ õàðàêòåðèñòèê âèðîäæå-
íèõ êàðëèêiâ äàþòü çìîãó ðîçâ'ÿçóâàòè îáåð-
íåíó çàäà÷ó òåîði¨ � îöiíêó ïàðàìåòðiâ ìîäå-
ëi äëÿ êîíêðåòíèõ êàðëèêiâ çà âiäîìèìè çi ñïî-
ñòåðåæåíü äåÿêèìè ¨õíiìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíüìî íåäàâíî âiäêðèòèé
êàðëèê LAMOST J024048.51+195226.9 iç ïåðiî-
äîì îáåðòàííÿ P = 25 ñ, ÷îìó âiäïîâiäà¹ ω =
0.251 ñ−1 [12]. Âåëèêå çíà÷åííÿ öi¹¨ øâèäêîñòi
äîçâîëÿ¹ ïðèïóñòèòè, ùî âîíà áëèçüêà äî êðè-
òè÷íî¨. Ïðèéìàþ÷è, ùî ωmax(x0) = 0.251 ñ−1, iç
òàáë. 9 çíàõîäèìî, ùî Ωmax(x0) = 0.46. Iç ôîð-
ìóëè (86) âèïëèâà¹, ùî òàêîìó çíà÷åííþ Ω âiä-
ïîâiäà¹ x0 ≈ 1.383. Iç òàáë. 3 çíàõîäèìî áåç-
ðîçìiðíó ìàñó M(x0,Ωmax(x0)) ∼= 1.07886. Òî-
ìó ó òàêîìó íàáëèæåííi ìàñà êàðëèêà LAMOST
J024048.51+195226.9 ó ìîäåëi ç îáåðòàííÿì, àëå
áåç êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié, äîðiâíþ¹ ïðèáëèçíî
0.779 . . .M⊙. Áåçðîçìiðíèé åêâàòîðiàëüíèé ðàäi-
óñ ξe = 1.9422 (Re

∼= 10.67 ·103 êì), áåçðîçìiðíèé
ïîëÿðíèé ðàäióñ ξp = 1.3732 (Rp

∼= 7.56 · 103 êì),
åêñöåíòðèñèòåò e = 0.7072, áåçðîçìiðíèé ìîìåíò
iíåðöi¨ J̃ = 1.1004 (I = 2.401 · 10−5M⊙R

2
⊙). Ïðè

âðàõóâàííi ìiæ÷àñòèíêîâèõ âçà¹ìîäié îäåðæó-
¹òüñÿ äåùî íèæ÷å çíà÷åííÿ, çîêðåìà ìàñà çà-
äîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü 0.740M⊙ ≤ M ≤ 0.761M⊙
(ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ âiäïîâiäà¹ z = 8, ìàêñè-
ìàëüíå z = 2). Ó ðîáîòi [12] ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
ìàñà öüîãî êàðëèêà áëèçüêà äî 0.8M⊙. Çà âi-
äîìèìè ñòàëèìè â ðîçêëàäàõ (35), (39) i ôóí-
êöiÿìè ψ0(ξ|x0), ψ2(ξ|x0), ψ4(ξ|x0) ìè ïîáóäóâà-
ëè ìåðèäiîíàëüíèé ïåðåðiç öüîãî êàðëèêà (êðè-
âà 2 íà ðèñ. 7), ç ÿêîãî âèäíî, ùî éîãî ïîâåðõ-
íÿ âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä ïîâåðõíi iäåàëüíîãî åëiïñî-
¨äà îáåðòàííÿ, îñi ÿêîãî äîðiâíþþòü íàéìåíøié
i íàéáiëüøié âiääàëÿì òî÷îê ïîâåðõíi âiä ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò (êðèâà 1). Òàêà ôîðìà ïîâåðõíi
õàðàêòåðíà äëÿ ïîëiòðî çi øâèäêèì îáåðòàííÿì
[39, 40].
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Fig. 5. The region of change of the dimensionless white dwarf
mass M(x0,Ω) under in�uence of rotation
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Fig. 6. The region of change of the dimensionless total energy
ε(x0,Ω) under in�uence of rotation. Lower curve is envelope

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

1

2

Ðèñ. 7. Ìåðèäiîíàëüíèé ïåðåðiç êàðëèêà LAMOST
J024048.51+195226.9

Fig. 7. Meridional section of white dwarf LAMOST
J024048.51+195226.9

3. ßê ùå îäèí ïðèêëàä ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíî¨ çà-
äà÷i ìè âèçíà÷èëè ïàðàìåòðè ìîäåëi äëÿ êàðëè-
êà çà íîìåðîì 33 ç êàòàëîãó âèðîäæåíèõ êàðëè-
êiâ iç ïîäâiéíèõ ñèñòåì [10], ùî ìà¹ ìàñó M =
1.418 . . .M⊙ i ñåðåäíié ðàäióñ R = 2.1 · 103 êì.
Ó ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà éîìó âiäïîâiäàþòü ïà-
ðàìåòðè x0 = 9.5720, µe = 1.9789. Ðîçðàõóâàâ-
øè çà òàáë. 10 çìåíøåííÿ éîãî ìàñè (âiäíîñíî
ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà) ïiä âïëèâîì êóëîíiâñüêèõ
âçà¹ìîäié i çáiëüøåííÿ ¨¨ ïiä âïëèâîì îáåðòàí-
íÿ, iç òàáë. 3 ìè âñòàíîâèëè êóòîâó øâèäêiñòü
Ω(z) ÿê ôóíêöiþ âåëè÷èíè ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ
çàðÿäó ÿäðà z, ùî âiäïîâiäà¹ ñïîñòåðåæóâàíié
ìàñi: Ω(2) = 0.066 . . . , Ω(6) = 0.076 . . . , Ω(8) =
0.083 . . . , Ω(12) = 0.093 . . . . Ìàëîéìîâiðíî, ùî
êàðëèê iç òàêîþ âåëèêîþ ìàñîþ ìîæå áóòè ãåëi-
¹âèì. Âàðiàíòà çàëiçíîãî êàðëèêà ìè íå ðîçãëÿ-
äà¹ìî, áî â öüîìó âèïàäêó µe > 2. Îòæå, íàéiìî-
âiðíiøå, ùî êàðëèê çà íîìåðîì 33 ¹ âóãëåöåâî-
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êèñíåâèì, äëÿ ÿêîãî z ≈ 8, òàê ùî éìîâið-
íà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ äîðiâíþ¹ 0.083 . . . ≃
0.8Ωmax(x0) çà x0 = 9.5720. Ðîçãëÿíóòèé êàðëèê
íàéìàñèâíiøèé, òîìó øâèäêiñòü îáåðòàííÿ ií-
øèõ ìàñèâíèõ êàðëèêiâ iç ïîäâiéíèõ ñèñòåì ìåí-
øà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî åëåêòðîí-ÿäåðíà ìî-
äåëü íå ñóïåðå÷èòü ñïîñòåðåæóâàíèì äàíèì äëÿ
ìàñèâíèõ êàðëèêiâ çi øâèäêèì òâåðäîòiëüíèì
îñüîâèì îáåðòàííÿì. Öåé ïðèêëàä iëþñòðó¹ ìî-
æëèâiñòü îöiíêè êóòîâî¨ øâèäêîñòi îáåðòàííÿ
êàðëèêiâ çà âiäîìèìè çi ñïîñòåðåæåíü ìàñîþ òà
ñåðåäíiì ðàäióñîì.

4. Îñêiëüêè çà x0 ≫ 1 çáiëüøåííÿ ìàñè êàðëèêà
ïiä âïëèâîì îáåðòàííÿ ñÿãà¹ 4%, à çìåíøåííÿ
ìàñè çà ðàõóíîê ìiæ÷àñòèíêîâèõ âçà¹ìîäié íå
ïåðåâèùó¹ 2% çà z = 8, òî ìàêñèìàëüíà ìàñà
âóãëåöåâî-êèñíåâèõ êàðëèêiâ ìîæå ïåðåâèùóâà-
òè ìåæó ×àíäðàñåêàðà i ñÿãàòè âåëè÷èíè

4

µ2
e

· 1.444 · 1.02M⊙ ∼=
4

µ2
e

· 1.473M⊙.

Õàðàêòåðíà îñîáëèâiñòü ìàñèâíèõ êàðëèêiâ ó
ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ � íåâåëèêå çìåíøåííÿ
(∼ 1%) ïàðàìåòðà µe ïðè çáiëüøåííi ¨õíüî¨ ìàñè.
Ìàáóòü öå ïîâ'ÿçàíî ç íàÿâíiñòþ âîäíþ íà ïå-
ðèôåði¨ êàðëèêà âíàñëiäîê àêðåöi¨. Ó çâ'ÿçêó ç
öèì ìàêñèìàëüíó ìàñó âóãëåöåâî-êèñíåâèõ êàð-
ëèêiâ ó ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ çãiäíî ç åëåêòðîí-
ÿäåðíîþ ìîäåëëþ iç òâåðäîòiëüíèì îáåðòàííÿì

ìîæíà îöiíèòè ÿê 1.5M⊙. Îäíàê ñïîñòåðåæåí-
íÿìè òàêi êàðëèêè ùå íå âèÿâëåíî.

5. Ìè âñòàíîâèëè, ùî âiäõèëåííÿ õàðàêòåðèñòèê
âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ, ðîçðàõîâàíèõ ó ìåæàõ
âèêîðèñòàíî¨ ìîäåëi, âiä àíàëîãi÷íèõ âåëè÷èí ó
ìîäåëi ×àíäðàñåêàðà ¹ ðåçóëüòàòîì êîíêóðåí-
öi¨ âïëèâó îáåðòàííÿ é êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié.
Îñîáëèâîñòi öüîãî åôåêòó âèçíà÷à¹ìî çíà÷åí-
íÿìè ïàðàìåòðà ðåëÿòèâiçìó x0 òà óñåðåäíåíî-
ãî çàðÿäó ÿäðà z. Ó äiëÿíöi 1 ≲ x0 ≲ 2 (äëÿ
êàðëèêiâ ïðîìiæíèõ ìàñ) êîìïåíñàöiÿ ÷àñòêîâà
� ñóòò¹âî ïåðåâàæà¹ âïëèâ îáåðòàííÿ, à âïëèâ
âçà¹ìîäié ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïîïðàâêó. Äëÿ
ìàñèâíèõ êàðëèêiâ, êîëè x0 ≳ 10, âiäáóâà¹òüñÿ
ìàéæå ïîâíà êîìïåíñàöiÿ, õî÷à äëÿ äiëÿíêè
z ≲ 10 óñå æ ïåðåâàæà¹ âïëèâ îáåðòàííÿ, ÿêùî
êóòîâà øâèäêiñòü áëèçüêà äî ìàêñèìàëüíî¨ äëÿ
çàäàíîãî çíà÷åííÿ x0.

6. Îäåðæàíèé íàáëèæåíèé íàïiâàíàëiòè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ìîäåëi ç îñüî-
âèì îáåðòàííÿì i êóëîíiâñüêèìè âçà¹ìîäiÿìè
ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê íóëüîâå íàáëèæåííÿ
äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷íiøîãî ðîçâ'ÿçêó çà äîïî-
ìîãîþ iíòå ðàëüíî¨ ôîðìè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè,
çàñòîñîâóþ÷è ñòàíäàðòíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ
íåëiíiéíèõ iíòå ðàëüíèõ ðiâíÿíü [41]. Öå ñïðî-
ñòèëî á çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
ðiâíîâàãè, ïîçáàâëÿþ÷è âiä íåîáõiäíîñòi ðîçáè-
òè îá'¹ì êàðëèêà íà âíóòðiøíþ é ïåðèôåðiéíó
äiëÿíêè.

ÄÎÄÀÒÎÊ. ÒÀÁËÈÖI ÐÎÇÐÀÕÎÂÀÍÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÊÀÐËÈÊIÂ

H
HHHHΩ

x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0.01 9.79148 10.3094 10.5126 10.6252 10.6900 10.7304 10.7811 10.8004 10.7897 10.7998 10.8076 10.8136

0.02 9.79111 10.2917 10.5112 10.6235 10.6879 10.7282 10.7549 10.7736 10.7871 10.7972 10.8048 10.8108

0.03 9.79051 10.2900 10.5088 10.6205 10.6845 10.7246 10.7510 10.7696 10.7829 10.7928 10.8004 10.8063

0.04 9.80327 10.2877 10.5055 10.6165 10.6801 10.7197 10.7459 10.7640 10.7773 10.7870 10.7945 10.8004

0.05 9.78851 10.2849 10.5013 10.6114 10.6743 10.7136 10.7393 10.7575 10.7705 10.7799 10.7872 10.7931

0.06 9.78721 10.2815 10.4964 10.6051 10.6674 10.7060 10.7317 10.7495 10.7628 10.7717 10.7795 10.7851

0.07 9.78563 10.2774 10.4905 10.5987 10.6605 10.6982 10.7239 10.7411 10.7539 10.7641 10.7715 10.7767

0.08 9.78389 10.2730 10.4841 10.5912 10.6525 10.6906 10.7152 10.7333 10.7474 10.7564 10.7648 10.7707

0.09 9.78181 10.2680 10.4776 10.5834 10.6446 10.6829 10.7085 10.7299 − − − −
0.10 9.77954 10.2624 10.4702 10.5760 10.6375 10.6797 − − − − − −
0.12 9.77467 10.2499 10.4544 − − − − − − − − −
0.14 9.76893 10.2372 − − − − − − − − − −
0.16 9.76233 10.2239 − − − − − − − − − −
0.18 9.75474 10.2183 − − − − − − − − − −
0.20 9.74694 − − − − − − − − − − −
0.22 9.73812 − − − − − − − − − − −
0.24 9.73013 − − − − − − − − − − −
0.26 9.72078 − − − − − − − − − − −
0.28 9.71211 − − − − − − − − − − −
0.30 9.70421 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 1. Çàëåæíiñòü ñòàëî¨ iíòå ðóâàííÿ |a2(x0)| âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi
Table 1. Dependence of integration constant |a2(x0)| on the model parameters
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ÌÅÒÎÄ IÍÒÅ�ÐÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ó ÒÅÎÐI� ÎÁÅÐÒÎÂÈÕ ÂÈÐÎÄÆÅÍÈÕ ÊÀÐËÈÊIÂ

HHH
HHΩ
x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0.02 0.00775 0.00822 0.00834 0.00847 0.00856 0.00842 0.00859 0.00853 0.00835 0.00832 0.00845 0.00831

0.03 0.01680 0.01859 0.01885 0.01897 0.01927 0.01880 0.01915 0.01858 0.01872 0.01871 0.01848 0.01871

0.04 0.08307 0.03267 0.03331 0.03349 0.03330 0.03332 0.03322 0.03326 0.03276 0.03283 0.03255 0.03205

0.05 0.04699 0.05080 0.05193 0.05216 0.05251 0.05153 0.05172 0.05061 0.05011 0.05046 0.05021 0.04962

0.06 0.06661 0.07224 0.07441 0.07607 0.07545 0.07490 0.07387 0.07300 0.07058 0.07171 0.06961 0.06916

0.07 0.09097 0.09904 0.10195 0.10081 0.09893 0.09983 0.09702 0.09713 0.09547 0.09211 0.09062 0.09126

0.08 0.11761 0.12808 0.13191 0.13031 0.12757 0.12481 0.12466 0.12091 0.11485 0.11501 0.11049 0.10889

0.09 0.14996 0.16118 0.16333 0.16275 0.15680 0.15183 0.14819 0.13394 − − − −
0.10 0.18601 0.19981 0.20035 0.19436 0.18571 0.16752 − − − − − −
0.12 0.26289 0.28890 0.28559 − − − − − − − − −
0.14 0.35588 0.38281 − − − − − − − − − −
0.16 0.46560 0.49029 − − − − − − − − − −
0.18 0.59648 0.55426 − − − − − − − − − −
0.20 0.73343 − − − − − − − − − − −
0.22 0.89507 − − − − − − − − − − −
0.24 1.04326 − − − − − − − − − − −
0.26 1.22838 − − − − − − − − − − −
0.28 1.40768 − − − − − − − − − − −
0.30 1.58462 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 2. Çàëåæíiñòü ñòàëî¨ iíòå ðóâàííÿ a4(x0) âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi
Table 2. Dependence of integration constant a4(x0) on the model parameter

H
HHHHΩ

x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0 1.24303 1.67141 1.82404 1.89462 1.93284 1.95581 1.97066 1.98081 1.98804 1.99337 1.99741 2.00055

0.01 1.24314 1.67177 1.82459 1.89530 1.93363 1.95666 1.97157 1.98176 1.98902 1.99438 1.99845 2.00160

0.02 1.24346 1.67284 1.82625 1.89737 1.93599 1.95925 1.97432 1.98463 1.99200 1.99744 2.00157 2.00479

0.03 1.24400 1.67463 1.82903 1.90086 1.93998 1.96361 1.97896 1.98950 1.99704 2.00262 2.00687 2.01018

0.04 1.24476 1.67716 1.83297 1.90581 1.94566 1.96983 1.98560 1.99646 2.00426 2.01006 2.01448 2.01794

0.05 1.24575 1.68044 1.83812 1.91230 1.95314 1.97805 1.99439 2.00570 2.01386 2.01995 2.02462 2.02828

0.06 1.24695 1.68451 1.84454 1.92046 1.96258 1.98847 2.00557 2.01748 2.02612 2.03261 2.03762 2.04156

0.07 1.24838 1.68940 1.85233 1.93043 1.97420 2.00136 2.01946 2.03218 2.04149 2.04854 2.05401 2.05835

0.08 1.25005 1.69515 1.86159 1.94241 1.98829 2.01713 2.03659 2.05043 2.06070 2.06856 2.07474 2.07972

0.09 1.25195 1.70181 1.87248 1.95670 2.00532 2.03644 2.05786 2.07346 − − − −
0.10 1.25409 1.70945 1.88521 1.97370 2.02604 2.06060 − − − − − −
0.12 1.25913 1.72800 1.91734 − − − − − − − − −
0.14 1.26523 1.75170 − − − − − − − − − −
0.16 1.27247 1.78210 − − − − − − − − − −
0.18 1.28095 1.82257 − − − − − − − − − −
0.20 1.29080 − − − − − − − − − − −
0.22 1.30218 − − − − − − − − − − −
0.24 1.31532 − − − − − − − − − − −
0.26 1.33049 − − − − − − − − − − −
0.28 1.34812 − − − − − − − − − − −
0.30 1.36886 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 3. Çàëåæíiñòü áåçðîçìiðíî¨ ìàñè M(x0,Ω) âiä ïàðàìåòðiâ x0 i Ω

Table 3. Dependence of the dimensionless mass M(x0,Ω) on the model parameters x0 and Ω
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Ì. ÂÀÂÐÓÕ, Ñ. ÑÌÅÐÅ×ÈÍÑÜÊÈÉ, Ä. ÄÇIÊÎÂÑÜÊÈÉ

HHH
HHΩ
x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0 0.59875 0.27662 0.15112 0.09372 0.06334 0.04549 0.03418 0.02658 0.02124 0.01735 0.01443 0.01219

0.01 0.59936 0.27702 0.15139 0.09391 0.06348 0.04560 0.03426 0.02665 0.02129 0.01740 0.01447 0.01222

0.02 0.59984 0.27760 0.15186 0.09427 0.06376 0.04582 0.03444 0.02679 0.02141 0.01750 0.01456 0.01230

0.03 0.60064 0.27858 0.15265 0.09488 0.06423 0.04620 0.03474 0.02704 0.02162 0.01767 0.01471 0.01242

0.04 0.60176 0.27995 0.15378 0.09576 0.06492 0.04674 0.03518 0.02740 0.02192 0.01792 0.01492 0.01261

0.05 0.60321 0.28175 0.15527 0.09692 0.06583 0.04747 0.03577 0.02789 0.02233 0.01827 0.01522 0.01287

0.06 0.60500 0.28399 0.15714 0.09841 0.06701 0.04841 0.03654 0.02852 0.02286 0.01873 0.01561 0.01321

0.07 0.60712 0.28670 0.15945 0.10026 0.06849 0.04962 0.03754 0.02936 0.02357 0.01933 0.01613 0.01367

0.08 0.60960 0.28992 0.16223 0.10254 0.07035 0.05116 0.03882 0.03045 0.02451 0.02015 0.01685 0.01430

0.09 0.61243 0.29368 0.16558 0.10534 0.07271 0.05316 0.04055 0.03197 − − − −
0.10 0.61564 0.29805 0.16958 0.10883 0.07577 0.05593 − − − − − −
0.12 0.62322 0.30891 0.18028 − − − − − − − − −
0.14 0.63247 0.32338 − − − − − − − − − −
0.16 0.64357 0.34316 − − − − − − − − − −
0.18 0.65673 0.37273 − − − − − − − − − −
0.20 0.67228 − − − − − − − − − − −
0.22 0.69059 − − − − − − − − − − −
0.24 0.71224 − − − − − − − − − − −
0.26 0.73802 − − − − − − − − − − −
0.28 0.76916 − − − − − − − − − − −
0.30 0.80784 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 4. Çàëåæíiñòü áåçðîçìiðíîãî ìîìåíòó iíåðöi¨ J̃ (x0,Ω) âiä ïàðàìåòðiâ x0 i Ω

Table 4. Dependence of the dimensionless moment of inertia J̃ (x0,Ω) on the model parameters x0 and Ω

HHH
HHΩ
x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0 2.06029 3.30745 4.02371 4.49390 4.82860 5.07994 5.27602 5.43347 5.56278 5.67094 5.76277 5.84173

0.01 2.06054 3.30884 4.02650 4.49815 4.83417 5.08680 5.28400 5.44242 5.57255 5.68153 5.77401 5.85364

0.02 2.06141 3.31311 4.03519 4.51133 4.85154 5.10782 5.30845 5.46989 5.60282 5.71419 5.80893 5.89046

0.03 2.06290 3.32039 4.04991 4.53368 4.88116 5.14421 5.35083 5.51776 5.65554 5.77139 5.87010 5.95540

0.04 2.06489 3.33067 4.07119 4.56629 4.92466 5.19791 5.41396 5.58949 5.73516 5.85819 5.96352 6.05474

0.05 2.06750 3.34408 4.09941 4.61037 4.98451 5.27273 5.50288 5.69162 5.84949 5.98384 6.09966 6.20072

0.06 2.07084 3.36106 4.13574 4.66826 5.06459 5.37484 5.62649 5.83585 6.01359 6.16696 6.30090 6.41912

0.07 2.07469 3.38173 4.18128 4.74318 5.17156 5.51543 5.80181 6.04674 6.26059 6.45046 6.62133 6.77702

0.08 2.07917 3.40663 4.23830 4.84101 5.31770 5.71792 6.06917 6.38913 6.69112 6.98775 7.29267 7.63219

0.09 2.08438 3.43630 4.30958 4.97151 5.52963 6.04457 6.57338 7.25054 − − − −
0.10 2.09032 3.47140 4.40019 5.15555 5.88580 6.92818 − − − − − −
0.12 2.10431 3.56273 4.68395 − − − − − − − − −
0.14 2.12160 3.69669 − − − − − − − − − −
0.16 2.14262 3.91722 − − − − − − − − − −
0.18 2.16804 4.61011 − − − − − − − − − −
0.20 2.19878 − − − − − − − − − − −
0.22 2.23634 − − − − − − − − − − −
0.24 2.28297 − − − − − − − − − − −
0.26 2.34285 − − − − − − − − − − −
0.28 2.42401 − − − − − − − − − − −
0.30 2.54900 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 5. Çàëåæíiñòü åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà ξe(x0,Ω) âiä ïàðàìåòðiâ x0 i Ω

Table 5. Dependence of the equatorial radius ξe(x0,Ω) on the model parameters x0 and Ω
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ÌÅÒÎÄ IÍÒÅ�ÐÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ó ÒÅÎÐI� ÎÁÅÐÒÎÂÈÕ ÂÈÐÎÄÆÅÍÈÕ ÊÀÐËÈÊIÂ

HHH
HHΩ
x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0 2.06029 3.30745 4.02371 4.49390 4.82860 5.07994 5.27602 5.43347 5.56278 5.67094 5.76277 5.84173

0.01 2.06014 3.30684 4.02260 4.49235 4.82667 5.07770 5.27350 5.43072 5.55985 5.66783 5.75951 5.83834

0.02 2.05971 3.30501 4.01929 4.48773 4.82094 5.07102 5.26605 5.42259 5.55112 5.65859 5.74983 5.82826

0.03 2.05900 3.30199 4.01381 4.48008 4.81146 5.06001 5.25373 5.40916 5.53674 5.64339 5.73390 5.81170

0.04 2.05799 3.29777 4.00619 4.46949 4.79836 5.04481 5.23676 5.39069 5.51696 5.62249 5.71202 5.78894

0.05 2.05670 3.29238 3.99651 4.45607 4.78181 5.02563 5.21538 5.36742 5.49209 5.59624 5.68456 5.76042

0.06 2.05514 3.28586 3.98484 4.43996 4.76199 5.00274 5.18989 5.33975 5.46249 5.56506 5.65190 5.72652

0.07 2.05329 3.27823 3.97128 4.42128 4.73906 4.97633 5.16051 5.30794 5.42859 5.52916 5.61443 5.68772

0.08 2.05117 3.26953 3.95590 4.40021 4.71330 4.94662 5.12767 5.27223 5.39032 5.48905 5.57237 5.64399

0.09 2.04878 3.25980 3.93878 4.37691 4.68483 4.91387 5.09128 5.23224 − − − −
0.10 2.04612 3.24910 3.92009 4.35145 4.65380 4.87768 − − − − − −
0.12 2.04001 3.22493 3.87835 − − − − − − − − −
0.14 2.03290 3.19729 − − − − − − − − − −
0.16 2.02482 3.16662 − − − − − − − − − −
0.18 2.01584 3.13241 − − − − − − − − − −
0.20 2.00598 − − − − − − − − − − −
0.22 1.99534 − − − − − − − − − − −
0.24 1.98387 − − − − − − − − − − −
0.26 1.97175 − − − − − − − − − − −
0.28 1.95891 − − − − − − − − − − −
0.30 1.94540 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 6. Çàëåæíiñòü ïîëÿðíîãî ðàäióñà ξp(x0,Ω) âiä ïàðàìåòðiâ x0 i Ω

Table 6. Dependence of the polar radius ξp(x0,Ω) on the model parameters x0 and Ω

HH
HHHΩ
x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0 0.44741 1.49028 2.91059 4.67910 6.78953 9.24003 12.0300 15.1592 18.6275 22.4351 26.5818 31.0677

0.01 0.44719 1.48774 2.90224 4.66073 6.75683 9.18813 11.9543 15.0552 18.4907 22.2600 26.3644 30.8025

0.02 0.44645 1.48000 2.87670 4.60476 6.65695 9.03094 11.7251 14.7397 18.0740 21.7282 25.7020 29.9961

0.03 0.44521 1.46697 2.83383 4.51073 6.48872 8.76427 11.3361 14.2031 17.3652 20.8214 24.5724 28.6167

0.04 0.44352 1.44864 2.77287 4.37648 6.24785 8.38166 10.7754 13.4276 16.3373 19.5034 22.9258 26.6044

0.05 0.44132 1.42492 2.69334 4.19974 5.92805 7.87068 10.0229 12.3814 14.9450 17.7114 20.6800 23.8490

0.06 0.43857 1.39543 2.59368 3.97614 5.51988 7.21223 9.04438 11.0107 13.1063 15.3268 17.6702 20.1341

0.07 0.43536 1.36007 2.47250 3.69999 5.00781 6.37359 7.77927 9.21048 10.6546 12.1000 13.5361 14.9518

0.08 0.43164 1.31839 2.32694 3.36123 4.36495 5.29103 6.09507 6.72948 7.13724 7.24003 6.92756 5.97797

0.09 0.42737 1.26998 2.15373 2.94429 3.53712 3.81064 3.56903 2.27676 − − − −
0.10 0.42255 1.21433 1.94707 2.41788 2.37960 1.01052 − − − − − −
0.12 0.41130 1.07765 1.38649 − − − − − − − − −
0.14 0.39770 0.89693 − − − − − − − − − −
0.16 0.38159 0.64373 − − − − − − − − − −
0.18 0.36271 0.10799 − − − − − − − − − −
0.20 0.34074 − − − − − − − − − − −
0.22 0.31513 − − − − − − − − − − −
0.24 0.28512 − − − − − − − − − − −
0.26 0.24936 − − − − − − − − − − −
0.28 0.20537 − − − − − − − − − − −
0.30 0.14663 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 7. Çàëåæíiñòü ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ íà åêâàòîði ge(x0,Ω) âiä ïàðàìåòðiâ x0 i Ω

Table 7. Dependence of the equatorial gravity ge(x0,Ω) on the model parameters x0 and Ω
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Ì. ÂÀÂÐÓÕ, Ñ. ÑÌÅÐÅ×ÈÍÑÜÊÈÉ, Ä. ÄÇIÊÎÂÑÜÊÈÉ

HHH
HHΩ
x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

0 0.34331 0.81173 1.10103 1.28497 1.41005 1.49993 1.56736 1.61968 1.66139 1.69536 1.72355 1.74730

0.01 0.34335 0.81198 1.10155 1.28578 1.41112 1.50127 1.56895 1.62151 1.66344 1.69764 1.72605 1.75001

0.02 0.34346 0.81271 1.10312 1.28820 1.41437 1.50530 1.57373 1.62702 1.66965 1.70453 1.73360 1.75822

0.03 0.34365 0.81395 1.10576 1.29228 1.41985 1.51212 1.58184 1.63635 1.68018 1.71623 1.74643 1.77216

0.04 0.34392 0.81569 1.10951 1.29809 1.42767 1.52188 1.59345 1.64976 1.69532 1.73305 1.76491 1.79225

0.05 0.34427 0.81796 1.11440 1.30573 1.43800 1.53479 1.60887 1.66759 1.71550 1.75552 1.78961 1.81915

0.06 0.34469 0.82077 1.12052 1.31533 1.45105 1.55119 1.62851 1.69039 1.74136 1.78438 1.82141 1.85383

0.07 0.34520 0.82415 1.12794 1.32709 1.46713 1.57152 1.65298 1.71891 1.77385 1.82076 1.86162 1.89781

0.08 0.34579 0.82813 1.13679 1.34123 1.48666 1.59642 1.68318 1.75435 1.81447 1.86651 1.91245 1.95370

0.09 0.34646 0.83274 1.14719 1.35810 1.51026 1.62686 1.72058 1.79882 − − − −
0.10 0.34722 0.83803 1.15935 1.37816 1.53886 1.66464 − − − − − −
0.12 0.34900 0.85089 1.18997 − − − − − − − − −
0.14 0.35116 0.86730 − − − − − − − − − −
0.16 0.35373 0.88825 − − − − − − − − − −
0.18 0.35674 0.91567 − − − − − − − − − −
0.20 0.36023 − − − − − − − − − − −
0.22 0.36427 − − − − − − − − − − −
0.24 0.36892 − − − − − − − − − − −
0.26 0.37428 − − − − − − − − − − −
0.28 0.38048 − − − − − − − − − − −
0.30 0.38772 − − − − − − − − − − −

Òàáë. 8. Çàëåæíiñòü áåçðîçìiðíî¨ åíåð i¨ |ε(x0,Ω)| âiä ïàðàìåòðiâ x0 i Ω

Table 8. Dependence of the dimensionless energy |ε(x0,Ω)| on the model parameters x0 and Ω

x0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Ωmax(x0) 0.3242 0.1815 0.1439 0.1258 0.1098 0.1019 0.0980 0.0927 0.0914 0.0884 0.0858 0.0836

ωmax(x0), ñ−1 0.4027 0.9055 1.4905 2.1342 2.7021 3.3795 4.1693 4.8832 5.8052 6.6309 7.4757 8.3468

Òàáë. 9. Çàëåæíiñòü ìàêñèìàëüíî¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi âiä ïàðàìåòðà x0
Table 9. Dependence of the maximal angular velocity on the parameter x0

x0
M(x0|z) ξ1(x0|z)

z = 2 z = 6 z = 12 z = 2 z = 6 z = 12

1.0 0.689037 0.673304 0.65581 1.00101 0.98801 0.97401

2.0 1.22092 1.20126 1.17904 2.02501 2.00601 1.98501

3.0 1.49465 1.47331 1.44912 2.74601 2.72401 2.70001

4.0 1.64646 1.62426 1.59907 3.27001 3.24701 3.22001

5.0 1.73843 1.71573 1.68996 3.67001 3.64501 3.61701

6.0 1.79816 1.77515 1.74901 3.98601 3.96001 3.93101

7.0 1.83909 1.81586 1.78948 4.24301 4.21701 4.18701

8.0 1.86832 1.84495 1.81839 4.45601 4.43001 4.39901

9.0 1.88992 1.86645 1.83976 4.63701 4.61001 4.57901

10.0 1.90633 1.88277 1.85599 4.79101 4.76401 4.73301

15.0 1.94943 1.92567 1.89863 5.32201 5.29401 5.26301

20.0 1.96651 1.94268 1.91554 5.63501 5.60701 5.57501

25.0 1.97495 1.95108 1.92389 5.84201 5.81401 5.78201

30.0 1.97972 1.95583 1.92861 5.98901 5.96101 5.92901

Òàáë. 10. Çàëåæíiñòü áåçðîçìiðíî¨ ìàñè M(x0|z) òà áåçðîçìiðíîãî ðàäióñà ξ1(x0|z) âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi x0 i z
Table 10. Dependence of the dimensionless mass M(x0|z) and the dimensionless radius ξ1(x0|z) on the model parameters x0

and z
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ÌÅÒÎÄ IÍÒÅ�ÐÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ó ÒÅÎÐI� ÎÁÅÐÒÎÂÈÕ ÂÈÐÎÄÆÅÍÈÕ ÊÀÐËÈÊIÂ

HHH
HHx0

z
2 6 8 12

1.0 0.991427 0.983823 0.980958 0.975228

2.0 0.994035 0.988671 0.986626 0.982537

3.0 0.994711 0.989954 0.988138 0.984506

4.0 0.994999 0.990507 0.988791 0.985360

5.0 0.995154 0.990804 0.989142 0.985818

6.0 0.995248 0.990985 0.989355 0.986096

7.0 0.995310 0.991102 0.989494 0.986279

8.0 0.995351 0.991184 0.989591 0.986404

9.0 0.995383 0.991246 0.989663 0.986498

10.0 0.995407 0.991289 0.989715 0.986567

15.0 0.995466 0.991405 0.989851 0.986743

20.0 0.995488 0.991451 0.989905 0.986812

25.0 0.995499 0.991472 0.989930 0.986845

30.0 0.995506 0.991486 0.989946 0.986865

Òàáë. 11. Çàëåæíiñòü ìíîæíèêà k(x0|z) âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi
Table 11. Dependence of multiplier k(x0|z) on the model parameters x0 and z
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METHOD OF INTEGRAL EQUATIONS IN THE THEORY OF ROTATIONAL WHITE DWARFS

M. Vavrukh, S. Smerechynskyi, D. Dzikovskyi
Ivan Franko National University of Lviv,

8, Kyrylo & Methodiy St., Lviv, UA�79005, Ukraine
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We propose a new analytical approach to the calculation of a massive white dwarf's characteristics
with axial rotation based on the Chandrasekhar model. The de�ning feature of our approach is the
simultaneous usage of the di�erential and integral forms of the equilibrium equation. In the dimensionless
form, the di�erential equilibrium equation is a strongly non-linear inhomogeneous equation of the second
order in partial derivatives, which contains two dimensionless parameters � the relativistic parameter
in stellar center x0 and dimensionless angular velocity Ω. In the dwarf's interior, the rotation is taken
into account as perturbation in the linear approximation for Ω2. In the peripheral region, the rotation is
considered to be the main factor. The use of the integral equation ensures correct calculation of integration
constants. The dwarf's mass, moment of inertia relative to the axis of rotation, equatorial and polar radii,
the acceleration of free fall at the equator in the region 1 ≤ x0 ≤ 24, 0 ≤ Ω < Ωmax(x0) were calculated
based on the solution of the equilibrium equation. For the �rst time, the total energy of the dwarf was
calculated as a function of these parameters. Using the extrapolation method, we calculated the maximal
values Ωmax(x0), as well as the angular velocity ωmax(x0). The calculation results for the mass and the
equatorial radius are in good agreement with the results of the work [R. A. James, Astrophys. J. 140, 552
(1964)], which are based on the numerical calculation of the equilibrium equation for dwarfs of small and
intermediate masses (0.5 ≤ x0 ≤ 6.245). Figures 5 and 6 illustrate the ranges for the mass of a rotating
dwarf and its total energy. The in�uence of the Coulomb interparticle interactions causes a decrease in
the pressure of the degenerate electron subsystem and, consequently, a decrease in the maximal mass
of the dwarf without rotation (see [I. W. Roxburgh, Z. Astrophys. 62, 134 (1965)]). It means that the
massive dwarfs in binary systems rotate with velocities close to ωmax(x0). Among the �eld white dwarfs of
intermediate masses, there are also some where rotation plays a signi�cant role. The proposed approach
allows the estimation of the angular velocity for speci�c observed white dwarfs according to their masses
and radii. However, it requires a more accurate description of the white dwarfs without rotation in a zero
approximation model; instead of the Chandrasekhar model, another model should be used, which takes
into account interparticle interactions.

Key words: white dwarfs, axial rotation, mechanical equilibrium equation, relativistic parameter,
interparticle interactions.
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