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Ó ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî ðîçðàõóíêó âíóòðiøíüî¨ áóäîâè
çið çi øâèäêèì îáåðòàííÿì ó ðàìêàõ ïîëiòðîïíî¨ ìîäåëi ç ðiâíÿííÿì ñòà-
íó P (r) = K(ρ(r))1+1/n (äå n � iíäåêñ ïîëiòðîïè, ρ(r) � ëîêàëüíà ãóñòè-
íà, P (r) � ëîêàëüíèé òèñê) i ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω. Ó áåçðîçìið-
íèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ó ÷àñòèí-
íèõ ïîõiäíèõ, âîíî çàëåæèòü âiä iíäåêñà n i áåçðîçìiðíî¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi
Ω = ω(2πGρc)

−1/2. Éîãî ðîçâ'ÿçêè ïðåäñòàâëåíî ó ôîðìi ðîçêëàäiâ çà áà-
çèñíèìè îðòîãîíàëüíèìè ôóíêöiÿìè, à íóëüîâèì íàáëèæåííÿì ¹ ôóíêöi¨
Åìäåíà, ùî âiäïîâiäàþòü ìîäåëi ç Ω = 0. Ñòàëi iíòåãðóâàííÿ çíàõîäÿòüñÿ
ç óìîâè, ùîá ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿëè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè â iíòåãðàëüíié
ôîðìi. Äëÿ âñiõ iíäåêñiâ n âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ äâîõ òèïiâ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî
ìàþòü ðiçíó çàëåæíiñòü âiä Ω i îïèñóþòü äâà òèïè ñòðóêòóð � åëiïñî¨äàëüíi
i äèñêîâi. Äëÿ iíäåêñiâ n = 1 i n = 3 ðîçðàõîâàíî çàëåæíiñòü ñòàëèõ ií-
òåãðóâàííÿ âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω i âñòàíîâëåíî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ
Ωmax(n), ïðè ÿêîìó ïîðóøó¹òüñÿ ñòàáiëüíiñòü. Ðîçðàõîâàíî çàëåæíiñòü õà-
ðàêòåðèñòèê ïîëiòðîïè (ìàñè, ïîëÿðíîãî i åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñiâ, ìîìåí-
òó iíåðöi¨) âiä Ω. Âèêîíàíî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ç äàíèìè iíøèõ àâòîðiâ.
Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i � çíàõîäæåííÿ ïàðà-
ìåòðiâ ìîäåëi äëÿ êîíêðåòíî¨ çîði çà âiäîìèìè ñïîñòåðåæóâàíèìè äàíèìè.
Âèçíà÷åíî öi ïàðàìåòðè äëÿ çîði α Eri, à òàêîæ äëÿ ìîäåëåé, ùî âiäïî-
âiäàþòü ñåðåäíiì ñòàòèñòè÷íèì õàðàêòåðèñòèêàì çið ðàííiõ ñïåêòðàëüíèõ
êëàñiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çîði-ïîëiòðîïè, îñüîâå îáåðòàííÿ, ðiâíÿííÿ ìåõàíi÷íî¨
ðiâíîâàãè, ñòàáiëüíiñòü çið.

1. Âñòóï

Îñüîâå îáåðòàííÿ ¹ ôàêòîðîì, âëàñòèâèì çîðÿì ðiçíèõ òèïiâ, õî÷à i íåîäíàêîâîþ
ìiðîþ. Äîáðå âiäîìî, ùî íîðìàëüíi çîði ðàííiõ ñïåêòðàëüíèõ êëàñiâ âiäçíà÷àþòüñÿ
âèñîêîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ, à çîði ïiçíiõ ñïåêòðàëüíèõ êëàñiâ (ñòàðøèõ çà F5) ìà-
þòü íåâåëèêó êóòîâó øâèäêiñòü i îòî÷åíi ïëàíåòàìè. Íàïðèêëàä, çîði êëàñiâ B5÷F0
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ìàþòü êóòîâó øâèäêiñòü ïîðÿäêó 10−4c−1 [1], òîäi ÿê êóòîâà øâèäêiñòü äëÿ Ñîí-
öÿ ñòàíîâèòü 3 · 10−6c−1. Êóòîâà øâèäêiñòü íåéòðîííèõ çið (ïóëüñàðiâ) ¹ â îáëàñòi
10 c−1 ≤ ω ≤ 4 · 103c−1 [2].

Îñíîâè ïîëiòðîïíî¨ òåîði¨ çið òèïó Ñîíöÿ (ç íåõòîâíî ìàëîþ øâèäêiñòþ îñüîâîãî
îáåðòàííÿ) ðîçðîáëåíi ó ïðàöÿõ Ã. Ëåíà [3], Ð. Åìäåíà [4], Ð. Ôàóëåðà [5], À. Åääiíã-
òîíà [6] òà iíøèõ äîñëiäíèêiâ. Ó ôóíäàìåíòàëüíié ïðàöi Å. Ìiëíà [7] ó ðàìêàõ ìîäåëi
À. Åääiíãòîíà, ùî âiäïîâiäà¹ ïîëiòðîïíié ìîäåëi ç iíäåêñîì n = 3, óâïåðøå äîñëi-
äæåíî âïëèâ îñüîâîãî îáåðòàííÿ çið íà ¨õíi ðiâíîâàæíi õàðàêòåðèñòèêè � ðîçïîäië
ãóñòèíè, òåìïåðàòóðè, ìàñó çîði. ×åðåç 10 ðîêiâ Ñ. ×àíäðàñåêàð, âèêîðèñòàâøè ìå-
òîäèêó Å. Ìiëíà, îäåðæàâ íàáëèæåíi ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ìåõàíi÷íî¨ ðiâ-
íîâàãè çið ç îñüîâèì îáåðòàííÿì äëÿ iíäåêñiâ ïîëiòðîïè n = 1, 0; 1, 5; 2; 3; 4 i äàâ
çàëåæíiñòü ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, ìàñè i îá'¹ìó çîði âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi
äëÿ âèïàäêó ìàëèõ øâèäêîñòåé îáåðòàííÿ. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè âiäïîâiäàþòü òåîði¨
çáóðåíü ó ïåðøîìó ïîðÿäêó âiäíîñíî êâàäðàòà áåçðîçìiðíî¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi [8].
Ó öié ðîáîòi ïî ñóòi ðîçâ'ÿçóâàëè ñóòî ìàòåìàòè÷íó çàäà÷ó, ùî ñòàëî òðàäèöiéíèì
ïiäõîäîì äëÿ ðîáiò, âèêîíàíèõ óïðîäîâæ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Ó çíà÷íî ïiçíiøié ïðàöi
Ð. Äæåéìñà [9] ÷èñåëüíèì ìåòîäîì ðîçðàõîâàíî ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè, ìàñó
i ìîìåíòè iíåðöi¨ ïîëiòðîï ó çíà÷íî øèðøié îáëàñòi êóòîâèõ øâèäêîñòåé. Ïðîòå ó
öié ïóáëiêàöi¨ âiäñóòíi áóäü-ÿêi äàíi ïðî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè, íà îñíîâi
ÿêèõ ìîæíà áóëî á ðîçðàõóâàòè ìîìåíò iíåðöi¨, åíåðãiþ, ãðàâiòàöiéíèé ïîòåíöiàë çà
ìåæàìè çîði. Ç. Êîïàë [10] çàçíà÷èâ, ùî ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó n = 1 ó ðiâíÿííi
ðiâíîâàãè ðîçäiëÿþòüñÿ êóòîâi i ðàäiàëüíi çìiííi, òîìó éîãî ðîçâ'ÿçêàìè ¹ äîáóòêè
ñôåðè÷íèõ ôóíêöié Áåññåëÿ íà ïîëiíîìè Ëåæàíäðà. Îäíàê âií íå çíàéøîâ çàãàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé âiäïîâiäà¹ çàäàíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì i ïîòðåáó¹ ðîçðàõóíêó
ñóêóïíîñòi ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ. Òàêèé ðîçâ'ÿçîê çíàéäåíî ó ðîáîòi Ï. Âiëüÿìñà [11]
ó âèãëÿäi ðîçêëàäó äî ïîëiíîìà P8(cos θ) âêëþ÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñåëüíèé ìå-
òîä.

Â ðîáîòi [12] óçàãàëüíåíî ïiäõiä Å. Ìiëíà øëÿõîì äåòàëüíiøîãî îïèñó ïåðèôå-
ðiéíî¨ îáëàñòi i âèêîðèñòàííÿ ïiäãîíî÷íèõ ïàðàìåòðiâ äëÿ �çøèâàííÿ� ðîçâ'ÿçêiâ
íà ãðàíèöi ìiæ âíóòðiøíüîþ îáëàñòþ i ïåðèôåði¹þ. Â ðîáîòi [13] çíàéäåíî òî÷íèé
ðîçâ'ÿçîê äëÿ ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 0, ïðè÷îìó ¹äèíà ñòàëà iíòåãðóâàííÿ ðîç-
ðàõîâàíà ÷èñåëüíèì ìåòîäîì. Ðîçâ'ÿçîê äëÿ âèïàäêó n = 1, ÿêèé àâòîð [13] ââàæàâ
òî÷íèì, íàñïðàâäi ¹ íàáëèæåííÿì ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
ðåçóëüòàòó Ñ. ×àíäðàñåêàðà ëèøå òî÷íiøèì ðîçðàõóíêîì ñòàëî¨ iíòåãðóâàííÿ.

Íåçâàæàþ÷è íà ñòîëiòíþ iñòîðiþ äîñëiäæåííÿ çið ó ðàìêàõ ïîëiòðîïíî¨ ìîäåëi,
öåé ïiäõiä íå âòðàòèâ ìåòîäè÷íîãî i ïðèêëàäíîãî çíà÷åííÿ. Ïîëiòðîïíà ìîäåëü ¹
äîáðèì íóëüîâèì íàáëèæåííÿì â òåîði¨ âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ [14, 15], â òåîði¨ çið
ãîëîâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi [16, 17], íàâêîëîçîðÿíèõ äèñêiâ, ïëàíåò-ãiãàíòiâ, íåéòðîííèõ
çið i ÷îðíèõ äið [18]. Ó ðîáîòàõ, âèêîíàíèõ ó ÕÕI ñò., îñíîâíó óâàãó àêöåíòîâàíî íå
íà ìåòîäè÷íèõ äåòàëÿõ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ÿê äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, à íà ïðèêëàäíèõ àñïåêòàõ.
Îäíèì ç íàïðÿìiâ äîñëiäæåíü ¹ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ ïîëiòðîïíîãî ðiâíÿííÿ ñòà-
íó äëÿ êîíêðåòíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ çið ç âåëèêîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ îáåðòàííÿ,
òîáòî ïîáóäîâà ïîëiòðîïíèõ ìîäåëåé äëÿ íîðìàëüíèõ çið ç âiäîìèìè ñïîñòåðåæó-
âàíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Îäíàê ìîäåëi ïîëiòðîïè iç íàïåðåä çàäàíèì çíà÷åííÿì
iíäåêñà n = 1 (ÿê ó ðîáîòàõ [16, 17]) ¹ ïåâíèì îáìåæåííÿì, ùî çìåíøó¹ öiííiñòü
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òàêîãî ïiäõîäó.
Ó íàøèõ ðîáîòàõ [19,20] çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè çið ç îñüîâèì îáåðòàííÿì ó âèãëÿäi ìóëü-
òèêîìïîíåíòíèõ ðîçêëàäiâ, à ñóêóïíiñòü ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ç iíòå-
ãðàëüíî¨ ôîðìè öüîãî ðiâíÿííÿ. Ó ïðîïîíîâàíié ðîáîòi ïðåäñòàâëåíî íàéòî÷íiøèé
âàðiàíò çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ïîëiòðîïíèõ ìîäåëåé çið,
ÿêèé óçàãàëüíþ¹ ìåòîäèêó ðîáiò [19,20] i âiëüíèé âiä íàáëèæåíü, ùî ìè âèêîðèñòî-
âóâàëè ðàíiøå. Ðîçãëÿíóòî òàêîæ îáåðíåíó çàäà÷ó òåîði¨ � çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ
ïîëiòðîï äëÿ ðåàëüíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ çið.

2. Åìïiðè÷íà ïîëiòðîïíà ìîäåëü i ìåòîä À. Åääiíã-

òîíà

Ïîëiòðîïíà ìîäåëü çið ¹ åìïiðè÷íîþ i âèêîðèñòîâó¹ åôåêòèâíå ðiâíÿííÿ ñòàíó
ðå÷îâèíè

P (r) = Kρν(r), (1)

äå P (r) � òèñê ó òî÷öi ç ðàäióñ-âåêòîðîì r, ρ(r) � ëîêàëüíà ãóñòèíà, à K i ν �
ñòàëi. Çàìiñòü ïîêàçíèêà ν ÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü iíäåêñ ïîëiòðîïè n = [ν − 1]−1.
À. Åääiíãòîí îáãðóíòóâàâ ïîëiòðîïíå ñïiââiäíîøåííÿ (1) äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó
ν = 4/3(n = 3) çîði áåç îáåðòàííÿ. Ìîäåëü À. Åääiíãòîíà ïåðåäáà÷à¹ îäíî÷àñíå
âðàõóâàííÿ ãàçîâîãî i ñâiòëîâîãî òèñêó, à ïîâíèé òèñê íà ñôåði ðàäióñà r ¹ ¨õíüîþ
ñóìîþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ ñòàíó iäåàëüíîãî ãàçó, ìà¹ìî òàêi âèðàçè äëÿ öèõ
ñêëàäîâèõ:

Pgas(r) = ρ(r)T (r)
R∗
µ∗
, Pph =

a

3
T 4(r), (2)

äå T (r) � ëîêàëüíà òåìïåðàòóðà, µ∗ � áåçðîçìiðíà ìîëåêóëÿðíà ìàñà â àòîìíèõ
îäèíèöÿõ mu, ÿêà ââàæà¹òüñÿ ñòàëîþ ïî âñüîìó îá'¹ìó çîði, R∗ = kB/mu, a =
4σ/c, äå σ � ñòàëà Ñòåôàíà, c � øâèäêiñòü ñâiòëà, kB � ñòàëà Áîëüöìàíà. Â ìîäåëi
À. Åääiíãòîíà ïðèïóùåíî, ùî Pgas(r) i Pph(r) ïðîïîðöiéíi äî ïîâíîãî òèñêó P (r) ó
êîæíié òî÷öi çîði, à ñàìå

Pgas(r) = βP (r), Pph(r) = (1− β) P (r), (3)

à ìíîæíèê β ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ, íåçàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò. Âèêëþ÷åííÿì òåìïå-
ðàòóðè ç ðiâíÿíü (2) i (3) îäåðæóþòü ñïiââiäíîøåííÿ

P (r) = K(β) ρ4/3(r), K(β) =

{
1− β
β4

· 3R4
∗

aµ4
∗

}1/3

, (4)

ÿêå ¹ ïîëiòðîïîþ ç ïîêàçíèêîì ν = 4/3, ÷è iíäåêñîì n = 3.
Ç òåîði¨ Ð. Åìäåíà [4] âiäîìî, ùî ïðè n = 3 ìàñà çîði íå çàëåæèòü âiä ðàäióñà i

äîðiâíþ¹

M = 4π−1/2α3(K/G)3/2, (5)
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äå G � ãðàâiòàöiéíà ñòàëà, α3 = 2.01824 . . . . Ïðèðiâíþþ÷è âèðàçè (1) i (4), çíàõîäÿòü
ðiâíÿííÿ äëÿ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà β

(1− β)
3R4
∗

aµ4
∗

= β4πG3

(
M

α3

)2

. (6)

Öåé ïàðàìåòð ìîæå çìiíþâàòèñÿ â îáëàñòi 0 < β < 1, òîìó äëÿ çið ìàëèõ ìàñ β
áëèçüêå äî îäèíèöi (ïåðåâàæà¹ ãàçîâèé òèñê). Äëÿ çið äóæå âåëèêèõ ìàñ β ¹ ìàëèì:

β ≈
(
M

4α3

)−1/2
π−1/4G−3/4

(
3

a

)1/4
R∗
µ∗

+ . . . =

(
M0

M

)1/2
81/2(15)1/4

πµ∗
+ . . . , (7)

äå

M0 =

(
3

2

)1/2
1

4π

(
hc

G

)3/2
1

m2
u

≈ 2.88695 . . . M� (8)

¹ ìàñøòàáîì çîðÿíèõ ìàñ. Ïðè M ≤ M� âíåñîê ñâiòëîâîãî òèñêó ¹ ìàëèì, à ïðè
M ≥M� âií ñòà¹ ñóòò¹âèì. Äëÿ Ñîíöÿ ñâiòëîâèé òèñê ñòàíîâèòü áëèçüêî 3% ïîâíîãî
òèñêó.

Îòæå íàáëèæåííÿ β = const ïî âñüîìó îá'¹ìó çîði âiäïîâiäà¹ ïîëiòðîïíié çàëå-
æíîñòi ç ïîêàçíèêîì ν = 4/3, àáî iíäåêñîì n = 3. Îäíàê, ÿê âèïëèâà¹ ç ôiçè÷íîãî
çìiñòó Pgas(r) i Pph(r), ïðèðîäíiøèì ¹ ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ïàðàìåòð β ¹ ôóíêöi-
¹þ ãóñòèíè ðå÷îâèíè ρ(r). Íåõàé β(r) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

{1− β(r)}
{
ρ(r)

ρc

}3z

= β4(r), (9)

äå z � ÷èñëîâèé ïàðàìåòð, ρc � ãóñòèíà ðå÷îâèíè ó öåíòði çîði. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ
(4)

P (r) =

{
3R∗
aµ∗

}1/3

ρzc (ρ(r))
4/3−z

. (10)

Â îáëàñòi ïåðèôåði¨ çîði, äå ρ(r)/ρc � 1, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9) ¹ ìàëîþ âåëè÷èíîþ,

β(r) ≈
(
ρ(r)

ρc

)3z/4

+ . . . . (11)

Ç óìîâè
4

3
− z − 1 ≤ 1

5
(12)

çíàõîäèìî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ zmax = 2/15. Òàêîìó çíà÷åííþ z âiäïîâiäà¹ ïîëi-
òðîïà ç iíäåêñîì n = 5 (ν = 6/5), ïðè ÿêîìó çîðÿ ìà¹ áåçìåæíî âåëèêèé ðàäióñ.
Ìîäåëü ïîëiòðîïè ç n = 5 íàçèâàþòü ìîäåëëþ Ðîøà. Çíà÷åííÿ z = 0 âiäïîâiäà¹
ïîëiòðîïi ç iíäåêñîì n = 3, à âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ z äàþòü ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n < 3:
z = −1/6 âiäïîâiäà¹ ïîëiòðîïi ç n = 2, z = −2/3 � ïîëiòðîïi ç n = 1, z → −∞ âiäïî-
âiäà¹ ïîëiòðîïi ç iíäåêñîì n = 0. Îòæå çìiíà ïàðàìåòðà z â îáëàñòi (−∞ < z < 2/15)
âiäïîâiäà¹ ïîëiòðîïàì (10) ç iíäåêñîì 0 ≤ n ≤ 5, à z = 0 � ïîëiòðîïi À. Åääiíãòîíà
ç n = 3.
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Ç âèêëàäåíîãî äîõîäèìî âèñíîâêó òàêîæ, ùî îäíîôàçíà ìîäåëü çîði (ÿêó îïè-
ñóþòü ïîëiòðîïîþ ç n ≤ 3), íå ìîæå àäåêâàòíî îïèñàòè ðiâíîâàãó çîði íà ãîëîâ-
íié ïîñëiäîâíîñòi, íå êàæó÷è âæå ïðî ñóáãiãàíòè ÷è ãiãàíòè. Äëÿ öüîãî äîöiëüíî
âèêîðèñòîâóâàòè äâîôàçíi ìîäåëi, â ÿêèõ îïèñ âíóòðiøíüî¨ ÷àñòèíè âèêîíóþòü çà
äîïîìîãîþ ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n1 ≤ 3, à îïèñ ïåðèôåði¨ � ïîëiòðîïîþ ç iíäåêñîì
n2 > 3.

3. Ìåõàíi÷íà ðiâíîâàãà çið ç îñüîâèì îáåðòàííÿì

Îäíîôàçíà ìîäåëü çið ç îñüîâèì îáåðòàííÿì ¹ çàãàëüíîïðèéíÿòîþ ó ïîëiòðîïíié
òåîði¨. Âîíà  ðóíòó¹òüñÿ íà ïîëiòðîïíîìó ðiâíÿííi ñòàíó

P (r) = Kρν(r) = Kρ1+1/n(r). (13)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåiíåðöiéíó ñèñòåìó âiäëiêó, çà íàÿâíîñòi îáåðòàííÿ ðiâíÿííÿ
ðiâíîâàãè çàïèñóþòü ó âèãëÿäi [21]

∇P (r) = −ρ(r) {∇Φgrav(r) +∇Φc(r)}, (14)

äå

Φgrav(r) = −G
∫
ρ(r

′
)dr

′

|r− r′ |
(15)

¹ ãðàâiòàöiéíèì ïîòåíöiàëîì âñåðåäèíi çîði, à Φc(r) � âiäöåíòðîâèì ïîòåíöiàëîì.
ßêùî âiñü Oz ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çáiãà¹òüñÿ ç âiññþ îáåðòàííÿ, òî

Φc(r) = −1

2
ω2r2 sin2 θ. (16)

Òóò θ ¹ ïîëÿðíèì êóòîì, ω � êóòîâà øâèäêiñòü ñèñòåìè âiäëiêó, ÿêà ââàæà¹òüñÿ ñòà-
ëîþ. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (13), (15) i (16) ó ðiâíÿííÿ (14) i âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü(

1 +
1

n

)
ρ1/n−1(r)∇ρ(r) = (1 + n)∇ ρ1/n(r), (17)

îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ðîçïîäiëó
ãóñòèíè,

K(1 + n)∆ρ1/n(r) = −4πGρ(r) +
1

2
ω2∆(r2 sin2 θ). (18)

Çà íàÿâíîñòi îñüîâî¨ ñèìåòði¨ i ñèìåòði¨ âiäíîñíî åêâàòîðiàëüíî¨ ïëîùèíè ó ðîçïîäiëi
ãóñòèíè (ρ(r) = ρ(r, θ) = ρ(r, π − θ)) îïåðàòîð Ëàïëàñà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

∆ = ∆r +
1

r2
∆θ, ∆r =

1

r2
· ∂
∂r

(
r2
∂

∂r

)
, ∆θ =

∂

∂t
(1− t2)

∂

∂t
, (19)

äå t = cos θ, ïðè÷îìó ∆(r2 sin2 θ) = 4. Ââåäåìî áåçðîçìiðíi çìiííi

ξ = r/λn, Yn(ξ, θ) = [ρ(r, θ)/ρc]
1/n, (20)
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äå ρc � ãóñòèíà ìàòåði¨ ó öåíòði çîði. Ó áåçðîçìiðíié ôîðìi ðiâíÿííÿ (18) íàáóâà¹
âèãëÿäó

∆ξ,θ Yn(ξ, θ) = Ω2 − Y nn (ξ, θ), (21)

ÿêùî ìàñøòàá äîâæèíè λn i áåçðîçìiðíà êóòîâà øâèäêiñòü Ω âèçíà÷åíi ñïiââiäíî-
øåííÿìè

K(1 + n) = 4πGλ2n ρ
1−1/n
c , Ω = ω(2πGρc)

−1/2, (22)

à

∆ξ,θ = ∆ξ +
1

ξ2
∆θ, ∆ξ =

1

ξ2
· ∂
∂ξ

(
ξ2
∂

∂ξ

)
. (23)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (20) Yn(0, θ) = 1, à óìîâà ∂Yn(ξ, θ)/∂ξ = 0 ïðè ξ = 0 âiäïîâiäà¹
ðîçâ'ÿçêàì, ðåãóëÿðíèì â îêîëi ξ = 0. Ç öèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ðîáèìî âàæëèâèé
âèñíîâîê: àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (21) ïðè ξ � 1 i ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi
Ω íå çàëåæèòü âiä iíäåêñà ïîëiòðîïè:

Yn(ξ, θ) = Y0(ξ, θ) (24)

Çà óìîâè âåëèêèõ çíà÷åíü Ω ìîæëèâà íåìîíîòîííà çàëåæíiñòü Yn(ξ, θ) âiäíîñíî
çìiííî¨ ξ â îêîëi åêâàòîðà, ùî ïðèçâîäèòü äî âèòiêàííÿ ðå÷îâèíè. Óìîâè ñòàáiëüíî-
ñòi çîði â îêîëi åêâàòîðà

Yn

(
ξ,
π

2

)
= 0,

∂

∂ξ
Yn

(
ξ,
π

2

)
= 0 (25)

âèçíà÷àþòü ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà Ωmax(n) i âiäïîâiäíå éîìó çíà÷åííÿ
åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà ξmax

e (n). Î÷åâèäíî, ùî ïðè Ω < Ωmax(n) çàìiñòü óìîâ (25)
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Yn

(
ξ,
π

2

)
= 0,

∂

∂ξ
Yn

(
ξ,
π

2

)
< 0. (26)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (20) ôiçè÷íèé çìiñò ìàþòü ëèøå äîäàòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
(21), ÿêå ¹ äâîâèìiðíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó â ÷àñòèííèõ
ïîõiäíèõ ç äâîìà áåçðîçìiðíèìè ïàðàìåòðàìè n,Ω ≥ 0.

Ðiâíÿííÿ (21) ôîìàëüíî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðiâíÿííÿ äëÿ áåçðîçìiðíîãî
ãðàâiòàöiéíîãî ïîòåíöiàëó, ñòâîðåíîãî ðîçïîäiëîì áåçðîçìiðíî¨ ãóñòèíè ìàòåði¨
(4π)−1{Ω2−Y nn (ξ, θ)}. Ó çâ'ÿçêó ç öèì éîãî ìîæíà ïåðåïèñàòè â iíòåãðàëüíié ôîðìi

Yn(ξ, θ) = 1 +

∞∑
i=1

C2lξ
2lP2l(t)−

1

4π

∫
{Ω2 − Y nn (ξ

′
, θ
′
)}Q(ξ, ξ

′
) dξ

′
, (27)

äå C2l ¹ ñòàëèìè iíòåãðóâàííÿ, P2l(t) ¹ ïîëiíîìîì Ëåæàíäðà 2l-ãî ïîðÿäêó, ÿäðîì
ðiâíÿííÿ ¹

Q(ξ, ξ
′
) = |ξ − ξ

′
|−1 − (ξ

′
)−1, (28)

à iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà îá'¹ìîì çîði. Áåðó÷è äî óâàãè òîòîæíiñòü

∆ξ,θ {ξnPn(t)} = 0, (29)
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áà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (21) i (27) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ãðàâiòàöiéíèé ïîòåíöiàë âñåðåäèíi çîði (15) ïîâ'ÿçàíèé iç áåçðîçìiðíèì ïîòåíöi-

àëîì

Φn(ξ) = Φn(ξ, θ) = − 1

4π

∫
Y nn (ξ

′
, θ
′
)

|ξ − ξ
′ |

dξ
′

(30)

ñïiââiäíîøåííÿì
Φgrav(r) = 4πGρcλ

2
nΦn(ξ).

Ç ðiâíÿííÿ (14), çàïèñàíîãî ó áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ, îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

∂

∂ξ
{Φn(ξ, θ) + Yn(ξ, θ)} =

Ω2

3
ξ {1− P2(t)}. (31)

Öå äà¹ çìîãó ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ (27) ó òåðìiíàõ Yn(ξ, θ), Φn(ξ, θ), à ñàìå

Yn(ξ, θ) + {Φn(ξ, θ)− Φn(0, 0)} = 1 +

∞∑
l=1

C2l ξ
2lP2l(t) + Ω2{Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0)}, (32)

äå Φ0(ξ, θ) âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (30) ïðè Yn(ξ
′
, θ
′
) ≡ 1, i êîíâåðòóâàòè ðiâíiñòü (31)

äî òàêî¨ ôîðìè [7]:

∂

∂ξ

{ ∞∑
i=1

C2l ξ
2lP2l(t) + Ω2[Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0)]

}
= ξ

Ω2

3
(1− P2(t)). (33)

Ðiçíèöþ ïîòåíöiàëiâ Φ0(ξ, θ)−Φ0(0, 0) ðîçðàõîâóþòü iíòåãðóâàííÿì çà îá'¹ìîì ïîëi-
òðîïè ç iíäåêñîì n. Âèêîðèñòîâó÷è ðîçêëàä ÿäðà Q(ξ, ξ

′
) çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà

òà iíòåãðóþ÷è çà çìiííèìè −1 ≤ t
′ ≤ 1, 0 ≤ ξ

′ ≤ ξ0(t
′
), äå ξ0(t

′
) ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ

Yn(ξ, θ) = 0 ïðè çàäàíîìó θ i âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ïîëiòðîïè iç çàäàíèì n.
Òàêèì øëÿõîì îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0) =
ξ2

6
+
ξ2

2
P2(t)I2 +

∞∑
l=2

P2l(t) ξ
2lI2l,

I2 = −
+1∫
−1

P2(t
′
) ln ξ0(t

′
) dt

′
,

I2l = (l − 1)−1
1

4

+1∫
−1

P2l(t
′
) [ξ0(t

′
)]2−2ldt

′
ïðè l ≥ 2.

(34)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçêëàä (34) ó ðiâíÿííÿ (33), çíàõîäèìî, ùî

C2 = −Ω2

6
(1 + 3I2), C2l = −Ω2I2l ïðè l ≥ 2. (35)

Â ðåçóëüòàòi iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (27) íàáóâà¹ âèãëÿäó

Yn(ξ, θ) = 1 +
Ω2ξ2

6
(1− P2(t)) +

1

4π

∫
Y nn (ξ

′
, θ
′
)Q(ξ, ξ

′
) dξ

′
. (36)
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Ñèñòåìà ðiâíÿíü (21) i (36) ¹ çàìêíóòîþ, âîíà íå ïîòðåáó¹ æîäíî¨ äîäàòêîâî¨
iíôîðìàöi¨ i âèçíà÷à¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Yn(ξ, θ), ùî âiäïîâiäà¹ óìîâàì ó öåíòði
i íà ïîâåðõíi êîíôiãóðàöi¨. Ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ ñèñòåìó ñàìîóçãîäæåíèì ñïîñîáîì,
ÿêèé êîðåêòíî îïèñó¹ ïîâåðõíþ ïîëiòðîïè, íà âiäìiíó âiä ðîáiò [7, 8, 12]. Ó íàøié
ðîáîòi [20] äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçðàõóíêiâ âèêîðèñòàíî àïðîêñèìàöiþ, çà ÿêî¨ ïîâåðõíÿ
ïîëiòðîïè ¹ ïîâåðõíåþ åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ iç çàäàíèìè åêñöåíòðèñèòåòîì e i åêâà-
òîðiàëüíèì ðàäióñîì ξe, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ñàìîóçãîäæåíî. Ó òàêîìó íàáëèæåííi

ξ0(t) = ξe

{
1 + t2

e2

1− e2

}−1/2
, I2 = I2(e) =

2

3
+

1− e2

e2
−
√

1− e2
e3

arcsin e,

I2l = 0 ïðè l ≥ 2.

(37)

Îäíàê òàêà àïðîêñèìàöiÿ ¹ ëèøå îäíèì ç ìîæëèâèõ íàáëèæåíèõ âàðiàíòiâ ðîçðà-
õóíêó. Õî÷à ïðè öüîìó îäåðæóþòüñÿ äîñèòü äîáði ðåçóëüòàòè â óñié îáëàñòi çìiíè
êóòîâî¨ øâèäêîñòi (0 ≤ Ω ≤ Ω

(n)
max), ïðè çíà÷åííÿõ Ω, áëèçüêèõ äî Ω

(n)
max, ïîâåðõíÿ

ïîëiòðîïè íàñïðàâäi äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîâåðõíi åëiïñî¨äà. Öåé ïàðàäîêñ ïî-
ÿñíþþòü òèì, ùî â îêîëi ïîâåðõíi ãóñòèíà ðå÷îâèíè ¹ ìàëîþ, ïðîïîðöiéíîþ Y nn (ξ, θ)
i òîìó âèêîðèñòàííÿ ñïiââiäíîøåíü (35) äà¹ ìàëó ïîõèáêó.

4. Ìîäåëü Ð. Åìäåíà

ßê âèäíî ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [7�9], ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà [Ω
(n)
max]2 ¹

ñóòò¹âî ìåíøèìè çà îäèíèöþ, òîìó îáåðòàííÿ âiäiãðà¹ ðîëü ïîïðàâêè ïiä ÷àñ ðîç-
ðàõóíêiâ õàðàêòåðèñòèê ïîëiòðîï. Âïëèâ îáåðòàííÿ íàéñèëüíiøå ïðîÿâëÿ¹òüñÿ íà
çìiíi ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ïîëiòðîï, àëå é âîíè íå ïåðåâèùóþòü 40%. ×åðåç òå
íóëüîâèì íàáëèæåííÿì ðiâíÿííÿ (21) ¹ ðiâíÿííÿ Åìäåíà [4]

∆ξ yn(ξ) = −ynn(ξ), (38)

ÿêå îïèñó¹ ìîäåëü ïîëiòðîïè áåç îáåðòàííÿ çi ñôåðè÷íîþ ñèìåòði¹þ ðîçïîäiëó ðå÷î-
âèíè. Ðiâíÿííþ (38) âiäïîâiäàþòü ãðàíè÷íi óìîâè yn(0) = 1, dyn/dξ = 0 ïðè ξ = 0,
à òàêîæ óìîâà yn(ξ) ≥ 0. Iíòåãðóþ÷è çà êóòîâèìè çìiííèìè ÿäðà Q(ξ, ξ

′
), ðiâíÿííÿ

(36) ïðè Ω = 0 òðàíñôîðìó¹ìî äî òàêî¨ ôîðìè:

yn(ξ) = 1 +

ξ∫
0

{
(ξ
′
)2

ξ
− ξ

′

}
ynn(ξ

′
) dξ

′
. (39)

Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (38), (39) iëþñòðóþòüñÿ âiäîìèìè àíàëiòè÷íèìè âè-
ðàçàìè ïðè n = 0, 1 i 5 [21]

y0(ξ) = 1− ξ2/6, ξ1(0) =
√

6;

y1(ξ) =
sin ξ

ξ
, ξ1(1) = π;

y5(ξ) =
{

1 + ξ2/3
}−1/2

, ξ1(5) = ∞.

(40)
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Òóò ξ1(n) � áåçðîçìiðíèé ðàäióñ ïîëiòðîïè, íàéìåíøèé êîðiíü ðiâíÿííÿ y(ξ) = 0 äëÿ
çàäàíîãî iíäåêñà n. Óìîâà

ξ1(n)∫
0

ynn(ξ)

(
ξ − ξ2

ξ1(n)

)
dξ = 1 (41)

¹ ñâî¹ðiäíîþ óìîâîþ íîðìóâàííÿ. ×åðåç òå, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ yn(ξ) ¹ ñïà-
äíîþ äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ ξ, ç ðiâíîñòi (41) ξ1(n) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ
iíäåêñà n. Çàëåæíiñòü ôóíêöié yn(ξ) âiä iíäåêñà n iëþñòðóþòü êðèâi ðèñ. 1, ðîçðàõî-
âàíi ÷èñåëüíî. Öå çíàêîçìiííi, àáî æ îñöèëþþ÷i ôóíêöi¨, ÿêi ìàþòü ôiçè÷íèé ñåíñ

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

ξ

n=0 1.0 2.0 3.0

y
n
(ξ)

Ðèñ. 1: Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Åìäåíà äëÿ iíäåêñà ïîëiòðîïè 0 ≤ n ≤ 3.0

â îáëàñòi 0 ≤ ξ ≤ ξ1(n), ïðè÷îìó iíäåêñ ïîëiòðîïè ìîæå íåïåðåðâíî çìiíþâàòèñÿ â
îáëàñòi 0 ≤ n ≤ 5. Â îáëàñòi ìàëèõ çíà÷åíü çìiííî¨ ξ ôóíêöi¨ Åìäåíà çîáðàæàþòü
ðîçêëàäîì

yn(ξ) = 1− 1

3!
ξ2 +

n

5!
ξ4 − n(8n− 5)

3 · 7!
ξ6 + . . . , (42)

ç ÿêîãî âèäíî, ùî ç òî÷íiñòþ äî ξ2 àñèìïòîòèêà ôóíêöié yn(ξ) ¹ îäíàêîâîþ, ùî
ïiäòâåðäæó¹ óìîâó (24). Íàâåäåìî òóò îñíîâíi ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè çîði-
ïîëiòðîïè â ìîäåëi Ð. Åìäåíà. Ìàñà

M(n, 0) =

∫
V

ρ(r)dr = 4π λ3n ρc β2(n),

β2(n) =

ξ1(n)∫
0

ξ2ynn(ξ) dξ = ξ21(n)

∣∣∣∣dyndξ
∣∣∣∣
ξ=ξ1(n)

;

(43)
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îá'¹ì çîði i ðàäióñ ¨¨

V (n, 0) =
4π

3

(
λnξ1(n)

)3
, R(n, 0) = λnξ1(n); (44)

ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi îáåðòàííÿ

I(n, 0) =
8π

3
ρc λ

5
n β4(n), β4(n) =

ξ1(n)∫
0

ξ4 ynn(ξ) dξ. (45)

Ãðàâiòàöiéíà åíåðãiÿ

W (n, 0) = −G
2

∫
ρ(r1) dr1

∫
ρ(r2) |r1 − r2|−1dr2 (46)

ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà êóòîâèìè çìiííèìè, ïåðåõîäó äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ òà âè-
êîðèñòàííÿ ðiâíÿííÿ (38) çâîäèòüñÿ äî òàêîãî âèðàçó:

W (n, 0) = −48 λ5n π
2G ρ2c

1

1 + n
Jn,

Jn =

ξ1(n)∫
0

ξ2yn+1
n (ξ) dξ =

n+ 1

(5− n) ξ1(n)
β2
2(n), n < 5.0.

(47)

Çà âiäîìèì ðîçâ'ÿçêîì y5(ξ) (äèâ. (40)) W (5, 0) ìîæíà ðîçðàõóâàòè â àíàëiòè÷íîìó
âèãëÿäi, çâiäêè Jn → π 33/2/16 ïðè n→ 5.

Ç òåðìîäèíàìiêè âiäîìî, ùî â îäíîðiäíié ñèñòåìi â ðàçi ïîëiòðîïíî¨ çàëåæíîñòi
òèñêó âiä ãóñòèíè ðå÷îâèíè îá'¹ìíà ãóñòèíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ïîâ'ÿçàíà ç òèñêîì
ñïiââiäíîøåííÿì

E(ρ) = n P (ρ). (48)

Çàñòîñóâàâøè öå ñïiââiäíîøåííÿ äî íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè â ëîêàëüíîìó íàáëèæåííi,
çíàõîäèìî ïîâíó âíóòðiøíþ åíåðãiþ çîði-ïîëiòðîïè

U(n, 0) =

∫
E(ρ(r)) dr = 4π n K ρ1+1/n

c

R∫
0

dr r2 yn+1
n (r/λn) =

= 16π2G ρ2c λ
5
n

n

(5− n) ξ1(n)
β2
2(n).

(49)

Ç óðàõóâàííÿì (47) ïîâíà åíåðãiÿ äîðiâíþ¹

E(n, 0) = W (n, 0) + U(n, 0) = 16π2G λ5n
n− 3

(5− n) ξ1(n)
β2
2(n). (50)

Çâiäñè äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî â îäíîôàçíié ìîäåëi çîðÿ-ïîëiòðîïà ¹ ñòiéêîþ ïðè
n ≤ 3.

Â òàáë. 1 íàâåäåíî çàëåæíiñòü ïàðàìåòðiâ ξ1(n), β2(n), β4(n) âiä iíäåêñà ïîëi-
òðîïè (0 ≤ n ≤ 3). Çãiäíî ç ôîðìóëàìè (43), (45) ìàñó i ìîìåíò iíåðöi¨ ïîëiòðîïè ç
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Òàáë. 1: Ïàðàìåòðè ïîëiòðîïíèõ ìîäåëåé Åìäåíà.

n 0 0, 25 0, 5 1, 0 1, 5 2, 0 2, 5 3, 0

ξ1(n) 2, 4495 2, 5921 2, 7527 3, 1416 3, 6538 4, 3529 5, 3553 6, 8969
β2(n) 4, 8990 4, 2579 3, 7887 3, 1416 2, 7141 2, 4111 2, 1872 2, 0182
β4(n) 17, 6371 15, 5178 14, 0352 12, 1567 11, 1197 10, 6110 10, 5197 10, 8516

iíäåêñîì n çà íàÿâíîñòi îáåðòàííÿ çîáðàæàþòü ó âèãëÿäi

M(n|Ω) = M(n|0) η(n|Ω), I(n|Ω) = I(n|0) ζ(n|Ω), (51)

äå

η(n|Ω) = (2β2(n))−1
1∫
−1

dt

ξ0(t)∫
0

ξ2 Y nn (ξ, θ) dξ,

ζ(n|Ω) =

(
4

3
β4(n)

)−1 1∫
−1

dt (1− t2)

ξ0(t)∫
0

ξ4 Y nn (ξ, θ) dξ.

Òóò ξ0(t) âèçíà÷à¹ ïîâåðõíþ ïîëiòðîïè äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ iíäåêñà n.

5. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðiâíîâàãè äëÿ çið ç îñüîâèì

îáåðòàííÿì

Ðiâíÿííÿ (21), (36) ¹ äâîâèìiðíèìè, äâîïàðàìåòðè÷íèìè i íåëiíiéíèìè çàãàëîì,
îñêiëüêè iíäåêñ n ìîæå ïðèéìàòè äîâiëüíi çíà÷åííÿ ç ïðîìiæêó (0÷5). ×åðåç öå ¨õíi
ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè ëèøå ÷èñåëüíèì ìåòîäîì. Äëÿ iëþñòðàöi¨ õàðàêòåðó öèõ
ðîçâ'ÿçêiâ çâè÷àéíî ¹ ðîçâ'ÿçêè çà ïåâíèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ iíäåêñà ïîëiòðîïè,
ÿê i ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Åìäåíà (38), àáî (39). Ó âèïàäêàõ n = 0, n = 1 ðiâíÿííÿ
(21), (36) ¹ ëiíiéíèìè, ùî äà¹ çìîãó çíàõîäèòè çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè â àíàëiòè÷íîìó
âèãëÿäi.

5.1 Ïîëiòðîïà n = 0

Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (34), ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (36) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

Y0(ξ, θ) = y0(ξ) +
Ω2ξ2

6
− P2(t)

ξ2

6
(Ω2 + 3I2)−

∑
l≥2

ξ2lP2l(t) I2l, (52)

äå y0(ξ) = 1 − ξ2/6 ¹ ôóíêöiÿ Åìäåíà äëÿ ïîëiòðîïè n = 0. Êîåôiöi¹íòè I2 òà
I2l ìîæíà ðîçðàõóâàòè ñàìîóçãîäæåíèì ñïîñîáîì, ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.
Íåõòóþ÷è êîåôiöi¹íòàìè I2l ïðè l ≥ 2, îäåðæó¹ìî íóëüîâå íàáëèæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ
ïîâåðõíi ïîëiòðîïè

ξ
(0)
0 (θ) = 61/2{1− Ω2 (1− P2(t)) + 3P2(t) I2}−1/2. (53)
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Öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ïîâåðõíþ åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ. Âèçíà÷àþ÷è ç ôîðìóëè (53) ïî-
ëÿðíèé ξ(0)p òà åêâàòîðiàëüíèé ξ(0)e ðàäióñè, çà ñïiââiäíîøåííÿì 1 − e20 = [ξ

(0)
p /ξ

(0)
e ]2

îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ åêñöåíòðèñèòåòó

e20 +

[
3e20 −

9

2

]
I2 =

3

2
Ω2, (54)

âiäîìå ÿê ôîðìóëà Ìàêëîðåíà [22], ùî âèçíà÷à¹ çàëåæíiñòü åêñöåíòðèñèòåòó âiä
êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω. Ïðè öüîìó I2 ≡ I2(e0) âèçíà÷åíî ñïiââiäíîøåííÿì (35), ÷åðåç
òå

ξ
(0)
0 (θ) = ξ(0)e (Ω)

{
1 +

e20(Ω)

1− e20(Ω)
t2
}−1/2

,

ξ(0)e (Ω) = 61/2
{

1− 3

2

[
Ω2 + I2(Ω)

]}−1/2
,

(55)

äå I2(Ω) ≡ I2(e0(Ω)), t = cos θ. Çàëåæíiñòü ôóíêöié e0(Ω) òà I2(Ω) âiä êóòîâî¨ øâèä-
êîñòi iëþñòðóþòü ðèñ. 2 i 3. Çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿì (37) çà ìàëèõ çíà÷åíü åêñöåí-
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Ω
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= 0.47399, e
0
(Ω

max
) = 0.92995

e
0
(Ω)

Ω

Ðèñ. 2: Çàëåæíiñòü åêñöåíòðèñèòåòó e0(Ω) âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω

òðèñèòåòó I2(e) = 2e2/15+8e4/105+ . . . . Ó öüîìó íàáëèæåííi ç ôîðìóëè Ìàêëoðåíà
ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòÿõ e2 = 15Ω2/4 + . . . , à ÷åðåç òå

I2(Ω) =
1

2
Ω2 +

45

56
Ω4 + . . . . (56)

Ç ðèñ. 2 âèäíî, ùî åêñöåíòðèñèòåò ¹ íåîäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ êóòîâî¨ øâèäêîñòi.
Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ωmax = 0, 47399 . . . , çà ÿêîãî íàñòà¹ íå-
ñòàáiëüíiñòü, âiäïîâiäà¹ åêñöåíòðèñèòåòó e(Ωmax) = 0, 92995 . . . . Ó íàáëèæåííi (55)
ïîëÿðíèé ðàäióñ

ξ(0)p (Ω) = 61/2{1 + 3I2(Ω)}−1/2. (57)
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Ðèñ. 3: Çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ I2(Ω) âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω. Øòðèõ-ïóíêòèðíà êðèâà âiäïî-
âiäà¹ ìàëèì øâèäêîñòÿì çà ìàëèõ çíà÷åíü åêñöåíòðèñèòåòó, øòðèõîâà � ìàëèì øâèäêîñòÿì
ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ åêñöåíòðèñèòåòó

Â îáëàñòi âåëèêèõ çíà÷åíü åêñöåíòðèñèòåòó (e(Ωmax) ≤ e ≤ 1) i ìàëèõ êóòîâèõ
øâèäêîñòåé

I2(Ω) ≈ 2

3
− Ω2 − Ω4 + . . . , (58)

ùî ïðèçâîäèòü äî àñèìïòîòèêè

ξ(0)e (Ω) → 2

Ω2
+ . . . ξ(0)p (Ω) →

√
2, (59)

ÿêà âiäïîâiäà¹ äèñêó ñòàëî¨ òîâùèíè i âåëèêîãî ðàäióñà. Çàëåæíiñòü ξ(0)e (Ω) i ξ(0)p (Ω)
âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi ïîêàçó¹ ðèñ. 4. Ðîçðàõóâàâøè êîåôiöi¹íòè I2(Ω) òà I4(Ω) çà
ôîðìóëàìè (34) ó íàáëèæåííi (55), çíàõîäèìî ïåðøå íàáëèæåííÿ ξ(1)0 (θ) ó âèãëÿäi

ξ
(1)
0 (θ) = ξ

(0)
0 (t)


{

1 + 4P4(t)I4

[
ξ
(0)
0 (θ)

]4}1/2

− 1

2P4(t)I4(Ω)[ξ
(0)
0 (θ)]4


1/2

. (60)

Âðàõóâàííÿ âèùèõ ïîïðàâîê äî ξ(0)0 (θ) ìîæíà âèêîíàòè ÷èñåëüíèì ìåòîäîì, ðîçðà-
õîâóþ÷è ÷èñåëüíî êîðiíü ðiâíÿííÿ

1− ξ2
(
ξ
(0)
0 (θ)

)−2
−
∑
l≥2

ξ2l P2l(t) I2l(Ω) = 0 (61)

ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ I2l(Ω) ó íàáëèæåííi ξ(0)0 (θ). Çâè÷àé-
íî, ùî âíåñêè I2l(Ω) ïðè l ≥ 2 ¹ ìàëèìè, àëå ïîâåðõíÿ ïîëiòðîïè âiäõèëÿ¹òüñÿ
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Ðèñ. 4: Çàëåæíiñòü åêâàòîðiàëüíîãî ξ
(0)
e (Ω) òà ïîëÿðíîãî ξ

(0)
p (Ω) ðàäióñiâ âiä øâèäêîñòi

îáåðòàííÿ Ω (øòðèõ-ïóíêòèðíi êðèâi âiäïîâiäàþòü íàáëèæåííþ ìàëèõ øâèäêîñòåé)

âiä ïîâåðõíi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ. Õàðàêòåðíèìè åëåìåíòàìè ïîâåðõíi ¹ ξmax(Ω) ≡
ξ0(π/2,Ω) òà ξmin(Ω) = ξ0(0,Ω).

Ìîäåëü ç iíäåêñîì n = 0 âiäïîâiäà¹ íåñòèñëèâié ðå÷îâèíi, ùî ìà¹ ãóñòèíó ρc.
Òîìó çìiíè ìàñè òà îá'¹ìó ìîäåëi ïiä âïëèâîì îáåðòàííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

M(0,Ω) = M(0, 0) f(Ω), V (0,Ω) = V (0, 0) f(Ω),

f(Ω) = ξ−31 (0)

1∫
0

ξ30(θ) dt,
(62)

äå M(0, 0) i V (0, 0) ¹ ìàñîþ òà îá'¹ìîì ìîäåëi Åìäåíà, ξ1(0) =
√

6 ¹ áåçðîçìiðíèì
ðàäióñîì öi¹¨ ìîäåëi.

5.2 Ïîëiòðîïà n = 1

Öÿ ìîäåëü ïîñiäà¹ âàæëèâå ìiñöå â çàãàëüíié òåîði¨, áî íà íié âäà¹òüñÿ âiäïðà-
öþâàòè íàáëèæåíi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (21) äëÿ äîâiëüíîãî n.

Çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

Y1(ξ, θ) = y1(ξ) + Ω2

{
ϕ(ξ, θ) +

ξ2

4
sin2 θ

}
, (63)

äå y1(ξ) = sin ξ/ξ � ôóíêöiÿ Åìäåíà äëÿ n = 1, ðiâíÿííÿ (21) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ
äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(ξ, θ), ÿêå íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà Ω:

∆(ξ, θ) ϕ(ξ, θ) + ϕ(ξ, θ) = −1

4
ξ2 sin2 θ. (64)
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Ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó çìiííi ìîæíà ðîçäiëèòè, ïðåä-
ñòàâèìî ó âèãëÿäi

ϕ(ξ, θ) =

∞∑
l=1

α2l j2l(ξ) P2l(t), (65)

äå

j2l(ξ) = ξ2l
∞∑
s=0

1

s!

(
−ξ

2

2

)s
{[4l + 1 + 2s]!!}−1 (66)

¹ ñôåðè÷íi ôóíêöi¨ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó [23], P2l(t) � ïîëiíîìè Ëåæàíäðà âiä t =
cos θ, α2l � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ.

×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (64) ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi

ϕ÷àñò(ξ, θ) =

∞∑
l=2

b2l [ξ sin θ]2l. (67)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé ðîçêëàä ó ðiâíÿííÿ (64) i âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

∆(ξ, θ) {ξ sin θ}2l = (2l)2{ξ sin θ}2l−2, (68)

âiäøóêó¹ìî êîåôiöi¹íòè
b2l = (−1)l−1 2−2l (e!)−2. (69)

×åðåç öå
1

4
ξ2 sin2 θ + ϕ÷àñò(ξ, θ) = 1− J0(ξ sin θ), (70)

äå

J0(z) =

∞∑
i=0

(−1)i
(
z2

4

)i
(i!)−2 − (71)

ôóíêöiÿ Áåññåëÿ öiëîãî (íóëüîâîãî) ïîðÿäêó [23]. Òàê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (21) ïðè
n = 1 íàáóâà¹ âèãëÿäó

Y1(ξ, θ) = j0(ξ) + Ω2

{
1− J0(ξ sin θ) +

∞∑
l=1

α2l j2l(ξ) P2l(t)

}
. (72)

Ôóíêöiÿ J0(ξ sin θ) ìà¹ òàêèé ðîçêëàä çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà [23]:

J0(ξ[1− t2]1/2) =

∞∑
l=0

D2l j2l(ξ) P2l(t), D2l = (4l + 1)(2l)! 2−2l(l!)−2. (73)

×åðåç òå ðîçâ'ÿçîê (68) çàïèøåìî òàêîæ ó âèãëÿäi çâè÷àéíîãî ðîçêëàäó çà îðòîãî-
íàëüíèìè ôóíêöiÿìè

Ỹ1(ξ, θ) = j0(ξ) + Ω2

{
1− j0(ξ) +

∞∑
l=1

a2l j2l(ξ) P2l(t)

}
, (74)
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äå a2l ¹ íîâèìè ñòàëèìè iíòåãðóâàííÿ (a2l = α2l −D2l). Ïðåäñòàâëåííÿ (72) i (74) ¹
öiëêîì åêâiâàëåíòíèìè. Íàñïðàâäi ïiä ÷àñ ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ íåîáõiäíî îáìå-
æóâàòèñÿ âðàõóâàííÿì ñêií÷åííîãî ÷èñëà äîäàíêiâ (1 ≤ l ≤ l0), òîìó ðîçðàõîâàíi
õàðàêòåðèñòèêè ïîëiòðîïè äåùî âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ. Ïðåäñòàâëåííÿ (72) ìîæ-
íà ðîçãëÿäàòè ÿê ðåçóëüòàò âèáiðêîâîãî ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäó (74). Çàçíà÷èìî, ùî
J0(z) ìà¹ äîñèòü òî÷íi àíàëiòè÷íi àïðîêñèìàöi¨ [23], à

1

2

+1∫
−1

J0

(
z[1− t2]1/2

)
dt = j0(z). (75)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (24) i ïðèðiâíþþ÷è ìiæ ñîáîþ àñèìïòîòèêè ôóíê-
öié (52) i (74) ïðè ξ � 1 (ç òî÷íiñòþ äî ξ2), çíàõîäèìî, ùî

a2(Ω) = −5

2

{
1 +

3

Ω2
I2(Ω)

}
, (76)

äå I2(Ω) âiäïîâiäà¹ ïîëiòðîïi ç iíäåêñîì n = 0 i ¹ äâîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ Ω. Òîìó â
îáëàñòi ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé i ìàëèõ åêñöåíòðèñèòåòiâ çãiäíî ç âèðàçîì (56)

a2(Ω) = −25

4

{
1 +

27

28
Ω2 + . . .

}
. (77)

Â îáëàñòi ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé i åêñöåíòðèñèòåòiâ, áëèçüêèõ äî îäèíèöi,

Ω2a2(Ω) → −5 (1− Ω2 + . . .). (78)

ßêùî îáìåæèòèñÿ íàáëèæåííÿì a2l = 0 ïðè l ≥ 2 ó ðîçêëàäi (74), òî â ðåæèìi (77)
ïîâåðõíÿ ïîëiòðîïè ¹ ïîâåðõíåþ åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ, áëèçüêîãî äî ñôåðè Åìäåíà.
Íàòîìiñòü â ðåæèìi (78) ïîâåðõíÿ ïîëiòðîïè ¹ ïîâåðõíåþ ñèëüíî ñòèñíóòîãî åëiïñî-
¨äà îáåðòàííÿ, ùî ñâiä÷èòü ïðî ôîðìóâàííÿ äèñêîâî¨ ñòðóêòóðè. Ãðàíè÷íi ôîðìè
ìåðèäiîíàëüíîãî ïåðåðiçó ïîâåðõíi ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1 ïðè ìàëèõ êóòîâèõ
øâèäêîñòÿõ, ùî âiäïîâiäàþòü ôîðìóëàì(77) i (78), çîáðàæåíî íà ðèñ. 5.

Îñêiëüêè Y1(ξ, θ) ó ôîðìi (72) ÷è (74) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (36) ïðè n = 1, òî
öå äà¹ àëüòåðíàòèâíó ìîæëèâiñòü äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ. Ïîêàæåìî
öå íà ïðèêëàäi ðîçêëàäó (74). Ïiäñòàâëÿþ÷è éîãî ó ðiâíÿííÿ (36), çâåäåìî îñòàíí¹
äî òàêîãî âèãëÿäó:

(1− Ω2) j0(ξ) + Ω2
∑
l≥1

a2l j2l(ξ) P2l(t) = 1− Ω2 − Ω2{Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0)}+

+
1

4π
(1− Ω2)

∫
Q(ξ, ξ

′
) j0(ξ

′
) dξ

′
+

Ω2ξ2

6
(1− P2(t))+

+
1

4π
Ω2
∑
l≥1

a2l

∫
Q(ξ, ξ

′
) j2l(ξ

′
) P2l(t

′
) dξ

′
.

(79)
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Ðèñ. 5: Ìåðèäiîíàëüíèé ïåðåðiç ïîâåðõíi ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1 ïðè ôiêñîâàíîìó
çíà÷åííi êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω = 0, 2. Êðèâà 1 âiäïîâiäà¹ íàáëèæåííþ (77), êðèâà 2 � íà-
áëèæåííþ (78).

Iíòåãðóâàííÿ çà âåêòîðîì ξ
′
ïðîâîäèòüñÿ çà îá'¹ìîì ïîëiòðîïè. ×åðåç öå

1

4π

∫
Q(ξ, ξ

′
) j0(ξ

′
) dξ

′
=

ξ∫
0

j0(ξ
′
)

{
(ξ
′
)2

ξ
− ξ

′

}
dξ
′
+

+
1

2

∑
l≥1

P2l(t) ξ
2l

+1∫
−1

P2l(t
′
)

ξ0(t
′
)∫

π

j0(ξ
′
)(ξ
′
)1−2ldξ

′
,

(80)

äå ξ0(t
′
) âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ïîëiòðîïè. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî j0(ξ) çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ (39), i ñïiââiäíîøåííÿ (34), ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (79) ó òàêié ôîðìi:∑
l≥1

a2l j2l(ξ) P2l(t) = −P2(t)
ξ2

6
(1 + 3I2)−

∑
l≥2

P2l(t) ξ
2lI2l +

+
∑
l≥1

L2l ξ
2lP2l(t) +

1

4π

∑
l≥1

a2l

∫
Q(ξ, ξ

′
) j2l(ξ

′
) P2l(t

′
) dξ

′
.

(81)

Ïðè öüîìó I2l âèçíà÷åíî ôîðìóëàìè (34), a

L2l =
Ω−2

2

+1∫
−1

P2l(t
′
)

ξ0(t
′
)∫

π

j0(ξ
′
)(ξ
′
)1−2l dξ

′
dt
′
. (82)

ßê çàçíà÷åíî, ó íàáëèæåííi (37) êîåôiöi¹íòè I2l = 0 ïðè l ≥ 2. Îäíàê L2l i â öüîìó
íàáëèæåííi âiäìiííi âiä íóëÿ, õî÷à â íàøèõ ïîïåðåäíiõ ïóáëiêàöiÿõ [19, 20] ¨õ íå
áðàëèñü äî óâàãè, ÿê i I2l.
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Ðîçðàõóíîê îñòàííüîãî ÷ëåíà ó ïðàâié ñòîðîíi ðiâíîñòi (81) çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì
ðîçêëàäó ÿäðà Q(ξ, ξ

′
) çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà,

1

4π

∫
Q(ξ, ξ

′
) j2l(ξ

′
)P2l(t

′
)dξ

′
= P2l(t)(4l + 1)−1ξ−1−2l

ξ∫
0

(ξ
′
)2+2lj2l(ξ

′
) dξ

′
+

+
1

2
P2l(t) ξ

2l

+1∫
−1

P 2
2l(t

′
) dt

′

ξ0(t
′
)∫

ξ

j2l(ξ
′
) (ξ

′
)1−2ldξ

′
+

+
1

2

∞∑
m=1

P2m(t) ξ2m(1− δm,l)
+1∫
−1

dt
′
P2l(t

′
) P2m(t

′
)

ξ0(t
′
)∫

π

j2l(ξ
′
)(ξ
′
)1−2m dξ

′
,

(83)

äå δm,l � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à ξ0(t
′
) âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi. Iíòåãðóâàííÿ çà

çìiííîþ ξ
′
ó ïåðøèõ äâîõ ÷ëåíàõ ïðàâî¨ ñòîðîíè ðiâíîñòi (83) âèêîíó¹òüñÿ â àíàëi-

òè÷íié ôîðìi,

ξ−1−2l
ξ∫

0

(ξ
′
)2+2lj2l(ξ

′
) dξ

′
= ξ j2l+1(ξ);

ξ0∫
ξ

j2l(ξ
′
) (ξ

′
)1−2ldξ

′
= −ξ1−2l0 j2l−1(ξ0) + ξ1−2lj2l−1(ξ),

(84)

äå ξ0 ≡ ξ0(t
′
). Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

j2l(ξ) = [4l + 1]−1ξ {j2l+1(ξ) + j2l−1(ξ)}, (85)

áà÷èìî, ùî ñóìó ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ ïðàâî¨ ñòîðîíè ðiâíîñòi (83) ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

P2l(t)j2l(ξ)− P2l(t) ξ
2l


1∫

0

P 2
2l(t

′
) ξ1−2l0 (t

′
) j2l−1(ξ0(t

′
)) dt

′

 . (86)

ßê íàñëiäîê ÷ëåíè ðiâíÿííÿ (81), â ÿêèõ ÿâíî ôiãóðóþòü j2l(ξ), âçà¹ìíî êîìïåíñó-
þòüñÿ i çàëèøàþòüñÿ ëèøå ÷ëåíè òèïó ξ2lP2l(t), ξ2mP2m(t).

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè çà îäíàêîâèõ äîáóòêiâ ξ2lP2l(t) ó ðiâíÿííi (81), îäåð-
æó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ
a2l:

a2S2,2 + a4S2,4 + . . .+ a2l0S2,2l0 = −1

6
(1 + 3I2) + L2,

a2S4,2 + a4S4,4 + . . .+ a2l0S4,2l0 = L4 − I4;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a2S2l0,2 + a4S2l0,4 + . . .+ a2l0S2l0,2l0 = L2l0 − I2l0 .

(87)
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Åëåìåíòè ìàòðèöi S2m,2l âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè

S2l,2l =

1∫
0

P 2
2l(t) ξ

1−2l
0 j2l−1(ξ0) dt;

S2m,2l = −
1∫

0

P2m(t) P2l(t) dt

ξ0∫
π

(ξ
′
)1−2mj2l(ξ

′
) dξ

′
.

(88)

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ ξ
′
íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè çâîäÿòüñÿ äî îäíîêðàòíèõ

iíòåãðàëiâ:

S2,4 =

1∫
0

P2(t)P4(t)ξ−10 {j3(ξ0) + 2ξ−10 j2(ξ0)}dt,

S2,6 =

1∫
0

P2(t)P6(t)ξ−10 {j5(ξ0) + 4ξ−10 j4(ξ0) + 8ξ−20 j3(ξ0)}dt.

(89)

Çà ìàëèõ çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèäêîñòi ó íóëüîâîìó íàáëèæåííi ó âèðàçàõ (88), (89)
äîñèòü çàìiíèòè ξ0(t) íà áåçðîçìiðíèé ðàäióñ Åìäåíà ξ1 = π, âíàñëiäîê ÷îãî

S2l,2l ⇒ S
(0)
2l,2l = (4l + 1)−1ξ1−2l1 j2l−1(ξ1);

S2l,2m ⇒ S
(0)
2l,2m = 0 ïðè l 6= m.

(90)

Ó òàêîìó íàáëèæåííi I2l = L2l = 0 ïðè l ≥ 1,

a
(0)
2 = −5

6
π2; a

(0)
2l = 0 ïðè l ≥ 2, (91)

ùî çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì ðîáîòè [8]. Ó öié ðîáîòi íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
ðiâíîâàãè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi

Y Ch
1 (ξ, θ) = y1(ξ) + Ω2{ψ0(ξ) + a2 P2(t) ψ2(ξ)}, (92)

à ñòàëó iíòåãðóâàííÿ a2 çíàéäåíî çà ìåòîäîì Ìiëíà [7] ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi ãðàâi-
òàöiéíîãî ïîòåíöiàëó íà ïîâåðõíi Åìäåíà ξ = ξ1(1) = π. Ïðè öüîìó ôóíêöi¨ ψ0(ξ) i
ψ2(ξ) çíàéäåíî ÷èñåëüíèì iíòåãðóâàííÿì âiäïîâiäíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü â 0 ≤ ξ ≤ ξ1(1). Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ïîëiòðîïè çíàéäåíî ç óìîâè Y Ch

1 (ξ, θ) = 0,
ÿêà ïðè y1(ξ1) = 0 íàáóâà¹ âèãëÿäó

(dy1/dξ)ξ=ξ1(ξ0 − ξ1) + Ω2{ψ0(ξ1) + a2 ψ2(ξ1) P2(t)} ' 0. (93)

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (73) ψ0(ξ1) = 1− j0(ξ1) = 1, ψ2(ξ1) = j2(ξ1) = 3/π2, òîìó [8]

ξ0(t) ≈ π

{
1 + Ω2

[
1− 5

2
P2(t)

]}
. (94)
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Ó ðîáîòi [20] ìè ðîçâ'ÿçóâàëè ñèñòåìó ðiâíÿíü (87) ìåòîäîì ÷èñåëüíèõ iòåðàöié
ïðè l0 = 3. Ïðè öüîìó iíòåãðóâàííÿ çà îá'¹ìîì ïîëiòðîïè ïðîâîäèëè ó ìåæàõ åëi-
ïñî¨äà îáåðòàííÿ (äèâ. (37)) ç äåÿêèì åêñöåíòðèñèòåòîì i åêâàòîðiàëüíèì ðàäióñîì,
ÿêi âiäøóêóâàëè ñàìîóçãîäæåíî. Ó íóëüîâié iòåðàöi¨ a2l âèáèðàëè ó âèãëÿäi (91). Ó
ðàìêàõ i-î¨ iòåðàöi¨

Y
(i)
1 (ξ, θ) = j0(ξ) + Ω2

{
1− j0(ξ) +

3∑
l=1

a
(i)
2l P2l(t) j2l(ξ)

}
, (95)

åêâàòîðiàëüíèé ξ
(i)
e (Ω) i ïîëÿðíèé ξ

(i)
p (Ω) ðàäióñè âèçíà÷àëè ÷èñåëüíî ç óìîâè

Y
(i)
1 (ξ, θ) = 0, à åêñöåíòðèñèòåò � ç óìîâè ei(Ω) = {1 − [ξ

(i)
p (Ω)/ξ

(i)
e (Ω)]2}1/2. Êîåôi-

öi¹íòè ìàòðèöi S(i)
2l,2l, S

(i)
2l,2m âèçíà÷àëèñü çà ôîðìóëàìè (88) ïðè ξ(i)0 (t) = ξ

(i)
e (Ω){1 +

t2e2i (Ω) [1−e2i (Ω)]−1}−1 i âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ ïîäàëüøî¨ iòåðàöi¨. Çíàéäåíi òàêèì
ñïîñîáîì a2l(Ω) äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ Ω1 âèêîðèñòîâóâàëèñü ÿê íóëüîâå íàáëèæåííÿ
äëÿ Ω2 = Ω1 + ∆Ω. Ïðè öüîìó áóëî çíåõòóâàíî êîåôiöi¹íòàìè L2l ó ðiâíÿííÿõ (87),
à I2l = 0 ïðè l ≥ 2 ç îãëÿäó íà íàáëèæåííÿ ìîäåëi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ. Ðåçóëüòàòè
ðîçðàõóíêiâ çàëåæíîñòi åêâàòîðiàëüíîãî i ïîëÿðíîãî ðàäióñiâ, åêñöåíòðèñèòåòó, ìàñè
i ìîìåíòó iíåðöi¨ ïîëiòðîïè âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi íàâåäåíî ó òàáëèöi 2. Çàçíà÷èìî,
ùî âèêîðèñòàíèé àëãîðèòì çàñòîñîâíèé äî îïèñó òèïîâî åëiïñî¨äàëüíèõ êîíôiãó-
ðàöié, äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíi íå äóæå âåëèêi åêñöåíòðèñèòåòè. Ç òàáëèöi âèäíî, ùî
ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ωmax(1) ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ 0.24607 . . . , à
åêñöåíòðèñèòåò çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ 0 ≤ e ≤ 0, 78685 . . . . Îáåðòàííÿ ïðèçâîäèòü äî
âiäíîñíîãî çáiëüøåííÿ åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà, ùî íå ïåðåâèùó¹ 41%, à âiäíîñíå
çìåíøåííÿ ïîëÿðíîãî ðàäióñà íå ïåðåâèùó¹ 14,3%. Çáiëüøåííÿ çàãàëüíî¨ ìàñè çà
ðàõóíîê îáåðòàííÿ íå ïåðåâèùó¹ 26%, çàòå ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi îáåðòàííÿ
çðîñòà¹ ìàéæå óäâi÷i. ßê âèäíî ç òàáëèöi, âðàõóâàííÿ äîäàíêiâ a2l P2l(t) j2l(ξ) ïðè
l ≥ 2 ¹ íåñóòò¹âèì â îáëàñòi 0 < Ω ≤ 1/3 Ωmax(1), ùî âèçíà÷à¹ îáëàñòü çàñòîñó-
âàííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [7, 8] òà ií. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðÿä (74) ¹ çíàêîçìiííèì,
ùî ñâiä÷èòü íà êîðèñòü éîãî çáiæíîñòi, õî÷à â îáëàñòi 2/3 Ωmax(1) < Ω < Ωmax(1)
êîåôiöi¹íòè a2(Ω), a4(Ω), a6(Ω) çà ìîäóëåì ñïiâìiðíi ìiæ ñîáîþ.

Ó òàáë. 3 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ õàðàêòåðèñòèê ïîëiòðîïè ç n = 1 ÿê
ôóíêöié êóòîâî¨ øâèäêîñòi ïðè âðàõóâàííi êîåôiöi¹íòiâ L2l (äèâ. (82)) ó íàáëèæåí-
íi a2l = 0 ïðè l ≥ 3. Ó öüîìó íàáëèæåííi ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi
ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 0, 291 . . . , ùî äóæå áëèçüêå äî ðåçóëüòàòó ðîáîòè [9], â ÿêié
âèêîíàíî ÷èñåëüíå iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè. Âðàõóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ L2l

ñóòò¹âî çìiíþ¹ õàðàêòåðèñòèêè ïîëiòðîïè ïðè n = 1. Ïîðiâíÿííÿ çíàéäåíèõ ñòàëèõ
iíòåãðóâàííÿ a2(Ω) òà a4(Ω) ñâiä÷èòü ïðî êðàùó çáiæíiñòü ðîçêëàäó (74), íiæ ó íà-
áëèæåííi, ùî íå âðàõîâó¹ êîåôiöi¹íòiâ L2l. Ñòàëà a2(Ω) çà ìîäóëåì i a4(Ω) ñóòò¹âî
çìåíøèëèñÿ. Çàãàëîì, â îáîõ âàðiàíòàõ ðîçðàõóíêó çàëåæíiñòü ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ
âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi ¹ ñóòò¹âîþ, ùî âèäíî ç òàáëèöü 2 i 3. Âðàõóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ
L2l ïðàêòè÷íî íå âïëèâà¹ íà âåëè÷èíó ïîëÿðíîãî ðàäióñà, àëå çáiëüøó¹ åêâàòîðiàëü-
íèé ðàäióñ, à òàêîæ ìàñó (ïðèáëèçíî íà 9%) i ìîìåíò iíåðöi¨ (íà 20%).

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi ó òàáëèöi 3, ñòîñóþòüñÿ ðåæèìó (77), ùî âiäïîâiäà¹ åëiïñî-
¨äàëüíèì ñòðóêòóðàì. Ðîçïîäië áåçðîçìiðíî¨ ãóñòèíè çà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ
êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ωmax äëÿ äåêiëüêîõ çíà÷åíü êóòà θ íàâåäåíî íà ðèñ. 6. Ïîáóäî-
âàíèé çà äàíèìè òàáëèöi 3 ìåðèäiîíàëüíèé ïåðåðiç ïîâåðõíi ïîëiòðîïè ïëîùèíîþ
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Òàáë. 2: Çàëåæíiñòü õàðàêòåðèñòèê ìîäåëi ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1 âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi
çãiäíî ç ïðåäñòàâëåííÿì (74) ó íàáëèæåííi a2l = 0 ïðè l ≥ 4

Ω e(Ω) ξp(Ω) ξe(Ω) a2(Ω) a4(Ω) a6(Ω) η(n,Ω) ζ(n,Ω)
0, 01000 0, 02739 3, 14112 3, 14230 −8, 22784 0, 00610775 −8, 02713 · 10−6 1, 00023 1, 00062
0, 02000 0, 05478 3, 13971 3, 14443 −8, 23739 0, 02449 −0, 000128907 1, 00092 1, 00249
0, 03000 0, 08219 3, 13734 3, 14799 −8, 25338 0, 055325 −0, 000656943 1, 00207 1, 00563
0, 04000 0, 10961 3, 13402 3, 15302 −8, 27594 0, 0989151 −0, 00209575 1, 00369 1, 01006
0, 05000 0, 13706 3, 12973 3, 15955 −8, 30523 0, 155695 −0, 0051788 1, 00580 1, 01583
0, 06000 0, 16455 3, 12447 3, 16765 −8, 34151 0, 226242 −0, 0108998 1, 00839 1, 02298
0, 07000 0, 19208 3, 11820 3, 17737 −8, 38505 0, 311294 −0, 020555 1, 01150 1, 03158
0, 08000 0, 21967 3, 11092 3, 18880 −8, 43625 0, 411773 −0, 0358001 1, 01513 1, 04172
0, 09000 0, 24733 3, 10259 3, 20205 −8, 49557 0, 52881 −0, 0587258 1, 01933 1, 05351
0, 10000 0, 27507 3, 09318 3, 21725 −8, 56357 0, 663789 −0, 0919578 1, 02410 1, 06707
0, 11000 0, 30291 3, 08266 3, 23456 −8, 64098 0, 818398 −0, 13879 1, 02951 1, 08256
0, 12000 0, 33087 3, 07097 3, 25416 −8, 72865 0, 9947 −0, 203359 1, 03557 1, 10016
0, 13000 0, 35900 3, 05807 3, 27632 −8, 82768 1, 19523 −0, 290887 1, 04237 1, 12011
0, 14000 0, 38731 3, 04388 3, 30131 −8, 93941 1, 42314 −0, 408009 1, 04994 1, 14270
0, 15000 0, 41586 3, 02832 3, 32953 −9, 06557 1, 68239 −0, 563239 1, 05839 1, 16830
0, 16000 0, 44471 3, 01127 3, 36147 −9, 20840 1, 97802 −0, 767633 1, 06782 1, 19736
0, 17000 0, 47394 2, 99259 3, 39779 −9, 37084 2, 31667 −1, 03579 1, 07834 1, 23047
0, 18000 0, 50367 2, 97208 3, 43938 −9, 55694 2, 70721 −1, 3874 1, 09014 1, 26843
0, 19000 0, 53407 2, 94946 3, 48752 −9, 77240 3, 16206 −1, 84985 1, 10343 1, 31232
0, 20000 0, 56538 2, 92430 3, 54414 −10, 02570 3, 69946 −2, 46274 1, 11855 1, 36371
0, 21000 0, 59802 2, 89594 3, 61237 −10, 33050 4, 3481 −3, 28708 1, 13597 1, 42496
0, 22000 0, 63273 2, 86321 3, 69793 −10, 71110 5, 15825 −4, 42644 1, 15648 1, 50007
0, 23000 0, 67114 2, 82368 3, 81334 −11, 21930 6, 23501 −6, 09077 1, 18158 1, 59696
0, 24000 0, 71852 2, 77019 4, 00008 −12, 01930 7, 90279 −8, 92229 1, 21544 1, 73805
0, 24100 0, 72446 2, 76320 4, 02826 −12, 13670 8, 14357 −9, 35381 1, 21980 1, 75727
0, 24200 0, 73086 2, 75562 4, 06018 −12, 26860 8, 41224 −9, 84267 1, 22449 1, 77830
0, 24300 0, 73793 2, 74724 4, 09737 −12, 42040 8, 71955 −10, 4124 1, 22964 1, 80179
0, 24400 0, 74604 2, 73767 4, 14281 −12, 60320 9, 0861 −11, 1087 1, 23546 1, 82894
0, 24500 0, 75612 2, 72593 4, 20403 −12, 84440 9, 5632 −12, 0491 1, 24249 1, 86270
0, 24600 0, 77450 2, 70593 4, 33124 −13, 32470 10, 4868 −14, 0363 1, 25413 1, 92196
0, 24601 0, 77507 2, 70536 4, 33555 −13, 34070 10, 5167 −14, 1062 1, 25445 1, 92369
0, 24602 0, 77563 2, 70481 4, 33977 −13, 35610 10, 5455 −14, 1737 1, 25477 1, 92537
0, 24603 0, 77626 2, 70418 4, 34461 −13, 37360 10, 5784 −14, 2512 1, 25512 1, 92728
0, 24604 0, 77702 2, 70344 4, 35043 −13, 39470 10, 6177 −14, 3446 1, 25554 1, 92955
0, 24605 0, 77800 2, 70249 4, 35808 −13, 42230 10, 669 −14, 4675 1, 25608 1, 93248
0, 24606 0, 77959 2, 70100 4, 37053 −13, 46670 10, 7512 −14, 6673 1, 25693 1, 93714
0, 24607 0, 78685 2, 69478 4, 42985 −13, 66320 11, 1084 −15, 5733 1, 26065 1, 95773

ïðè Ω = Ωmax íàâåäåíî íà ðèñ. 7 (ñóöiëüíà êðèâà 1). Â åêâàòîðiàëüíié ïëîùèíi ïðè
öüîìó çà ìåæàìè åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà çíàõîäèòüñÿ áåçìåæíî òîíêå êiëüöå. Â ïî-
çàêðèòè÷íié îáëàñòi (Ω > Ωmax(1)) öå ïðèçâîäèòü äî ôîðìóâàííÿ äèñêó. Ïóíêòèðíà
êðèâà çîáðàæà¹ ïåðåðiç ïîâåðõíi ïîëiòðîïè áåç îáåðòàííÿ. Êðèâà 2 âiäïîâiäà¹ ïî-
âåðõíi âiäïîâiäíîãî åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ (ç òèìè ñàìèìè ïîëÿðíèì i åêâàòîðiàëüíèì
ðàäióñàìè, ùî é êðèâà 1).

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî ÿêiñíó âiäìiííiñòü ïîâåðõîíü ïîëiòðîï ó ðåæèìàõ (77) i (78)
ïðè Ω = 0, 2 ó íàáëèæåííi a2l = 0 ïðè l ≥ 2. Êðèâà 1 âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ìàëèõ
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Òàáë. 3: Çàëåæíiñòü õàðàêòåðèñòèê ìîäåëi ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1 âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi
çãiäíî ç ïðåäñòàâëåííÿì (74) ó íàáëèæåííi a2l = 0 ïðè l ≥ 3

Ω e(Ω) ξp(Ω) ξe(Ω) a2(Ω) a4(Ω) η(n,Ω) ζ(n,Ω)
0, 01000 0, 02740 3, 14112 3, 14230 −8, 22626 0, 00305293 1, 00023 1, 00062
0, 02000 0, 05477 3, 13971 3, 14443 −8, 23103 0, 0122298 1, 00092 1, 00249
0, 03000 0, 08211 3, 13735 3, 14798 −8, 23900 0, 0275852 1, 00207 1, 00563
0, 04000 0, 10947 3, 13404 3, 15299 −8, 25022 0, 0492111 1, 00369 1, 01005
0, 05000 0, 13679 3, 12979 3, 15949 −8, 26474 0, 0772383 1, 0058 1, 01580
0, 06000 0, 16406 3, 12459 3, 16751 −8, 28265 0, 111839 1, 00839 1, 02292
0, 07000 0, 19132 3, 11842 3, 17711 −8, 30402 0, 153229 1, 01149 1, 03147
0, 08000 0, 21851 3, 11130 3, 18835 −8, 32899 0, 201673 1, 01513 1, 04152
0, 09000 0, 24567 3, 10320 3, 20131 −8, 35768 0, 257487 1, 01931 1, 05317
0, 10000 0, 27276 3, 09413 3, 21608 −8, 39027 0, 32105 1, 02408 1, 06652
0, 11000 0, 29980 3, 08407 3, 23277 −8, 42695 0, 392803 1, 02945 1, 08170
0, 12000 0, 32678 3, 07301 3, 25152 −8, 46795 0, 473268 1, 03548 1, 09886
0, 13000 0, 35369 3, 06094 3, 27247 −8, 51353 0, 563055 1, 04221 1, 11819
0, 14000 0, 38056 3, 04784 3, 29583 −8, 56402 0, 662877 1, 04969 1, 13989
0, 15000 0, 40737 3, 03369 3, 32181 −8, 61978 0, 773574 1, 05798 1, 16424
0, 16000 0, 43413 3, 01847 3, 35069 −8, 68124 0, 896136 1, 06716 1, 19153
0, 17000 0, 46085 3, 00216 3, 38279 −8, 74892 1, 03173 1, 07731 1, 22215
0, 18000 0, 48754 2, 98472 3, 41852 −8, 82344 1, 18177 1, 08855 1, 25656
0, 19000 0, 51422 2, 96611 3, 45838 −8, 90554 1, 34793 1, 10099 1, 29532
0, 20000 0, 54093 2, 94628 3, 50303 −8, 99612 1, 53227 1, 1148 1, 33915
0, 21000 0, 56770 2, 92519 3, 55328 −9, 09629 1, 73734 1, 13016 1, 38894
0, 22000 0, 59459 2, 90275 3, 61026 −9, 20745 1, 96635 1, 14732 1, 44585
0, 23000 0, 62169 2, 87887 3, 67547 −9, 33137 2, 22345 1, 16657 1, 51142
0, 24000 0, 64911 2, 85344 3, 75110 −9, 47041 2, 51415 1, 18832 1, 58773
0, 25000 0, 67706 2, 82630 3, 84047 −9, 62772 2, 84613 1, 21311 1, 67772
0, 26000 0, 70588 2, 79723 3, 94905 −9, 80780 3, 2307 1, 24172 1, 78576
0, 27000 0, 73624 2, 76593 4, 08725 −10, 01740 3, 68631 1, 27531 1, 91880
0, 28000 0, 76981 2, 73197 4, 28026 −10, 26740 4, 24909 1, 31586 2, 08937
0, 29000 0, 81612 2, 69556 4, 66457 −10, 56940 5, 04888 1, 3676 2, 32692
0, 29100 0, 82627 2, 69274 4, 78049 −10, 59160 5, 18552 1, 37363 2, 35676
0, 29110 0, 82808 2, 69267 4, 80312 −10, 59110 5, 20549 1, 3742 2, 35965

êóòîâèõ øâèäêîñòåé i íåâåëèêèõ åêñöåíòðèñèòåòiâ, à êðèâà 2 � íåâåëèêèõ êóòîâèõ
øâèäêîñòåé i åêñöåíòðèñèòåòiâ, áëèçüêèõ äî îäèíèöi. Êðèâà 2 âiäïîâiäà¹ ïîâåðõíi
àêðåöiéíîãî äèñêó íàâêîëî ìàñèâíî¨ çîði ó ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ (äèâ. [24], äå íàâåäåíî
ôîðìó àêðåöiéíîãî äèñêó ó ñèñòåìi β Ëiðè ), àáî ïîâåðõíi ïëàíåòàðíî¨ òóìàííîñòi
òèïó "Ìåòåëèê".

Íà ðèñ. 8 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi ó
ðiçíèõ íàáëèæåííÿõ. Êðèâà 1 âiäïîâiäà¹ íàáëèæåííþ Ìiëíà � ×àíäðàñåêàðà, êðèâà
2 ïîáóäîâàíà çãiäíî ç òàáëèöåþ 3, êðèâà 3 � çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [13], ÿêà âiäði-
çíÿ¹òüñÿ âiä ðåçóëüòàòó [8] ÷èñåëüíèì ðîçðàõóíêîì a2 (a2l(Ω) = 0 ïðè l ≥ 2). Êðèâà
2 ïðàêòè÷íî çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [9], òîìó ìè íå íàâîäèìî ¨¨.
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Ðèñ. 6: Ðîçïîäië áåçðîçìiðíî¨ ãóñòèíè ïðè Ω = Ωmax äëÿ äåêiëüêîõ çíà÷åíü êóòà θ âiäïî-
âiäíî äî ôîðìóëè (74) ó íàáëèæåííi a2l = 0 ïðè l ≥ 3. Êðèâà 1 âiäïîâiäà¹ θ = 0◦, êðèâà 2
� θ = 45◦, êðèâà 3 � θ = 90◦
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Ðèñ. 7: Ìåðèäiîíàëüíèé ïåðåðiç ïîâåðõíi ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1 ïðè Ω = Ωmax. Êðèâà
1 âiäïîâiäà¹ ôîðìóëi (37), ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâåðõíþ iäåàëüíîãî åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ. Êðèâà 2
ïîáóäîâàíà ó âiäïîâiäíîñòi äî ôîðìóëè (74). Ïóíêòèðíà êðèâà � ïåðåðiç ïîâåðõíi ïîëiòðîïè
áåç îáåðòàííÿ.

6. Íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè

Ðîçãëÿíóòi âèùå ÷àñòêîâi âèïàäêè ìîäåëåé ç iíäåêñàìè n = 0 i n = 1 ìàþòü íå
òiëüêè ñàìîñòiéíå, àëå é ìåòîäè÷íå çíà÷åííÿ. Çà ôîðìóëàìè (52) òà (72) îäåðæó¹ìî
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Ðèñ. 8: Çàëåæíiñòü åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà ξe(Ω) âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ Ω äëÿ ïîëiòðîïè
ç n = 1 ó ðiçíèõ íàáëèæåííÿõ. Êðèâà 1 ïîáóäîâàíà çà ðåçóëüòàòàìè ðîáiò [7, 8], êðèâà 2
âiäïîâiäà¹ íàøèì ðåçóëüòàòàì. Êðèâà 3 ïîáóäîâàíà çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [13]

ñïîñiá íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè ïðè n 6= 1, à ñàìå � ëiíåàðè-
çàöiÿ öèõ ðiâíÿíü, ùî ó âèïàäêó ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé áóëî çàïðîïîíîâàíî ó
ðîáîòi [7] äëÿ n = 3 i âèêîðèñòàíî â [8] äëÿ n = 1, 5; 2; 3; 4. Ìàëi çíà÷åííÿ êóòîâèõ
øâèäêîñòåé (Ωmax(n) ≈ 21−nΩmax(1), äå Ωmax(n) ¹ ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì Ω äëÿ
ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n) ¹ ïiäñòàâîþ äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèïàäêó n & 2
ó âèãëÿäi [7, 8]

Yn(ξ, θ) = yn(ξ) + Ω2Ψn(ξ, θ), (96)

äå yn(ξ) � ôóíêöiÿ Åìäåíà äëÿ ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (96) ó
ðiâíÿííÿ (21), â ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà Ψn(ξ, θ) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

∆(ξ, θ) Ψn(ξ, θ) = 1− n yn−1n (ξ) Ψn(ξ, θ). (97)

Ó íàáëèæåíèõ ðîçðàõóíêàõ (äèâ. [7,8]) âèêîðèñòàííÿ ñïiââiäíîøåíü (96), (97) íå
âèêëèêàëî æîäíèõ ïðîáëåì ó âèïàäêó äîâiëüíèõ çíà÷åíü n òiëüêè òîìó, ùî ôóíêöiþ
Ψn(ξ, θ) ðîçðàõîâóâàëè ÷èñåëüíèì ìåòîäîì â îáëàñòi 0 ≤ ξ ≤ ξ1(n), äå yn(ξ) ≥ 0. Äëÿ
ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê ïîëiòðîï âèêîðèñòîâóâàëè ëiíiéíó åêñòðàïîëÿöiþ âèðà-
çiâ òèïó (92) â îáëàñòü ξ ≥ ξ1(n). Öüîãî áóëî äîñèòü äëÿ íàáëèæåíèõ ðîçðàõóíêiâ
õàðàêòåðèñòèê â îáëàñòi ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé. Äëÿ ðîçðàõóíêiâ â îáëàñòi âñiõ
äîïóñòèìèõ øâèäêîñòåé íåîáõiäíà ôóíêöiÿ Ψn(ξ, θ) òàêîæ i â îáëàñòi ξ > ξ1(n),
äå yn(ξ) ¹ âiä'¹ìíîþ, àáî æ îñöèëþþ÷îþ. Ó âèïàäêó öiëèõ çíà÷åíü n öå íå ñòâî-
ðþ¹ òðóäíîùiâ, àëå ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè n íàáóâà¹ äîâiëüíèõ çíà÷åíü, ôóí-
êöiÿ yn−1n (ξ) ìîæå ñòàâàòè êîìïëåêñíîþ âåëè÷èíîþ, ùî ïðèçâîäèòü äî êîìïëåêñíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (97).
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Çà àíàëîãi¹þ äî (74) äëÿ Ψn(ξ, θ) âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçêëàä

Ψn(ξ, θ) = ψn,0(ξ) +

∞∑
l=1

a
(n)
2l P2l(t) ψn,2l(ξ), (98)

äå a2l ¹ ñòàëèìè iíòåãðóâàííÿ, à ψn,0(ξ) òà ψn,2l(ξ) ¹ ôóíêöiÿìè ëèøå çìiííî¨ ξ. Âîíè
çàäîâîëüíÿþòü ëiíiéíi ðiâíÿííÿ

∆(ξ) ψn,0(ξ) = 1− n yn−1n (ξ) ψn,0(ξ),

∆ξ ψn,2l(ξ) = {2l (2l + 1) ξ−2 − n yn−1n (ξ)} ψn,2l(ξ),
(99)

ÿêèì âiäïîâiäàþòü íóëüîâi ãðàíè÷íi óìîâè

ψn,0(0) = ψn,2l(0) = 0, ∂ψn,0(ξ)/∂ξ = ∂ψn,2l(ξ)/∂ξ = 0 (100)

ïðè ξ = 0. ßê âèäíî ç ðiâíÿíü (99), ôóíêöi¨ ψn,2l(ξ) ¹ àíàëîãàìè ñôåðè÷íèõ ôóíêöié
Áåññåëÿ, âîíè ¹ óíiâåðñàëüíèìè ôóíêöiÿìè äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ iíäåêñà ïîëiòðîïè
i íå çàëåæàòü âiä Ω. Â îáëàñòi ξ ≤ 1 ðiâíÿííÿ äëÿ ψn,2l(ξ) ïåðåõîäîì äî çìiííî¨
η =
√
nξ çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü äëÿ ñôåðè÷íèõ ôóíêöié j2l(η) = j2l(

√
nξ), òîìó â öié

îáëàñòi ψn,2l(ξ) ≈ ξ2l[2l(2l + 1)]−1. Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (99) íå ñêëàäà¹
òðóäíîùiâ, âîíè îäåðæàíi íàìè ÷èñåëüíèì ìåòîäîì.

Çà ìàëèõ çíà÷åíü çìiííî¨ ξ

yn(ξ) = 1− ξ2

6
+ . . . , ψn,0(ξ) =

ξ2

6
+ . . . , ψn,2(ξ) =

ξ2

15
+ . . . , (101)

÷åðåç òå ç óìîâè (24) ñòàëà a(n)2 âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (76), ÿêå íå çàëåæèòü
âiä iíäåêñà n i ¹ óíiâåðñàëüíèì. Öå îçíà÷à¹, ùî çà ìàëèõ çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèäêîñòi
ìîæóòü ðåàëiçîâóâàòèñÿ äâà òèïè ñòðóêòóð (åëiïñî¨äàëüíi i äèñêîâi) äëÿ áóäü ÿêèõ
çíà÷åíü iíäåêñà ïîëiòðîïè.

Òî÷íiøèé ðîçðàõóíîê ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ a(n)2l â ðåæèìi åëiïñî¨äàëüíî¨ êîíôi-
ãóðàöi¨, ùî ôiãóðóþòü ó ðîçêëàäi (98), âèêîíó¹òüñÿ òèì ñàìèì ñïîñîáîì, ùî i ïðè
n = 1, à ñàìå çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (36). Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçêëàä

Yn(ξ, θ) = yn(ξ) + Ω2

{
ψn,0(ξ) +

∞∑
l=1

a
(n)
2l P2l(t) ψn,2l(ξ)

}
(102)

ó ðiâíÿííÿ (36), â ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà Ω2 îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

yn(ξ) + Ω2

{
ψn,0(ξ) +

∞∑
l=1

a
(n)
2l P2l(t) ψn,2l(ξ)

}
=

= 1 +
Ω2ξ2

6
(1− P2(t)) +

1

4π

∫
dξ
′
Q(ξ, ξ

′
)×

×

{
ynn(ξ

′
) + Ω2nyn−1n (ξ

′
)

[
ψn,0(ξ

′
) +

∞∑
l=1

a
(n)
2l P2l(t

′
) ψn,2l(ξ

′
)

]}
.

(103)
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Iíòåãðóâàííÿ çà âåêòîðîì ξ
′
òóò ïðîâîäÿòü çà îá'¹ìîì ïîëiòðîïè. Âèêîðèñòàííÿ

ðiâíÿííÿ (39) òà ðiâíÿíü äëÿ ôóíêöi¨ ψn,0(ξ) â iíòåãðàëüíié ôîðìi

ψn,0(ξ|Ω) =

ξ∫
0

dξ
′

[
(ξ
′
)2

ξ
− ξ

′

]{
ψn,0(ξ

′
)n yn−1n (ξ

′
)
}

(104)

äà¹ çìîãó ñïðîñòèòè ðiâíiñòü (103) äî òàêîãî âèãëÿäó:

∑
l=1

a
(n)
2l P2l(t) ψn,2l(ξ) = −ξ

2

6
(1 + 3I2(Ω)) P2(t) +

+
1

4π

∫
dξ
′
Q(ξ, ξ

′
) nyn−1n (ξ

′
)
∑
l=1

a
(n)
2l P2l(t

′
) ψn,2l(ξ

′
) +

∑
l=1

ξ2l P2l(t) L
(n)
2l ;

L
(n)
2l ≡

1

2

+1∫
−1

dt
′
P2l(t

′
)

ξ0(t
′
)∫

ξ1(n)

dξ
′
(ξ
′
)1−2l

{
Ω−2 ynn(ξ

′
) + yn−1n (ξ

′
) ψn,0(ξ

′
)
}
.

(105)

Îäåðæàíà ðiâíiñòü ¹ àíàëîãîì ðiâíîñòi (81) i çàïèñàíà ó íàáëèæåííi ìîäåëi åëi-
ïñî¨äà îáåðòàííÿ òà íàáëèæåííÿ Ω2.

Äëÿ ðîçðàõóíêó iíòåãðàëà çà âåêòîðîì ξ
′
ðîçêëàäåìî ÿäðî Q(ξ, ξ

′
) ó ðÿä çà

ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà,

1

4π

∑
l≥1

a
(n)
2l

∫
P2l(t

′
)n yn−1(ξ

′
)ψn,2l(ξ

′
)Q(ξ, ξ

′
)dξ

′
=

1

2

∑
l≥1

a
(n)
2l P2l(t)

+1∫
−1

dt
′
P 2
2l(t

′
)×

×

ξ−1−2l
ξ∫

0

(ξ
′
)2+2lnyn−1(ξ

′
)ψn,2l(ξ

′
)dξ

′
+ ξ2l

ξ0(t
′
)∫

ξ

(ξ
′
)1−2lnyn−1(ξ

′
)ψn,2l(ξ

′
)dξ

′

+

+
1

2

∑
m,l≥1

(1− δl,m)a
(n)
2l P2m(t)ξ2m

+1∫
−1

dt
′
P2m(t

′
)P2l(t

′
)

ξ0(t
′
)∫

ξ

dξ
′
n yn−1(ξ

′
) ψn,2l(ξ

′
) (ξ

′
)1−2m.

(106)

Iíòåãðàëè çà çìiííîþ ξ
′
ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ψn,2l(ξ) òà ¨¨ ïîõiäíó, àáî æ ñïðî-

ñòèòè, ÿêùî ñêîðèñòàòèñü ðiâíÿííÿì äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ (äèâ. (99)), çãiäíî ç ÿêèì

n yn−1(ξ) ψn,2l(ξ) = 2l(2l + 1)
1

ξ2
ψn,2l(ξ)−∆ξ ψn,2l(ξ). (107)
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Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, âiäøóêó¹ìî, ùî

k1 = ξ−1−2l
ξ∫

0

(ξ
′
)2+2lnyn−1(ξ

′
)dξ

′
= 2l ψn,2l(ξ)− ξ

d

dξ
ψn,2l(ξ);

k2 = ξ2l
ξ0∫
ξ

(ξ
′
)1−2lnyn−1(ξ

′
)ψn,2l(ξ

′
)dξ

′
= (2l + 1) ψn,2l(ξ)− ξ

d

dξ
ψn,2l(ξ)−

− ξ2lξ−2l0

{
(2l + 1) ψn,2l(ξ0) + ξ0

d

dξ0
ψn,2l(ξ0)

}
;

k3 = ξ2m
ξ0∫
ξ

(ξ
′
)1−2mnyn−1(ξ

′
) ψn,2l(ξ

′
) = −ξ

2m

ξ2m0

{
(2m+ 1)ψn,2l(ξ0) + ξ0

d

dξ0
ψn,2l(ξ0)

}
−

− {2m(2m+ 1)− 2l(2l + 1)} ξ2m
ξ0∫

ξ1(n)

(ξ
′
)−1−2mψn,2l(ξ

′
)dξ

′
,

(108)

äå ξ0 = ξ0(t
′
). ßê ëåãêî áà÷èòè, ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié ñòîðîíi ðiâíÿííÿ (106)

çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

∑
l≥1

a
(n)
2l P2l(t) ψn,2l(ξ)−

∑
l≥1

a
(n)
2l P2l(t) ξ

2l S2l,2l,

S2l,2l =
1

2

+1∫
−1

dt P 2
2l(t) ξ

−2l
0

{
(2l + 1) ψn,2l(ξ0) + ξ0

d

dξ0
ψn,2l(ξ0)

}
,

(109)

à äðóãèé ìà¹ òàêå çîáðàæåííÿ (ξ0 ≡ ξ0(t)):

−
∑
l,m≥1

(1− δl,m) a
(n)
2m P2l(t)ξ

2l S2l,2m,

S2l,2m =
1

2

+1∫
−1

P2m(t)P2l(t)dt

{
ξ−2l0 [(2l + 1) ψn,2m(ξ0) + ξ0

d

dξ0
ψn,2m(ξ0)] +

+ [2l(2l + 1)− 2m(2m+ 1)]

ξ0∫
ξ1(n)

(ξ
′
)−1−2lψn,2m(ξ

′
)dξ

′
)

 .

(110)

Ó çâ'ÿçêó ç îðòîãîíàëüíiñòþ ïîëiíîìiâ P2m(t) i P2l(t) â iíòåãðàëi çà çìiííîþ ξ
′
, ùî

òóò ôiãóðó¹, âàæëèâèì ¹ ëèøå îêië âåðõíüî¨ ãðàíèöi. ×åðåç òå éîãî ìîæíà ðîçðàõó-
âàòè çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó ôóíêöi¨ ψn,2m(ξ

′
) ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi ξ0 ç ïîäàëüøèì



92

Ì. Âàâðóõ, Ä. Äçiêîâñüêèé

ISSN 1024-588X. Âiñíèê Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ ôiçè÷íà. 2020. Âèï. 57

ïî÷ëåííèì iíòåãðóâàííÿì. Ó òàêîìó íàáëèæåííi

S2l,2m
∼=

1

2

+1∫
−1

P2l(t
′
)P2m(t

′
)ξ−2l0

{[
(2l + 1)ψn,2m(ξ0) + ξ0

d

dξ0
ψn,2m(ξ0)

]
−

− [2l(2l − 1)]−1[2l(2l + 1)− 2m(2m+ 1)]

[
(2l − 1)ψn,2m(ξ0) + ξ0

d

dξ0
ψn,2m(ξ0)

]}
dt
′
,

(111)

äå ξ0 ≡ ξ0(t
′
). Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (109) � (111) ó ðiâíiñòü (105) òà ïðèðiâíþþ÷è

êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ äîáóòêàõ P2s(t)ξ
2s, îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè-

÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ

a
(n)
2 S2,2 +

∑
m≥2

a
(n)
2m S2m,2 = L2(e)− 1

6
[1 + 3I2(e)],

a
(n)
2l S2l,2l +

∑
m≥1

(1− δl,m) a
(n)
2mS2m,2l = L2l(e) äëÿ l ≥ 2.

(112)

Îäåðæàíi ðiâíÿííÿ ¹ ïîâíèì àíàëîãîì ñèñòåìè (87) äëÿ âèïàäêó n = 1.
Íàïðèêëàä ó òàáë. 4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ ó íà-

áëèæåííi (112), à òàêîæ ìàêðîñêîïi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 3.
Äëÿ ïîðiâíÿííÿ íèæíié ðÿäîê òàáë. 4 âiäîáðàæà¹ ðåçóëüòàòè àíàëîãi÷íîãî ðîçðà-
õóíêó ó íàáëèæåííi L2(e) = L2l(e) = 0 ïðè Ωmax ç ðîáîòè [20]. Çàãàëîì, âðàõóâàííÿ
ïîïðàâîê L2(e), L4(e) ïðèçâîäèòü äî íåâåëèêèõ çìií õàðàêòåðèòèê íà âiäìiíó âiä
ïîëiòðîïè ç n = 1. Ñòàëà a2(Ω) çà ìîäóëåì çìåíøó¹òüñÿ, à a4(Ω) çáiëüøó¹òüñÿ, õî÷à
öå íå ïîãiðøó¹ çáiæíîñòi ðÿäó.

ßê âèäíî ç òàáë. 3 i 4, âïëèâ îñüîâîãî îáåðòàííÿ çìåíøó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi
iíäåêñà ïîëiòðîïè. Ïðè öüîìó âðàõóâàííÿ äîäàíêiâ a2l(Ω) ïðè l ≥ 3 äëÿ ïîëiòðîïè
ç iíäåêñîì n = 3 âæå ¹ íåñóòò¹âèì.

7. Îáåðíåíà çàäà÷à ïîëiòðîïíî¨ òåîði¨ çið

Ïîëiòðîïíà ìîäåëü çîði çi ñòàëèì îñüîâèì îáåðòàííÿì ìà¹ ÷îòèðè ïàðàìåòðè: K,
ρc, n i ω. Çíàõîäæåííÿ öèõ ïàðàìåòðiâ çà ñïîñòåðåæóâàíèìè äàíèìè äëÿ êîíêðåòíî¨
çîði ñêëàäà¹ çìiñò îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåîði¨. ßêùî âiäîìi ìàñà çîði M , ¨¨ åêâàòîðiàëü-
íèé ðàäióñ Re, åêñöåíòðèñèòåò e i êóòîâà øâèäêiñòü ω, òî ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ
âèñòà÷à¹ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ K, ρc i n. Ó ñïðîùåíîìó âàðiàíòi ìîäåëi, êîëè
çíà÷åííÿ iíäåêñà n çàäà¹òüñÿ (ÿê, íàïðèêëàä ó ðîáîòàõ [16, 17]), ñïîñòåðåæóâàíèõ
äàíèõ äîñòàòíüî äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ K, ρc i ω. Ìîäåëü ç ôiêñîâàíèì iíäå-
êñîì n òåæ ìà¹ çìiñò, ÿêùî âçÿòè äî óâàãè, ùî çi ñïîñòåðåæåíü ìîæíà âèçíà÷èòè çà
åôåêòîì Äîïëåðà ëèøå êóòîâó øâèäêiñòü îáåðòàííÿ íà åêâàòîði çîði. Çà íàÿâíîñòi
äèôåðåíöiàëüíîãî îáåðòàííÿ âèçíà÷åíà òàêèì ñïîñîáîì êóòîâà øâèäêiñòü ïåðåâè-
ùó¹ òå çíà÷åííÿ, ÿêå ôiãóðó¹ â ìîäåëi çi ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ.

Ç ðîçðàõóíêiâ ìè ìà¹ìî ñiòêó çíà÷åíü äëÿ e(n|Ω), ξe(n|Ω), η(n|Ω), äå äëÿ êîæíîãî
çíà÷åííÿ n áåçðîçìiðíà êóòîâà øâèäêiñòü çìiíþ¹òüñÿ â îáëàñòi (0 ≤ Ω ≤ Ωmax(n)).
Áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè e(n|Ω), ξe(n|Ω), η(n|Ω) ¹ ìîíîòîííèìè ôóíêöiÿìè ïàðàìåòðiâ
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Òàáë. 4: Çàëåæíiñòü õàðàêòåðèñòèê ìîäåëi ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 3 âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi
çãiäíî ç ïðåäñòàâëåííÿì (112) ó íàáëèæåííi a2l = 0 ïðè l ≥ 3. Íèæíié ðÿäîê âiäïîâiäà¹
ðåçóëüòàòàì ðîáîòè [20].

Ω e(Ω) ξp(Ω) ξe(Ω) a2(Ω) a4(Ω) η(n,Ω) ζ(n,Ω)
0, 01000 0, 09171 6, 89146 6, 92062 −10, 88560 0, 00304466 1, 00063 1, 00239
0, 02000 0, 18522 6, 87430 6, 99535 −10, 99980 0, 0125776 1, 00249 1, 00982
0, 03000 0, 28278 6, 84351 7, 13470 −11, 20660 0, 0300057 1, 00566 1, 02278
0, 04000 0, 38803 6, 79503 7, 37272 −11, 54180 0, 0586948 1, 01026 1, 04237
0, 05000 0, 50969 6, 72040 7, 81117 −12, 10330 0, 108007 1, 01652 1, 07085
0, 05100 0, 52361 6, 71081 7, 87692 −12, 18190 0, 115023 1, 01726 1, 07435
0, 05200 0, 53806 6, 70067 7, 94949 −12, 26710 0, 122657 1, 01801 1, 07801
0, 05300 0, 55315 6, 68993 8, 03032 −12, 36010 0, 131029 1, 01879 1, 08183
0, 05400 0, 56902 6, 67849 8, 12148 −12, 46280 0, 140309 1, 01959 1, 08584
0, 05500 0, 58589 6, 66620 8, 22590 −12, 57770 0, 150739 1, 02042 1, 09005
0, 05600 0, 60409 6, 65287 8, 34824 −12, 70890 0, 162695 1, 02128 1, 09449
0, 05700 0, 62416 6, 63817 8, 49635 −12, 86310 0, 176813 1, 02217 1, 09922
0, 05800 0, 64720 6, 62144 8, 68586 −13, 05380 0, 194349 1, 0231 1, 10430
0, 05900 0, 67599 6, 60104 8, 95776 −13, 31620 0, 218573 1, 02407 1, 10993
0, 05910 0, 67947 6, 59864 8, 99358 −13, 34990 0, 22169 1, 02417 1, 11053
0, 05920 0, 68312 6, 59613 9, 03201 −13, 38590 0, 225015 1, 02428 1, 11116
0, 05930 0, 68698 6, 59350 9, 07352 −13, 42450 0, 228587 1, 02438 1, 11179
0, 05940 0, 69110 6, 59071 9, 11886 −13, 46640 0, 232464 1, 02448 1, 11245
0, 05950 0, 69556 6, 58773 9, 16908 −13, 51260 0, 23673 1, 02459 1, 11312
0, 05960 0, 70044 6, 58450 9, 22569 −13, 56420 0, 241504 1, 0247 1, 11383
0, 05970 0, 70593 6, 58091 9, 29141 −13, 62370 0, 247001 1, 02481 1, 11457
0, 05980 0, 71239 6, 57676 9, 37148 −13, 69560 0, 253637 1, 02492 1, 11536
0, 05990 0, 72071 6, 57154 9, 47950 −13, 79160 0, 262486 1, 02504 1, 11627
0, 05991 0, 72174 6, 57091 9, 49320 −13, 80370 0, 263601 1, 02505 1, 11637
0, 05992 0, 72281 6, 57024 9, 50774 −13, 81650 0, 264781 1, 02507 1, 11647
0, 05993 0, 72397 6, 56953 9, 52338 −13, 83030 0, 266049 1, 02508 1, 11658
0, 05994 0, 72520 6, 56878 9, 54024 −13, 84510 0, 267412 1, 02509 1, 11669
0, 05995 0, 72655 6, 56797 9, 55871 −13, 86130 0, 268903 1, 02511 1, 11681
0, 05996 0, 72803 6, 56707 9, 57937 −13, 87950 0, 270568 1, 02512 1, 11694
0, 05997 0, 72973 6, 56605 9, 60315 −13, 90020 0, 272478 1, 02514 1, 11708
0, 05998 0, 73175 6, 56484 9, 63190 −13, 92530 0, 274782 1, 02515 1, 11724
0, 05999 0, 73444 6, 56325 9, 67074 −13, 95910 0, 277882 1, 02517 1, 11743

Ω e(Ω) ξp(Ω) ξe(Ω) a2(Ω) a4(Ω) a6(Ω) η(n,Ω) ζ(n,Ω)
0, 05987 0, 73961 6, 48201 9, 74434 −15, 36260 0, 0122653 0, 00705586 1, 02524 1, 12055

n i Ω. Çîði ç âiäîìèì åêñöåòðèñèòåòîì e∗ âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ Ω∗(n), ÿêå ¹ êîðåíåì
ðiâíÿííÿ e(n|Ω) = e∗. Çíàéäåíà òàêèì ÷èíîì Ω∗(n) ¹ ìîíîòîííîþ ôóíêöi¹þ iíäå-
êñà ïîëiòðîïè i âèçíà÷à¹ ξe(n|Ω∗(n)) òà η(n|Ω∗(n)) ÿê ôóíêöi¨ iíäåêñà n. Çãiäíî ç
ôîðìóëàìè (51) ìàñó çîði ç îáåðòàííÿì çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

M = 2β2(n)η(n|Ω∗(n))R3
eξ
−3
e (n|Ω∗(n))ω2G−1Ω−2∗ (n). (113)

Çà âiäîìèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ çíà÷åíüM i ω öå ñïiââiäíîøåííÿ âèçíà÷à¹ iíäåêñ ïîëi-
òðîïè n∗ äëÿ ìîäåëi ñïîñòåðåæóâàíî¨ çîði. Çi ñïiââiäíîøåíü (22) çíàõîäèìî ïàðàìåòð
ãóñòèíè

ρ∗c = (2πG)−1ω2Ω−2∗ (n), (114)
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à òàêîæ ïàðàìåòð ïîëiòðîïè

K∗ = 4πG(1 + n∗)
−1R2

eξ
−2
e (n|Ω∗(n))(ρ∗c)

1−1/n∗ . (115)

Ó òàáë. 5 íàâåäåíî ðîçðàõîâàíi òàêèì ñïîñîáîì ïàðàìåòðè n∗, ρ∗c iK∗ äëÿ çîði àëüôà

Òàáë. 5: Ïàðàìåòðè ïîëiòðîïè äëÿ çîði α Eri ç åêñöåíòðèñèòåòîì e = 0, 7454.

ω, 10−5ñ−1 2, 4 2, 5 2, 6 2, 7 2, 8 2, 9
n∗ 1, 14378 1, 31139 1, 49643 1, 70628 1, 95746 2, 30891

K∗, 109Ïà · ì6(êã)−2 2, 30388 2, 91922 3, 62319 4, 4568 5, 51356 7, 12403

ρ∗c , êã/ì
3

28, 1702 36, 2517 48, 0952 66, 6238 99, 1084 174, 871

Åðiäàíà (α Eri) ç åêñöåíòðèñèòåòîì e = 0.7454, ìàñîþ M = 9, 7466 · 1030 êã ≈ 4, 9M�
[25] i ðàäióñîì Re = 8, 3520 · 109 ì ≈ 12R� [26] â îáëàñòi çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèäêîñòi
2, 4 ·10−5ñ−1 ≤ ω ≤ 2, 9 ·10−5ñ−1. ßê âèäíî ç öi¹¨ òàáëèöi, iíäåêñ ïîëiòðîïè äëÿ öüîãî
iíòåðâàëó øâèäêîñòåé çìiíþ¹òüñÿ â îáëàñòi 1, 1 ≤ n∗ ≤ 2, 3.

Â ðîáîòàõ [16,17] âèêîðèñòàíî ñïðîùåíó ìîäåëü ç ôiêñîâàíèì iíäåêñîì ïîëiòðîïè
n = 1, äëÿ ÿêî¨ ó ðîáîòi [16] îäåðæàíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðàK = 1, 75·109Ïà·ì6(êã)−2.
Ïðè öüîìó áóëî âèêîðèñòàíî ñïîñòåðåæóâàíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi ω = 2.97 ·
10−5ñ−1 [27, 28] i åêñöåíòðèñèòåò e = 0, 7454. Ó òàêié ìîäåëi (ç n = 1) ïàðàìåòðè ρc,
K i ω âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿíü

M

R3
e

= 2πβ2(1)η(1|Ω∗)ρcξ−3e (1|Ω∗),

Re = ξe(Ω∗)

(
K

2πG

)1/2

, ω = Ω∗(2πGρc)
1/2,

(116)

äå Ω∗ âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ åêñöåòðèñèòåòó e = 0, 7454 ïðè n = 1. Ó íàáëèæåííi (74)
Ω∗ = 0, 273201, ξe(1|Ω∗) = 4, 12719, η(1|Ω∗) = 1, 28747, ùî äà¹ òàêi øóêàíi çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðiâ:

K = 1, 71723 · 109Ïà ·ì6(êã)−2, ρc = 23, 1392 êã/ì3
, ω = 2, 69113 · 10−5ñ−1. (117)

Íà æàëü, íà äàíèé ÷àñ ¹ îáìàëü ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ ùîäî çið çi øâèäêèì
îáåðòàííÿì. Òîìó ìà¹ ñåíñ ïîáóäîâà ñïðîùåíèõ ìîäåëåé, ùî âiäïîâiäàþòü íå îêðå-
ìèì çîðÿì, à öiëîìó êëàñó çið ãîëîâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi çà ñåðåäíiìè ñòàòèñòè÷íèìè
äàíèìè ïðî ¨õíi ìàñè, ðàäióñè òà êóòîâi øâèäêîñòi. Â ðîáîòi [1] íàâåäåíî çíà÷åííÿ
ñåðåäíiõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé äëÿ áiëüøîñòi ñïåêòðàëüíèõ êëàñiâ ãîëîâíî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi. Ââàæàþ÷è, ùî íàâåäåíi â ðîáîòi [1] çíà÷åííÿ ðàäióñiâ âiäïîâiäàþòü åêâàòîði-
àëüíèì ðàäióñàì, ìè ðîçðàõóâàëè ñiòêó ïàðàìåòðiâ K, ρc i ω (ïðè n = 1) äëÿ ðiçíèõ
çíà÷åíü âiäíîøåííÿ ε = Rp/Re. Iç öi¹¨ ñiòêè áóëî âèáðàíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ äëÿ
òèõ çíà÷åíü ε, ïðè ÿêèõ ðîçðàõîâàíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi ¹ íàéáëèæ÷èì äî
ñïîñòåðåæóâàíî¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Ñïîñòåðåæóâàíi äàíi i ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó
íàâåäåíî â òàáëèöi 6. ßê âèäíî ç òàáëèöi, âåëèêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà K (ìàëi ρc)
âiäïîâiäàþòü çîðÿì âåëèêèì ìàñ, à ìàëi çíà÷åííÿ K âiäïîâiäàþòü çîðÿì ìàëèõ ìàñ,
ó ÿêèõ öåíòðàëüíà ãóñòèíà ¹ âåëèêîþ. Õî÷à öi ðåçóëüòàòè ¹ íàáëèæåíèìè, âîíè
iëþñòðóþòü çàëåæíiñòü ïîëiòðîïíèõ ïàðàìåòðiâ âiä âåëè÷èíè çîðÿíèõ ìàñ.
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Òàáë. 6: Ïàðàìåòðè K òà ρc ïîëiòðîïíî¨ ìîäåëi âiäïîâiäíî äî óñåðåäíåíèõ øâèäêîñòåé çið
ãîëîâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (Ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè M, R, ω âçÿòi ç ðîáîòè [1]).

Ñïåêòð M, 1030êã R, 109ì ω, 10−5ñ−1 K, 109Ïà · ì6(êã)−2 ρc, êã/ì
3

ξe(Ω) Ω η(Ω)
O5 79 12 1, 5 5, 69709 38, 6225 3, 25561 0, 118 1, 03462
B0 34 5, 3 3, 8 1, 08767 197, 267 3, 29082 0, 133 1, 04508
B5 14 2, 8 7, 6 0, 29196 573, 682 3, 35562 0, 155 1, 06400
A0 7, 1 1, 8 10, 0 0, 12207 1081, 91 3, 33617 0, 149 1, 05836
A5 4, 4 1, 2 13, 0 0, 055583 2206, 65 3, 29602 0, 135 1, 04661
F0 3, 5 0, 94 10, 0 0, 036262 3428, 6 3, 19653 0, 084 1, 01682
F5 2, 8 0, 84 3, 0 0, 029897 3720, 64 3, 14589 0, 024 1, 00132
G0 2, 1 0, 73 1, 6 0, 022626 4242, 68 3, 14266 0, 012 1, 00033

8. Âèñíîâêè

Ó âñiõ îïóáëiêîâàíèõ ðîáîòàõ, ùî ñòîñóþòüñÿ ðîçðàõóíêó âíóòðiøíüî¨ áóäîâè
çið ç îñüîâèì îáåðòàííÿì ó ðàìêàõ ïîëiòðîïíî¨ ìîäåëi, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äèôåðåí-
öiàëüíå ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè (14)�(22). Íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ çîáðà-
æàþòüñÿ â àíàëiòè÷íié ôîðìi, àáî æ âiäøóêóþòüñÿ ÷èñåëüíèì iíòåãðóâàííÿì. Ó
âèïàäêó ìàëèõ øâèäêîñòåé îáåðòàííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðiÿ çáóðåíü, à ïîïðàâ-
êà äî ôóíêöi¨ Åìäåíà ðîçðàõîâó¹òüñÿ ó ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà Ω2, ùî âiäïîâiäà¹
âðàõóâàííþ äîäàíêiâ a2j2(ξ)P2(t) ïðè n = 1, àáî a(n)2 ψn,2(ξ)P2(t) ïðè n 6= 1. �äèíà
ñòàëà iíòåãðóâàííÿ â òàêîìó íàáëèæåííi çíàõîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì äîäàòêîâèõ
óìîâ òèïó íåïåðåðâíîñòi ãðàâiòàöiéíîãî ïîòåíöiàëó íà ñôåði Åìäåíà i íå çàëåæèòü
âiä Ω. Êîðåêòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ó âñié îáëàñòi äîïóñòèìèõ çíà÷åíü êó-
òîâî¨ øâèäêîñòi ïîòðåáó¹ ðîçêëàäiâ òèïó (72)-(74), àáî (102) ïðè n 6= 1, â ðåçóëüòàòi
âèíèêà¹ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ a2l(Ω), a(n)2l (Ω), ÿê i âèçíà÷åííÿ

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω
(n)
max. Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä  ðóíòó-

¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi äèôåðåíöiàëüíî¨ òà iíòåãðàëüíî¨ ôîðì ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè,
ÿêi ¹ çàìêíóòîþ ñèñòåìîþ, ùî íå ïîòåáó¹ íiÿêî¨ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨, à âèçíà÷à¹
ñòàëi iíòåãðóâàííÿ ó ðàìêàõ ñàìîãî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè. Äëÿ äîâiëüíîãî n àëãåáðè-
÷íi ðiâíÿííÿ (87) ÷è (112) ¹ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, íà âiäìiíó
âiä íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, îäåðæàíî¨ â ðîáîòi [11] äëÿ âèïàäêó n = 1. Ñòàëi
iíòåãðóâàííÿ a2l, a

(n)
2l ¹ ôóíêöiÿìè êóòîâî¨ øâèäêîñòi, à â ãðàíèöi Ω→ 0 òiëüêè a2,

a
(n)
2 íå çàëåæàòü âiä Ω. Çà ìàëèõ çíà÷åíü êóòîâî¨ øâèäêîñòi (Ω2 � 1) a4, a

(n)
4 ∼ Ω2,

a6, a
(n)
6 ∼ Ω4 òîùî. Â îêîëi ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi ïðè n = 1

êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó a2l ñòàþòü ñïiâìiðíèìè ìiæ ñîáîþ çà ìîäóëåì. Çi çáiëüøåí-
íÿì iíäåêñà ïîëiòðîïè n âiäíîñíi âåëè÷èíè |a(n)4 /a

(n)
2 |, |a

(n)
6 /a

(n)
2 | çìåíøóþòüñÿ, ùî

ïîâ'ÿçàíî çi çìåíøåííÿì Ωmax(n). Ïðè öüîìó çàëåæíiñòü a(n)2 âiä Ω çàëèøà¹òüñÿ
ñóòò¹âîþ, à çáiæíiñòü ðîçêëàäiâ (102) ïîêðàùó¹òüñÿ. Ïðî çáiæíiñòü ðÿäó (74) ìî-
æíà ñóäèòè çà âåëè÷èíàìè îêðåìèõ ÷ëåíiâ ðÿäó äëÿ îáëàñòi åêâàòîðà ïðè çàäàíié
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êóòîâié øâèäêîñòi:

f2 : f4 : f6 = 1, 31 : 0, 02 : 0, 002 ïðè Ω = 0, 1,

f2 : f4 : f6 = 1, 53 : 0, 12 : 0, 007 ïðè Ω = 0, 2,

f2 : f4 : f6 = 1, 44 : 0, 64 : 0, 13 ïðè Ω = Ωmax,

äå f2l = |a2l(Ω)P2l(0)j2l(ξe)|. Òàêà çáiæíiñòü ðîçêëàäiâ äà¹ ïiäñòàâó ââàæàòè, ùî õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîëiòðîï ïðè n ≥ 1 ðîçðàõîâàíî ç íåâåëèêèìè ïîõèáêàìè ó âñié îáëà-
ñòi ñòàáiëüíîñòi 0 ≤ Ω ≤ Ωmax, ÿê i çíà÷åííÿ Ωmax(n). Çíàéäåíå çíà÷åííÿ Ωmax(n)
¹ äóæå áëèçüêèì äî ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [9] ïðè 1, 0 ≤ n ≤ 2, 5, ó ÿêié âèêîíàíî
îá÷èñëåííÿ õàðàêòåðèñòèê ïîëiòðîï ÷èñåëüíèì ìåòîäîì.

Âðàõóâàííÿ äîäàíêà L2l (äèâ. ô. (82)), ÿêèì ìè íåõòóâàëè ó ïîïåðåäíiõ ïóáëi-
êàöiÿõ, ñóòò¹âî âïëèâà¹ íà çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ a2l(Ω), Ωmax(1) òà õàðàêòåðèñòèêè
ïîëiòðîïè ïðè n = 1, àëå âïëèâ öüîãî äîäàíêà çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì iíäåêñà
ïîëiòðîïè, à âæå ïðè n = 3 éîãî âïëèâ ¹ íåñóòò¹âèì. Âèÿâëåíi íàìè äâà ìîæëè-
âi ðåæèìè îáåðòàííÿ îá'¹êòiâ ç ïîëiòðîïíèì ðiâíÿííÿì ñòàíó � åëiïñî¨äàëüíèé òà
äèñêîâèé, âiäêðèâàþòü ïåðñïåêòèâó îïèñó ñòðóêòóðè çið ç àêðåöiéíèìè äèñêàìè ó
ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ.
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Axial rotation is one of the main characteristics which are inherent for both
normal stars and compact objects. A new approach for calculation of internal
structure of stars with rapid rotation is proposed in the frame of polytropic
model with equation of state P (r) = K(ρ(r))1+1/n (where n is the polytropic
index, ρ(r) is the local density, P (r) is the local pressure) and constant angular
velocity ω. The constant K and density in stellar center ρc = ρ(0) are also
model parameters. In dimensionless form the di�erential equilibrium equation
is two-dimensional and two-parametrical, it depends on the index n and di-
mensionless angular velocity Ω = ω(2πGρc)

−1/2. Its solutions are presented in
the form of series by the orthogonal basis functions, and zero approximation is
the Emden's functions, which correspond to the model with Ω = 0. Integration
constants are found from the condition, that the solutions satisfy the equili-
brium equation in the integral form. They are solutions of a system of linear
algebraic equations in which Ω is a parameter. At n = 1 basis functions are
j2l(ξ)P2l(cos θ), where j2l(ξ) are the spherical Bessel functions of �rst kind,
P2l(cos θ) are the Legendre polynomials, ξ is the dimensionless radial coordi-
nate, θ is the polar angle. At n > 1 basis functions are ψ2l(ξ)P2l(cos θ), where
ψ2l(ξ) are universal functions of variable ξ, which have asymptotics of functions
j2l(ξ) at ξ � 1. They are calculated numerically. For all indices n it is establi-
shed the existence of two types of solutions, which have di�erent dependence
on Ω and describe two type of structure � ellipsoidal and disk. Dependence of
integration constants on angular velocity Ω is calculated for indices n = 1 and
n = 3 and established the maximal value of Ωmax(n) when instability occurs.
Also, polytropic characteristics (mass, polar and equatorial radii, moment of
inertia) are calculated as functions of parameter Ω. It is performed a compari-
son with the results of other authors obtained with the help of approximate
analytical methods and numerical integration. It is proposed the algorithm for
solving the inverse problem � a determination of the model parameters K, n
and ρc for the individual star based on known observed data � mass, equatorial
radius and eccentricity. These parameters are determined for the star α Eri as
well as for models, which correspond to averaged statistical characteristics of
stars of early spectral classes.

Key words: polytropic-stars, axial rotation, mechanical equilibrium equation,
stability of stars.


