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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У останнi роки некомутативнiсть коорди-

нат привернула велику увагу. Таке зацiкавлення зумовлене розвитком

теорiї струн та квантової гравiтацiї (див., для прикладу, [1,2]), якi пе-

редбачають iснування мiнiмальної ненульової невизначеностi коорди-

нат, квантованiсть простору на планкiвських масштабах. Зважаючи на

це, багато робiт присвячено вивченню класичних та квантових систем

у некомутативному просторi (квантованому просторi), серед них [3–18]

та багато iнших. Дослiдження фiзичних задач у просторi з некомута-

тивними координатами є актуальними, оскiльки дозволяють визначи-

ти вплив квантованостi простору на властивостi фiзичних систем у

ньому, оцiнити величину кванта простору.

Поряд iз дослiдженням одночастинкових задач у просторi з не-

комутативнiстю координат важливим є також розширення областi до-

слiдження на багаточастинковi системи. У загальному випадку рiзним

частинкам можуть вiдповiдати рiзнi параметри некомутативностi. То-

му важливим є опис та вивчення руху системи частинок у некому-

тативному просторi, знаходження параметра некомутативностi, який

вiдповiдає центру мас системи.

Некомутативнiсть координат дозволяє вирiшити проблему кван-

тування простору, проте вона водночас зумовлює ряд важливих про-

блем, серед яких проблема порушення принципу еквiвалентностi. То-
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му важливим i актуальним є вивчення цiєї проблеми та знаходження

умов, що дозволяють вiдновити принцип еквiвалентностi у некомута-

тивному просторi.

Звернiмо увагу на те, що у тривимiрному просторi з канонiчною

некомутативнiстю координат iснує проблема порушення сферичної си-

метрiї [13,19]. Зважаючи на це, актуальними є побудова некомутатив-

ної алгебри, яка є еквiвалентна алгебрi канонiчного типу та є сферично-

симетричною, дослiдження властивостей фiзичних систем у некомута-

тивному просторi зi збереженою сферичною симетрiєю.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-

мами. Дисертацiйна робота виконана у Львiвському нацiональному

унiверситетi iменi Iвана Франка та згiдно держбюджетної теми Фф-

110Ф “Новi ефекти у квантових рiдинах i газах та системах з дефор-

мованою алгеброю Гайзенберґа” (2012-2014 рр., номер держреєстра-

цiї 0112U001275), проекту ДФФД Ф64 “Класичнi та квантовi системи

за межами стандартних пiдходiв” (2015-16 р., номери держреєстрацiї

0115U004838, 0116U005055).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

встановлення впливу некомутативностi координат на властивостi одно-

та багаточастинкових систем у некомутативному просторi, знаходжен-

ня верхньої межi для параметра некомутативностi, побудова сферично-

симетричної некомутативної алгебри, еквiвалентної алгебрi канонiчно-

го типу, знаходження умов для вiдновлення принципу еквiвалентностi

у некомутативному просторi.

Для досягнення мети дослiдження поставлено такi задачi: дослi-

дити системи багатьох частинок у двовимiрному просторi з некому-

тативнiстю координат канонiчного типу; проаналiзувати комутацiй-

нi спiввiдношення, якi задовольняють координати та iмпульси цен-
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тра мас системи, координати та iмпульси вiдносного руху; розгляну-

ти рух системи частинок (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйному по-

лi у некомутативному просторi та дослiдити принцип еквiвалентностi.

Також завданнями дисертацiйної роботи є побудувати некомутативну

алгебру, яка є еквiвалентна алгебрi канонiчного типу та є сферично-

симетричною; дослiдити енергетичнi рiвнi атома водню у сферично-

симетричному некомутативному просторi та знайти поправки до енер-

гетичних рiвнiв цього атома, зумовлених некомутативнiстю коорди-

нат; вивчити рух частинки у однорiдному полi та дослiдити принцип

еквiвалентностi у некомутативному просторi з вiдновленою сферичною

симетрiєю.

Об’єктом дослiдження є одно- та багаточастинковi фiзичнi си-

стеми у просторi з некомутативними координатами. Предметом до-

слiдження є властивостi одно- та багаточастинкових фiзичних систем

у некомутативному просторi. Методами дослiдження є методи теорiї

збурень, метод представлення некомутативної алгебри за допомогою

координат та iмпульсiв, що задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiд-

ношення.

У першому роздiлi висвiтлюється iсторiя iдеї про те, що коорди-

нати можуть некомутувати, представляється огляд задач та проблем

у некомутативному просторi, якi розглядалися у лiтературi.

У другому роздiлi вивчається система частинок у двовимiрно-

му некомутативному просторi канонiчного типу у загальному випадку,

коли рiзним частинкам вiдповiдають рiзнi параметри некомутативно-

стi. Аналiзується вираз для ефективного параметра некомутативностi,

що вiдповiдає центру мас системи. Показано, що ефективний параметр

некомутативностi зменшується зi збiльшенням кiлькостi частинок у си-

стемi. На основi виразу для ефективного параметра некомутативностi
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оцiнюються верхнi межi для параметра некомутативностi. Знаходи-

ться умова, при якiй координати центра мас та координати вiдносного

руху комутують, а отже, є незалежними у некомутативному просторi,

а також ефективний параметр некомутативностi, що вiдповiдає систе-

мi, не залежить вiд її композицiї.

У третьому роздiлi дослiджується рух системи частинок (ма-

кроскопiчного тiла) у двовимiрному просторi з канонiчною некомута-

тивнiстю координат та вивчається принцип еквiвалентностi. Оцiнює-

ться верхня межа для параметра некомутативностi на основi принципу

еквiвалентностi. На основi аналiзу рiвнянь руху системи частинок у

гравiтацiйному полi у некомутативному просторi пропонується умова,

що дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi у некомутативному

просторi канонiчного типу. А саме, показується, що у випадку, коли

параметр некомутативностi є обернено пропорцiйним до маси частин-

ки, принцип еквiвалентностi виконується у некомутативному просторi.

Така сама умова (обернено пропорцiйна залежнiсть параметра некому-

тативностi вiд маси частинки) отримується з незалежностi кiнетичної

енергiї системи частинок вiд її композицiї.

У четвертому роздiлi розглядається тривимiрний некомутатив-

ний простiр канонiчного типу та вивчається проблема порушення сфе-

ричної симетрiї у такому просторi. З метою вирiшення цiєї проблеми

розглядається iдея про узагальнення параметра некомутативностi. За-

пропоновано будувати тензор некомутативностi за допомогою додатко-

вих координат, що визначаються сферично-симетричною системою. Як

наслiдок, побудовано некомутативну алгебру, яка є еквiвалентною не-

комутативнiй алгебрi канонiчного типу та є сферично-симетричною.

У запропонованому некомутативному просторi з вiдновленою сфери-

чною симетрiєю розглядається оператор повороту.
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У п’ятому роздiлi вивчається атом водню у сферично-симетрич-

ному некомутативному просторi канонiчного типу, запропонованому у

четвертому роздiлi. З точнiстю до другого порядку за параметром не-

комутативностi знаходяться поправки до енергетичних рiвнiв атома

водню, зумовленi некомутативнiстю координат. На основi порiвнян-

ня отриманих результатiв iз експериментальними даними для частоти

переходу 1s − 2s, оцiнюється верхня межа для параметра некомута-

тивностi, яка покращує результати, представленi у лiтературi.

У шостому роздiлi аналiзується рух частинки у однорiдному

полi у сферично-симетричному некомутативному просторi, запропо-

нованому у четвертому роздiлi. На основi точних розрахункiв показу-

ється, що некомутативнiсть координат впливає на масу частинки та

зумовлює її анiзотропiю. Розглядається рух частинки у однорiдному

полi у некомутативному просторi з вiдновленою сферичною симетрi-

єю та дослiджується принцип еквiвалентностi. Знаходяться умови для

вiдновлення принципу еквiвалентностi у сферично-симетричному не-

комутативному просторi.

Дисертацiйна робота завершується Висновками та Списком ви-

користаних джерел.

Наукова новизна отриманих результатiв. Вперше запропо-

новано умову для вiдновлення принципу еквiвалентностi у просторi з

канонiчною некомутативнiстю координат. Вперше з незалежностi кiне-

тичної енергiї системи частинок вiд її композицiї отримано вираз для

ефективного параметра некомутативностi, який описує рух центра мас

системи частинок (макроскопiчного тiла) у некомутативному просторi.

Вперше знайдено умову, яка дозволяє отримати щонайменше чотири

важливi результати у некомутативному просторi канонiчного типу, а

саме показано, що у випадку, коли параметр некомутативностi, який
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вiдповiдає частинцi, є обернено пропорцiйним до її маси, кiнетична

енергiя системи частинок не залежить вiд її композицiї; координати

центра мас системи частинок та координати вiдносного руху є незале-

жними; ефективний параметр некомутативностi, який описує рух цен-

тра мас системи, не залежить вiд її композицiї; виконується принцип

еквiвалентностi у некомутативному просторi.

Вперше побудовано некомутативну алгебру, яка є еквiвалентною

некомутативiй алгебрi канонiчного типу та є сферично-симетричною.

У запропонованому сферично-симетричному некомутативному просто-

рi вперше дослiджено атом водню та знайдено поправки до енергети-

чних рiвнiв цього атома, зумовленi некомутативнiстю координат. На

основi порiвняння отриманих результатiв iз експериментальними да-

ними знайдено верхню межу для параметра некомутативностi, яка по-

кращує результати, представленi у лiтературi. Вперше точно розв’яза-

но задачу про рух частинки у однорiдному полi у сферично-симетри-

чному некомутативному просторi канонiчного типу та виявлено вплив

некомутативностi на масу частинки. Вперше запропоновано умови, якi

дозволяють вiдновити принцип еквiвалентностi у сферично-симетри-

чному некомутативному просторi.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати,

отриманi у роботi, можуть бути використаними для покращення оцiн-

ки кванта довжини на основi порiвняння їх з експериментальними

даними. Опис систем багатьх частинок дозволяє розширити область

дослiджень на дослiдження макроскопiчних тiл у просторi з некому-

тативними координатами. Запропонована у роботi умова, яка пов’я-

зує параметр некомутативностi з масою частинки, дозволяє вирiшити

щонайменше чотири важливi проблеми у некомутативному просторi,

серед них проблему порушення принципу еквiвалентностi, що обгрун-
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товує її використання авторами у подальших дослiдженнях. Побудова-

на у роботi сферично-симетрична некомутативна алгебра канонiчного

типу дозволяє вирiшити проблему порушення сферичної симетрiї у не-

комутативному просторi та може бути використана для дослiдження

систем у сферично-симетричному просторi з некомутативними коорди-

натами. Результати дослiджень впливу некомутативностi на властиво-

стi фiзичних систем у некомутативному просторi можуть бути вико-

ристаними для пояснення високоточних експериментальних даних.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдже-

ння здiйснив науковий керiвник роботи проф. В. М. Ткачук. Усi ви-

кладенi в дисертацiї результати автор отримала самостiйно або при

своїй безпосереднiй участi. Роботи [20–22] є одноосiбними. У роботах,

виконаних зi спiвавторами, здобувачевi належить:

• знаходження поправок до енергетичних рiвнiв атома водню у сферично-

симетричному некомутативному просторi, оцiнка верхньої межi

для параметра некомутативностi [23];

• отримання виразу для обчислення поправок до ns-енергетичних

рiвнiв атома водню у сферично-симетричному некомутативному

просторi [24];

• дослiдження руху частинки у однорiдному полi у сферично-симе-

тричному просторi з некомутативнiстю координат, встановлення

впливу некомутативностi на масу частинки у однорiдному по-

лi, дослiдження проблеми порушення принципу еквiвалентностi

у сферично-симетричному некомутативному просторi [25].

Результати статей, їхню iнтерпретацiю та застосовнiсть викори-

станих пiдходiв спiвавтори обговорювали на паритетних засадах.



12

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, що

включенi до дисертацiї, здобувач представляв особисто на таких кон-

ференцiях та семiнарах: Мiжнародна конференцiя студентiв i моло-

дих науковцiв з теоретичної та експериментальної фiзики "Еврика-

2013"(Львiв, 2013) [26]; International Conference "Quantum Groups and

Quantum Integrable Systems"(Київ, 2013) [27]; Week of Doctoral Students

2013 (Prague, 2013); V Young Scientists Conference "Problems of Theoreti-

cal Physics"(Київ, 2013) [28]; Рiздвянi дискусiї 2014 (Львiв, 2014) [29];

14-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi ста-

тистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2014) [30];

XXXIII Max Born Symposium "Noncommutative geometry, quantum sy-

mmetries and quantum gravity"(Wroclaw, 2014) [31]; Workshop on Current

Problems in Physics (Львiв, 2014) [32]; Trans-European School of High

Energy Physics (Басiвка, обл. Львiвська, 2014) [33]; Рiздвянi дискусiї

2015 (Львiв, 2015) [34]; Звiтна наукова конференцiя Львiвського нацiо-

нального унiверситету iменi Iвана Франка за 2014 рiк (Львiв, 2015);

Мiжнародна конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоретичної

та експериментальної фiзики "Еврика-2015"(Львiв, 2015) [35]; 15-та

Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статисти-

чної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2015) [36]; The

XXIIIth International Conference on Integrable Systems and Quantum

symmetries (ISQS-23) (Prague, 2015) [37]; XXXV Max Born Symposi-

um "The Planck Scale II"(Wroclaw, 2015) [38]; Workshop on Current

Problems in Physics: Zielona Góra – Lviv (Zielona Góra, 2015) [39], Звi-

тна наукова конференцiя Львiвського нацiонального унiверситету iме-

нi Iвана Франка за 2015 рiк (Львiв, 2016).

Результати роботи були представленi на наукових семiнарах у

Вроцлавському унiверситетi, Iнститутi фiзики конденсованих систем,
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неодноразово обговорювалися на наукових семiнарах кафедри теоре-

тичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Фран-

ка, а також були апробованi пiд час наукових стажувань за кордоном.

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiкованi в ше-

сти журнальних статтях [20–25], матерiалах конференцiї [33] та чотир-

надцяти тезах доповiдей на конференцiях [26–32,34–40].
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

Iдея про те, що координати можуть некомутувати має довгу iсто-

рiю [41]. Вперше вона була запропонована В. Гайзенберґом [42, 43].

Згодом Пайєрлс (R. Peierls), почувши iдею некомутативностi вiд Гай-

зенберґа, використав її при аналiзi електричних систем у сильному

магнiтному полi. Пайерлс розповiв про цю iдею Паулi, який повiдомив

її Оппенгеймеру (J. R. Oppenheimer). Перша публiкацiя, у якiй iдея

некомутативностi оформлена математично, написана Снайдером (H.

S. Snyder), аспiрантом Оппенгеймера, у 1947 роцi [44].

Останнiми роками дослiдження фiзичних систем у некомутатив-

ному просторi привернули велику увагу, що пов’язано з передбачен-

нями теорiї струн та квантової гравiтацiї про iснування мiнiмальної

ненульової невизначеностi координат (див., для прикладу, [1, 2]).

У некомутативному просторi оператори координат та iмпульсiв

задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення

[Xi, Xj] = i~θij, (1.1)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.2)

[Pi, Pj] = 0, (1.3)

де θij – параметр некомутативностi. У випадку канонiчної некомута-

тивностi координат θij є елементами сталої антисиметричної матрицi.



15

У двовимiрному випадку спiввiдношення (1.1)-(1.3) мають вигляд

[X1, X2] = i~θ, (1.4)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.5)

[Pi, Pj] = 0, (1.6)

де θ – параметр некомутативностi, θ = const. Звернiмо увагу, що ве-

личини ~θ, ~θij мають розмiрнiсть площi, м2. Зазначимо, що у неко-

мутативному просторi власнi значення оператора площi

A = π(X2
1 +X2

2) (1.7)

є квантованими. У статтi [45] отримано

An = 2π~θ
(
n+

1

2

)
. (1.8)

Автори роботи [45] прийшли до висновку, що некомутативнiсть коор-

динат зумовлює дискретнiсть власних значень оператора площi. Звер-

нiмо увагу, що квант площi у некомутативному просторi пропорцiйний

до параметра некомутативностi та має вигляд 2π~θ, мiнiмальна площа

визначається як π~θ.

У класичнiй границi ~ → 0 комутатор (1.1) переходить у дефор-

мовану дужку Пуассона

1

i~
[Xi, Xj]→ {Xi, Xj}, (1.9)

{Xi, Xj} = θij. (1.10)

Деформованi дужки Пуассона вiдрiзняються вiд канонiчних наявнiстю

додаткового доданку, зумовленого некомутативнiстю координат. Для

прикладу, у двовимiрному випадку маємо

{X1, X2} = θ, (1.11)
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де θ = const та дужки Пуассона означенi як

{f, g} =
∑
i

(
∂f

Xi

∂g

Pi
− ∂g

Xi

∂f

Pi

)
+ θ

(
∂f

X1

∂g

X2
− ∂g

X1

∂f

X2

)
, (1.12)

тут i = (1, 2) [7].

У квантовiй механiцi прикладом iз некомутативними координа-

тами є рух електричного заряду в сильному зовнiшньому магнiтному

полi [41,43,46–49]. Опишемо цей приклад детальнiше. Розгляньмо ча-

стинку з зарядом e та масою m, яка рухається на площинi (x, y) за

наявностi сильного однорiдного магнiтного поля B, яке напрямлене

вздовж осi z. Запишемо лагранжiан частинки у зовнiшньому магнi-

тному полi

L =
mẋ2

2
+
mẏ2

2
+
e

c
ẋAx +

e

c
ẏAy − V (x, y), (1.13)

де Ax, Ay – компоненти векторного потенцiалу, доданок V (x, y) описує

додатковi взаємодiї, c – швидкiсть свiтла. Випадок сильного магнiтного

поля B вiдповiдає малiй масi m [41, 43]. У границi m → 0, вибравши

калiбрування A = (0, xB), лагранжiан (1.13) запишеться як

L =
e

c
Bxẏ − V (x, y). (1.14)

Зауважимо, що

L = pyẏ −H, (1.15)

py =
e

c
Bx, (1.16)

тут H – гамiльтонiан. Врахувавши, що координата y є спряженою до

умпульсу py, iз (1.16) отримаємо таке комутацiйне спiввiдношення

[x, y] = −i~ c

eB
. (1.17)

Отже, координати частинки з зарядом e та масою m, яка рухає-

ться на площинi (x, y) за наявностi сильного однорiдного магнiтного
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поля B, що напрямлене вздовж осi z, не комутують [41,43]. Бiльш за-

гальний випадок вивчено у статтi [50]. Авторами розглянуто задачу

руху зарядженої частинки у сильному неоднорiдному магнiтному полi

B(x). Показано, що координати частинки задовольняють таке спiввiд-

ношення:

[xi, xj] = −i~c
e
εijk

Bk(x)

B2(x)
, (1.18)

де iндекси i, j, k, набувають значень (1, 2, 3), e – заряд частинки. Заува-

жимо, що у випадку неоднорiдного магнiтного поля некомутативнiсть

є функцiєю координат.

Багато робiт присвячено вивченню фiзичних систем у некомута-

тивному просторi. Серед переших робiт, у яких розглядалася кванто-

ва механiка у випадку некомутативностi координат канонiчного типу

є [3–7]. У статтях [3, 4] авторами розглянуто частинку у центрально-

симетричному полi у двовимiрному некомутативному просторi (1.4)-

(1.6). Авторами статтi [5] дослiджено задачу руху частинки у магнi-

тному полi та за наявностi квадратичного за координатами потенцiалу

в двовимiрному некомутативному просторi (1.4)-(1.6). Робота [6] при-

свячена аналiзу спiввiдношень невизначеностей у квантовiй механiцi

на некомутативнiй площинi (1.4)-(1.6). У статтi [9] дослiджено водне-

воподiбнi атоми, iзотропний гармонiчний осцилятор у двовимiрному

просторi з некомутативнiстю координат канонiчного типу.

Робота [11] присвячена аналiзу другого закону Ньютона у неко-

мутативному просторi. Автором встановлено, що у некомутативному

просторi другий закон Ньютона має такий вигляд

mẍi = −∂V
∂xi

+mθij
∂2V

∂xj∂xk
ẋk, (1.19)

де V (x) – потенцiальна енергiя. Звернiмо увагу на те, що рiвняння

(1.19) у порiвняннi зi звичайним простором (θij = 0) мiстить додатко-
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вий доданок, пропорцiйний до параметра некомутативностi. У статтi

зауважено, що поправки до другого закону Ньютона порушують сфе-

ричну симетрiю. Показано, що у випадку центрально-симетричного

поля доданок у рiвняннi (1.19), зумовлений некомутативнiстю коорди-

нат, можна трактувати як аналог до сили Корiолiса [11].

Багато уваги придiлялося дослiдженню гармонiчного осцилятора

у некомутативному просторi [5, 8–12]. Iзотропний гармонiчний осци-

лятор у двовимiрному просторi з канонiчною некомутативнiстю коор-

динат розглянуто у статтях [8, 9]. У роботi [8] знайдено точно спектр

двовимiрного iзотропного гармонiчного осцилятора з масою m та ча-

стотою ω у випадку некомутативностi координат (1.4)-(1.6). Отримано

En+,n− = ~Ω+

(
n+ +

1

2

)
+ ~Ω−

(
n− +

1

2

)
, (1.20)

де Ω+ = Ω −MΩ2θ2/(2~), Ω− = Ω + MΩ2θ2/(2~), тут M = m/(1 +

m2ω2θ2

4~2 ), Ω = ω
√

1 +m2ω2θ2/(4~2). Авторами проаналiзовано залежнiсть

виродженостi енергетичних рiвнiв гармонiчного осцилятора вiд пара-

метра некомутативностi [8]. Також дослiджено спектр зарядженого

гармонiчного осцилятора у магнiтному полi у некомутативному про-

сторi [10]. Рiвняння руху тривимiрного гармонiчного осцилятора у не-

комутативному просторi проаналiзовано у статтi [11]. Автором зверне-

но увагу на те, що отриманi рiвняння руху у некомутативному просто-

рi можна розглядати як рiвняння руху осцилятора у магнiтному полi,

пропорцiйному до параметра некомутативностi. У статтi [51] вивчено

двовимiрний ангармонiчний осцилятор

HHO =
1

2m

(
p2x + p2y

)
+
mω2

2

(
x2 + y2

)
+ α

(
x2 + y2

)2 (1.21)

у некомутативному просторi канонiчного типу (1.4)-(1.6). Авторами

знайдено спектр такого осцилятора з точнiстю до першого порядку
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за параметром некомутативностi θ. Також у статтi [51] розглянуто пе-

рехiд до звичного простору, у якому координати комутують, а саме

дослiджено границю θ → 0.

Серед задач, якi розглядалися у некомутативному просторi, ви-

вчено також задачу Ландау [52–55]. Автори статтей [54, 55] дослiдили

рух зарядженої частинки на площинi у однорiдному магнiтному полi,

яке напрямлене перепендикулярно до площини руху частинки, у неко-

мутативному просторi канонiчного типу. Знайдено поправки до рiвнiв

Ландау, зумовленi некомутативнiстю координат. Також розглянуто за-

дачу Ландау у випадку некомутативностi координат та некомутатив-

ностi iмпульсiв [54,55]. У статтi [53] знайдено функцiї Вiгнера (Wigner

functions) для задачi Ландау у просторi з канонiчною некомутативнi-

стю координат, а також у просторi з некомутативнiстю координат та

некомутативнiстю iмпульсiв.

Авторами роботи [56] звернено увагу на аналогiю гамiльтонiана,

що вiдповiдає задачi Ландау в звичному просторi (θ = 0), та гамiль-

тонiана частинки у полi Ω(x2 + y2) (Ω = const) у двовимiрному не-

комутативному просторi (координати x, y задовольняють комутацiйне

спiввiдношення (1.4)). Дослiджено умови при яких вище згадуванi за-

дачi є еквiвалентними.

Багато статей присвячено дослiдженню атома водню у некомута-

тивному просторi. У випадку канонiчної некомутативностi координат

(1.1) задачу розглянуто у роботах [9,13–18,57,58]. У статтi [13] знайдено

поправки до енергетичних рiвнiв атома водню з точнiстю до першого

порядку за параметром некомутативностi. Авторами розглянуто ефе-

кти Штарка та Зеемана у некомутативному просторi. Також отримано

поправки до зсуву Лемба, зумовленi некомутативнiстю координат, та

на основi отриманих результатiв оцiнено верхню межу для параме-
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тра некомутативностi [13]. У статтi [15] представлено аналiз впливу

некомутативностi координат на спектр атома водню. У роботi [16] зна-

йдено змiщення енергiї основного стану атома водню в електpичному

полi з точнiстю до другого порядку за параметром некомутативностi.

Вплив некомутативностi координат на енергетичнi рiвнi атома водню

дослiджено у роботi [17]. У статтi [18] розглянуто рiвняння Клейна-

Гордона для атома водню, дослiджено енергетичнi рiвнi атома у неко-

мутативному просторi з точнiстю до другого порядку за параметром

некомутативностi. Також розглянуто рiвняння Дiрака у випадку ку-

лонiвського поля у некомутативному просторi [57,58]. Авторами стат-

тi [57] встановлено, що некомутативнiсть координат знiмає виродження

2S1/2, 2P1/2 та 2P3/2 енергетичних рiвнiв атома водню, як наслiдок у

випадку некомутативностi координат є дозволеними новi переходи. У

статтi [9] представлено дослiдження воднево-подiбних атомiв у двови-

мiрному просторi з некомутативнiстю координат канонiчного типу.

Зауважимо, що з метою визначення впливу некомутативностi на

властивостi фiзичних систем, поряд iз одночастинковими задачами ва-

жливо дослiдити багаточастинковi задачi. У роботi [59] розглянуто

систему двох частинок з осциляторною взаємодiєю у двовимiрному

некомутативному просторi. Автори дослiдили випадок, коли дужки

Пуассона для координат рiзних частинок дорiвнюють нулевi, а саме

розглянуто такi спiввiдношення:

{xAi , xBj } = θijδAB, (1.22)

{pAi , pBj } = δij, (1.23)

{xAi , pBj } = δijδ
AB, (1.24)

де iндекси A,B позначають частинки A = (1, 2), B = (1, 2), i = (1, 2),
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j = (1, 2), θij – параметр некомутативностi, одинаковий для рiзних

частинок, pAi – iмпульси частинок системи.

У статтi [60] дослiджено систему N частинок у тривимiрному про-

сторi з канонiчною некомутативнiстю координат. Авторами розглянуто

випадок, коли координати xia та iмпульси pia частинок системи задо-

вольняють такi спiввiдношення

{xia, x
j
b} = θij, (1.25)

{pia, p
j
b} = δij, (1.26)

{xia, p
j
b} = δijδab, (1.27)

де iндекси a та b позначають частинки, i = (1, 2, 3), j = (1, 2, 3), θij

– параметр некомутативностi, який є одинаковий для рiзних частинок

системи. Розглянуто два приклади, а саме: систему взаємодiючих осци-

ляторiв та систему частинок, яка знаходиться у гравiтацiйному полi

у некомутативному просторi. У двох випадках для кожної частинки

системи записано рiвняння руху.

Частковий випадок, коли частинкам з рiзними зарядами вiдпо-

вiдають параметри некомутативностi з рiзними знаками, розглянуто у

роботах [14,61]. Автори дослiдили систему двох частинок у некомута-

тивному просторi з параметром некомутативностi, який залежить вiд

заряду частинки. Запропоновано таку некомутативну алгебру

[x̃ik, x̃
j
l ] = i~θijZkδkl, (1.28)

[x̃ik, p̃j(l)] = i~δijδkl, (1.29)

де Zk = ek/e, тут ek – заряд частинки, e – заряд електрона, iндекси

k, l позначають частинки, i = (1, 2), j = (1, 2), θij – параметр неко-

мутативностi. Як приклад двочастинкової системи, розглянуто атом
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водню [14].

Система двох зв’язаних осциляторiв iз гамiльтонiаном

H =
P 2
1

2m1
+

P 2
2

2m2
+

1

2

(
C1X

2
1 + C2X

2
2 + C3X1X2

)
(1.30)

розглядалася у статтi [62], тут C1, C2, C3 – сталi параметри, коорди-

нати X1, X2 задовольняють спiввiдношення (1.4). Авторами знайдено

власнi функцiї та енергетичнi рiвнi такої системи.

Поряд iз вищезгадуваними задачами дослiджувалися ефект Ааро-

нова-Бома [63–67], ефект Холла [68, 69], стани кота Шредiнгера у не-

комутативному просторi [70], iнтеграли за траекторiями [71] та багато

iнших.

Важливо зауважити, що некомутативнiсть координат дозволяє

вирiшити фундаментальну проблему квантування простору, проте во-

дночас зумовлює ряд важливих проблем. У статтi [72] показано, що у

просторi з канонiчною некомутативнiстю координат слабкий принцип

еквiвалентностi є порушеним. Зауважимо, що ця проблема виникає

при припущеннi про те, що параметр некомутативностi є одинаковим

для всiх частинок. У данiй роботi ми дослiджуємо загальний випадок,

коли рiзним частинкам вiдповiдають рiзнi параметри некомутативно-

стi та знаходимо шлях для вiдновлення принципу еквiвалентностi у

некомутативному просторi канонiчного типу.

У тривимiрному просторi з канонiчною некомутативнiстю коор-

динат (1.1)-(1.3) зустрiчаємося з проблемою порушення сферичної си-

метрiї. Зауважимо, що у двовимiрному некомутативному просторi

[X1, X2] = i~θ, (1.31)

де θ – параметр некомутативностi, симетрiя вiдносно поворотiв є збере-

женою. З метою збереження сферичної симетрiї у тривимiрному про-
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сторi запропоновано рiзнi класи некомутативних алгебр (див., для при-

кладу, [73–75]). Шлях для вiдновлення сферичної симетрiї у некому-

тативному просторi N вимiрностi запропоновано у [76].

У лiтературi представлено сферично-симетричнi некомутативнi

алгебри, для яких комутатор координат дорiвнює деякiй функцiї цих

координат. Для прикладу, у статтях [77–80] розглянуто таку некому-

тативну алгебру:

[xi, xj] = 2iλεijkxk, (1.32)

де λ – деякий масштабний множник. У статтi [73] вивчено сферично-

симетричну некомутативну алгебру, яка характеризується такими ко-

мутацiйними спiввiдношеннями для операторiв координат:

[xi, xj] = iθεijkrxk, (1.33)

де r2 = xixi, θ = const. У роботi [75] розглянуто некомутативний

простiр, у якому координати задовольняють спiввiдношення, яке має

вигляд

[xi, xj] = iθεijkxkf(xix
i), (1.34)

де f(xix
i) – задана функцiя. У сферично-симетричному просторi (1.34)

дослiджено енергетичнi рiвнi атома водню [75].

Зауважимо, що сферично-симетричнi некомутативнi алгебри (1.32),

(1.33), (1.34) не є трансляцiйно-iнварiантними. Вiдзначимо також вiд-

мiннiсть некомутативних алгебр (1.32), (1.33), (1.34) вiд алгебри кано-

нiчного типу (1.1)-(1.3). Звернiмо увагу, що у випадку алгебри (1.1)-

(1.3), зважаючи на те, що θij є елементами сталої матрицi, справедли-

вими є такi спiввiдношення:

[Xi, θjk] = 0, (1.35)

[Pi, θjk] = 0. (1.36)
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Алгебри (1.32), (1.33), (1.34) характеризуються залежнiстю θij вiд ко-

ординат. Маємо θij = 2λεijkxk для алгебри (1.32), θij = θεijkrxk у

випадку алгебри (1.33) та θij = θεijkxkf(xix
i) для алгебри (1.34). Як

наслiдок, комутатор координат та iмпульсiв iз θij не дорiвнює нулевi.

Тому алгебри (1.32), (1.33), (1.34) принципово вiдрiзняються вiд алге-

бри канонiчного типу (1.1)-(1.3).

Також для побудови сферично-симетричної некомутативної алге-

бри у статтi [74, 81] представлено iдею розглядати θij, як оператор

некомутативностi, який комутує з оператором координати xi та опера-

тором iмпульсу pi

[xi, θjk] = [pi, θjk] = 0, (1.37)

та запропоновано таку сферично-симетричну алгебру:

[xi, xj] = iθij, (1.38)

[xi, pj] = iδij, (1.39)

[θlm, θjk] = 0, (1.40)

[θlm, πjk] = iδlmjk , (1.41)

де πij спряжений до оператора θij iмпульс, δlmjk = δljδ
m
k − δlkδmj . У про-

сторi (1.38)-(1.41) розглянуто гармонiчний осцилятор [74].

Пiдсумовуючи, варто зазначити, що багато задач дослiджувалися

та є розв’язаними у некомутативному просторi, проте залишається ряд

важливих невирiшених проблем, зумовлених некомутативнiстю коор-

динат. Серед них проблема порушення принципу еквiвалентностi, по-

рушення сферичної симетрiї у тривимiрному просторi з канонiчною

некомутативнiстю координат. Цi проблеми будуть розглядатися у на-

ступних роздiлах даної роботи.



25

Роздiл 2

Система багатьох частинок у

некомутативному просторi

канонiчного типу

2.1 Вступ

У загальному випадку рiзним частинкам у некомутативному просто-

рi можуть вiдповiдати рiзнi параметри некомутативностi. Отже, iснує

проблема опису руху системи частинок у просторi з некомутативнiстю

координат.

Система частинок у некомутативному просторi вивчалася у стат-

тях [14, 59–61]. Авторами розглянуто систему двох частинок з осци-

ляторною взаємодiєю у двовимiрному некомутативному просторi [59],

систему двох заряджених частинок [61]. У статтi [60] вивчено класи-

чну задачу багатьох частинок у випадку некомутативностi координат.

Авторами статтi [60] отримано рiвняння руху для кожної частинки си-

стеми. Також дослiджено квантову задачу багатьох частинок у неко-

мутативному просторi [14]. Авторами розглянуто частковий випадок,

коли частинкам з протилежними зарядами вiдповiдають параметри

некомутативностi з протилежними знаками. Детальний огляд вище-

згаданих статей подано у першому роздiлi даної роботи.

Зауважимо, що система частинок також вивчалася у просторi з
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некомутативними координатами та некомутативними iмпульсами

[Xi, Xj] = i~θij, (2.1)

[Pi, Pj] = i~βij, (2.2)

[Xi, Pj] = i~(δij + σij), (2.3)

де θij та βij – елементи антисиметричних матриць, σij – елементи си-

метричної матрицi [82], у деформованому просторi з мiнiмальною дов-

жиною, який характеризується таким спiввiдношенням для оператора

координати X та оператора iмпульсу P

[X,P ] = i~(1 + βP 2), (2.4)

де β – параметр деформацiї [83]. Авторами статтi [83] знайдено iм-

пульс центра мас системи N частинок, як iнтеграл руху, та введено

координати центра мас у деформованому просторi. Показано, що ко-

ординати та iмпульси центра мас системи задовольняють деформовану

алгебру з ефективним параметром деформацiї. Авторами дослiджено

вираз для цього параметра. Встановлено, що у випадку, коли система

складається з частинок з одинаковою масою та одинаковими параме-

трами деформацiї, ефективний параметр деформацiї зменшується з

збiльшенням кiлькостi частинок N у системi як 1/N2. Також у стат-

тi [83] розглянуто рух системи частинок у зовнiшньому полi, знайдено

ефективний гамiльтонiан, який описує рух центра мас системи у зов-

нiшньому полi у деформованому просторi.

У цьому роздiлi ми розглядаємо систему N частинок у двовимiр-

ному просторi з канонiчною некомутативнiстю координат

[X1, X2] = i~θ, (2.5)

[Xµ, Pν] = i~δµν, (2.6)
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[Pµ, Pν] = 0, (2.7)

тут θ – параметр некомутативностi, θ = const. Дослiджується загаль-

ний випадок, коли рiзним частинкам вiдповiдають рiзнi парметри не-

комутативностi. Аналiзуються спiввiдношення, якi задовольняють ко-

ординати центра мас та координати вiдносного руху у некомутативно-

му просторi.

2.2 Система двох частинок у некомутативному про-

сторi. Ефективний параметр некомутативностi

Розгляньмо двi частинки з масами m1 та m2 у двовимiрному просто-

рi з канонiчною некомутативнiстю координат (2.5)-(2.7). У загальному

випадку координати рiзних частинок можуть задовольняти некомута-

тивну алгебру з рiзними параметрами некомутативностi. Припустимо,

що координати рiзних частинок комутують. Отже, для координат X(i)
µ

та iмпульсiв P (i)
µ частинок виконуються такi спiввiдношення:

[X
(i)
1 , X

(j)
2 ] = −[X

(i)
2 , X

(j)
1 ] = i~δijθi, (2.8)

[X(i)
µ , P

(j)
ν ] = i~δµνδij, (2.9)

[P (i)
µ , P (j)

ν ] = 0, (2.10)

де µ = (1, 2), ν = (1, 2), iндекси i, j позначають частинки i = (1, 2) та

j = (1, 2), θi – параметр некомутативностi, що вiдповiдає частинцi з

масою mi. У класичному випадку спiввiдношенням (2.8)-(2.10) вiдпо-

вiдають такi дужки Пуассона:

{X(i)
1 , X

(j)
2 } = δijθi, , (2.11)



28

{X(i)
µ , P

(j)
ν } = δµνδ

ij, (2.12)

{P (i)
µ , P (j)

ν } = 0. (2.13)

Будемо вважати, що гамiльтонiан у некомутативному просторi

має такий самий вигляд, як у звичайному просторi (θi = 0). Отже,

можемо записати гамiльтонiан системи двох частинок у такому вигля-

дi

H =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m2
+ V (|X(1) −X(2)|), (2.14)

де координати X(i) та iмпульси P(i) задовольняють спiввiдношення

(2.11)-(2.13), V (|X(1) − X(2)|) – потенцiальна енергiя взаємодiї части-

нок.

Знайдемо iмпульс центра мас, як iнтеграл руху у некомутатив-

ному просторi (2.11)-(2.13). Зауважимо, що для iмпульсу центра мас,

визначеного як

P̃ = P(1) + P(2), (2.15)

виконується таке спiввiдношення:

{P̃, H} = 0. (2.16)

Отже, iмпульс центра мас (2.15), визначений традицiйним чином як

сума iмпульсiв частинок системи, є iнтегралом руху у некомутатив-

ному просторi. Спряженi до iмпульсу (2.15) координати центра мас

мають вигляд

X̃ =
m1X

(1) +m2X
(2)

m1 +m2
, (2.17)

де координати X(1) = (X
(1)
1 , X

(1)
2 , X

(1)
3 ), X(2) = (X

(2)
1 , X

(2)
2 , X

(2)
3 ) задо-

вольняють (2.11).



29

Зауважимо, що для координат та iмпульсiв центра мас справедли-

вими є такi спiввiдношення:

{X̃1, X̃2} =
m2

1θ1 +m2
2θ2

(m1 +m2)2
, (2.18)

{X̃µ, P̃ν} = δµν, (2.19)

{P̃µ, P̃ν} = 0. (2.20)

Отже, координати центра мас задовольняють дужки Пуассона з ефе-

ктивним параметром некомутативностi

θ̃ =
m2

1θ1 +m2
2θ2

(m1 +m2)2
, (2.21)

який визначається параметрами некомутативностi частинок системи

та їхнiми масами.

Розгляньмо координати та iмпульси вiдносного руху у некомута-

тивному просторi

∆P = µ1P
(2) − µ2P(1), (2.22)

∆X = X(2) −X(1), (2.23)

де µi = mi/M , M = m1 + m2. Обчислимо дужки Пуассона для коор-

динат та iмпульсiв ∆X, ∆P, врахувавши спiввiдношення (2.11)-(2.13).

Маємо:

{∆X1,∆X2} = θ1 + θ2, (2.24)

{∆Xµ,∆Pν} = δµν, (2.25)

{∆Pµ,∆Pν} = 0. (2.26)

Отже, координати вiдносного руху також задовольняють некомута-

тивну алгебру з ефективним параметром некомутативностi, визначе-

ним як θ1 + θ2.
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Важливо зауважити, що координати центра мас та координати

вiдносного руху не є незалежними у некомутативному просторi. Обчи-

сливши дужки Пуассона для цих координат, отримаємо:

{X̃1,∆X2} =
m2θ2 −m1θ1
m2 +m1

, (2.27)

{∆X1, X̃2} =
m2θ2 −m1θ1
m2 +m1

. (2.28)

Звернiмо увагу на те, що дужки Пуассона для координат X̃µ, ∆Xν

дорiвнюють нулевi у випадку, коли для параметра некомутативностi

виконується таке спiввiдношення:

miθi = γ = const, (2.29)

де γ – константа, яка є одинаковою для частинок з рiзними масами.

Отже, при виконаннi умови (2.29), координати центра мас та коор-

динати вiдносного руху є незалежними у некомутативному просторi.

Крiм цього, при умовi, що параметр некомутативностi, який вiдповiдає

частинцi, є обернено пропорцiйним до її маси (2.29), ефективний пара-

метр некомутативностi (2.18) не залежить вiд композицiї системи. Iз

(2.18) та (2.29) маємо:

θ̃ =
γ

M
= const. (2.30)

Отже, умова (2.29) виконується i для ефективного параметра некому-

тативностi, iз (2.30) отримаємо:

miθi = Mθ̃ = γ = const. (2.31)

Врахувавши (2.15), (2.17), (2.22), (2.23), можемо записати Гамiль-

тонiан системи двох частинок у такому виглядi

H =
(P̃)2

2M
+

(∆P)2

2µ
+ V (|∆X|), (2.32)
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де µ = m1m2/(m1+m2). Дужки Пуассона для (P̃)2/2M та (∆P)2/2µ+

V (|∆X|) мають вигляд{
(P̃)2

2M
,
(∆P)2

2µ
+ V (|∆X|)

}
= 0. (2.33)

Отже, задача руху двох взаємодiючих частинок у некомутативному

просторi може бути зведена до задачi руху центра мас та вiдносного

руху.

Важливо зауважити, що отриманi результати можна легко уза-

гальнити на квантовий випадок, ввiвши вiдповiднi оператори фiзичних

величин та замiнивши дужки Пуассона на комутатори.

У наступному пiдроздiлi задача двох частинок у просторi з кано-

нiчною некомутативнiстю координат буде узагальнена на випадок N

частинок.

2.3 Система N частинок у некомутативному про-

сторi

Розгляньмо систему N частинок з масами mi, яким вiдповiдають па-

раметри некомутативностi θi. Запишемо гамiльтонiан системи

H =
∑
i

(P(i))2

2mi
+

1

2

∑
i,j

i6=j

V (|X(i) −X(j)|), (2.34)

де iндекси i та j (i 6= j) набувають значення 1, 2, ..., N . Координати

X
(i)
µ та iмпульси P (i)

µ частинок задовольняють такi спiввiдношення:

{X(i)
1 , X

(j)
2 } = −{X(i)

2 , X
(j)
1 } = δijθi, (2.35)

{X(i)
µ , P

(j)
ν } = δµνδ

ij, (2.36)

{P (i)
µ , P (j)

ν } = 0, (2.37)
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де µ = (1, 2), ν = (1, 2). Легко переконатися, що iмпульс центра мас

системи, визначений як сума iмпульciв частинок

P̃ =
∑
i

P(i), (2.38)

є iнтегралом руху у некомутативному просторi,{∑
i

P(i), H

}
= 0, (2.39)

де H має вигляд (2.34). Отже, у просторi з дужками Пуассона (2.35)-

(2.37) можемо записати координати центра мас, координати та iмпуль-

си вiдносного руху у звичному виглядi:

P̃ =
∑
i

P(i), (2.40)

X̃ =
∑
i

µiX
(i), (2.41)

∆X(i) = X(i) − X̃, (2.42)

∆P(i) = P(i) − µiP̃, (2.43)

де

µi =
mi∑
jmj

. (2.44)

Для координат та iмпульсiв центра мас виконуються такi спiввiдноше-

ння

{X̃1, X̃2} =

∑
im

2
i θi

(
∑

jmj)2
, (2.45)

{X̃µ, P̃ν} = δµν, (2.46)

{P̃µ, P̃ν} = 0. (2.47)
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Отже, для опису руху центра мас системи N частинок у просторi

з некомутативними координатами необхiдно вводити ефективний па-

раметр некомутативностi:

θ̃ =

∑
im

2
i θi

(
∑

jmj)2
. (2.48)

Розгляньмо частковий випадок. Нехай система складається з N одна-

кових елементарних частинок з одинаковими масами m1 = m2 = ... =

mN = m та параметрами некомутативностi θ1 = θ2 = ... = θN = θ.

Тодi вiдповiдно до (2.48) отримаємо:

θ̃ =
θ

N
. (2.49)

Звернiмо увагу на те, що величина ефективного параметра некомута-

тивностi θ̃ є меншою вiд величини параметра некомутативностi части-

нок θ та зменшується з збiльшенням кiлькостi частинок у системi як

1/N .

Зауважимо, що вiдповiдно до (2.48) ефективний параметр неко-

мутативностi системи частинок залежить вiд її композицiї. У випадку

виконання умови (2.29) iз (2.48) отримаємо

θ̃ =
γ

M
. (2.50)

Отже, умова (2.29) також є справедливою для ефективного параметра

некомутативностi (2.48) та дозволяє уникнути залежностi θ̃ вiд компо-

зицiї системи.

Координати та iмпульси вiдносного руху задовольняють такi спiв-

вiдношення:

{∆X(i)
1 ,∆X

(j)
2 } = δijθi − µiθi − µjθj + θ̃, (2.51)

{∆Xµ,∆Pν} = δµν, (2.52)

{∆Pµ,∆Pν} = 0. (2.53)
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Запишемо також дужки Пуассона для координат центра мас та вiдно-

сного руху

{X̃1,∆X
(i)
2 } = µiθi − θ̃, (2.54)

{∆X(i)
1 , X̃2} = µiθi − θ̃. (2.55)

Дужки Пуассона для координат центра мас та координат вiдносно-

го руху не дорiвнюють нулевi. Центр мас "вiдчуває" вiдносний рух

у системi. Зауважимо, що у випадку виконання умови (2.29) дужки

Пуассона для координат центра мас та вiдносного руху дорiвнюють

нулевi, координати центра мас та вiдносного руху є незалежними у

некомутативному просторi.

У наступному пiдроздiлi на основi отриманого виразу для ефе-

ктивного параметра некомутативностi буде отримано оцiнку для верх-

ньої межi параметра некомутативностi, що вiдповiдає елементарним

частинкам.

2.4 Оцiнка верхньої межi параметра некомутатив-

ностi з врахуванням виразу для ефективного

параметра некомутативностi

У статтях [84–86] розглянуто рух частинки у гравiтацiйному полi у

некомутативному просторi та дослiджено зсув перигелiю, зумовлений

некомутативнiстю координат. У випадку планети Меркурiй, порiвняв-

ши отриманий зсув перигелiю з експериментальними даними, авто-

рами статей [84–86] отримано такi результати для верхньої межi для
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параметра некомутативностi:

~θ ≤ 21 · 10−64м2, (2.56)

~θ ≤ 10−62м2, (2.57)

~θ ≤ 40 · 10−62м2. (2.58)

Результат (2.56) представлено у [84], (2.57) отримано у [85] та (2.58)

у [86].

Звернiмо увагу на те, що оцiнки (2.56)-(2.58) є близькими до план-

кiвських масштабiв. Важливо зауважити, що автори статей [84–86] не

врахували те, що рух макроскопiчного тiла у некомутативному про-

сторi описується ефективним параметром некомутативностi. Як було

показано в попередньому пiдроздiлi рух центра мас системи частинок

(макроскопiчного тiла) описується за допомогою ефективного параме-

тра некомутативностi (2.48), який є меншим за параметри некомута-

тивностi, що вiдповiдають частинкам системи, та зменшується з збiль-

шеннням кiлькостi частинок у системi. Тому при дослiдженнi руху

макроскопiчного тiла, у даному випадку планети Меркурiй, необхi-

дно враховувати вираз для ефективного параметра некомутативностi

(2.48). Як наслiдок, оцiнки (2.56)-(2.58), отриманi авторами, мають бу-

ти переписаними у такому виглядi

~θ̃ ≤ 21 · 10−64м2, (2.59)

~θ̃ ≤ 10−62м2, (2.60)

~θ̃ ≤ 40 · 10−62м2, (2.61)

де θ̃ – ефективний параметр некомутативностi планети Меркурiй.

Знайдемо вираз для ефективного параметра некомутативностi пла-

нети Меркурiй. Iз цiєю метою оцiнимо кiлькiсть елементарних части-
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нок у планетi. Оскiльки основний внесок у масу Меркурiю дають ну-

клони, їхню кiлькiсть можемо наближено визначити зi спiввiдношення:

Nnuc '
M

mnuc
= 1.98 · 1050, (2.62)

де M = 3.3 · 1023кг – маса Меркурiю, mnuc = 1.67 · 10−27кг – маса

нуклона. Кiлькiсть протонiв наближено дорiвнює Nnuc/2 та вiдповiдає

кiлькостi електронiв Ne. Врахувавши (2.48), можемо записати вираз

для ефективного параметра некомутативностi, що вiдповiдає планетi

Меркурiй, у такому виглядi

θ̃ = Nnucθnuc

(mnuc

M

)2
+Neθe

(me

M

)2
, (2.63)

де me – маса електрона, θe, θnuc – параметри некомутативностi, що

вiдповiдають електронам та нуклонам. Крiм того, оскiльки нуклони

складаються з кваркiв, то для них вiдповiдно до (2.48) маємо:

θ̃nuc =
θq
3
, (2.64)

де θq – параметр некомутативностi, що вiдповiдає кваркам.

Зауважимо, що

me

M
' me

Nnucmnuc
' 1

1840Nnuc
. (2.65)

Припустивши, що для елементарних частинок, таких як електрони та

кварки, параметри некомутативностi одинаковi, тобто θq = θe та вра-

хувавши (2.65), останнiм доданком у (2.63) можемо знехтувати. Отже,

ефективний параметр некомутативностi визначатимемо як

θ̃ =
θnuc
Nnuc

. (2.66)

Врахувавши отриманий вираз для ефективного параметра неко-

мутативностi (2.66) та (2.59)-(2.61), можемо оцiнити верхню межу для
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параметра некомутативностi, що вiдповiдає нуклонам. Отримаємо

~θnuc ≤ 4.2 · 10−13м2, (2.67)

~θnuc ≤ 2 · 10−12м2, (2.68)

~θnuc ≤ 7.9 · 10−11м2, (2.69)

вiдповiдно. Отже, неврахування авторами попереднiх робiт того, що

рух макроскопiчних тiл описується ефективним параметром некому-

тативностi привело до суттєвого заниження результатiв для верхньої

межi параметра некомутативностi.

2.5 Висновки

У роздiлi розглянуто систему двох частинок у двовимiрному некомута-

тивному просторi канонiчного типу у загальному випадку, коли рiзним

частинкам вiдповiдають рiзнi параметри некомутативностi. Знайдено

iмпульс центра мас, як iнтеграл руху у некомутативному просторi, та

спряженi до нього координати центра мас. Також введено координати

та iмпульси вiдносного руху. Задачу двох частинок зведено до задачi

руху центра мас та задачi вiдносного руху у просторi з некомутатив-

нiстю координат.

Знайдено та проаналiзовано дужки Пуассона для координат цен-

тра мас системи частинок та координат вiдносного руху у некому-

тативному просторi. Ми прийшли до висновку, що координати цен-

тра мас та координати вiдносного руху задовольняють некомутативну

алгебру з вiдповiдними ефективними параметрами некомутативностi

(2.18), (2.24). Також ми встановили, що координати центра мас та ко-

ординати вiдносного руху не комутують, отже, не є незалежними у

некомутативному просторi.
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Задачу двох частинок узагальнено на випадок N частинок. Пока-

зано, що для опису руху центра мас системи необхiдно вводити ефе-

ктивний параметр некомутативностi, який визначається параметрами

некомутативностi частинок, з яких складається система, та їхнiми ма-

сами (2.48), отже, залежить вiд композицiї системи. Ми запропонували

умову (2.29), при виконаннi якої ефективний параметр некомутативно-

стi не залежить вiд композицiї системи та визначається масою системи.

Важливо зауважити, що при виконаннi цiєї умови також вирiшується

проблема залежностi координат центра мас та координат вiдносно-

го руху у некомутативному просторi (2.54), (2.55). Встановлено, що у

випадку, коли параметр некомутативностi, що вiдповiдає частинцi, є

обернено пропорцiйним до її маси (2.29), дужки Пуассона для коор-

динат центра мас та координат вiдносного руху дорiвнюють нулевi,

координати центра мас та вiдносного руху є незалежнi.

Проаналiзовано вираз для ефективного параметра некомутатив-

ностi (2.48). Ми прийшли до висновку, що величина цього параметра

зменшується зi збiльшенням кiлькостi частинок у системi. У випадку,

коли система складається з N частинок з одинаковими масами ефе-

ктивний параметр некомутативностi залежить вiд кiлькостi частинок

у системi як 1/N (2.49). Отже, при дослiдженнi макроскопiчних тiл

у некомутативному просторi та оцiнцi верхньої межi для параметра

некомутативностi важливо враховувати те, що центр мас макроско-

пiчного тiла (системи частинок) описується ефективним параметром

некомутативностi. Цього не було враховано авторами статей [84–86],

як наслiдок у роботах були знайденi заниженi оцiнки верхньої межi

для параметра некомутативностi. У цьому роздiлi на основi резуль-

татiв, представлених у [84–86], врахувавши вираз (2.48), ми знайшли

оцiнки для верхньої межi параметра некомутативностi, що вiдповiдає
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нуклонам (2.67)-(2.69).

Зазначимо, що отриманi у роздiлi результати та сформульованi

висновки сприяють розширенню областi дослiджень у некомутативно-

му просторi на дослiдження систем багатьох частинок ( макроскопi-

чних тiл).
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Роздiл 3

Принцип еквiвалентностi у просторi

з канонiчною некомутативнiстю

координат

3.1 Вступ

Некомутативнiсть координат дозволяє вирiшити фундаментальну про-

блему квантування простору, проте водночас вона зумовлює ряд ва-

жливих проблем, серед яких порушення принципу еквiвалентностi [72].

Зауважимо, що ця проблема виникає при припущеннi про те, що па-

раметр некомутативностi є одинаковим для всiх частинок. У цьому

випадку траєкторiя частинки у гравiтацiйному полi у просторi з неко-

мутативнiстю координат залежить вiд її маси. Отже, слабкий принцип

еквiвалентностi, вiдповiдно до якого траєкторiя частинки (макроско-

пiчного тiла) у гравiтацiйному полi залежить тiльки вiд її початкових

координат та швидкостi та не залежить вiд композицiї та маси, пору-

шується у некомутативному просторi. Рух частинки у центральному

потенцiалi у некомутативному просторi дослiджено у [82,84,85]. У цих

статтях знайдено змiщення перигелiю, зумовлене некомутативнiстю.

Стiйкiсть колової орбiти частинки у просторi з некомутативнiсю коор-

динат дослiджували у [87].

Зазначимо, що з проблемою порушення принципу еквiвалентностi
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зустрiчаємося також у просторi з некомутативнiстю координат та не-

комутативнiстю iмпульсiв [88], деформованому просторi з мiнiмальною

довжиною [89].

У даному роздiлi ми розглядаємо загальний випадок, коли рiзним

частинкам вiдповiдають рiзнi параметри некомутативностi. У цьому

випадку ми дослiджуємо рух макроскопiчного тiла (системи частинок)

у гравiтацiйному полi у просторi з канонiчною некомутативнiстю ко-

ординат. Як приклад, розглядаємо рух Мiсяця. Ми знаходимо умову,

яка дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi у некомутативному

просторi.

3.2 Рух тiла у гравiтацiйному полi у некомутатив-

ному просторi. Принцип еквiвалентностi

Розгляньмо задачу вiльного падiння тiла масою m у просторi з ка-

нонiчною некомутативнiстю координат. Виберемо осi координат так,

щоб напрям прискорення вiльного падiння g збiгався з вiссю X. Тодi

класична функцiя Гамiльтона буде мати вигляд

H =
P 2
x

2m
+
P 2
y

2m
−mgX. (3.1)

При цьому ми вважаємо, що вплив вiдносного руху на рух центра

мас не є суттєвим. Таке припущення є справедливим, наприклад, для

системи жорстко зв’язаних частинок. Координати та iмпульси задо-
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вольняють такi спiввiдношення:

{X, Y } = θ̃, (3.2)

{X,Px} = 1, (3.3)

{Y, Py} = 1, (3.4)

{Px, Py} = 0, (3.5)

тут θ̃ – ефективний параметр некомутативностi. Врахувавши (3.2)-

(3.5), запишемо рiвняння руху частинки з гамiльтонiаном H (3.1)

Ẋ = {X,H} =
Px
m
, (3.6)

Ẏ = {Y,H} =
Py
m

+mgθ̃, (3.7)

Ṗx = {Px, H} = mg, (3.8)

Ṗy = {Py, H} = 0. (3.9)

Знайдемо розв’язок системи рiвнянь (3.6)-(3.9) з початковими умовами

X(0) = X0, (3.10)

Y (0) = Y0, (3.11)

Ẋ(0) = υox, (3.12)

Ẏ (0) = υoy, (3.13)
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де υox, υoy – початковi швидкостi. Маємо

X(t) =
gt2

2
+ υoxt+X0, (3.14)

Y (t) = υoyt+ Y0, (3.15)

Px(t) = mgt+mυox, (3.16)

Py(t) = −m2gθ̃ +mυoy. (3.17)

Як бачимо з (3.14) та (3.15) швидкiсть падiння не залежить вiд йо-

го маси. Згiдно з слабким принципом еквiвалентностi в гравiтацiйно-

му полi всi тiла незалежно вiд їхньої маси рухаються однаково. Цей

принцип можна також сформулювати як принцип рiвностi iнерцiйної

та гравiтацiйної мас. Отже, принцип еквiвалентностi виконується у ви-

падку руху тiла у однорiдному гравiтацiйному полi у некомутативному

просторi.

Узагальнимо задачу. Нехай тiло з масою m знаходиться у неодно-

рiдному гравiтацiйному полi V (X, Y ). Тодi класична функцiя Гамiль-

тона буде мати вигляд:

H =
P 2
x

2m
+
P 2
y

2m
+mV (X, Y ), (3.18)

Знайдемо рiвняння руху тiла з гамiльтонiаномH, враховуючи при роз-

криттi дужок Пуассона спiввiдношення (3.2)-(3.5). Отримаємо:

Ẋ =
Px
m

+mθ̃
∂V (X, Y )

∂Y
, (3.19)

Ẏ =
Py
m
−mθ̃∂V (X, Y )

∂X
, (3.20)

Ṗx = −m∂V (X, Y )

∂X
, (3.21)

Ṗy = −m∂V (X, Y )

∂Y
. (3.22)
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Бачимо, що швидкiсть тiла (3.19), (3.20) у неоднорiдному гравiтацiй-

ному полi залежить вiд його маси та ефективного параметра некому-

тативностi. У рiвняннях (3.19), (3.20) маємо доданки, зумовленi неко-

мутативнiстю координат

mθ̃
∂V (X, Y )

∂Y
, (3.23)

mθ̃
∂V (X, Y )

∂X
. (3.24)

Зауважимо, що цi доданки пропорцiйнi до маси тiла та до ефективного

параметра некомутативностi.

Отже, з (3.19), (3.20) можемо зробити висновок, що принцип еквi-

валентностi порушується у некомутативному просторi.

3.3 Оцiнка верхньої межi параметра некомутатив-

ностi на основi принципу еквiвалентностi

Як приклад руху тiла у гравiтацiйному полi розгляньмо рух Мiсяця.

Запишемо функцiю Гамiльтона

H =
P 2
x

2m
+
P 2
y

2m
−G mM√

X2 + Y 2
, (3.25)

де m – маса Мiсяця, M – маса Землi та G – гравiтацiйна стала.

Знайдемо рiвняння руху

Ẋ =
Px
m

+G
Mmθ̃Y

R3
, (3.26)

Ẏ =
Py
m
−GMmθ̃X

R3
, (3.27)

Ṗx = −GMmX

R3
, (3.28)

Ṗy = −GMmY

R3
, (3.29)
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де

R =
√
X2 + Y 2. (3.30)

Iз (3.26), (3.27) бачимо, що принцип еквiвалентностi порушується.

За даними LLR (Lunar Laser Ranging, лазерна далекометрiя Мiся-

ця) експерименту принцип еквiвалентностi виконується з точнiстю [90]

η =
∆a

a
= (−0.8± 1.3) · 10−13. (3.31)

Припустивши, що порушення цього принципу, зумовлене некомутатив-

нiстю координат, знаходиться в межах точностi η, знайдемо верхню

межу для ефективного параметра некомутативностi.

Iз (3.26), (3.27) маємо:

Ẍ =
Ṗx
m

+G
Mmθ̃Ẏ

R3
−G3mMθ̃Y

R5
(XẊ + Y Ẏ ), (3.32)

Ÿ =
Ṗy
m
−GMmθ̃Ẋ

R3
+G

3mMθ̃X

R5
(XẊ + Y Ẏ ). (3.33)

Пiдставивши (3.26), (3.27), (3.28) у (3.32) та обмежившись членами

першого порядку за θ̃, отримаємо:

Ẍ = −GMX

R3
+G

Mθ̃Py
R3

−G3Mθ̃Y

R5
(XPx + Y Py). (3.34)

Аналогiчно, врахувавши (3.26), (3.27), (3.29) та (3.33), можемо записа-

ти

Ÿ = −GMY

R3
−GMθ̃Px

R3
+G

3Mθ̃X

R5
(XPx + Y Py). (3.35)

Оцiнимо вiдхилення вiд виконання принципу еквiвалентностi у

перигеї X = rp, Y = 0, Px = 0, Py = mυp, де rp — перигейна вiдстань,

υp — максимальна орбiтальна швидкiсть Мiсяця. Тодi

Ẍ = −GM
r2p

+G
Mθ̃mυp
r3p

, (3.36)

Ÿ = 0. (3.37)
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Позначимо ∆ancx поправку до прискорення, зумовлену некомута-

тивнiстю координат

∆ancx = G
Mθ̃mυp
r3p

, (3.38)

тодi можемо переписати (3.36) у такому виглядi

Ẍ = ax + ∆ancx , (3.39)

де

ax = −GM
r2p
. (3.40)

Отже, припустивши, що порушення принципу еквiвалентностi знахо-

диться в межах точностi η, можемо оцiнити верхню межу для параме-

тра θ̃

|∆ancx |
|ax|

=
θ̃mυp
rp
≤ |η|, (3.41)

θ̃ ≤ |η|rp
mυp

. (3.42)

Пiдставивши у (3.42) найбiльше за модулем значення η, |η| = 2.1 ·

10−13 та m = 7.3477 · 1022кг, υp = 1076м/с, rp = 3.631 · 108м, знайдемо:

~θ̃ ≤ 1 · 10−64м2. (3.43)

Переобчислимо отриманий результат (3.43) для параметра неко-

мутативностi, що вiдповiдає елементарним частинкам. Для цього зна-

йдемо ефективний параметр некомутативностi для Мiсяця. Оскiльки

основний вклад в масу Мiсяця дають нуклони, їхню кiлькiсть можемо

наближено визначити iз спiввiдношення:

Nnuc '
m

mnuc
= 4.4 · 1049, (3.44)
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де mnuc = 1.67 · 10−27кг – маса нуклона. На основi аналогiчних мiр-

кувань, якi були висвiтленi у пiдроздiлi 2.4 для знаходження виразу

для ефективного параметра некомутативностi, що вiдповiдає планетi

Меркурiй, можемо записати

θ̃ =
θnuc
Nnuc

. (3.45)

Врахувавши (3.45), маємо:

~θnuc ≤ 4.5 · 10−15м2. (3.46)

Аналогiчно оцiнимо вiдхилення вiд виконання принципу еквiва-

лентностi в апогеїX = −ra = −4.051·108м, Y = 0, Px = 0, Py = −mυa,

де υa = 964м/c — мiнiмальна орбiтальна швидкiсть Мiсяця

θ̃mυa
ra
≤ |η|, (3.47)

θ̃ ≤ |η|ra
mυa

. (3.48)

Пiдставивши числовi данi у (3.48) та врахувавши (3.45), знайдемо:

~θnuc ≤ 5.6 · 10−15м2. (3.49)

Зауважимо, що отриманi результати (3.46), (3.49) накладають силь-

нiше обмеження на параметр некомутативностi нiж верхнi межi, зна-

йденi на основi даних GRANIT експерименту ~θ ≤ 0.771 ·10−13м2, (n =

1), ~θ ≤ 1.021 · 10−13м2, (n = 2) [91], та оцiнки, якi були отриманi у

пiдроздiлi 2.4 (2.67)-(2.69).

3.4 Некомутативний простiр канонiчного типу з збе-

реженим принципом еквiвалентностi

Як було показано у попереднiх пiдроздiлах, у просторi з канонiчною

некомутативнiстю координат iснує проблема порушення принципу еквi-
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валентностi. Знайдемо умову, яка дозволить вiдновити принцип еквi-

валентностi у некомутативному просторi.

Порушення принципу еквiвалентностi зумовлене залежнiстю вiд

маси доданкiв (3.23), (3.24) у рiвняннях руху (3.19), (3.20). Зауважимо,

що доданки (3.23), (3.24) є пропорцiйними до маси частинки та до

ефективного параметра некомутативностi.

Розгляньмо випадок, коли тiло з масою M складається з N еле-

ментарних частинок з однаковими масамиm1 = m2 = ... = mN = m та

параметрами некомутативностi θ1 = θ2 = ... = θN = θ. Тодi вiдповiдно

до (2.48) можемо записати

Mθ̃ =
Mθ

N
= mθ. (3.50)

Зауважимо, що у цьому випадку добуток Mθ̃ визначається лише па-

раметрами елементарної частинки, а саме її масою m та параметром

некомутативностi θ. Як наслiдок рiвняння руху залежать вiд добутку

mθ, який є однаковим для тiл рiзної маси

Ẋ =
Px
M

+mθ
∂V (X, Y )

∂Y
, (3.51)

Ẏ =
Py
M
−mθ∂V (X, Y )

∂X
, (3.52)

Ṗx = −M∂V (X, Y )

∂X
, (3.53)

Ṗy = −M∂V (X, Y )

∂Y
. (3.54)

Отже, принцип еквiвалентностi у цьому випадку виконується.

Розгляньмо загальний випадок, коли система складається зN еле-

ментарних частинок з рiзними масами mi та рiзними параметрами

некомутативностi θi. Врахувавши вираз для ефективного параметра
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некомутативностi (2.48) маємо:

Ẋ =
Px
M

+

∑
im

2
i θi

M

∂V (X, Y )

∂Y
, (3.55)

Ẏ =
Py
M
−
∑

im
2
i θi

M

∂V (X, Y )

∂X
, (3.56)

Ṗx = −M∂V (X, Y )

∂X
, (3.57)

Ṗy = −M∂V (X, Y )

∂Y
. (3.58)

Зауважимо, що при виконаннi умови

miθi = γ = const, (3.59)

де γ – константа, одинакова для тiл рiзної маси, рiвняння руху не

залежать вiд маси системи та вiд її композицiї. Маємо

Ẋ =
Px
m

+ γ
∂V (X, Y )

∂Y
, (3.60)

Ẏ =
Py
m
− γ∂V (X, Y )

∂X
, (3.61)

Ṗx = −m∂V (X, Y )

∂X
, (3.62)

Ṗy = −m∂V (X, Y )

∂Y
. (3.63)

Отже, умова (3.59) дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi у про-

сторi з канонiчною некомутативнiстю координат.

Звернiмо увагу на те, що iз (3.59) випливає, що параметр неко-

мутативностi, що вiдповiдає частинцi, є обернено пропорцiйний до її

маси

θi =
γ

mi
. (3.64)
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Зауважимо, що константа γ має розмiрнiсть часу. Для оцiнки її вели-

чини припустимо, що виконується така рiвнiсть:√
~θe = Lp, (3.65)

де Lp – довжина Планка, θe – параметр некомутативностi, що вiдпо-

вiдає електрону. Врахувавши рiвнiсть (3.65), можемо записати

γ = meθe =
meL

2
p

~
. (3.66)

Зважаючи на розмiрнiсть константи γ виразимо (3.66) через час План-

ка

γ = 2π
Lp
λe
Tp = 4.2 · 10−23Tp = 2.3 · 10−66c, (3.67)

де λe = h/mec = 2.43·10−12м – комптонiвська довжина хвилi електрона

Tp = 5.4 · 10−44c – час Планка. Зафiксувавши параметр некомутатив-

ностi, що вiдповiдає електрону як (3.65), можемо знайти парараметр

некомутативностi θi, що вiдповiдає частинцi з масою mi. Iз (3.59) та

(3.65) отримаємо:

~θi = ~θe
me

mi
= L2

p

me

mi
. (3.68)

Отже, у випадку виконання рiвностi (3.65), величина параметра

некомутативностi θi, що вiдповiдає частинцi з масою mi, визначається

вiдношенням маси електрона до маси частинкиme/mi. Зауважимо, що

для нуклона mi = mnuc отримаємо

~θnuc =
L2
p

1840
. (3.69)

На завершення цього пiдроздiлу звернiмо увагу на те, що умова

(3.59), яка дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi у некомутатив-

ному просторi, спiвпадає iз умовою (2.29), при якiй координати центра
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мас системи частинок та координати вiдносного руху є незалежними

у некомутативному просторi, а також ефективний параметр некомута-

тивностi, що вiдповiдає системi частинок (макроскопiчному тiлу), не

залежить вiд її композицiї.

У наступному пiдроздiлi умову (3.59) буде виведено з незалежно-

стi кiнетичної енергiї системи частинок (макроскопiчного тiла) вiд її

композицiї.

3.5 Властивостi кiнетичної енергiї у некомутатив-

ному просторi та принцип еквiвалентностi

Розгляньмо властивостi кiнетичної енергiї системи частинок (макро-

скопiчного тiла) у двовимiрному просторi з некомутативнiстю коорди-

нат канонiчного типу. Для початку дослiдимо властивiсть адитивностi

кiнетичної енергiї.

Розгяньмо систему, яка складається з N частинок з масами mi

та параметрами некомутативностi θi (i = 1, 2, ..., N), чи, еквiвалентно,

розгляньмо тiло, яке складається з N частин, якi можемо трактува-

ти як точковi частинки з вiдповiдними масами mi та параметрами

некомутативностi θi. Запишемо кiнетичну енергiю системи частинок

(макроскопiчного тiла) з масою M у двовимiрному просторi

T =
P 2
x

2M
+
P 2
y

2M
. (3.70)

Врахувавши (3.6), (3.7), перепишемо кiнетичну енергiю (3.70) як фун-

кцiю Ẋ та Ẏ :

T =
MẊ2

2
+
MẎ 2

2
−M 2θ̃gẎ , (3.71)

де M =
∑

imi – маса системи (макроскопiчного тiла). За властивiстю

адитивностi кiнетична енергiя системи частинок є сумою кiнетичних
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енергiй частинок Ti, з яких складається система

T =
∑
i

Ti. (3.72)

Кiнетична енергiя частинки з масою mi та параметром некомутатив-

ностi θi має вигляд

Ti =
(P

(i)
x )2

2mi
+

(P
(i)
y )2

2mi
=
mi(Ẋ

(i))2

2
+
mi(Ẏ

(i))2

2
−m2

i θigẎ
(i). (3.73)

Розгляньмо випадок, коли швидкостi руху частинок, з яких склада-

ється система (макроскопiчне тiло), є такими самими як швидкiсть

руху всiєї системи (макроскопiчного тiла), тобто коли справедливими

є рiвностi:

Ẋ(i) = Ẋ, (3.74)

Ẏ (i) = Ẏ . (3.75)

Тодi за властивiстю адитивностi кiнетичної енергiї (3.72) маємо

T =
MẊ2

2
+
MẎ 2

2
−
∑
i

m2
i θigẎ . (3.76)

Порiвнявши (3.71) та (3.76), отримаємо

θ̃ =

∑
im

2
i θi

(
∑

jmj)2
. (3.77)

Отже, вираз для ефективного параметра некомутативностi (2.48), який

було знайдено на основi аналiзу комутацiйних спiввiдношень у пiдроз-

дiлi 2.3, також виведено iз властивостi адитивностi кiнетичної енергiї

у некомутативному просторi.

Важливо звернути увагу на те, що кiнетична енергiя системи (3.71)

залежить вiд ефективного параметра некомутативностi θ̃, отже, згiдно

з (2.48), залежить вiд її композицiї. Знайдемо умову при якiй кiнети-

чна енергiя системи (макроскопiчного тiла) не залежить вiд її компо-

зицiї. З цiєю метою достатньо розглянути простий випадок. Нехай тiло
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складається з двох частин (частинок) з масами m1 та m2 та параме-

трами некомутативностi θ1, θ2, вiдповiдно. Тодi ефективний параметр

некомутативностi θ̃ вiдповiдно до (2.48) буде мати вигляд:

θ̃ =
m2

1θ1 +m2
2θ2

(m1 +m2)2
. (3.78)

Використавши позначення µ = m1/M , та врахувавши, що

1− µ =
m2

M
, (3.79)

вираз (3.78) можемо переписати як

θ̃ = θµµ
2 + θ1−µ(1− µ)2, (3.80)

де θµ = θ1, θ1−µ = θ2. Вiдповiдно до (3.71) кiнетична енергiя не зале-

жить вiд композицiї у випадку, коли ефективний параметр некомута-

тивностi θ̃ є одинаковим для тiл однакової маси, проте рiзної компози-

цiї, тобто для рiзних µ. Отже, виходячи з цих мiркувань, iз рiвняння

(3.80) можемо знайти θµ як функцiю µ для деякого фiксованого θ̃.

Отримаємо:

θµ =
θ̃

µ
(3.81)

Врахувавши те, що µ = m1/M рiвнiсть (3.81) можемо переписати у

вже знайомому виглядi

m1θ1 = m2θ2 = Mθ̃. (3.82)

Отже, умову (3.59), яка дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi у

некомутативному просторi, виведено з незалежностi кiнетичної енергiї

системи частинок вiд її композицiї.

3.6 Висновки

У роздiлi дослiджено рух системи частинок (макроскопiчного тiла) у

ґравiтацiйному полi у випадку некомутативностi кооординат канонi-
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чного типу та розглянуто принцип еквiвалентностi. Показано, що у

некомутативному просторi iснує проблема порушення принципу еквi-

валентностi. Для прикладу розглянуто рух Мiсяця. Порiвнявши вiд-

хилення вiд виконання принципу еквiвалентностi для Мiсяця в перигеї

та апогеї з даними експерименту LLR (Lunar Laser Ranging, лазерна

далекометрiя Мiсяця), ми знайшли верхнi межi для параметра неко-

мутативностi. При цьому було зроблено припущення, що вiдхилення

вiд виконання принципу еквiвалентностi, зумовлене некомутативнiстю

координат, є в межах точностi виконання цього принципу за даними

експерименту LLR. Отриманi у роздiлi результати накладають силь-

нiше обмеження на параметр некомутативностi, у порiвняннi з резуль-

татами, поданими у статтi [91] та нерiвностями(2.67)-(2.69), якi були

знайденi у попередньому роздiлi.

На основi аналiзу рiвнянь руху макроскопiчного тiла у гравiтацiй-

ному полi у некомутативному просторi знайдено умову, яка дозволяє

вiдновити принцип еквiвалентностi у просторi з канонiчною некому-

тативнiстю координат. Показано, що принцип еквiвалентностi викону-

ється у випадку, коли параметр некомутативностi, що вiдповiдає ча-

стинцi, є обернено пропорцiйним до її маси (3.59). Таку залежнiсть

(3.59) також було отримано при аналiзi властивостей кiнетичної енер-

гiї системи частинок у некомутативному просторi, а саме iз вимоги

незалежностi кiнетичної енергiї системи вiд її композицiї.

У роздiлi отримано вираз для ефективного параметра некомута-

тивностi (2.48), що описує рух центра мас системи частинок у просторi

з некомутативнiстю координат, iз властивостi адитивностi кiнетичної

енергiї у некомутативному просторi.

Важливо зауважити, що умова (3.59), яка дозволяє вiдновити прин-

цип еквiвалентностi, збiгається iз умовою (2.29), при якiй координати
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центра мас системи та координати вiдносного руху є незалежними,

а також, ефективний параметр некомутативностi, що вiдповiдає си-

стемi частинок, не залежить вiд її композицiї. Отже, знайдено одну

умову на параметр некомутативностi (3.59), яка дозволяє отримати

щонайменше чотири важливi результати у некомутативному просторi,

а саме: вiдновити принцип еквiвалентностi, забезпечити незалежнiсть

кiнетичної енергiї системи частинок вiд її композицiї, незалежнiсть ко-

ординат центра мас системи частинок та координат вiдносного руху,

незалежнiсть ефективного параметра некомутативностi, що вiдповiдає

координатам центра мас системи частинок, вiд композицiї.

Звернiмо також увагу на те, що подiбна до (3.59) умова була за-

пропонована у деформованому просторi з мiнiмальною довжиною у

якому координати та iмпульси задовольняють таке спiввiдношення

[X,P ] = i~(1 + βP 2), (3.83)

де β – параметр деформацiї. У роботi [89] показано, що у випадку,

коли параметр деформацiї β, що вiдповiдає частинцi, є обернено про-

порцiйним до m2, або, еквiвалентно, виконується така умова√
βm = const, (3.84)

принцип еквiвалентностi зберiгається у деформованому просторi, та-

кож кiнетична енергiя системи частинок є незалежною вiд її компози-

цiї.
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Роздiл 4

Сферична симетрiя у

некомутативному просторi

4.1 Вступ

У попереднiх роздiлах ми розглядали двовимiрний простiр з канонi-

чною некомутативнiстю координат (2.5)-(2.7), у якому симетрiя вiдно-

сно поворотiв зберiгається. Розгляньмо тривимiрний некомутативний

простiр канонiчного типу, який характеризується такими комутацiй-

ними спiввiдношеннями

[Xi, Xj] = i~θij, (4.1)

[Xi, Pj] = i~δij, (4.2)

[Pi, Pj] = 0, (4.3)

де θij є елементами сталої матрицi. Зауважимо, що у такому просторi

iснує проблема порушення сферичної симетрiї [13,19]. Для збереження

сферичної симетрiї у некомутативному просторi запропоновано рiзнi

класи некомутативних алгебр (див., для прикладу, [73–75]). Серед них

сферично-симетричнi некомутативнi алгебри, для яких комутатор ко-

ординат дорiвнює деякiй функцiї цих координат, представленi у стат-

тях [73,75,77–80]. Як вже було зазначено у першому роздiлi роботи, цi

алгебри суттєво вiдрiзняються вiд алгебри канонiчного типу (4.1)-(4.3)

та не є трансляцiйно-iнварiантними.
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У цьому роздiлi ми пропонуємо некомутативну алгебру, яка є

сферично-симетричною, трансляцiйно-iнварiантною та еквiвалентною

до некомутативної алгебри канонiчного типу. Iз цiєю метою розгляда-

ється iдея узагальнення параметра некомутативностi. Ми пропонуємо

будувати тензор некомутативностi за допомогою додаткових коорди-

нат, якi описуються сферично-симетричною системою та комутують iз

операторами координати та iмпульсу.

4.2 Некомутативний простiр канонiчного типу з вiд-

новленою сферичною симетрiєю

З метою вирiшення проблеми порушення сферичної симетрiї у неко-

мутативному просторi розгляньмо iдею узагальнення сталої матрицi

некомутативностi θij. Розгляньмо тензор некомутативностi, визначе-

ний за допомогою додаткових координат, якi описуються сферично-

симетричною системою. Один iз простих варiантiв побудови тензора

некомутативностi має такий вигляд:

θij =
α

~
(aibj − ajbi), (4.4)

де α – безрозмiрна константа, ai, bi – додатковi координати, якi вiд-

повiдають сферично-симетричнiй системi. Для простоти розгляньмо

випадок, коли координати ai, bi визначаються гармонiчним осцилято-

ром iз гамiльтонiаном

Hosc =
(pa)2

2m
+

(pb)2

2m
+
mω2a2

2
+
mω2b2

2
. (4.5)

Вважається, що величина параметра некомутативностi має порядок

планкiвських масштабiв. Зважаючи на це, покладемо√
~
mω

= lP , (4.6)
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де lP – довжина Планка. Незалежно вiд (4.6) ми також розглядаємо

випадок, коли частота осцилятора ω є великою, тому також є вели-

кою вiдстань мiж енергетичними рiвнями осцилятора. Зважаючи на

це, осцилятор, який знаходиться у основному станi, залишатиметься у

ньому.

Отже, ми пропонуємо таку сферично-симетричну некомутативну

алгебру:

[Xi, Xj] = iα(aibj − ajbi), (4.7)

[Xi, Pj] = i~δij, (4.8)

[Pi, Pj] = 0. (4.9)

Зауважимо, що координати ai, bi та iмпульси pai , pbi задовольняють

звичнi комутацiйнi спiввiдношення

[ai, aj] = 0, (4.10)

[ai, p
a
j ] = i~δij, (4.11)

[bi, bj] = 0, (4.12)

[bi, p
b
j] = i~δij, (4.13)

також

[ai, bj] = [ai, p
b
j] = [bi, p

a
j ] = [pai , p

b
j] = 0. (4.14)

Важливо, що додатковi координати ai, bi комутують з Xi та Pi

[ai, Xj] = [ai, Pj] = [bi, Xj] = [pai , Pj] = 0. (4.15)

Зажаючи на (4.10)-(4.15), тензор некомутативностi θij, визначений як

(4.4), також комутує з Xi та Pi

[θij, Xk] = [θij, Pk] = 0. (4.16)
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Отже, Xi, Pi та θij задовольняють такi самi комутацiйнi спiввiдношен-

ння як i у випадку некомутативної алгебри канонiчного типу (4.1)-

(4.3). В цьому сенсi сферично-симетрична алгебра (4.7)-(4.9) є еквiва-

лентною алгебрi (4.1)-(4.3).

Зауважимо, що координати Xi, якi не комутують, та iмпульси Pi

можна представити через координати xi та iмпульси pi, якi задоволь-

няють звичнi комутацiйнi спiввiдношення,

[xi, xj] = 0, (4.17)

[xi, pj] = i~δij, (4.18)

[pi, pj] = 0. (4.19)

Легко переконатися, що координати та iмпульси, якi задовольняють

спiввiдношення (4.7)-(4.9) можна представити як

Xi = xi − θijpj, (4.20)

Pi = pi, (4.21)

де θij визначається як (4.4). Зручно використати таке позначення

θ =
α

~
[a× b], (4.22)

та переписати рiвнiсть (4.20) у виглядi

Xi = xi +
1

2
[θ × p]i. (4.23)

Зауважимо, що xi та pi комутують з ai, bi, pai та pbi

[xi, aj] = [xi, bj] = [xi, p
a
j ] = [xi, p

b
j] = 0, (4.24)

[pi, aj] = [pi, bj] = [pi, p
a
j ] = [pi, p

b
j] = 0. (4.25)



60

Звернiмо увагу, що використавши представлення (4.21), (4.23), отри-

маємо такi спiввiдношення

[Xi, p
a
j ] =

iα

2
(bipj − δij(b · p)) , (4.26)

[Xi, p
b
j] = −iα

2
(aipj − δij(a · p)) , (4.27)

[Pi, p
a
j ] = [Pi, p

b
j] = 0. (4.28)

Отже, координати та iмпульси, якi задовольняють некомутативну алге-

бру (4.7)-(4.9) можуть бути переписанi через координати та iмпульси,

що задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (4.17), (4.19). Це

гарантує виконання тотожностi Якобi та може бути легко перевiрено

для всiх можливих трiйок операторiв.

Зауважимо, що тензор некомутативностi можна також будувати

тiльки за допомогою додаткових координат ak, ввiвши при цьому з

розмiрних мiркувань константу l0 з розмiрнiстю довжини

θij =
l0
~
εijkak, (4.29)

тут ak – додатковi координати, якi визначаються сферично-симетричною

системою, для прикладу, гармонiчним осцилятором

Hosc =
(pa)2

2m
+
mω2a2

2
. (4.30)

У цьому випадку сферично-симетрична некомутативна алгебра буде

мати вигляд

[Xi, Xj] = il0εijkak, (4.31)

[Xi, Pj] = i~δij, (4.32)

[Pi, Pj] = 0. (4.33)
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Зазначимо, що у двох випадках (4.4), (4.29) у границi α → 0 ми

отримаємо звичнi комутацiйнi спiввiдношення:

[Xi, Xj] = 0, (4.34)

[Xi, Pj] = i~δij, (4.35)

[Pi, Pj] = 0. (4.36)

4.3 Оператор повороту у сферично-симетричному

некомутативному просторi

Алгебри (4.7)-(4.9), (4.31)-(4.33) є сферично-симетричними. Комута-

цiйнi спiввiдношення (4.7)-(4.9) залишаються такими самими пiсля по-

вороту

X ′i = U(ϕ)XiU
+(ϕ), (4.37)

P ′i = U(ϕ)PiU
+(ϕ), (4.38)

a′i = U(ϕ)aiU
+(ϕ), (4.39)

b′i = U(ϕ)biU
+(ϕ), (4.40)

де оператор повороту має такий вигляд

U(ϕ) = e
i
~ϕ(n·L̃), (4.41)

тут L̃ – оператор моменту кiлькостi руху, визначений як

L̃ = [r× p] + [a× pa] + [b× pb], (4.42)

де r = (x1, x2, x3). Повернувшись до некомутативних координат (4.21),

(4.23), можемо також записати L̃ у такому виглядi

L̃ = [R×P] +
1

2
[P× [θ ×P]] + [a× pa] + [b× pb], (4.43)
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тут R = (X1, X2, X3).

Пiсля повороту (4.37)-(4.40) маємо

[X ′i, X
′
j] = iα(a′ib

′
j − a′jb′i), (4.44)

[X ′i, P
′
j] = i~δij, (4.45)

[P ′i , P
′
j] = 0. (4.46)

Важливо зауважити, що L̃ задовольняє звичнi комутацiйнi спiв-

вiдношення

[Xi, L̃j] = i~εijkXk, (4.47)

[Pi, L̃j] = i~εijkPk, (4.48)

[ai, L̃j] = i~εijkak, (4.49)

[pai , L̃j] = i~εijkpak, (4.50)

[bi, L̃j] = i~εijkbk, (4.51)

[pbi , L̃j] = i~εijkpbk. (4.52)

Також оператор моменту кiлькостi руху L̃ комутує з r2, a2 та b2 та iз

скалярними добутками

[L̃i, (a · p)] = [L̃i, (b · p)] =

= [L̃i, (a · b)] = [L̃i, (r · a)] = [L̃i, (r · b)] = 0. (4.53)

Зважаючи на це, очевидно, що L̃ комутує iз оператором довжини R,

який може бути записаний у такiй формi

R =

√∑
i

X2
i =

√(
r− α

2~
a(b · p) +

α

2~
b(a · p)

)2
. (4.54)
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Отже, довжина залишається незмiнною пiсля повороту

R′ = U(ϕ)RU+(ϕ) = R. (4.55)

Розгляньмо сферично-симетричний некомутативний простiр (4.31)-

(4.33). Комутацiйнi спiввiдношення (4.31) залишаються такими сами-

ми пiсля повороту

X ′i = U(ϕ)XiU
+(ϕ), (4.56)

a′i = U(ϕ)aiU
+(ϕ), (4.57)

де

U(ϕ) = e
i
~ϕ(n·L̃), (4.58)

L̃ = [r× p] + [a× pa] =

= [R×P] +
l0
2~

[P× [a×P]] + [a× pa]. (4.59)

Маємо

[X ′i, X
′
j] = iεijkl0a

′
k. (4.60)

Звернiмо увагу, що оператор L̃ (4.59) задовольняє звичнi комутацiйнi

спiввiдношення

[Xi, L̃j] = i~εijkXk, (4.61)

[Pi, L̃j] = i~εijkPk, (4.62)

[ai, L̃j] = i~εijkak, (4.63)

[pai , L̃j] = i~εijkpak, (4.64)

та комутує з оператором вiдстанi

R =

√∑
i

X2
i =

√
r2 − l0

~
(a · L) +

l20
4~2

[a× p]2. (4.65)
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Тут ми використали представлення (4.20), (4.21) та врахували (4.29).

4.4 Висновки

У роздiлi вивчено проблему порушення сферичної симетрiї у тривимiр-

ному некомутативному просторi канонiчного типу. Запропоновано не-

комутативну алгебру, яка є сферично-симетричною та еквiвалентною

алгебрi канонiчного типу.

Для побудови сферично-симетричної некомутативної алгебри ми

розглянули iдею узагальнення параметра некомутативностi. Запропо-

новано будувати тензор некомутативностi за допомогою додаткових

координат, якi визначаються сферично-симетричною системою та ко-

мутують з операторами координат та iмпульсiв. Ми розглянули два

варiанти побудови тензора некомутативностi (4.4), (4.29). У резуль-

татi побудовано некомутативнi алгебри (4.7)-(4.9), (4.31)-(4.33), якi є

сферично-симетричними. Важливо, що алгебри (4.7)-(4.9), (4.31)-(4.33)

є еквiвалентними алгебрi канонiчного типу, оскiльки оператори коор-

динат та iмпульсiв, а також тензор некомутативностi, визначений за

допомогою додаткових координат, комутують. Також у роздiлi розгля-

нуто оператор повороту у сферично-симетричному некомутативному

просторi.

На завершення роздiлу зазаначимо можливий фiзичний змiст до-

даткових координат, якi формують тензор некомутативностi. Коор-

динати ai, bi можна трактувати як внутрiшнi координати частинки,

квантовi флуктуацiї яких зумовлюють її нелокальнiсть.
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Роздiл 5

Атом водню у

сферично-симетричному

некомутативному просторi

5.1 Вступ

Дослiдженню атома водню у некомутативному просторi придiлялося

багато уваги. У випадку канонiчної некомутативностi кооординат атом

водню вивчено у роботах [13–18,57,58]. Авторами дослiджено вплив не-

комутативностi координат на енергетичнi рiвнi цього атома [13–15,17].

Розглянуто енергетичнi рiвнi атома водню у електричному полi у про-

сторi з некомутативнiстю координат [13,16]. Вивчено задачу атома во-

дню у магнiтному полi у некомутативному просторi [13]. Отримано по-

правки до зсуву Лемба, зумовленi некомутативнiстю координат [13].

Розглянуто рiвняння Клейна-Гордона [18] та рiвнiння Дiрака [57, 58]

для атома водню у некомутативному просторi канонiчного типу. Бiльш

детальний огляд вище згадуваних робiт представлено у першому роз-

дiлi дисертацiйної роботи.

Також атом водню дослiджено у некомутативному просторi, що

характеризується такими спiввiдношеннями для координат

[xi, xj] = iθεijkxkf(xix
i), (5.1)

де f(xix
i) – задана функцiя [75]. Автором статтi [75] знайдено поправ-
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ки до енергетичних рiвнiв атома, зумовленi некомутативнiстю коорди-

нат (5.1).

Зазначимо, що атом водню також розглядався у випадку неко-

мутативностi простору-часу [92–96], некомутативностi iмпульсiв [97],

некомутативностi координат та некомутативностi iмпульсiв [82,98,99].

Багато уваги придiлялося дослiдженню атома водню у деформованому

просторi з мiнiмальною довжиною [83,100–106].

У цьому роздiлi атом водню дослiджується у сферично-симетри-

чному некомутативному просторi, запропонованому у роздiлi 4. Ми

знаходимо поправки до енергетичних рiвнiв атома, зумовленi некому-

тативнiстю координат з точнiстю до другого порядку за параметром

некомутативностi. На основi порiвняння результатiв для поправок до

ns енергетичних рiвнiв атома водню з експериментальними даними

знаходиться верхня межа для параметра некомутативностi.

5.2 Гамiльтонiан атома водню у некомутативному

просторi з вiдновленою сферичною симетрiєю

Розгляньмо атом водню у сферично-симетричному некомутативному

просторi (4.7)-(4.9). Припустимо, що гамiльтонiан у некомутативному

просторi має таку саму форму як i в звичайному просторi (θij = 0) iз

замiною координат, якi комутують, на координати, що задовольняють

спiввiдношення некомутативної алгебри. Отже, гамiльтонiан атома во-

дню у некомутативному просторi має вигляд

Hh =
P 2

2M
− e2

R
, (5.2)

де

R =

√∑
i

X2
i , (5.3)
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координати Xi та iмпульси Pi задовольняють некомутативну алгебру

(4.7)-(4.9).

Оскiльки тензор некомутативностi побудовано за допомогою до-

даткових координат (4.4), у сферично-симетричному некомутативно-

му просторi при записi гамiльтонiану необхiдно брати до уваги також

додатковi доданки, що вiдповiдають гармонiчному осцилятору, та роз-

глядати повний гамiльтонiан

H = Hh +Hosc, (5.4)

де Hosc має вигляд (4.5).

Знайдемо збурення, зумовлене некомутативнiстю координат. З цi-

єю метою розкладемо гамiльтонiан (5.4) в ряд за θ, визначеним як

(4.22). Для початку знайдемо розклад для R (5.3) з точнiстю до дру-

гого порядку за θ. Використавши представлення (4.23), можемо запи-

сати

R =

√
(r +

1

2
[θ × p])2 =

√
r2 − (θ · L) +

1

4
[θ × p]2, (5.5)

де r =
√∑

i x
2
i та L = [r × p]. Зауважимо, що оператори пiд коре-

нем квадратним не комутують мiж собою, оператор r2 не комутує з

оператором [θ × p]2/4. Отже, необхiдно знайти розклад для кореня

квадратного вiд суми некомутативних операторiв. Запишемо розклад

для R у звичному виглядi (як у випадку, коли оператори пiд коренем

квадратним комутують), проте iз невiдомою функцiєю f(r), а саме:

R = r − 1

2r
(θ · L)− 1

8r3
(θ · L)2 +

+
1

16

(
1

r
[θ × p]2 + [θ × p]2

1

r
+ θ2f(r)

)
. (5.6)

Для знаходження невiдомої функцiї f(r) пiднесемо до квадрату лiву i

праву частину рiвностi (5.6). З точнiстю до другого порядку за пара-
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метром некомутативностi отримаємо:

r2 − (θ · L) +
1

4
[θ × p]2 = r2 − (θ · L) +

+
1

16

(
2[θ × p]2 + r[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2r + 2rθ2f(r)

)
. (5.7)

Рiвняння (5.7) можемо записати у бiльш простому виглядi:

~2

r4
[θ × r]2 − rθ2f(r) = 0. (5.8)

Остаточно, з (5.8) знаходимо:

θ2f(r) =
~2

r5
[θ × r]2. (5.9)

Врахувавши результат для функцiї f(r) (5.9), можемо записати:

R = r − 1

2r
(θ · L)− 1

8r3
(θ · L)2 +

+
1

16

(
1

r
[θ × p]2 + [θ × p]2

1

r
+

~2

r5
[θ × r]2

)
. (5.10)

Знаючи розклад для оператора R (5.10), можна знайти розклад в ряд

за θ для оператора R−1

1

R
=

1

r
+

1

2r3
(θ · L) +

3

8r5
(θ · L)2 −

− 1

16

(
1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

~2

r7
[θ × r]2

)
. (5.11)

Отже, врахувавши (5.11), перепишемо гамiльтонiан (5.4) у такому

виглядi:

H = H0 + V, (5.12)

де

H0 =
p2

2M
− e2

r
+Hosc, (5.13)
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та V – збурення, зумовлене некомутативнiстю координат

V = − e2

2r3
(θ · L)− 3e2

8r5
(θ · L)2 +

+
e2

16

(
1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

~2

r7
[θ × r]2

)
. (5.14)

У наступному пiдроздiлi, використовуючи отриманий вираз для

гамiльтонiана (5.12), будуть знайденi поправки до енергетичних рiвнiв

атома водню, зумовленi некомутативнiстю координат.

5.3 Енергетичнi рiвнi атома водню у

сферично-симетричному некомутативному

просторi

Розгляньмо енергетичнi рiвнi атома водню у сферично-симетричному

некомутативному просторi (4.7)-(4.9). Знайдемо поправки до енерге-

тичних рiвнiв атома з точнiстю до другого порядку за параметром

некомутативностi. Iз цiєю метою застосуємо теорiю збурень.

Зауважимо, що гамiльтонiан H0 (5.13) є сумою гамiльтонiана ато-

ма водню у звичному просторi (θij = 0)

H̃h =
p2

2M
− e2

r
, (5.15)

та гамiльтонiана тривимiрного гармонiчного осцилятора Hosc (4.5), за-

писаного також у звичному просторi. Оператори H̃h таHosc комутують[
p2

2M
− e2

r
,
(pa)2

2m
+

(pb)2

2m
+
mω2a2

2
+
mω2b2

2

]
= 0. (5.16)

Отже, можемо записати власнi значення та власнi функцiї гамiльтонi-

ана H0 (5.13) у такому виглядi

E
(0)

n,{na},{nb} = − e2

2aBn2
+ ~ω(na1 + na2 + na3 + nb1 + nb2 + nb3 + 3), (5.17)

ψ
(0)

n,l,m,{na},{nb} = ψn,l,mψ
a
na1 ,n

a
2 ,n

a
3
ψbnb1,nb2,nb3

, (5.18)
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де aB – радiус Бора, ψn,l,m – добре вiдомi власнi функцiї атома водню.

ψana1 ,na2 ,na3 , ψ
b
nb1,n

b
2,n

b
3
– власнi функцiї тривимiрного гармонiчного осциля-

тора.

Вiдповiдно до теорiї збурень у першому порядку за V маємо:

∆E
(1)
n,l = 〈ψ(0)

n,l,m,{0},{0}|V |ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}〉 =

=

〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣− e2

2r3
(θ · L)− 3e2

8r5
(θ · L)2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
+

+
e2

16

〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣ 1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

+
~2

r7
[θ × r]2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
, (5.19)

де ми врахували те, що осцилятор Hosc знаходиться у основному станi

({na} = {0}, {nb} = {0}). Для знаходження поправок (5.19) обчислимо

вiдповiднi iнтеграли.

Зауважимо, що

〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θi|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 = 0. (5.20)

Отже, поправки до енергетичних рiвнiв атома водню у першому по-

рядку за θ дорiвнюють нулевi. Маємо

〈ψ(0)
n,l,m,{0},{0}|

e2

2r3
(θ · L)|ψ(0)

n,l,m,{0},{0}〉 = 0. (5.21)

Щоб знайти поправки, зумовленi доданком 3e2(θ · L)2/8r5 у га-

мiльтонiанi (5.12), використаємо вiдомi результати для середнiх, пред-

ставленi, наприклад, у [107], а саме: 〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =

=
4(5n2 − 3l(l + 1) + 1)

a5Bn
5l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

. (5.22)
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Зауважимо, що

〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θiθj|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =
1

2

( α

mω

)2
δij =

1

3
〈θ2〉δij. (5.23)

Також

〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θiθj|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =
1

3
〈θ2〉δij, (5.24)

тут

θ2 =
∑
i

θ2i =
α2

~2
∑
i

[a× b]2i , (5.25)

〈θ2〉 = 〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θ2|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =
3

2

( α

mω

)2
=

3α2l4p
2~2

. (5.26)

Отже, врахувавши (5.22) та (5.24), отримаємо:〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣3e28r5
(θ · L)2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
=

=
~2e2(5n2 − 3l(l + 1) + 1)〈θ2〉

2a5Bn
5(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

. (5.27)

Останнi три доданки у (5.14) зручно переписати у такому виглядi:

1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

~2

r7
[θ × r]2 = θ2

1

r2
p2

1

r
+

+θ2
1

r
p2

1

r2
+ θ2

~2

r5
− 1

r2
(θ · p)2

1

r
− 1

r
(θ · p)2

1

r2
− ~2

r7
(θ · r)2. (5.28)

Тодi, використавши (5.24), знайдемо〈
ψa0,0,0ψ

b
0,0,0

∣∣∣∣ 1

r2
(θ · p)2

1

r
+

1

r
(θ · p)2

1

r2
+

~2

r7
(θ · r)2

∣∣∣∣ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =

=
1

3

(
1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

)
〈θ2〉.

(5.29)
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У результатi можемо спростити три останнi iнтеграли у (5.19) та за-

писати як 〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣ 1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

+
~2

r7
[θ × r]2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
=

2

3

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r2
p2

1

r
+

+
1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 〈θ2〉. (5.30)

Оператор 1
r2p

2 1
r + 1

rp
2 1
r2 + ~2

r5 можемо переписати як

1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5
=

1

r3
p2 + p2

1

r3
+

5~2

r5
. (5.31)

Отже, маємо 〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =

= − 2~2

a2Bn
2

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r3

∣∣∣∣ψn,l,m〉+
4~2

aB

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r4

∣∣∣∣ψn,l,m〉+

+5~2
〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 . (5.32)

Використовуючи вiдомi результати для середнiх, представленi, для

прикладу, у [107] 〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r3

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =
2

a3Bn
3l(l + 1)(2l + 1)

, (5.33)

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r4

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =
4(3n2 − l(l + 1))

a4Bn
5l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)

, (5.34)

знайдемо явний вигляд для поправок, зумовлених останнiми трьома
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доданками у (5.14), а саме:〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣ 1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

+
~2

r7
[θ × r]2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
= −~

2e2〈θ2〉
a5Bn

5

(
1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
. (5.35)

Остаточно, врахувавши отриманi результати, можемо записати по-

правки до енергетичних рiвнiв атома водню, зумовленi некомутатив-

нiстю координат, у першому порядку теорiї збурень

∆E
(1)
n,l = −~

2e2〈θ2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
. (5.36)

У другому порядку теорiї збурень маємо

∆E
(2)
n,l,m,{0},{0} =

=
∑

n′,l′,m′,{na},{nb}

∣∣∣〈ψ(0)

n′,l′,m′,{na},{nb} |V |ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

〉∣∣∣2
E

(0)
n − E(0)

n′ − ~ω(na1 + na2 + na3 + nb1 + nb2 + nb3)
,

(5.37)

де набiр чисел n′, l′, m′, {na}, {nb} не спiвпадає iз набором n, l, m, {0},

{0}, та E(0)
n – енергетичнi рiвнi атома водню у звичайному просторi

E(0)
n = − e2

2aBn2
. (5.38)
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Зауважимо, що матричнi елементи〈
ψ
(0)

n′,l′,m′,{na},{nb} |V |ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
(5.39)

не залежать вiд частоти осцилятора ω, оскiльки виконується рiвнiсть

(4.6). Отже, у границi ω →∞ отримаємо

lim
ω→∞

∆E
(2)
n,l,m,{0},{0} = 0. (5.40)

Як наслiдок, врахувавши (5.36), (5.40), запишемо поправки до енерге-

тичних рiвнiв атома водню з точнiстю до другого порядку за параме-

тром некомутативностi

∆En,l = −~
2e2〈θ2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
. (5.41)

Зазначимо, що результат (5.41) може бути отриманим, розгляда-

ючи ефективний гамiльтонiан, побудований у такому виглядi

Heff = 〈ψa0,0,0ψb0,0,0|H|ψa0,0,0ψb0,0,0〉. (5.42)

Iз (5.2), (5.11), (5.20), маємо

Heff
h = 〈ψa0,0,0ψb0,0,0|Hh|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =

p2

2M
− e2

r
− e2L2

8r5
〈θ2〉+

+
e2

24

(
1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

)
〈θ2〉. (5.43)

Звернiмо увагу на те, що ефективний гамiльтонiан (5.43) є сферично-

симетричним. Використавши теорiю збурень, отримаємо поправки до
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енергетичних рiвнiв атома водню у такому виглядi

∆Eeff
n,l = −~

2e2〈θ2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
. (5.44)

Зазначимо, що результат (5.44) збiгається з (5.41).

Важливо зауважити, що у випадках, коли l = 0 чи l = 1 поправки

(5.41) є розбiжнi. Це означає, що для обчислень поправок до ns та np

енергетичних рiвнiв ми не можемо використовувати розклад для 1/R

(5.11). Щоб оцiнити верхню межу для параметра некомутативностi ми

зацiкавленi в обчисленнi поправок до ns енергетичних рiвнiв. Зважа-

ючи на це, розгляньмо задачу знаходження поправок до енергетичних

рiвнiв атома водню у випадку, коли l = 0.

Для знаходження поправок до ns енергетичних рiвнiв перепишемо

збурення, зумовлене некомутативнiстю координат, у такому виглядi:

V = −e
2

R
+
e2

r
= − e2√

r2 − (θ · L) + 1
4 [θ × p]2

+
e2

r
. (5.45)

Зауважимо, що у (5.45) ми не використовували розклад за параметром

некомутативностi (5.11). Вiдповiдно до теорiї збурень можемо записати

∆Ens =

=

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0},{0}

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 − (θ · L) + 1
4 [θ × p]2

∣∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0},{0}

〉
. (5.46)

Звернiмо увагу на те, що

[(θ · L), [θ × p]2] = 0, (5.47)

[(θ · L), r2] = 0. (5.48)
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Також важливо зауважити, що

(θ · L)ψ
(0)
n,0,0,{0},{0} = 0, (5.49)

оскiльки хвильова функцiя ψ(0)
n,0,0,{0},{0} не залежить вiд кутiв. Отже,

перепишемо (5.46) у такому виглядi

∆Ens =

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0},{0}

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 + 1
4 [θ × p]2

∣∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0},{0}

〉
. (5.50)

З точнiстю до лiнiйних флуктуацiй [θ × p]2 можемо записати

∆Ens =

〈
ψn,0,0

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2

∣∣∣∣∣∣∣ψn,0,0
〉
. (5.51)

Зауважимо, що для ns енергетичних рiвнiв виконується така рiв-

нiсть:

∆Ens =

〈
ψn,0,0

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2

∣∣∣∣∣∣∣ψn,0,0
〉

=

=

〈
Rn,0

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2r

∣∣∣∣∣∣∣Rn,0

〉
, (5.52)

де

pr = −i~1

r

∂

∂r
r, (5.53)

Rn,0 – радiальнi хвильовi функцiї атома водню

Rn,0 =

√
4

a3Bn
5
e
− r
naBL1

n−1

(
2r

aBn

)
(5.54)

тут L1
n−1

(
2r
aBn

)
– узагальненi полiноми Лаґера

Lαn (x) =
1

n!
exx−α

(
d

dx

)n
xn+αe−x. (5.55)
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Для початку знайдемо поправки до 1s енергетичних рiвнiв. Зручно

ввести безрозмiрнi координати

ρ = r

(
6

~2〈θ2〉

) 1
4

. (5.56)

Отже, можемо записати поправки до 1s енергетичних рiвнiв у такому

виглядi

∆E1s =

〈
R1,0

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2r

∣∣∣∣∣∣∣R1,0

〉
=

=
4e2β2

aB

∫ ∞
0

dρρ2e−βρ

1

ρ
− 1√

ρ2 + p2ρ

 e−βρ, (5.57)

де

pρ = −i1
ρ

∂

∂ρ
ρ, (5.58)

β =

(
~2〈θ2〉
6a4B

) 1
4

. (5.59)

Для обчислення iнтеграла у (5.57) розкладемо e−βρ в ряд за власними

функцiями оператора ρ2 + p2ρ, якi позначимо як φk. А саме, можемо

записати

e−βρ =
∞∑
k=0

Ckφk, (5.60)

де Ck – коефiцiєнти розкладу. Власнi функцiї та власнi значення опе-

ратора ρ2 + p2ρ мають такий вигляд (див., для прикладу, [108])

φk =

√
2k!

Γ(k + 3
2)
e−

ρ2

2 L
1
2

k (ρ2), (5.61)

λk = 2

(
2k +

3

2

)
. (5.62)
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У результатi, взявши до уваги (5.61) та (5.60), можемо знайти коефi-

цiєнти розкладу

Ck =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dρρ2e−
ρ2

2 −βρL
1
2

k

(
ρ2
)
. (5.63)

Отже, другий доданок у (5.57) перепишеться так∫ ∞
0

dρρ2e−βρ
1√

ρ2 + p2ρ

e−βρ =
∞∑
k=0

C2
k√
λk
. (5.64)

Аналогiчно можемо записати перший доданок у (5.57) у такому вигля-

дi ∫ ∞
0

dρρe−2βρ =
∞∑
k=0

Ck

∫ ∞
0

dρρe−βρφk =
∞∑
k=0

CkIk, (5.65)

де

Ik =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dρρe−
ρ2

2 −βρL
1
2

k

(
ρ2
)
. (5.66)

Врахувавши (5.64) та (5.65), поправки до 1s енергетичних рiвнiв мо-

жуть бути записаними у виглядi такого ряду

∆E1s =
4e2β2

aB

∞∑
k=0

(
CkIk −

C2
k√
λk

)
=
e2β2

aB
S1s(β), (5.67)

де ми використали позначення

S1s(β) = 4

∫ ∞
0

dρρ2e−βρ

1

ρ
− 1√

ρ2 + p2ρ

 e−βρ =

= 4
∞∑
k=0

(
CkIk −

C2
k√
λk

)
. (5.68)

Важливо зауважити, що ряд S1s(β) має скiнченне значення при β = 0

S1s(0) = 16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

(
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
−

−
√

π

8k + 6

)
= 1.72006, (5.69)
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де 2F1

(
−k, 12 ; 3

2 ; 2
)
– гiпергеометрична функцiя.

Результат S1s(0) = 1.72006 отримано за допомогою таких мiрку-

вань. Два ряди у S1s(0), а саме:

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
, (5.70)

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

√
π

8k + 6
, (5.71)

є розбiжними. Незважаючи на це, їх сума S1s(0) має скiнченне значе-

ння. Щоб розглядати ряди (5.70) та (5.71) окремо, використаємо дода-

тковий множник ηk (η < 1)

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
ηk, (5.72)

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

√
π

8k + 6
ηk. (5.73)

Поклавши η = 1 у (5.72) та (5.73) ми отримаємо (5.70), (5.71), вiдпо-

вiдно.

Спершу розглянемо ряд (5.73). Зауважимо, що√
π

k + 3
4

= 2

∫ ∞
0

dze−(k+
3
4 )z

2

. (5.74)

Також справедливою є така рiвнiсть
∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
tk =

√
π

2(1− t) 3
2

. (5.75)

В результатi, врахувавши (5.74) та (5.75), отримаємо

16
√

2
∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
√

8k + 6
ηk = 16

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
√
π

ηk
∫ ∞
0

dze−(k+
3
4 )z

2

=

= 8

∫ ∞
0

dz
e−

3
4z

2

(1− ηe−z2) 3
2

. (5.76)
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Розгляньмо ряд (5.72). Гiпергеометрична функцiя 2F1(−k, 12 ; 3
2 ; 2)

може бути представлена у такому виглядi

2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
=

k∑
q=0

(−1)qCq
k2

q

2q + 1
, (5.77)

де Cq
k – бiномiальнi коефiцiєнти. Очевидно, що виконується рiвнiсть

1

2q + 1
=

∫ 1

0

dzz2q. (5.78)

Отже, використавши (5.77) та (5.78), отримаємо

2F1

(
−k, 1

2
,
3

2
, 2

)
=

k∑
q=0

∫ 1

0

dzCq
k(−2)qz2q. (5.79)

Зауважимо, що

k∑
q=0

Cq
k(−2)qz2q = (1− 2z2)k. (5.80)

Отже, маємо:

2F1

(
−k, 1

2
,
3

2
, 2

)
=

∫ 1

0

dz(1− 2z2)k. (5.81)

Остаточно, врахувавши (5.75) та (5.81), можемо переписати (5.72) у

такому виглядi

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
,
3

2
, 2

)
ηk =

= 16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
ηk
∫ 1

0

dz(1− 2z2)k =

= 8
√

2

∫ 1

0

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

. (5.82)

Розiб’ємо iнтеграл (5.82) на два iнтеграли∫ 1

0

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

= I1(η) + I2(η), (5.83)
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де

I1(η) =

∫ 1√
2

0

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

, (5.84)

I2(η) =

∫ 1

1√
2

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

. (5.85)

Звернiмо увагу, що iнтеграл I2(η) при η = 1 має скiнченне значення.

Поклавши η = 1 у (5.85), отримаємо

I2(1) =

√
2

8
. (5.86)

Перепишемо (5.84) у формi, яка є близькою до (5.76). Використав-

ши пiдстановку e−t2 = 1− 2z2, маємо:

I1(η) =

√
2

2

∫ ∞
0

dt
te−t

2

(1− e−t2) 1
2 (1− ηe−t2) 3

2

. (5.87)

Отже, врахувавши (5.76), (5.82), (5.83), (5.86) та (5.87), знайдемо

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
ηk− (5.88)

−16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

√
π

8k + 6
ηk =

= 8
√

2I2(η) + 8

∫ ∞
0

dt
te−t

2 − e− 3
4 t

2

(1− e−t2) 1
2

(1− e−t2) 1
2 (1− ηe−t2) 3

2

. (5.89)

Зазначимо, що iнтеграл (5.89) має скiнченне значення при η = 1. Як

наслiдок, поклавши η = 1 у (5.89), та врахувавши (5.86), знайдемо

S1s(0) = 2 + 8

∫ ∞
0

dt
te−t

2 − e− 3
4 t

2
√

1− e−t2

(1− e−t2)2
= 1.72006 . . . (5.90)

Отже, маємо таку асимптотику для ∆E1s у випадку, коли β → 0

(θ → 0 )

∆E1s =
e2β2

aB
S1s(0). (5.91)



82

Використавши (5.59), отримаємо

∆E1s =
e2

a3B

√
~2〈θ2〉

6
S1s(0). (5.92)

Подiбним способом можемо знайти поправки до збуджених s рiв-

нiв атома водню

∆Ens =
e2β2

aBn5
Sns(β), (5.93)

де

Sns(β) = 4

∫ ∞
0

dρρ2e−
βρ
n L1

n−1

(
2βρ

n

)(
1

ρ
−

− 1√
ρ2 + p2ρ

 e−
βρ
n L1

n−1

(
2βρ

n

)
. (5.94)

Зауважимо, що

Sns(0) = S1s(0)n2 ' 1.72n2. (5.95)

Отже, отримаємо такi поправки до ns енергетичних рiвнiв атома

водню

∆Ens =
e2

a3Bn
3

√
~2〈θ2〉

6
S1s(0). (5.96)

Результат (5.96) знайдено з точнiстю до лiнiйних флуктуацiй [θ×

p]2. У iнтегралi (5.51) було зроблено замiну 〈f(A)〉 −→ f(〈A〉). А саме

така замiна була розглянута〈
1√

r2 + [θ × p]2

〉
a,b

−→ 1√
r2 + 〈[θ × p]2〉a,b

, (5.97)

де використано позначення

〈...〉a,b = 〈ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)|...|ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)〉a,b. (5.98)



83

Знайдемо поправки до ns енергетичних рiвнiв атома водню точно.

Повернемося до iнтегралу (5.50). Для зручностi введемо безрозмiрнi

координати

a′ =
a

lP
, (5.99)

b′ =
b

lP
. (5.100)

Отже, можемо записати θ у такому виглядi

θ =
αl2p
~

θ′, (5.101)

де

θ′ = [a′ × b′]. (5.102)

Також використаємо позначення

r′ =

√
2

α

r

lp
. (5.103)

Як наслiдок, перепишемо поправки до ns рiвнiв атома водню ∆Ens як

∆Ens =
χ2e2

aB
Ins(χ), (5.104)

де

Ins(χ) =

∫
da′ψ̃a0,0,0(a

′)

∫
db′ψ̃b0,0,0(b

′)

∫
dr′ψ̃n,0,0(χr

′)

(
1

r′
−

− 1√
(r′)2 + [θ′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χr

′)ψ̃a0,0,0(a
′)ψ̃b0,0,0(b

′),(5.105)

тут параметр χ визначається як

χ =

√
α

2

lp
aB
. (5.106)

Функцiї ψ̃a0,0,0(a′), ψ̃b0,0,0(b′) – безрозмiрнi власнi функцiї гармонiчного

осцилятора

ψ̃a0,0,0(a
′) = π−

3
4e−

(a′)2
2 , (5.107)

ψ̃b0,0,0(b
′) = π−

3
4e−

(b′)2
2 . (5.108)
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Функцiї ψ̃n,0,0(χr′) – безрозмiрнi власнi функцiї атома водню

ψ̃n,0,0(χr
′) =

√
1

πn5
e−

χr′
n L1

n−1

(
2χr′

n

)
, (5.109)

де L1
n−1

(
2χr′

n

)
– полiноми Лагера.

Звернiмо увагу на те, що при χ = 0 iнтеграл (5.105) має скiнченне

значення. Зважаючи на це, головний член асимптотичного розкладу

∆Ens при χ→ 0 (α→ 0) можемо записати як

∆Ens =
χ2e2

aB
Ins(0). (5.110)

Знайдемо Ins(0) точно. Iз цiєю метою, для початку розглянемо такий

iнтеграл

Ins(χ,θ
′) =

∫
dr′ψ̃n,0,0(χr

′)

(
1

r′
− 1√

(r′)2 + [θ′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χr

′).

(5.111)

Зазначимо, що

Ins(0) =

=

∫
da′ψ̃a0,0,0(a

′)

∫
db′ψ̃b0,0,0(b

′)Ins(0, θ
′)ψ̃a0,0,0(a

′)ψ̃b0,0,0(b
′) =

= 〈Ins(0, θ′)〉a′,b′. (5.112)

Для розрахунку (5.111) зручно перейти до iмпульсного представлення

Ins(χ,θ
′) =

1

χ6

∫
dp′ψ̃n,0,0

(
p′

χ

) 1√
−∇2

p′

−

− 1√
−∇2

p′ + [θ′ × p′]2

 ψ̃n,0,0

(
p′

χ

)
, (5.113)
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тут

∇2
p′ =

∑
i

∂2

(∂p′i)
2
. (5.114)

Важливо звернути увагу, що iнтеграл Ins(χ,θ
′) не залежить вiд на-

прямку θ′. Тому справедливою є така рiвнiсть

Ins(χ,θ
′) =

1

4π

∫
dΩIns(χ,θ

′) = Ins(χ, θ
′). (5.115)

де

θ′ = |θ′|, (5.116)

dΩ = sin ΘdΘdΦ, (5.117)

тут Θ – кут мiж векторами θ′ та p′. Iнтеграл Ins(χ, θ′) має такий вигляд

Ins(χ,θ
′) = Ins(χ, θ

′).
1

4πχ6

∫
dΩ

∫
dp′ψ̃n,0,0

(
p′

χ

) 1√
−∇2

p′

−

− 1√
−∇2

p′ + [θ′ × p′]2

 ψ̃n,0,0

(
p′

χ

)
=

=
1

4πχ6

∫
dΩ

∫
dp′ψ̃n,0,0

(
p′

χ

) 1√
−∇2

p′

−

− 1√
−∇2

p′ + (θ′)2(p′)2 sin2 Θ

 ψ̃n,0,0

(
p′

χ

)
.(5.118)

Використавши замiну

p̃ = κp′, (5.119)

де

κ =
√
θ′ sin Θ, (5.120)
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та повернувшись до координатного представлення, можемо записати

Ins(χ, θ
′) =

=
θ′

2

∫ π

0

dΘ sin2 Θ

∫
dr̃ψ̃n,0,0(κχr̃)

(
1

r̃
− 1√

r̃2 + p̃2

)
ψ̃n,0,0(κχr̃)

(5.121)

Зауважимо, що для ns рiвнiв iнтеграл (5.121) можемо спростити та

записати як

Ins(χ, θ
′) =

=
θ′

2

∫ π

0

dΘ sin2 Θ

∫ ∞
0

dr̃r̃2R̃n,0(κχr̃)

(
1

r̃
− 1√

r̃2 + p2r̃

)
R̃n,0(κχr̃),

(5.122)

де

R̃n,0(κχr̃) =

√
4

n5
e−

κχr̃
n L1

n−1

(
2κχr̃

n

)
(5.123)

радiальнi власнi функцiї атома водню, pr̃ визначається як

pr̃ = −i1
r̃

∂

∂r̃
r̃. (5.124)

Зручно використати таке позначення

Sns(κχ) = 4

∫ ∞
0

dr̃r̃2e−
κχr̃
n L1

n−1

(
2κχr̃

n

)(
1

r̃
−

− 1√
r̃2 + p2r̃

)
e−

κχr̃
n L1

n−1

(
2κχr̃

n

)
, (5.125)

та переписати Ins(χ, θ′) у виглядi

Ins(χ, θ
′) =

θ′

2n5

∫ π

0

dΘ sin2 ΘSns(κχ). (5.126)
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Для χ = 0 маємо:

Ins(0, θ
′) =

θ′

2n5

∫ π

0

dΘ sin2 ΘSns(0) =
πθ′

4n5
Sns(0). (5.127)

Повертаючись до (5.110) та врахувавши (5.112), (5.127), отримає-

мо вираз для поправок до ns енергетичних рiвнiв у такому виглядi

∆Ens =
π〈θ′〉χ2e2

4aBn5
Sns(0), (5.128)

де

〈θ′〉 = 〈ψ̃a0,0,0(a′)ψ̃b0,0,0(b′)|
√∑

i

(θ′i)
2|ψ̃a0,0,0(a′)ψ̃b0,0,0(b′)〉 = 1. (5.129)

Зауважимо, що результат 〈θ′〉 = 1 є очiкуваним, зважаючи на вигляд

безрозмiрних координат a′, b′.

Звернiмо увагу, що Sns(0) та S1s(0) пов’язанi таким спiввiдноше-

нням

Sns(0) = S1s(0)n2. (5.130)

Iз (5.128), (5.129), (5.130), отримаємо вираз для головного члена

асимтотичного розкладу поправок до ns рiвнiв атома водню

∆Ens =
πχ2e2

4aBn3
S1s(0). (5.131)

Обчислимо S1s(0)

S1s(0) = 4

∫ ∞
0

dr̃r̃2

(
1

r̃
− 1√

r̃2 + p2r̃

)
. (5.132)

Iз цiєю метою розкладемо одиницю в ряд за власними функцiями опе-

ратора r̃2 + p2r̃

1 =
∞∑
k=0

Ckφk, (5.133)
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де φk – власнi функцiї r̃2 + p2r̃, Ck – коефiцiєнти розкладу

Ck =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dr̃r̃2e−
r̃2

2 L
1
2

k

(
r̃2
)

= (−1)k

√
4Γ(k + 3

2)

k!
. (5.134)

Отже, використавши (5.133), можемо записати другий доданок у

(5.132) як ∫ ∞
0

dr̃r̃2
1√

r̃2 + p2r̃
=

∞∑
k=0

C2
k√
λk
, (5.135)

де λk – власнi значення оператора r̃2 + p2r̃.

Перший доданок у (5.132) може бути представлений у такому ви-

глядi ∫ ∞
0

dr̃r̃ =
∞∑
k=0

CkIk, (5.136)

де

Ik =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dr̃r̃e−
r̃2

2 L
1
2

k

(
r̃2
)

=

= (−1)k

√
8k!

πΓ(k + 3
2)

2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
, (5.137)

тут 2F1

(
−k, 12 ; 3

2 ; 2
)
– гiпергеометрична функцiя.

Отже, врахувавши (5.135) та (5.136), маємо

S1s(0) = 4
∞∑
k=0

(
CkIk −

C2
k√
λk

)
=

= 16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

(
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
−
√

π

8k + 6

)
=

1.72006.... (5.138)

де ми використали результат (5.90). Взявши до уваги (5.138), можемо

записати

∆Ens ' 1.72
πχ2e2

4aBn3
. (5.139)
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Перепишемо поправки до ns рiвнiв через параметр некомутатив-

ностi, а саме, iз (5.101), (5.106), маємо:

∆Ens ' 1.72
~〈θ〉πe2

8a3Bn
3
, (5.140)

де

〈θ〉 = 〈ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)|
√∑

i

θ2i |ψ
a
0,0,0(a)ψb0,0,0(b)〉 =

αl2p
~
, (5.141)

та вектор θ заданий як (4.22).

Зауважимо, що

〈θ〉 =

√
2〈θ2〉

3
. (5.142)

Отже, точний та наближений результати для поправок до ns енерге-

тичних рiвнiв атома водню (5.140), (5.96), вiдповiдно, вiдрiзняються

множником π/4.

Цiкаво порiвняти результати для поправок до енергетичних рiвнiв

атома водню у випадках рiзних виглядiв для тензора некомутативностi

та, вiдповiдно, рiзних сферично-симетричних алгебр (4.7)-(4.9), (4.31)-

(4.33). Знайдемо поправки до енергетичних рiвнiв атома водню у ви-

падку, коли сферично-симетрична некомутативна алгебра побудована

як (4.31)-(4.33). Розгляньмо повний гамiльтонiан

Ha = Hh +Ha
osc, (5.143)

де

Hh =
P 2

2M
− e2

R
, (5.144)

Ha
osc =

(pa)2

2mosc
+
moscω

2a2

2
, (5.145)

тут R =
√∑

iX
2
i та координати Xi задовольняють (4.31).
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Використаємо таке представлення

Xi = xi −
l0
2~
εijkakpj, (5.146)

Pi = pi, (5.147)

де θij визначений як (4.29). Координати xi та iмпульси pi задовольня-

ють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (4.17)-(4.19) та комутують iз

ai, pai . Координати Xi (5.146) зручно переписати у такому виглядi

Xi = xi +
l0
2~

[a× p]i. (5.148)

Зауважимо, що для координат Xi та iмпульсiв paj виконується спiввiд-

ношення

[Xi, p
a
j ] = iεijk

l0
2
pk. (5.149)

Знайдемо розклад для гамiльтонiана Ha з точнiстю до другого поряд-

ку за l0a/~. Використавши (5.148), маємо:

R =

√∑
i

X2
i =

√
r2 − l0

~
(a · L) +

l20
4~2

[a× p]2, (5.150)

де r =
√∑

i x
2
i та L = [r × p]. Оскiльки оператори пiд квадратним

коренем не комутують, запишемо розклад для R у такому виглядi:

R = r − l0
2~r

(a · L)− l20
8~2r3

(a · L)2 +

+
l20

16~2

(
1

r
[a× p]2 + [a× p]2

1

r
+ a2f(r)

)
, (5.151)

де f(r) – невiдома функцiя. Пiднесемо до квадрату лiву та праву ча-

стини рiвностi (5.151)

~2

r4
[a× r]2 − ra2f(r) = 0. (5.152)
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Iз (5.152) легко отримати

a2f(r) =
~2

r5
[a× r]2. (5.153)

Отже, врахувавши (5.151) та (5.153), знайдемо розклад для R−1

1

R
=

1

r
+

l0
2~r3

(a · L) +
3l20

8~2r5
(a · L)2 −

− l20
16~2

(
1

r2
[a× p]2

1

r
+

1

r
[a× p]2

1

r2
+

~2

r7
[a× r]2

)
. (5.154)

В результатi, можемо записати гамiльтонiан (5.143) у такому ви-

глядi

Ha = Ha
0 + V a, (5.155)

де

Ha
0 = H

(0)
h +Ha

osc. (5.156)

Тут V – збурення, зумовлене некомутативнiстю координат

V a = − l0e
2

2~r3
(a · L)− 3l20e

2

8~2r5
(a · L)2 +

+
l20e

2

16~2

(
1

r2
[a× p]2

1

r
+

1

r
[a× p]2

1

r2
+

~2

r7
[a× r]2

)
, (5.157)

та H(0)
h – гамiльтонiан атома водню у звичайному просторi.

Знайдемо поправки до енергетичних рiвнiв атома водню, зумов-

ленi некомутативнiстю координат (4.31). Зауважимо, що H(0)
h комутує

з Ha
osc [

p2

2M
− e2

r
,
(pa)2

2m
+
mω2a2

2

]
= 0. (5.158)

Отже, власнi функцiї та власнi значення, що вiдповiдають Ha
0 , (5.156)

мають такий вигляд

E
(0)
n,{na} = − e2

2aBn2
+ ~ω

(
na1 + na2 + na3 +

3

2

)
, (5.159)

ψ
(0)
n,l,m,{na} = ψn,l,mψ

a
na1 ,n

a
2 ,n

a
3
, (5.160)
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де ψn,l,m – власнi функцiї атома водню у звичайному просторi (θij = 0),

ψana1 ,na2 ,na3 – власнi функцiї гармонiчного осцилятора (5.145).

Вiдповiдно до теорiї збурень, у випадку, коли гармонiчний осци-

лятор Ha
osc знаходиться в основному станi, маємо такi поправки до

енергетичних рiвнiв атома водню, зумовленi некомутативнiстю коор-

динат (4.31)

∆E
a,(1)
n,l = 〈ψ(0)

n,l,m,{0}|V |ψ
(0)
n,l,m,{0}〉 =

= − l
2
0

~2
~2e2〈a2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
, (5.161)

де 〈a2〉 визначається як

〈a2〉 = 〈ψa0,0,0|a2|ψa0,0,0〉 =
3

2

(
~
mω

)
=

3

2
l2P . (5.162)

Тут ми використали результати обчислень вiдповiдних iнтегралiв (5.27),

(5.35).

У другому порядку теорiї збурень можемо записати

∆E
(2)
n,l,m,{0} =

∑
n′,l′,m′,{na}

∣∣∣〈ψ(0)
n′,l′,m′,{na} |V |ψ

(0)
n,l,m,{0}

〉∣∣∣2
E

(0)
n − E(0)

n′ − ~ω(na1 + na2 + na3)
, (5.163)

де набiр чисел n′, l′, m′, {na} не спiвпадає iз n, l, m, {0}, E(0)
n =

−e2/(2aBn2). У границi ω →∞ отримаємо:

lim
ω→∞

∆E
(2)
n,l,m,{0} = 0. (5.164)

Отже, поправки до енергетичних рiвнiв атома водню у сферично-

симетричному некомутативному просторi (4.31)-(4.33) мають такий ви-
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гляд

∆En,l = − l
2
0

~2
~2e2〈a2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
.

(5.165)

Звернiмо увагу, що у випадку, коли l = 0 чи l = 1 поправки (5.165)

є розбiжними. Знайдемо поправки до ns енергетичних рiвнiв атома

водню. Iз цiєю метою перепишемо збурення, зумовлене некомутатив-

нiстю координат (4.31), у такому виглядi

V = −e
2

R
+
e2

r
= − e2√

r2 − l0
~ (a · L) + l20

4~2 [a× p]2
+
e2

r
. (5.166)

Як наслiдок, вiдповiдно до теорiї збурень можемо записати вираз для

поправок до ns енергетичних рiвнiв

∆Ens =

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0}

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 − l0
~ (a · L) + l20

4~2 [a× p]2

∣∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0}

〉
.

(5.167)

Зауважимо, що (a · L) комутує з [a× p]2 та r2

[(a · L), [a× p]2] = 0, (5.168)

[(a · L), r2] = 0. (5.169)

Також звернiмо увагу на те, що

(a · L)ψ
(0)
n,0,0,{0} = 0. (5.170)
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Отже, можемо переписати поправки (5.167) як

∆Ens =

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0}

∣∣∣∣∣∣∣
e2

r
− e2√

r2 + l20
4~2 [a× p]2

∣∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0}

〉
=

=
χ2e2

aB
Ians(χ̃), (5.171)

де ми використали таке позначення

Ians(χ̃) =

∫
da′ψ̃a0,0,0(a

′)

∫
dr′ψ̃n,0,0(χ̃r

′)

(
1

r′
−

− 1√
(r′)2 + [a′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χ̃r

′)ψ̃a0,0,0(a
′), (5.172)

тут

χ̃ =

√
l0lP
2a2B

, (5.173)

r′ = r

√
2

l0lP
, (5.174)

функцiї ψ̃n,0,0(χ̃r′) та ψ̃a0,0,0(a′) визначаються як (5.109), (5.107), вiдпо-

вiдно.

Зазначимо, що у випадку χ̃ = 0 iнтеграл (5.172) має скiнченне

значення. Отже, у границi χ̃→ 0 головний член асимптотичного роз-

кладу ∆Ens має вигляд

∆Ens =
χ̃2e2

aB
Ins(0). (5.175)

Щоб знайти Ians(0), розглянемо для початку такий iнтеграл

Ins(χ̃, a
′) =

∫
dr′ψ̃n,0,0(χ̃r

′)

(
1

r′
− 1√

(r′)2 + [a′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χ̃r

′).

(5.176)
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У випадку, коли χ̃ = 0, на основi результатiв попереднiх обчислень

iнтеграла (5.127) маємо

Ians(0, a
′) ' 1.72

πa′

4n3
, (5.177)

тут a′ = |a′|. Зауважимо, що

Ians(0) = 〈Ians(0, a′)〉a′, (5.178)

де 〈...〉a′ позначає 〈ψ̃a0,0,0(a′)|...|ψ̃a0,0,0(a′)〉. Отже, врахувавши (5.173),

(5.175), (5.177), (5.178) та повернувшись до a = lPa
′, запишемо го-

ловний член асимптотичного розкладу поправок до ns енергетичних

рiвнiв

∆Ens ' 1.72
~〈θ〉πe2

8a3Bn
3
, (5.179)

де

〈θ〉 =
l0
~
〈ψa0,0,0|

√∑
i

a2i |ψ
a
0,0,0〉 =

2l0lP√
π~
. (5.180)

Порiвнявши результати для поправок до енергетичних рiвнiв ато-

ма водню у сферично-симетричному некомутативному просторi (4.31)-

(4.33) та (4.7)-(4.9), можемо зробити висновок, що вирази для поправок

у двох випадках є однаковими. Вiдрiзняються тiльки вирази для се-

реднiх тензора некомутативностi, що пов’язано з рiзними способами

його побудови.

Звернiмо увагу на те, що у двох випадках побудови сферично-

симетричної некомутативної алгебри (4.31)-(4.33) та (4.7)-(4.9) поправ-

ки до ns енергетичних рiвнiв є пропорцiйними до 〈θ〉 =
√

2〈θ2〉/
√

3.

Для енергетичних рiвнiв iз l > 1 поправки пропорцiйнi до 〈θ2〉. Отже,

можемо зробити висновок, що ns енергетичнi рiвнi є бiльш чутливими

до некомутативностi координат.
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5.4 Оцiнка верхньої межi параметра некомутатив-

ностi на основi поправок до ns рiвнiв атома во-

дню

Знайдемо оцiнку для верхньої межi параметра некомутативностi, по-

рiвнявши результати для поправок до енергетичних рiвнiв атома во-

дню, отриманi у попередньому пiдроздiлi, iз експериментальними да-

ними.

У статтi [109] представлено такий результат для частоти переходу

f1s−2s = 2466061413187018(11)Гц, (5.181)

точнiсть якого 4.5× 10−15.

Використавши (5.140) та (5.142) можемо записати поправки до

енергiї переходу 1s− 2s, зумовленi некомутативнiстю координат

∆1,2 = ∆E2s −∆E1s = − 7

32
√

6a3B

√
〈θ2〉~πe2S1s(0). (5.182)

Тут S1s(0) = 1.72006... (5.90). Знайдемо вiдношення ∆1,2/(E
(0)
2 −E

(0)
1 )

де E(0)
n – енергетичнi рiвнi атома водню у звичному випадку (θij = 0)

E(0)
n = − e2

2aBn2
. (5.183)

Iз (5.182), (5.183) маємо

∆1,2

E
(0)
2 − E

(0)
1

= − 7

12
√

6a2B
π~S1s(0)

√
〈θ2〉. (5.184)

З метою оцiнки верхньої межi для параметра некомутативностi при-

пустимо, що поправки, зумовленi некомутативнiстю координат, знахо-

дяться в межах точностi експериментальних даних. Припустивши, що

|∆1,2|/(E(0)
2 − E

(0)
1 ) не первищує 4.5× 10−15

|∆1,2|
E

(0)
2 − E

(0)
1

≤ 4.5× 10−15, (5.185)
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маємо:

7

12
√

6a2B
π~S1s(0)

√
〈θ2〉 ≤ 4.5× 10−15. (5.186)

Отже, iз (5.186) отримаємо верхню межу для параметра некомутатив-

ностi

~
√
〈θ2〉 ≤ 7.7× 10−36 м2. (5.187)

Важливо зауважити, що отриманий результат для верхньої ме-

жi (5.187) покращує результати, представленi у лiтературi, оскiльки

отримана нерiвнiсть (5.187) накладає сильнiшi обмеження на величину

параметра некомутативностi нiж результат, знайдений у [13] на основi

даних про зсув Лемба.

Використовуючи (5.187) та врахувавши (5.26), ми також можемо

оцiнити величину константи α

α ≤ 2.4× 1034, (5.188)

де константа α означена в (4.4)

5.5 Висновки

У роздiлi дослiджено атом водню у некомутативному просторi зi збере-

женою сферичною симетрiєю. Ми знайшли поправки (5.41), (5.165) до

енергетичних рiвнiв атома водню, зумовленi некомутативнiстю коорди-

нат у двох випадках побудови сферично-симетричної некомутативної

алгебри (4.7)-(4.9) та (4.31)-(4.33). Варто зауважити, що розклавши

в ряд за малим параметром некомутативностi гамiльтонiан атома во-

дню та знайшовши поправки до енергетичних рiвнiв атома на основi

теорiї збурень, ми зустрiлися з проблемою розбiжностi поправок до

ns та np енергетичних рiвнiв. Результат для поправок до ns рiвнiв
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атома водню є важливим для знаходження верхньої межi для пара-

метра некомутативностi. Зважаючи на це, детально розглянуто зада-

чу знаходження поправок до ns енергетичних рiвнiв у двох випадках

побудови сферично-симетричної некомутативної алгебри (4.7)-(4.9) та

(4.31)-(4.33). Запропоновано метод обчислення поправок до ns енерге-

тичних рiвнiв атома водню, який дозволяє отримати збiжний резуль-

тат. Ми отримали поправки до ns рiвнiв атома водню (5.140), (5.179)

у сферично-симетричному некомутативному просторi (4.7)-(4.9) та у

просторi з комутацiйними спiввiдношеннями (4.31)-(4.33), вiдповiдно.

Встановлено, що вирази для поправок до енергетичних рiвнiв ато-

ма водню мають одинаковий вигляд у двох випадках побудови сфери-

чно-симетричної некомутативної алгебри (4.7)-(4.9) та (4.31)-(4.33). Вiд-

мiннiсть результатiв (5.41), (5.140) та (5.165), (5.179) присутня тiльки

у виразах для середнiх вiд тензора некомутативностi, що пов’язано iз

рiзними способами його побудови.

Проаналiзувавши результати для поправок до енергетичних рiв-

нiв атома водню, ми прийшли до висновку, що ns енергетичнi рiвнi

є бiльш чутливими до некомутативностi координат. Поправки до ns

рiвнiв є пропорцiйними до 〈θ〉 =
√

2〈θ2〉/
√

3, в той час як проправки

до енергетичних рiвнiв з l > 1 пропорцiйнi до 〈θ2〉.

На основi порiвняння знайдених у роздiлi поправок до ns рiвнiв

атома водню iз експериментальними результатами для частоти пере-

ходу 1s − 2s оцiнено верхню межу для параметра некомутативностi.

Зауважимо, що отримана у роздiлi верхня межа (5.187) покращує ре-

зультати, представленi в лiтературi. Нерiвнiсть (5.187) накладає силь-

нiше обмеження на величину параметра некомутативностi нiж верхня

межа, знайдена на основi даних для зсуву Лемба у [13].

Також у роздiлi запропоновано вигляд для ефективного сферично-
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симетричного гамiльтонiана у некомутативному просторi. Ми побу-

дували ефективний гамiльтонiан атома водню та знайшли поправки

до енергетичних рiвнiв атома, зумовленi некомутативнiстю координат.

Зазначимо, що отриманi результати для поправок узгоджуються з по-

правками (5.41), отриманими, розглядаючи повний гамiльтонiан (5.4).
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Роздiл 6

Частинка у однорiдному полi у

сферично-симетричному

некомутативному просторi

6.1 Вступ

У роздiлi ми розглядаємо частинку у однорiдному полi у сферично-

симетричному некомутативному просторi (4.31)-(4.33). Як приклад,

дослiджується рух частинки у гравiтацiйному полi у некомутативно-

му просторi зi збереженою сферичною симетрiєю. Також розглядає-

ться принцип еквiвалентностi. Ми знаходимо умови для вiдновлення

цього принципу у сферично-симетричному некомутативному просто-

рi та в результатi пропонуємо некомутативний простiр зi збереженою

сферичною симетрiєю та вiдновленим принципом еквiвалентностi. За-

уважимо, що у цьому роздiлi ми не робимо наближення, пов’язане iз

тим, що параметр некомутативностi є малою величиною. Задача руху

частинки у однорiдному полi у сферично-симетричному некомутатив-

ному просторi (4.31)-(4.33) розв’язується точно.

Задача про рух частинки у гравiтацiному полi дослiджувалася у

просторi з канонiчною некомутативнiстю координат [84,85]. Авторами

статей [84,85] знайдено зсув перигелiю, зумовлений некомутативнiстю

координат та на основi порiвняння отриманих результатiв iз експери-
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ментальними даними для планети Меркурiй оцiнено верхню межу для

параметра некомутативностi. Також розглянуто систему частинок у

гравiтацiйному полi у некомутативному просторi канонiчного типу та

описано рух кожної частинки системи [60]. Дослiджувалася задача про

рух частинки у центральному полi у некомутативному просторi з ка-

нонiчною некомутативнiстю координат [3]. Частинка у гравiтацiйнiй

квантовiй ямi розглядалася у просторi з некомутативнiстю координат

та некомутативнiстю iмпульсiв у статтях [49,110].

6.2 Вплив некомутативностi на масу частинки у

однорiдному полi

Розглянемо рух частинки з масою m у однорiдному полi у сферично-

симетричному некомутативному просторi (4.31)-(4.33). Для простоти

виберемо систему координат так, щоб напрям поля збiгався iз напря-

мом осi X3. Отже, можемо записати гамiльтонiан частинки

Hp =
P 2

2m
+ κX3, (6.1)

де оператори координат та iмпульсiв задовольняють спiввiдношення

(4.31)-(4.33), множник κ характеризує поле. Для прикладу, у випад-

ку руху зарядженої частинки q в однорiдному електричному полi E,

напрямленому вздовж осi X3, множник κ має вигляд κ = −qE. У ви-

падку руху частинки з масою m в однорiдному гравiтацiйному полi g,

напрямленому вздовж осi X3, маємо κ = −mg.

Як вже було зазначено у попереднiх роздiлах, у сферично-симетри-

чному просторi (4.31)-(4.33) при записi гамiльтонiана необхiдно брати

до уваги додатковi доданки, що вiдповiдають гармонiчному осцилято-
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ру (4.5), та розглядати повний гамiльтонiан у такому виглядi

H = Hp +Ha
osc =

P 2

2m
+ κX3 +

(pa)2

2mosc
+
moscω

2a2

2
. (6.2)

Зауважимо, що координата X3 не комутує з iмпульсами pai . Справе-

дливим є таке спiввiдношення

[X3, p
a
i ] = iε3ij

l0
2
pj. (6.3)

Перепишемо гамiльтонiан через оператори координат та iмпульсiв, що

задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (4.17)-(4.19). Вико-

риставши представлення (5.146)-(5.147), можемо записати

H =
p2

2m
+ κx3 +

κl0
2~

(a1p2 − a2p1) +
(pa)2

2mosc
+
moscω

2a2

2
. (6.4)

Пiсля алгебраїчних перетворень отримаємо:

H =

(
1− κ2l20m

4~2ω2mosc

)
p21
2m

+

(
1− κ2l20m

4~2ω2mosc

)
p22
2m

+
p23
2m

+ κx3 +

+
(pa)2

2mosc
+
moscω

2

2

(
a1 +

κl0
2~ω2mosc

p2

)2

+

+
moscω

2

2

(
a2 −

κl0
2~ω2mosc

p1

)2

+
moscω

2a23
2

.

(6.5)

Зауважимо, що гамiльтонiан (6.5) можна переписати як

H = H̃p + H̃osc, (6.6)

де

H̃p =
p21

2meff
+

p22
2meff

+
p23
2m

+ κx3, (6.7)

тут meff – ефективна маса

meff = m

(
1− κ2l20m

4~2ω2mosc

)−1
, (6.8)
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та

H̃osc =
(pa)2

2mosc
+
moscω

2

2

(
a1 +

κl0
2~ω2mosc

p2

)2

+

+
moscω

2

2

(
a2 −

κl0
2~ω2mosc

p1

)2

+
moscω

2a23
2

. (6.9)

Звернiмо увагу на те, що оператори

q1 = a1 +
κl0

2~ω2mosc
p2, (6.10)

q2 = a2 −
κl0

2~ω2mosc
p1, (6.11)

q3 = a3, (6.12)

задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення

[qi, qj] = 0, (6.13)

[qi, p
a
j ] = i~δij, (6.14)

[qi, pj] = 0. (6.15)

Отже, гамiльтонiан H̃osc вiдповiдає гамiльтонiану тривимiрного гармо-

нiчного осцилятора у звичайному просторi (θij = 0)

H̃osc =
(pa)2

2mosc
+
moscω

2q2

2
. (6.16)

де q = (q1, q2, q3). Також зауважимо, що

[qi, xj] = −iεij3
κl0

2moscω2
. (6.17)

Знайдемо власнi значення гамiльтонiана (6.6). Оператори

H̃1 =
p21

2meff
, (6.18)

H̃2 =
p22

2meff
, (6.19)

H̃3 =
p23
2m

+ κx3, (6.20)
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та H̃osc, визначений як (6.16), комутують мiж собою. Зважаючи на це,

власнi функцiї гамiльтонiана (6.6)

H = H̃1 + H̃2 + H̃3 + H̃osc (6.21)

можуть бути записанi як

ψ(x, q̃) = Ceik1x1eik2x2ψ(3)(x3)ψ
q̃(q̃), (6.22)

де k1 та k2 – компоненти хвильового вектора, що вiдповiдає вiльно-

му руху частинки в перпендикулярних напрямках до напрямку поля,

ψ(3)(x3) – добре вiдомi власнi функцiї гамiльтонiана H̃3, що описує

рух частинки у напрямку поля, ψq̃(q̃) – власнi функцiї тривимiрно-

го гармонiчного осцилятора з параметрами mosc та ω, C – константа.

Компоненти вектора q̃ мають такий вигляд

q̃1 = a1 +
κl0k2

2ω2mosc
, (6.23)

q̃2 = a2 −
κl0k1

2ω2mosc
, (6.24)

q̃3 = a3. (6.25)

Запишемо власнi значення гамiльтонiана (6.6). Врахувавши те, що ча-

стота осцилятора є великою та гармонiчний осцилятор знаходиться у

основному станi маємо

E =
~2k21

2meff
+

~2k22
2meff

+ E3 +
1

2
~ω, (6.26)

де E3 вiдповiдає гамiльтонiану H̃3.

Аналiзуючи першi два доданки у (6.26), можемо зробити висно-

вок, що некомутативнiсть координат впливає на масу частинки. Заува-

жимо, що некомутативнiсть змiнює по вiдношенню до звичного випад-

ку (θij = 0) рух частинки у напрямках, що є перпендикулярними до
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напрямку поля. Рух частинки у напрямку поля визначається гамiльто-

нiаном H̃3 та є таким самим як у звичному просторi. Зважаючи на це,

можемо зробити висновок, що некомутативнiсть координат зумовлює

анiзотропiю мас.

Звернiмо увагу, що всi результати, отриманi у даному пiдроздiлi,

є точними. Ми не робили наближень на основi мiркувань про те, що

параметр некомутативностi є малим.

На завершення цого пiдроздiлу важливо зауважити, що зважаю-

чи на сферичну симетрiю простору, знайденi результати можуть бути

легко узагальненi на випадок довiльного напрямку однорiдного поля.

У наступному пiдроздiлi, використовуючи отриманi результати,

буде розглянуто рух частинки в однорiдному гравiтацiйному полi та

дослiджено принцип еквiвалентностi.

6.3 Принцип еквiвалентностi у сферично-

симетричному некомутативному просторi

Розгляньмо рух частинки з масоюm в однорiдному гравiтацiйному по-

лi у некомутативному просторi (4.31)-(4.33). Нехай напрям гравiтацiй-

ного поля збiгається з вiссю X3. У цьому випадку κ = −mg. На основi

результатiв, отриманих у попередньому пiдроздiлi, iз (6.6), (6.7), (6.8)

маємо:

H =
p21

2meff
+

p22
2meff

+
p23
2m
−mgx3 + H̃osc, (6.27)

де

meff = m

(
1− l20g

2m3

4~2ω2mosc

)−1
. (6.28)

Проаналiзувавши вираз (6.28) i також (6.26), можемо зробити висно-

вок, що, зважаючи на доданок у (6.28), пропорцiйний до m3, слаб-
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кий принцип еквiвалентностi є порушеним у некомутативному просто-

рi (4.31)-(4.33).

Знайдемо умову для вiдновлення принципу еквiлентностi у сфе-

рично-симетричному некомутативному просторi (4.31)-(4.33). Iз (6.26)

та (6.28) випливає, що необхiдною умовою для вiдновлення принци-

пу еквiвалентностi є пропорцiйнiсть ефективної маси (6.28) до маси

частинки. Це може бути реалiзовано, коли виконується така умова:
l20m

3

ω2mosc
= A = const, (6.29)

де A – константа, яка має одинаковi значення для частинок з рiзними

масами. Зручно ввести безрозмiрну константу

Ã = A
ω2
P

l2Pm
2
P

, (6.30)

де lP , mP є довжиною Планка та масою Планка, вiдповiдно, ωP визна-

чається як ~ωP = EP , де EP – енергiя Планка.

Отже, можемо записати ефективну масу у такому виглядi

meff = m

(
1− Ãl2Pm

2
Pg

2

4~2ω2
P

)−1
. (6.31)

Звернiмо увагу, що оператори Xi залежать вiд iмпульсiв, а отже

залежать вiд маси. А саме, для операторiв, якi задовольняють неко-

мутативну алгебру (4.31)-(4.33) справедливим є таке представлення

через координати та iмпульси, якi задовольняють звичнi комутацiйнi

спiввiдношення

Xi = xi − θijpj, (6.32)

Pi = pi, (6.33)

де θij визначається як (4.29). Цей факт також зумовлює порушення

принципу еквiвалентностi у сферично-симетричному некомутативно-

му просторi. Знайдемо умову, при якiй оператори Xi не залежать вiд
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маси частинки. Iз цiєю метою зручно переписати тензор некомутатив-

ностi у такому виглядi

θij =
l0losc
~

εijkãk, (6.34)

де

losc =

√
~

moscω
, (6.35)

та ãk – безрозмiрнi координати ãk = ak/losc. Проаналiзувавши (6.32),

(6.34), можемо зробити висновок, що оператори Xi не залежать вiд

маси у випадку, коли

l0losc
l2P

= γ̃
mP

m
, (6.36)

де γ̃ – безрозмiрна константа, яка є одинаковою для частинок з рiзни-

ми масами. Для цiєї константи ми використали позначення γ̃ для того,

щоб вiдрiзнити її вiд константи γ, яка використовувалася у випадку

канонiчної некомутативностi координат у роздiлi 3. Беручи до уваги

(6.34), очевидно, що умова (6.36) є подiбною до умови (3.59), яка до-

зволяє вiдновити принцип еквiвалентностi у двовимiрному просторi з

канонiчною некомутативнiстю координат.

Отже, умова (6.29) разом iз умовою (6.36) дають можливiсть вiд-

новити принцип еквiвалентностi у сферично-симетричному некомута-

тивному прострi (4.31)-(4.33).

Зауважимо, що iз (6.29), (6.36), використовуючи (6.30) та (6.35),

ми отримаємо

ω =
γ̃2

Ã
ωP

m

mP
. (6.37)

Отже, обидвi умови (6.29), (6.36) задовольняються у випадку, коли

частота гармонiчного осцилятора є пропорцiйною до маси частинки.
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Врахувавши (6.35), (6.36) та (6.37), отримаємо, що losc, l0 є обернено

пропорцiйними до
√
m, а саме:

losc = lP

√
Ãm2

P

γ̃2moscm
, (6.38)

l0 = lP

√
γ̃4mosc

Ãm
. (6.39)

Оцiнимо можливi значення констант Ã та γ̃. З цiєю метою припу-

стим, що для електрона l0 = lP , losc = lP та ω = ωP . У цьому випадку,

беручи до уваги (6.35), маємо: mosc = mP . Як наслiдок, iз (6.29) та

(6.30), можемо знайти

Ã =
m3
e

m3
P

= 7.3× 10−68, (6.40)

де me – маса електрона. Також iз (6.36) отримаємо:

γ̃ =
me

mP
= 4.2× 10−23. (6.41)

Зауважимо, що вплив некомутативностi координат на масу ча-

стинки спостерiгається у випадку скiнченної границi для ω, у границi

ω →∞ вплив некомутативностi на масу частинки прямує до нуля.

Звернiмо увагу на те, що, фiксуючи параметри ω = ωP , l0 = lP ,

losc = lP для електрона, iз (6.37), (6.38), (6.39) ми можемо обчислити

цi параметри для частинки з масою mi, а саме:

ω(i) =
ωPmi

me
, (6.42)

l(i)osc = lP

√
me

mi
, (6.43)

l
(i)
0 = lP

√
me

mi
. (6.44)
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6.4 Висновки

У роздiлi розглянуто рух частинки у однорiдному полi у сферично-

симетричному некомутативному просторi (4.31)-(4.33). Зауважимо, що

всi обчислення, представленi у роздiлi, є точними. Ми не робили на-

ближення, пов’язане з тим, що параметр некомутативностi є малим.

Встановлено, що некомутативнiсть координат (4.31) впливає на кi-

нетичну енергiю частинки, що вiдповiдає її руху у напрямках, перпен-

дикулярних до напрямку однорiдного поля. Рух частинки у напрямку

поля у некомутативному просторi є таким самим, як i у звичайному

випадку (θij = 0). Зважаючи на це, ми прийшли до висновку, що неко-

мутативнiсть координат впливає на масу частинки (6.31) та зумовлює

її анiзотропiю.

Розглянуто рух частинки у однорiдному гравiтацiйному полi у

сферично-симетричному некомутативному просторi. Показано, що у

сферично-симетричному некомутативному просторi (4.31)-(4.33) iснує

проблема порушення принципу еквiвалентностi. Ми знайшли умови

(6.29), (6.36), якi дозволяють вiдновити цей принцип у сферично-симе-

тричному некомутативному просторi. Як наслiдок, запропоновано не-

комутативний простiр iз збереженою сферичною симетрiєю та збере-

женим принципом еквiвалентностi. Важливо зауважити, що знайденi

умови (6.29), (6.36) узгоджуються з умовою (3.59), що дозволяє вiдно-

вити принцип еквiвалентностi у некомутативному просторi з канонi-

чною некомутативнiстю координат (2.8)-(2.10).



110

ВИСНОВКИ

У роботi дослiджено вплив некомутативностi координат на вла-

стивостi одно- та багаточастинкових систем у некомутативному про-

сторi. На основi порiвняння отриманих результатiв iз експерименталь-

ними даними знайдено оцiнки для верхньої межi для параметра неко-

мутативностi. Дослiджено проблему порушення сферичної симетрiї у

некомутативному просторi та побудовано сферично-симетричну неко-

мутативну алгебру, еквiвалентну алгебрi канонiчного типу. Розгляну-

то проблему порушення принципу еквiвалентностi у некомутативному

просторi та знайдено умову для вiдновлення цього принципу.

Для досягнення мети роботи розв’язано такi основнi завдання:

1. Вперше на основi аналiзу властивостi адитивностi кiнетичної енер-

гiї системи частинок у некомутативному просторi канонiчного ти-

пу отримано вираз для ефективного параметра некомутативностi,

що описує рух центра мас системи частинок у некомутативному

просторi.

2. Вперше запропоновано умову, при якiй ефективний параметр не-

комутативностi не залежить вiд композицiї системи.

3. Вперше знайдено умову на параметр некомутативностi, при якiй

кiнетична енергiя системи є незалежною вiд її композицiї у про-

сторi з некомутативнiстю координат канонiчного типу.

4. Вперше встановлено, що у випадку, коли параметр некомутатив-



111

ностi, який вiдповiдає частинцi, є обернено пропорцiйний до її ма-

си, координати центра мас системи частинок та координати вiд-

носного руху комутують та є незалежними у некомутативному

просторi.

5. Вперше запропоновано умову для вiдновлення принципу еквiва-

лентностi у просторi з канонiчною некомутативнiстю координат.

Встановлено, що принцип еквiвалентностi виконується у випадку,

коли параметр некомутативностi, що вiдповiдає частинцi, є обер-

нено пропорцiйний до її маси.

6. У результатi, вперше показано, що коли параметр некомутативно-

стi обернено пропорцiйний до маси частинки, розв’язуються що-

найменше чотири проблеми у некомутативному просторi, а саме:

вiдновлюється принцип еквiвалентностi, кiнетична енергiя систе-

ми частинок не залежить вiд її композицiї, координати центра мас

системи частинок та координати вiдносного руху є незалежними,

ефективний параметр некомутативностi, який описує рух центра

мас системи частинок, не залежить вiд композицiї системи.

7. Вперше за допомогою введення додаткових координат побудовано

некомутативну алгебру, яка є еквiвалентна алгебрi канонiчного

типу та є сферично-симетричною.

8. Вперше знайдено поправки до енергетичних рiвнiв атома водню у

сферично-симетричному некомутативному просторi канонiчного

типу. На основi порiвняння отриманих результатiв iз експеримен-

тальними даними отримано оцiнки для параметра некомутатив-

ностi, що покращують результати, представленi у лiтературi.

9. Вперше точно розв’язано задачу про рух частинки у однорiдному
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полi у сферично-симетричному просторi канонiчного типу. Пока-

зано, що рух частинки у напрямках, перпендикулярних до на-

прямку поля описується за допомогою ефективної маси. Встанов-

лено, що некомутативнiсть координат впливає на масу частинки

та зумовлює її анiзотропiю.

10. Вперше дослiджено принцип еквiвалентностi у сферично-симетри-

чному просторi канонiчного типу. Запропоновано некомутативний

простiр з вiдновленою сферичною симетрiєю та збереженим прин-

ципом еквiвалентностi.



113

ПОДЯКИ

Автор висловлює велику вдячнiть науковому керiвнику, доктору фiз.-

мат. наук професору В. М. Ткачуку за постановку цiкавих та актуаль-

них завдань, за численнi консультацiї та за дуже кориснi поради пiд

час виконання цiєї роботи. Також велика подяка старшому викладачу

Ю. С. Криницькому за допомогу та дуже кориснi поради щодо шляхiв

досягнення мети дослiдження.

Автор щиро вдячний професору I. О. Вакарчуку, кандидату фiз.-

мат. наук, доценту А. А. Ровенчаку, кандидату фiз.-мат. наук асистен-

ту В. С. Пастухову, асистенту М. I. Самару, кандидату фiз.-мат. наук

М. М. Стецку за участь у обговореннi та дуже кориснi поради щодо

методiв отримання результатiв.

Також велику подяку автор висловлює всьому колективу кафе-

дри теоретичної фiзики: доктору фiз.-мат. наук професору I. О. Ва-

карчуку, доктору фiз.-мат. наук професору В. М. Ткачуку, кандидату

фiз.-мат. наук, старшому викладачу Ю. С. Криницькому, кандидату

фiз.-мат. наук, доценту А. А. Ровенчаку, доценту В. М. Мигалю, кан-

дидату фiз.-мат. наук, доценту С. С. Пiх, кандидату фiз.-мат. наук,

доценту М. М. Стецку, кандидату фiз.-мат. наук, доценту Р. О. При-

тулi, кандидату фiз.-мат. наук асистенту В. С. Пастухову, асистенту

М. I. Самару, асистенту О. I. Григорчаку, викладачу А. Р. Кузьмаку,

викладачу Г. I. Паночко, iнженеру О. Ю. Кiктєвiй, старшому лаборан-

ту В. Яремi, аспiранту В. Васютi за цiкавi та плiднi дискусiї пiд час

семiнарiв та конференцiй.



СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

[1] Doplicher S. Spacetime quantization induced by classical gravity /

S. Doplicher, K. Fredenhagen, J. E. Roberts // Phys. Lett. B. —

1994. — Vol. 331, No. 1. — P. 39–44.

[2] Seiberg N. String theory and noncommutative geometry / N. Seiberg,

E. Witten // J. High Energy Phys. — 1999. — Vol. 1999, No. 09. —

Art. 032. — 92 p.

[3] Gamboa J. Noncommutative quantum mechanics / J. Gamboa,

M. Loewe, J. C. Rojas // Phys. Rev. D. — 2001. — Vol. 64, No. 6. —

Art. 067901. — 3 p.

[4] Gamboa J. Noncommutative quantum mechanics: The two-

dimensional central field / J. Gamboa, F. Méndez // Int. J. of Mod.

Phys. A. — 2002. — Vol. 17, No. 19. — P. 2555—2565.

[5] Nair V. P. Quantum mechanics on the noncommutative plane and

sphere / V. P. Nair, A. P. Polychronakos // Phys. Lett. B. — 2001. —

Vol. 505, No. 1-4. — P. 267–274.

[6] Bolonek K. On uncertainty relations in noncommutative quantum

mechanics / K. Bolonek, P. Kosiński // Phys. Lett. B. — 2002. —
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