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АНОТАЦIЯ

Пастухов В. С. Вплив скiнченних температур, вимiрностi простору

та домiшок на властивостi розрiджених бозе-систем. — Квалiфiкацiйна

наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математич-

них наук за спецiальнiстю 01.04.02 — теоретична фiзика, Львiвський на-

цiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2025.

Дисертацiйна робота привсячена актуальним проблемам фiзики ба-

гаточастинкових систем, якi можна реалiзувати на базi ультрахолодних

бозе-газiв. Зокрема, маються на увазi поведiнка макроскопiчної кiлькостi

бозе-частинок з ненульовим дипольним моментом; властивостi диполь-

них бозе-бозе сумiшей; унiверсальнi властивостi бозе-газiв i їх двокомпо-

нентних сумiшей у нижчих вимiрностях; термодинамiчнi характеристики

одновимiрних бозе-газiв з тричастинковою контактною взаємодiєю; стани

кiлькох бозонiв та колективнi збудження системи багатьох бозе-частинок

з тричастинковою взаємодiєю в зовнiшньому гармонiчному потенцiалi;

аналiзу загасання боголюбiвських збуджень при скiнченних iмпульсах

та температурах в просторах довiльно вимiрностi; використання 1/N -

розкладiв для розрахунку властивостей тривимiрних бозе-систем у всiй

областi температур, включно з температурою переходу Бозе-Айнштайна;

аналiзу поведiнки домiшок в сильноскорельованих бозе-рiдинах; власти-

востi бозе-поляронiв в нижчих вимiрностях та при скiнченних темпера-

турах.

Проведено аналiз точної iнфрачервоної структури одночастинкових

функцiй Грiна системи бозе-частинок з двочастинковою потенцiалом,

що мiстить анiзотропну диполь-дипольну взаємодiю та короткодiюче вiд-

штовхування. Знайдено строгий зв’язок параметрiв спектра низькоенер-
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гетичних фононiв при скiнченних температурах з макроскопiчними ха-

рактеристиками системи, як iзотермiчна сприйнятливiсть та анiзотропна

густина надплинної компоненти. Отримано ведучу асимптотику загаса-

ння фононiв при нульовiй температурi та встановлено загальний вигляд

ефективного гамiльтонiана, що опису низькоенергетичнi (низькотемпе-

ратурнi) властивостi дипольних конденсатiв. Розраховано ведучу низь-

котемпературну поведiнку розмиття бозе-конденсату для бозе-систем з

дипольною взаємодiєю. Записано рiвняння макроскопiчної гiдродинамi-

ки таких систем.

Результати, отриманi для однокомпонентних дипольних бозе-конден-

сатiв поширено на випадок двокомпонентних сумiшей. Знайдено точний

зв’язок параметрiв двох вiток спектра в довгохвильовiй границi з iзо-

термiчними сприйнятливостями та елементами матриць надплинних гу-

стин системи. Отримано ведучi, в iнфрачервонiй областi, асимптотики

поведiнки вершинних функцiй довiльного порядку, якi виникають в гi-

дродинамiчному пiдходi. Узагальнено, вiдомi з теорiї бозе-систем, точнi

спiввiдношення Гаворе-Нозьєра та Джозефсона на випадок бозе-сумiшей

частинок з ненульовим дипольним моментом. Для розрiджених бозе-

газiв, в однопетлевому наближеннi обчислено сприйнятливостi, елементи

матриць анiзотропних надплинних густин та розмиття бозе-конденсатiв

обох компонент при нульовiй температурi.

Обчислено термодинамiчнi характеристики, спектр колективних збу-

джень i їх загасання для квазiдвовимiрних дипольних бозе-систем у пас-

тцi, що обмежує рух частинок в напрямi поляризацiй дипольних момен-

тiв частинок.

Узагальнено метод Попова на випадок двокомпонентних сумiшей бозе-

частинок з короткодiючої двочастинковою взаємодiєю в двовимiрному

просторi. Зокрема, отримано ефективну гiдродинамiчну дiю та обчисле-
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но енергiю основного стану, густини бозе-конденсатiв та надплинних ком-

понент у випадку сильнорозрiдженої системи. Знайдено точнi, при низь-

ких температурах, показники одночастинкових матриць густини. Про-

аналiзовано, в пост-середньопольовому наближеннi, стiйкiсть сумiшi що-

до розшарування.

На прикладi двовимiрної системи бозонiв з контактною взаємодiєю

показано, що гiдродинамiчне формулювання теорiї бозе-систем прида-

тне для коректного опису термодинамiчних характеристик. Запропоно-

вано простий спосiб отримання точних спiввiдношень Тана, та розрахова-

но бозе-конденсат i параметр контакту розрiджених двовимiрних систем

бозе-частинок.

Запропоновано гiдродинамiчний опис одновимiрного бозе-газу части-

нок з тричастинковою короткодiючою взаємодiєю. Введено тричастинко-

вий параметр контакту та отримано аналог енергетичної теореми Тана

для бозонiв з тричастинковою взаємодiєю. Знайдено перших два члени

асимптотичного розкладу одночастинкової матрицi густини цiєї системи

на малих вiдстанях. В границi слабкої тричастинкової взаємодiї, обчи-

слено енергiю основного стану та параметр контакту системи в двопе-

тлевому наближеннi. Це дозволило зв’язати тричастинковий параметр

контакту з похiдною вiд енергiї системи за довжиною розсiювання трьох

частинок.

Знайдено точний розв’язок задачi трьох одновимiрних бозонiв з три-

частинковим контактним потенцiалом в зовнiшнiй гармонiчнiй пастцi.

Отримано теорема вiрiалу для неоднорiдної системи бозонiв з трича-

стинковою взаємодiєю. Для розрiдженої системи одновимiрних бозонiв з

тричастинковими вiдштовхувальними силами та в наближеннi локальної

густини, знайдено вiдношення частот найнижчої моди стиску та диполь-

ної моди.
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В найпростiшому наближеннi, проведено детальний розрахунок часу

життя боголюбiвських квазiчастинок при скiнченних iмпульсах i за скiн-

ченних температур. Результати застосовано для аналiзу систем в довiль-

нiй вимiрностi простору D. Показано, що для 3/2 < D < 4 елементарнi

збудження в розрiджених бозе-конденсатах є добре визначеними.

Використовуючи метод 1/N -розкладiв (де N — кiлькiсть iдентичних

компонент, що формують систему) у найпростiшому нетривiальному на-

ближеннi, розраховано термодинамiчнi та надплиннi характеристики три-

вимiрного бозе-газу з короткодiючим вiдштовхуванням мiж частинками.

Зокрема, показано, що температура переходу в надплинний стан виявляє

неаналiтичну залежнiсть вiд газового параметра an1/3 — лiнiйно зростає

при малих an1/3 , досягає максимуму при an1/3 ' 0.125, а потiм спадає,

стаючи вiд’ємною пiсля значення an1/3 ' 0.345. Розраховано темпера-

турнi залежностi розмиття бозе-конденсату та iзотермiчної стисливостi

для деяких значень газового параметра. Детально проаналiзовано пове-

дiнку густини надплинної компоненти та обчислено, з точнiстю до чле-

нiв 1/N , критичнi показники параметра порядку та надплинної густини.

Дослiджено стiйкiсть двокомпонентних бозе-систем щодо розшарування.

при скiнченних температурах. Показано, що температурно-стимульованi

флуктуацiї надконденсатних частинок стабiлiзують систему.

В однопетлевому наближеннi знайдено спектр домiшки, зануреної в

двовимiрну бозе-систему, в областi скiнченних температур. Зокрема, роз-

раховано енергiю занурення, ефективну масу та квазiчастинковий час

життя бозе-полярона. Розрахунок лишку домiшкової функцiї Грiна при

ненульових температурах виявив її неполюсну поведiнку у формi точки

галуження.

Запропоновано використання методу розкладу за велики N до задачi

про рiвноважнi властивостi домiшки в D-вимiрному (D > 2) бозе-газi
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при скiнченних температурах. Зокрема, обчислено довгохвильовi пара-

метри спектра бозе-полярона поблизу точки фазового переходу в бозе-

конденсатний стан та в границi малих бозон-домiшкових взаємодiй. По-

казано, що коли маса домiшкового атома вiдрiзняється вiд маси оточую-

чих частинок, енергiя занурення полярона та його час життя є скiнчен-

ними, в той час, як ефективна маса розбiгається, а лишок домiшкової

функцiї Грiна в околi полюса прямує до нуля. Запропоновано iнтерпре-

тацiю отриманих результатiв.

Пертурбативно, з точнiстю до двох петель, розраховано властивостi

спектра домiшки в одновимiрному бозе-середовищi. Зокрема, розглянуто

випадок слабонеiдеального бозе-газу, де можна використовувати гiдроди-

намiчний опис, та випадок газу Тонкса-Жирардо (безмежне двочастин-

кове вiдштовхування), який еквiвалентний фермi-газу тiєї ж густини.

Показано, що в обох випадках параметри спектра одновимiрного бозе-

полярона є добре визначеними, в той час, як квазiчастинковий лишок

швидко прямує до нуля навiть при скiнченних iмпульсах домiшки, що є

прямою ознакою катастрофи ортогональностi.

Дослiджено фазову дiаграму бозе-фермi сумiшей з утворенням ком-

позитних частинок: фермiонiв, що складаються з одного фермi-атома

i одного або двох бозе-атомiв. Показано iснування неєфiмовських три-

мерiв, i що така сумiш залишається термодинамiчно стiйкою навiть без

бозон-бозонного вiдштовхування. Продемонстровано спосiб пертурбатив-

ного розрахунку властивостей системи за малим параметром ε = 4−D.

Узагальнено середньопольову теорiю одновимiрних бозе-поляронiв на

випадок рухомих домiшок. Зокрема, отримано загальну формулу для

ефективної маси домiшки в бозе-системах, яка визначається профiлем

густини бозонiв в присутностi нерухомої домiшки. В рамках наближен-

ня середнього поля, розраховано параметри спектра домiшки зануреної
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в одновимiрну бозе-систему з дво-, та тричастинковою взаємодiєю, та

знайдено повну залежнiсть енергiї домiшки вiд її iмпульса в бозе-газi

зi слабкою попарною взаємодiєю мiж частинками. Отриманi результати

узагальнено на дво- та тривимiрний випадки.

Дослiджено сили Казимира, що виникають мiж статичними (безме-

жної маси) домiшками зануреними в бозе-конденсати. Виявлено немоно-

тонну залежнiсть iндукованого парного потенцiалу взаємодiї мiж важ-

кими частинками вiд температури.

Ключовi слова: конденсацiя Бозе-Айнштайна, дипольна взаємодiя, су-

мiшi бозе-газiв, спiввiдношення Тана, параметр контакту Тана, трича-

стинкова взаємодiя, метод 1/N -розкладу, бозе-конденсатна фракцiя, гу-

стина надплинної компоненти, бозе-полярон, катастрофа ортогонально-

стi, домiшка в газi Тонкса-Жирардо, ефект Єфiмова, ренормгрупа, ε-

розклад.
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ABSTRACT

Pastukhov V. S. Impact of finite temperatures, spatial dimensionality and

impurities on the properties of dilute Bose systems. — Manuscript copyright.

A thesis for a Doctor of Sciences degree on the specialty 01.04.02 —

Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2025.

The dissertation work is devoted to actual problems of physics of multi-

particle systems which can be realized on the basis of ultracold Bose gases.

In particular, the behavior of a macroscopic number of Bose particles with a

nonzero dipole moments; properties of dipole Bose-Bose mixtures; universal

properties of the Bose gases and their two-component mixtures in lower di-

mensions; thermodynamic characteristics of one-dimensional Bose gases with

three-body contact interaction; states of several bosons and collective exci-

tations of a many-boson system with three-particle interaction in the external

harmonic potential; analysis of the attenuation of the Bogoliubov excitations

at finite momenta and temperatures in spaces of arbitrary dimension; use of

the 1/N -expansion for the calculations of properties of the three-dimensional

Bose systems in the entire temperature range, including the Bose-Einstein

transition temperature; analysis of the behavior of impurities in the strongly

correlated Bose liquids; properties of the Bose polarons in lower dimensions

and at finite temperatures.

An analysis of the exact infrared structure of one-particle Green’s functi-

ons for the Bose particles with a two-particle potential containing an ani-

sotropic dipole-dipole interaction and a short-range repulsion is performed.

A strict relationship between the parameters of the spectrum of low-energy

phonons at finite temperatures and the macroscopic characteristics of the

system, such as isothermal susceptibility and anisotropic superfluid densi-

ty, was found. The leading-order asymptotics of phonon damping at zero
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temperature is obtained, and the general form of the effective Hamiltoni-

an, which describes the low-energy (low-temperature) properties of dipole

condensates, is established. The leading-order low-temperature behavior of

the Bose condensate depletion for Bose systems with dipole interaction is

calculated. The equations of macroscopic hydrodynamics of such systems are

written down.

The results obtained for one-component dipole Bose condensates are exten-

ded to the case of two-component mixtures. The exact connection of the

parameters of the two branches of the spectrum in the long-wavelength limit

with the isothermal susceptibilities and elements of the matrices of superfluid

densities of the system is found. The leading-order, in the infrared region,

asymptotics of various vertex functions, which arise in the hydrodynamic

approach, are obtained. The exact relations of Gavoret and Nozières and the

Josephson relation well-known from the theory of Bose systems, are generali-

zed on the case of Bose mixtures of particles with nonzero dipole moments.

The susceptibilities, the elements of matrices of anisotropic superfluid densiti-

es, and the Bose condensate depletion of both components at zero temperature

are calculated for Bose gases in the one-loop approximation.

The thermodynamic characteristics, the spectrum of collective excitations

and their damping for quasi-two-dimensional dipole Bose systems in a trap

that limits the motion of particles in the direction of the dipole polarizations

are calculated.

Popov’s method is generalized to the case of two-component mixtures of

Bose particles with the short-ranged two-body interaction in two dimensions.

In particular, the effective hydrodynamic action is obtained and the ground

state energy, the Bose condensate and superfluid densities in the case of

a dilute system are calculated. Accurate, at low temperatures, exponents

of one-particle density matrices were found. The stability of the mixture
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with respect to the phase-separation is analyzed in the beyond-mean-field

approximation.

Based on example of the two-dimensional system of bosons with contact

interaction, we show that the hydrodynamic formulation of the theory of

Bose systems is capable to capture a correct description of thermodynamic

characteristics. A simple method for obtaining of the exact Tan relations is

proposed, and the Bose condensate and the contact parameter of a dilute

system of the two-dimensional Bose particles are calculated.

The hydrodynamic description of one-dimensional Bose particles with

the three-body short-range interaction is proposed. The three-body contact

parameter is introduced and an analogue of Tan’s energy theorem is obtained

for bosons with three-body interaction. The first two terms of the asymptotic

expansion of the one-particle density matrix of this system at short distances

are found. In the limit of a weak three-body interaction, the ground state

energy and the contact parameter of the system are calculated in the two-

loop approximation. The latter allowed to connect the three-body contact

parameter to the derivative of energy of the system with respect to the three-

body scattering length.

An exact solution of the problem of three one-dimensional bosons with a

three-body contact potential in an external harmonic trap is found. The virial

theorem for an inhomogeneous system of bosons with a three-body interacti-

on is obtained. The ratio of the frequencies of the lowest compressional mode

and the dipole mode is found for a dilute system of one-dimensional bosons

with three-body repulsive forces in the local density approximation.

The detailed calculation of the lifetime of the Bogoliubov quasiparticles at

finite momenta and temperatures is performed in the simplest approximation.

The results are used to analyze systems in an arbitrary spatial dimension D.

It is shown that for 3/2 < D < 4 the elementary excitations in the dilute
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Bose condensates are well defined.

Using the 1/N -expansion (where N is the number of identical components

forming the system), the thermodynamic and superfluid characteristics of

three-dimensional Bose gas with short-range repulsion between particles are

calculated in the simplest non-trivial approximation. In particular, it is shown

that the transition temperature to the superfluid state demonstrates a non-

analytical dependence on the gas parameter an1/3: increases linearly at small

an1/3, reaches a maximum at an1/3 ' 0.125, and then decreases, becoming

negative above an1/3 ' 0.345. The temperature dependences of the Bose

condensate depletion and the isothermal compressibility for some values of

gas parameter are calculated. The behavior of the density of the superfluid

component is analyzed in detail and the critical exponents of the order

parameter and the superfluid density are calculated, up to terms of order

1/N . The stability of two-component Bose systems with respect to phase-

separation phenomenon at finite temperatures has been investigated. It has

been shown that temperature-stimulated fluctuations of non-condensed parti-

cles stabilize the system.

The spectrum of an impurity immersed in a two-dimensional Bose system

in the finite-temperatures region was found in the one-loop approximation. In

particular, the binding energy, the effective mass and the quasiparticle lifeti-

me of the Bose polaron were calculated. Calculations of the impurity Green’s

function residue at nonzero temperatures revealed its non-pole behavior in

the form of a branching point.

The use of the large N -expansion to the problem of the equilibrium

properties of an impurity in a D-dimensional (D > 2) Bose gas at finite

temperatures is proposed. In particular, the long-wavelength parameters of

the Bose-polaron spectrum in the close vicinity of the Bose-Einstein condensati-

on transition point and in the limit of small boson-impurity interactions are
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calculated. It is shown that when the mass of an impurity atom differs from

the mass of the surrounding particles, the binding energy of the polaron and

its lifetime are finite, while the effective mass diverges and the residue of the

impurity Green’s function near the pole falls to zero. Interpretation of the

obtained results is presented.

The properties of the impurity spectrum in a one-dimensional Bose medi-

um are calculated perturbatively in the two-loops approximation. In parti-

cular, we considered the case of a weakly imperfect Bose gas, where a hydrody-

namic description can be used, and the Tonks-Girardeau gas (infinite two-

particle repulsion), which is equivalent to a Fermi gas of the same density. It is

shown that in both cases the parameters of the spectrum of one-dimensional

Bose polaron are well defined, while the quasiparticle residue quickly goes

to zero even at finite impurity momenta, which is a direct signature of the

orthogonality catastrophe.

The phase diagram of Bose-Fermi mixtures with the formation of composi-

te particles: fermions consisting of one Fermi atom and one or two Bose atoms

is studied. The existence of non-Efimov trimers is shown, and that such a mi-

xture remains thermodynamically stable even without boson-boson repulsi-

on. A method for perturbative calculation of the properties of the system in

terms of a small parameter ε = 4−D is demonstrated.

The generalization of the mean-field theory of one-dimensional Bose pola-

rons on the case of mobile impurities is presented. In particular, a general

formula for the impurity effective mass, which is determined by the boson

density profile in the presence of motionless impurity, is obtained. The para-

meters of spectrum of an impurity immersed in the one-dimensional Bose

system with two- and three-particle interactions were calculated, and the

full dependence of the impurity energy on its momentum in Bose gas with

weak pairwise interaction between particles was found by means of the mean-
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field approximation. The obtained results are generalized to two- and three-

dimensional cases.

The Casimir forces arising between static (infinite mass) impurities immer-

sed in Bose condensates were investigated. A nonmonotonic dependence of

the induced pair interaction potential between heavy particles on temperature

was revealed.

Key words: Bose-Einstein condensation, dipole interaction, Bose gas mi-

xtures, Tan’s relations, Tan’s contact, three-body interaction, 1/N -expansion,

Bose-condensate fraction, superfluid density, Bose polaron, impurity in Tonks-

Girardeau gas, orthogonality catastrophe, Efimov effect, renormalization group,

ε-expansion.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Вже майже 30 рокiв, вiд першого спостережен-

ня Бозе-Айнштайнiвської конденсацiї атомiв лужних металiв [1, 2], систе-

ми на базi ультрахолодних газiв активно вивчаються експериментально

i теоретично. Цей прогрес дозволив спостерiгати, як вже вiдомi прояви

квантовомеханiчної природи мiкросвiту в таких макроскопiчних явищах,

як надплиннiсть, надпровiднiсть, магнетизм тощо, так i вiдкрити низку

до того невiдомих ефектiв в багаточастинкових системах. Фактично си-

стеми охолоджених розрiджених газiв [3] слугують унiверсальними кван-

товими симуляторами, де можливiсть проектування одночастинкових га-

мiльтонiанiв в оптичних пастках у поєднаннi з керуванням мiжчастинко-

вими взаємодiями за допомогою фешбахiвських резонансiв дозволяє не

лише спрощено змоделювати явища фiзики твердого тiла та хiмiї, але й

передбачити суттєво новi стани матерiї.

В контекстi дисертацiйної роботи, найбiльш цiкавими експеримента-

ми видаються реалiзацiя квантово-крапельного стану на бозе-системах з

диполь-дипольною взаємодiєю [4, 5] та у двокомпонентних сумiшах [6, 7]

бозе-частинок, спостереження домiшкових станiв в одновимiрних [8] та

в тривимiрних [9, 10] бозе-газах, спостереження [11–13] унiверсальностi

ефекту Єфiмова, тощо.

Нещодавнi експерименти з холодними газами атомiв, що мають вели-

кий магнiтний дипольний момент, такi як, 164Dy [4] та 166Er [5], фактично

вiдкрили новий стан матерiї, де надплиннiсть спостерiгається одночасно

з просторовим впорядкуванням системи, i який повнiстю завдячує своєму

iснуванню квантовим ефектам. Саме завдяки ним колапсуюча система

бозе-частинок з впорядкованими в одному напрямi дипольними момен-

тами стабiлiзується у формi крапель (з порядку 103 атомiв у кожнiй)

високої густини. Кожна з яких володiє надплинними властивостями, а
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наявнiсть дипольного моменту в крапель зумовлює їх просторове впо-

рядкування.

Така кроссоверна поведiнка — вiд газу малої густини до крапель не

ван-дер-Ваальсових рiдин [14] не є одиничним проявом квантовомеханi-

чної стабiлiзацiї в системах на базi холодних газiв. Одразу пiсля експе-

риментiв з дипольними конденсатами, схожi фази виявили в двокомпо-

нентних системах бозе-частинок [6, 7]. Примiтно, що у випадку бозонних

сумiшей цей стан було спочатку передбачено теоретично [15]. Кiлькiсть

посилань на цю роботу стрiмко зростає, а умови виникнення та параме-

три квантових крапель в бозе-бозе сумiшах нижчої вимiрностi вже також

знайдено [16, 17].

Перспективними, в контекстi потенцiйної строкатостi фазової дiагра-

ми, видаються сумiшi бозе-газiв атомiв з ненульовими магнiтними мо-

ментами однiєї або й двох компонент. Експериментальну реалiзацiю та-

ких сумiшей опублiковано кiлька рокiв тому [18], але для спостережен-

ня квантово-крапельного стану потрiбне тонке налаштування параметрiв

системи, зокрема взаємодiй. Буквально кiлька рокiв тому було опублi-

ковано [19] спостереження гетероядерних магнiтних резонансiв Фешба-

ха в деяких сумiшах iзотопiв ербiю та диспрозiю, що володiють вели-

кими магнiтними моментами. Цi експерименти створюють передумови

для використання таких резонансiв при налаштуваннi параметрiв мiжча-

стинкового розсiювання, i вiдповiдно, дозволять спостерiгати квантово-

крапельний стан дипольних сумiшей, де два механiзми колапсу конку-

руватимуть зi стабiлiзуючою дiєю квантових флуктуацiй.

Сучасна експериментальна технiка буквально дозволяє вести спосте-

реження за одиничними атомами в середовищах квантових багаточа-

стинкових систем [20], що стало основою для реалiзацiї [9, 10], так званих,

бозе-поляронiв — домiшкових атомiв занурених в бозе-конденсати. Тео-

ретичне вивчення властивостей домiшок в бозе-системах активно велось
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i до того [21–30], але цi експерименти однозначно дали подальший по-

штовх, зокрема, до дослiдження появи унiверсальної тричастинкової фi-

зики у цих системах [31–33]; до розгляду низьковимiрних бозе-поляронiв,

як одно- [34–37], так i двовимiрних [38–40]; до аналiзу поведiнки до-

мiшок в розрiджених бозе-газах при скiнченних температурах [41–43].

В нещодавнiх експериментах [44] вдалось реалiзувати домiшки в май-

же iдеальному бозе-газi при скiнченних температурах. Вимiрянi параме-

три спектра бозе-поляронiв для рiзних величин взаємодiї вказують на

те, що квазiчастинковий опис стає некоректним в областi високих тем-

ператур. Останнiй факт дає всi пiдстави вважати, що низьковимiрним

бозе-поляронам теж не буде притаманна квазiчастинкова поведiнка при

ненульових температурах.

Актуальними на сьогоднi є задачi пошуку кiлькачастинкових зв’яза-

них станiв [45–48] одновимiрних систем з дво- та притягальною трича-

стинковою взаємодiями. У вiдштовхувальному випадку, тричастинкова

взаємодiя в одному просторовому вимiрi приводить до появи, так званої,

квантової аномалiї [49].

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами,

темами. Дисертацiйна робота виконана у Львiвському нацiональному

унiверситетi iменi Iвана Франка та згiдно держбюджетних тем Фф-110Ф

“Новi ефекти у квантових рiдинах i газах та системах з деформованою

алгеброю Гайзенберґа” (2012–2014 рр., номер держреєстрацiї 0112U001275),

Фф-30Ф “Класичнi i квантовi системи з нестандартними комутацiйними

спiввiдношеннями i статистиками” (2016–2018 рр., номер держреєстрацiї

0116U001539), Фф-31Ф “Роль кiлькачастинкових ефектiв у формуван-

нi властивостей макроскопiчних систем в обмежених геометрiях” (2022–

2024 рр., номер держреєстрацiї 0122U001514).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розроб-

ка нових пiдходiв, якi б з одного боку дозволяли встановлювати точнi
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спiввiдношення в теорiї, а з iншого — наближено вивчати властивостi

систем багатьох частинок. В цьому контекстi, до задач дослiдження слiд

вiднести бозе-гази з рiзними типами короткодiючих взаємодiй в просто-

рах нижчої вимiрностi, дипольнi бозе-конденсати та їх двокомпонентнi

сумiшi.

Завданням вивчення домiшок в три- та низьковимiрних бозе-системах

було створення простих i ефективних методiв, якi б дозволяли описува-

ти бозе-полярони для всiх значень бозон-домiшкової взаємодiї, але не

потребували значних машинних ресурсiв.

Окремим завданням дослiдження було послiдовне застосування ме-

тоду 1/N -розкладiв для чисельного розрахунку рiвноважних властиво-

стей тривимiрних бозе-систем i їх сумiшей при скiнченних температурах

включно з точкою бозе-конденсацiї.

Сили Казимира, що виникають мiж домiшками в бозе-конденсатах i

точно дослiдженнi в iдеальних газах при скiнчених температурах.

Задачi з появою композитних частинок мали на метi з’ясувати умови

появи останнiх, а також з’ясування їх роль у формуваннi властивостей

макроскопiчних систем.

Об’єктом дослiджень є системи макроскопiчного числа квантових

частинок, в тому числi, рiзного сорту та одиничнi атоми в розрiджених

бозе-конденсатах.

Предметом дослiджень є термодинамiчнi та надплиннi характе-

ристики бозе-систем та їх сумiшей в просторах рiзної вимiрностi, параме-

три спектра бозе-поляронiв, сили Казимира мiж статичними частинками,

кiлькачастинковi зв’язанi стани.

Для досягнення зазначеної мети використано такi методи дослi-

джень: для вивчення дипольних бозе-конденсатiв — метод iнтегралiв за

траєкторiями в гiдродинамiчному формулюваннi, дiаграмнi методи вико-

ристовувались для розрахунку функцiй Грiна домiшок в бозе-середовищах,
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для дослiдження низьковимiрних бозонiв — методи ефективної теорiї

поля, метод 1/N -розкладiв застосовано для аналiзу властивостей три-

вимiрних бозе-систем при скiнченних температурах, у задачах про бозе-

полярони — наближення середнього поля, t-матричнi пiдходи — у зада-

чах зi статичними домiшками в бозе-конденсатах, реноргруповi та мето-

ди ефективної теорiї поля — для дослiдження умов появи композитних

частинок i у пов’язаних з ними задачах.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi

отримано низку нових результатiв, що стосуються низькотемпературної

поведiнки дипольних бозе-систем та їх сумiшей, властивостей бозонiв у

нижчих вимiрностях, спектрiв домiшкових атомiв занурених у розрiдже-

нi бозе-гази рiзної вимiрностi i у всiй областi температур.

1. Для великого числа бозонiв з ненульовим дипольним моментом впер-

ше отримано ряд асимптотично точних спiввiдношень для спектра

та загасання квазiчастинок у довгохвильовiй областi, явний вигляд

ведучого низькотемпературного внеску у розмиття конденсату, отри-

мано рiвняння макроскопiчної гiдродинамiки.

2. У випадку сумiшей дипольних бозе-конденсатiв знайдено точний

зв’язок мiж поведiнкою вершинних функцiй в iнфрачервонiй обла-

стi з макроскопiчними вимiрювальними характеристиками системи.

Отримано загальний вигляд анiзотропних швидкостей звуку двох

вiток спектра.

3. Обґрунтовано застосовнiсть гiдродинамiчного формулювання в ме-

тодi iнтегралiв за траєкторiями для розрахункiв термодинамiчних

та надплинних властивостей бозе-систем. В наближеннi Боголюбова

розраховано частку бозе-конденсату та матрицю надплинних густин

двовимiрної бозе-сумiшi iз короткодiючим вiдшовхуванням. Знайде-

но зв’язок мiж матрицею надплинних густин та показниками одно-
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частинкових матриць густини у фазi BKT.

4. Вперше отримано точнi унiверсальнi спiввiдношення для одновимiр-

них бозе-газiв з тричастиковою взаємодiєю. Проаналiзовано можли-

вiсть виявлення тричастинкових сил в експериментах з ультрахоло-

дними бозе-газами в пастцi.

5. Вперше розраховано час життя елементарних збуджень зi скiнчен-

ними iмпульсами в D-вимiрному розрiдженому бозе-газi у всiй обла-

стi температур.

6. Встановлено, що метод 1/N -розкладiв в своєму найпростiшому на-

ближеннi, здатний коректно описати температурну поведiнку тер-

модинамiчних функцiй, бозе-конденсатної фракцiї та надплинної гу-

стини, а також передбачити поведiнку критичної температури бозе-

газiв з короткодiючим вiдштовхуванням мiж частинками; а у випад-

ку бозонних сумiшей — передбачити ефект температурної стабiлiза-

цiї щодо розшарування.

7. Вперше показано, що спектральна густина домiшкових частинок в

двовимiрних бозе-газах за скiнченних температур нижчих переходу

Березiнського–Костерлiца–Таулесса має нелоренцiвський характер

в околi пiку. Схожа поведiнка домiшкової функцiї Грiна знайдена

й у випадку атома, зануреного в бозе-газ поблизу точки фазового

переходу в надплинний стан.

8. Вперше проаналiзовано загальнi риси поведiнки домiшкового ато-

ма в одновимiрному бозе-газi з дво- та тричастинковою взаємодiєю.

Вперше отримано загальну формулу для середньопольової ефектив-

ної маси домiшкового атома у бозе-газi довiльнiй вимiрностi. Знайде-

но точну, в межах наближення середнього поля, залежнiсть енергiї
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одиничної домiшки в розрiдженому одновимiрному бозе-газi вiд її

iмпульсу.

9. Вперше передбачено єфiмовську поведiнку зв’язаних станiв в секто-

рах з чотирма та п’ятьма частинками для системи бозонiв з трича-

стинковою контактною взаємодiєю у дробових вимiрностях.

10. Вперше знайдено температурнi залежностi сил Казимира, що вини-

кають мiж важкими домiшками зануреними в три- та квазiдвови-

мiрний iдеальнi бозе-гази.

Практичне значення одержаних результатiв. Виконанi дослi-

дження мають фундаментальний характер.

Результати отриманi для низькоенергетичної поведiнки квазiчастинок

в дипольних бозе-конденсатах можуть були використанi для iнтерпрета-

цiї вимiрювань динамiчних та статичних структурних факторiв системи.

Розрахунки енергiї основного стану та матрицi надплинних густин

двокомпонентних бозе-систем з дипольною взаємодiєю мiж частинками

можна використати для з’ясування умов виникнення та розрахунку па-

раметрiв квантово-крапельного стану таких систем. Експерименти в цьо-

му напрямi вже проводяться.

Результати, що стосуються поведiнки одновимiрних бозонiв з трича-

стинковою взаємодiєю можуть бути корисними для експериментального

виявлення тричастинкових сил i з’ясування їх ролi у формуваннi вла-

стивостей макроскопiчних бозе-систем.

Передбачена поведiнка двовимiрних бозе-поляронiв при низьких тем-

пературах, та тривимiрних в околi точки Бозе-Айнштайнiвської конден-

сацiї потенцiйно може спостерiгатись в експериментах з холодними газа-

ми.

Температурна стабiлiзацiя двокомпонентних бозе-систем може бути

використана при плануваннi майбутнiх експериментiв.
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Обчисленi в роботi ефективнi, iндукованi бозе-газами потенцiали вза-

ємодiї мiж важкими домiшками потенцiйно можуть використовуватись

при проектуваннi квантових пристроїв.

Результати роботи будуть використаннi автором в курсi для магiстрiв

“Вибранi питання квантової статистичної механiки” та при читаннi ле-

кцiй аспiрантам.

Особистий внесок здобувача. Всi викладенi в дисертацiї результа-

ти отримано автором самостiйно або за його безпосередньої участi. Працi

[50–62], написанi без спiвавторiв. У статтях з О. Григорчаком [63–66] i Г.

Паночко [67] здобувачевi належить постановка задач, а також виведення

кiнцевих формул: для стiйкостi сумiшей [63], густини надплинної компо-

ненти [64], для бозе-конденсату та iзотермiчної сприйнятливостi [65], для

1/N -поправки до критичної температури та її аналiтичний розрахунок

в двох граничних випадках [66], для ефективної маси 1D бозе-полярона

та енергiї домiшки при ненульових iмпульсах [67]. У роботi з П. Конєтi-

ним [68] здобувачевi належить постановка задачi, iдея перенормування

“голої” константи взаємодiї, виведення формул для густин конденсату

та надплинної компоненти, розрахунок показникiв одночастинкових ма-

триць густини. В статтi у спiвавторствi з М. Валiєнте [69], здобувачевi

належить виведення вiрiальної теореми. В [70], здобувач здiйснив роз-

рахунок ефективної маси атомiв He-4. У [71, 72] здобувачевi належить

постановка задач, виведення формули для середньопольової ефективної

маси домiшкового атома в довiльнiй вимiрностi простору [72], узагальне-

ння формул для домiшок в унiтарному бозе-газi [71]. У статтях з Г. Па-

ночко [73, 74] належить постановка задач, результати для двох домiшок

у [73] та для двовимiрного випадку в [74]. У статтях з О. Григорчаком

[75–77] постановка задач, виведення формул у [75], квазiдвовимiрний ви-

падок у [76], i результати з бiльшiстю фермiонiв у фазi з димерами [77].

У роботi з А. Нiколаєвою [78] паралельний вивiд формул i чисельнi ре-
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зультати.

Результати усiх статей, їхню iнтерпретацiю та застосовнiсть викори-

станих пiдходiв спiвавтори обговорювали на паритетних засадах.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-

цiйної роботи автор особисто доповiдав на таких конференцiях:

• Bogolyubov Conference “Problems of Theoretical Physics” dedicated to

the 50th anniversary of the Bogolyubov Institute for Theoretical Physics

of the NAS of Ukraine (Kyiv, Ukraine 2016);

• 7th International Conference “Physics of Liquid Matter: Modern Problems”

(Kyiv, Ukraine 2016);

• “Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Gora – Lviv” (Zi-

elona Gora, Poland 2016);

• “Workshop on Current Problems in Physics”, (Lviv, Ukraine 2018);

• “The 5th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applicati-

ons”, dedicated to the 110th anniversary of the birth of M.M. Bogolyubov

(Lviv, Ukraine 2019);

• “Рiздвянi дискусiї 2023” (Львiв, Україна 2023).

Також поданi в роботi результати обговорювались на наукових семiна-

рах кафедри теоретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету

iменi Iвана Франка, семiнарах Лабораторiї статистичної фiзики складних

систем Iнституту фiзики конденсованих систем НАНУкраїни (2019-2024)

та були темами звiтних конференцiй ЛНУ (2014–2024).

Публiкацiї. Перелiк публiкацiй налiчує 29 статей. Зокрема, з них 9

статей вiднесенi до квартилю Q1 [50, 52, 58, 59, 61, 62, 69, 73, 77]; 13

статей вiднесенi до квартилю Q2 [53, 54, 56, 57, 60, 65–68, 71, 72, 74, 75];

5 статей вiднесенi до квартилю Q3 [55, 63, 64, 70, 76]; 1 стаття вiднесена

до квартилю Q4 [51]. Цi 28 робiт iндексуються мiжнародними наукоме-

тричними базами Web of Science та/або Scopus. Стаття [78] опублiкована
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в науковому фаховому виданнi України. Додатково внесено також 8 тез

доповiдей на конференцiях.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

з анотацiї, вступу, семи роздiлiв, загальних висновкiв, списку використа-

них лiтературних джерел iз 485 бiблiографiчних посилань. Обсяг дисер-

тацiї становить 428 сторiнки, в тому числi 102 рисунки.



39

РОЗДIЛ 1

СТАНОВЛЕННЯ I СУЧАСНИЙ СТАН

ДОСЛIДЖЕНЬ

Системи ультрахолодних атомiв в пастках [79] забезпечують унiвер-

сальну платформу для спостереження iнтригуючих явищ в кiлька- та ба-

гаточастинкових системах. Експериментальна реалiзацiя Бозе-Айнштай-

нiської конденсацiї бiльш нiж чверть столiття тому [1, 2] фактично вiд-

крило новий напрям у фiзицi багаточастинкових систем. Короткодiючий

характер сил в ультрахолодних газах дозволив, з одного боку, спрощено

змоделювати ряд процесiв, якi вiдбуваються у конденсованих середови-

щах та перевiрити вже вiдомi методи i пiдходи квантової статистики, а

з iншого, виявити низку до того невiдомих ефектiв та явищ в багаточа-

стинкових системах.

Далеко неповний список включає теоретичне та експериментальне до-

слiдження низьковимiрних бозе- та фермi-систем, зокрема, одновимiр-

них [80, 81] та двовимiрних [82]; спостереження [11–13] ефекту Єфiмова

[83], теоретичне передбачення квантово-крапельного стану в тривимiр-

них [15], двовимiрних [16] та одновимiрних [17] двокомпонентних сумi-

шах бозе-газiв; експериментальне спостереження [4, 5] стабiлiзацiї кола-

псуючої бозе-системи з дипольною взаємодiєю мiж частинками та бозе-

поляронiв [9, 10] у всiй областi змiни параметрiв бозон-домiшкового по-

тенцiалу.

Експериментальна реалiзацiя конденсацiї Бозе-Айнштайна атомiв з

великими магнiтними моментами, такими як хром (52Cr) [84, 85] i остан-

нiм часом диспрозiум (164Dy) [86] та ербiй (168Er) [87] стимулювала iнтен-
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сивнi теоретичнi дослiдження цих систем. Першi статтi [88–90] з оглядом

теоретичних результатiв у цьому напрямi вийшли з друку бiльш нiж де-

сятилiття тому, а поєднання анiзотропної диполь-дипольної взаємодiї та

короткодiючого вiдштовхування призводить до захоплюючих властиво-

стей дипольних конденсатiв. Зокрема, потрiбно враховувати особливостi

розсiяння двох диполiв при малих енергiях, що неодмiнно приводить до

необхiдностi введення анiзотропного псевдопотенцiала навiть у випадку

розрiджених систем.

Наявнiсть порiвняно сильної диполь-дипольної взаємодiї вiдобража-

ється на iнших особливостях поведiнки дипольних бозе-конденсатiв, а

саме до анiзотропного спектра елементарних збуджень з ротонним хара-

ктером [91], залежних вiд напрямку руху надплинних властивостей при

скiнченних температурах, або в часозалежних потенцiалах [92]. Iншим

наслiдком присутностi дипольної взаємодiї є формування [93] стабiльних

солiтонiв у двовимiрному випадку, якi не реалiзуються в системах з ви-

ключно контактною взаємодiєю. В тiй ж роботi вивчено зiткнення двох

солiтонiв i продемонстровано, що процес розсiяння не є пружнiм. Схожих

висновкiв дiйшли i автори роботи [94], де розглянуто випадок квазiдво-

вимiрної геометрiї i дещо послаблено вимоги до параметрiв системи для

експериментального спостереження солiтонiв.

Врахування, так званих, квантових флуктуацiй (фактично мова йде

про доданкiв поза межами наближення середнього поля) призводить до

iснування двох типiв основного стану [95] в бозе-конденсатах з диполь-

ною взаємодiєю в зовнiшньому гармонiчному потенцiалi. Там можуть

виникати двi стабiльнi конфiгурацiї системи: стан з розрiдженим нео-

днорiдним конденсатом i високогустинний стан з утворенням крапель.

У деяких конфiгурацiях зовнiшнього потенцiалу, спектр колективних

мод дипольних конденсатiв демонструє ротонний характер, зокрема в
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одновимiрних системах [96], iз породженим лазерним променем диполь-

дипольної взаємодiєю, та в квазiдвовимiрних [97] бозе-конденсатах в пас-

тках типу млинця (pancake trap). Цi збудження передбачають [98] iснува-

ння аномальних флуктуацiї числа атомiв, що може слугувати iдентифi-

катором ротонiв в експериментах з дипольними конденсатами. В статтi

[99] показано, що неоднорiднiсть квазiдвовимiрної гармонiчної пастки з

великим спiввiдношенням частот призводить до просторового конфайн-

менту ротонiв, що є вирiшальним для розумiння їх нестабiльностi.

Ще однiєю цiкавою особливiстю наявностi вже згаданої максон-ротон-

ної поведiнки спектра елементарних збуджень [97] квазiдвовимiрних ди-

польних конденсатiв навiть у найпростiшому наближеннi Боголюбова є

те, що бєляєвське загасання цих квазiчастинок зникає в областi ротон-

ного мiнiмуму [100]. Загалом, є подавленим [101] i загасання у фононнiй

областi через нехарактерну для бозе-систем поведiнку спектра елемен-

тарних збуджень в довгохвильовiй границi. Бiльш того, наявнiсть ротон-

ної поведiнки призводить до модифiкацiї статичних [102] та динамiчних

[103] структурних факторiв, якi можна вимiряти за допомогою бреггiв-

ської спектроскопiї в експериментах з бозонами з дипольною взаємодiєю

мiж частинками.

Збудження з енергiєю, близькою до подвоєної ротонної щiлини, не-

стiйкi до спонтанного розпаду на два ротони [104], що веде до iснування

точки закiнчення в спектрi при дуже низьких температурах, яка, тим

не менше, ще не спостерiгалося в експериментах з квазiдвовимiрними

дипольними бозе-газами. Збудження ротонного типу також теоретично

передбачено в квазiдвовимiрному бозе-конденсатi з квадрупольною вза-

ємодiєю мiж частинками [105].

На вiдмiну вiд систем в пастцi, де навiть повнiстю дипольний бозе-

газ можна реалiзувати за допомогою сильного гармонiчного потенцiалу,
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який обмежує систему в площинi, перпендикулярнiй зовнiшньому магнi-

тному (електричному) полю [106, 107] для стабiлiзацiї тривимiрних одно-

рiдних конденсатiв з диполь-дипольною взаємодiєю необхiдне вiдштов-

хування мiж частинками на малих вiдстанях. На щастя, величину цього

вiдштовхування можна налаштувати за допомогою резонансiв Фешбаха,

що дозволяє вивчити динамiку колапсу та розширення дипольних кон-

денсатiв [108]. Причину, що лежить в основi стабiлiзацiї, можна легко

зрозумiти навiть на рiвнi наближення середнього поля. У цьому набли-

женнi, яке акуратно описує лише розрiдженi системи, умова стiйкостi

повнiстю контролюється знаком нульової компоненти фур’є-образу ефе-

ктивного двочастинкової взаємодiї. Хоча цей потенцiал функцiонально

залежить вiд одновимiрного профiлю густини в напрямi просторового

обмеження, але принаймнi слабковзаємодiючi квазiдвовимiрнi дипольнi

бозе-системи завжди стабiльнi.

Зазвичай вважалось [109, 110], що властивостi бозе-систем з диполь-

ною взаємодiєю можна зрозумiти на рiвнi наближення середнього поля.

Зокрема, воно добре вiдтворює профiль густини бозонiв у зовнiшнiх по-

лях i якiсно правильно описує їх динамiку в границi сильного розрiдже-

ння i далеко вiд областi розшарування.

Проте, експериментальне спостереження ротонної нестiйкостi, а та-

кож утворення стiйких квантових крапель [4] в диспрозiєвих (164Dy) ди-

польних бозе-конденсатах порушило цi уявлення, вказуючи на визна-

чальну роль квантових флуктуацiй детально дослiджених в роботi Лiми

та Пельстера [111, 112]. Цей ефект стабiлiзацiї, неможливо зрозумiти на

рiвнi середнього поля, i для свого пояснення потребує врахування вне-

скiв поза межами цього наближення [113]. Зокрема, було запропоновано

два iдейно рiзнi механiзми стабiлiзацiї: перший [114, 115] враховував пря-

му тричастинкову взаємодiю мiж бозонами, а другий — ефекти вiд Лi-



43

Хуанг-Янгiвської поправки на енергiю основного бозонiв. В скорому часi

довелось вiдмовитись вiд першої iдеї [116], а детальний чисельний роз-

рахунок з врахуванням квантових флуктуацiй [117] дуже добре описав

наявну експериментальну ситуацiю та дав можливiсть не тiльки оцiнити

оптимальнi розмiри крапель, але й знайти їх розподiл за кiлькiстю ча-

стинок. Цi висновки загалом пiдтвердились результатами Монте-Карло

симуляцiй [118]. Важливими наслiдками цих розрахункiв є не лише до-

ведення, що квантова природа цих систем стабiлiзує колапс дипольних

конденсатiв, але й той факт, що наближенi методи, в областi значень

параметрiв недосяжних для них, якiсно правильно описують поведiнку

бозонiв з дипольною взаємодiєю.

Ситуацiя стає бiльш складною, але не менш цiкавою у випадку, ко-

ли вiсь поляризацiї диполiв утворює ненульовий кут iз напрямком гео-

метричного обмеження. Цей режим так званого нахиленого дипольного

бозе-конденсату включає виникнення залежних вiд напрямку надплин-

них властивостей [92], нетиповий ефективний потенцiал взаємодiєю мiж

вихорами [119], який є суттєво вiдмiнним у бозе-конденсатах з диполь-

ною взаємодiєю. Ще однiєю характеристикою бозе-диполiв з нахиленою

вiссю поляризацiї є наявнiсть квантового фазового переходу до смужко-

вої фази [120] з далекосяжним порядком при великих кутах нахилу ди-

польних моментiв i густих систем. Цим системам притаманнi анiзотропiя

структурних функцiй [121] та спектра з максонно-ротонною поведiнкою

[122, 123].

При скiнченних температурах розрахунки властивостей дипольних

бозе-газiв ускладнюються, навiть у нормальнiй фазi [124], де в межах

наближення хаотичних фаз обговорюються роль диполь-дипольної взає-

модiї та геометрiї пастки на термодинамiчну стiйкiсть системи. Власти-

востi квазiдвовимiрних дипольних бозе-систем при скiнченних темпера-
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турах дослiджено в [125] в рамках, так званого, пiдходу Хартрi–Фока–

Боголюбова. В [126], автори узагальнили наближення класичного поля,

вiдоме в теорiї надплинних систем з короткодiючим вiдштовхуванням

мiж частинками, на випадок анiзотропних двочастинкових потенцiалiв.

Повнiстю двовимiрний дипольний бозе-газ з пом’якшеною взаємодiєю у

контекстi опису поляризованих екситонiв розглядався в роботi [127] за

допомогою дiелектричного формалiзму. При скiнченних температурах

наявнiсть ротонного мiнiмуму також змiнює властивостi загасання Лан-

дау як в фононнiй, так i максонно-ротоннiй областi спектра збуджень.

Послiдовна мiкроскопiчний розгляд цього питання в найпростiшому на-

ближеннi був виконаний в роботi [128].

Цiкавою, але менш вивченою є поведiнка бозе-сумiшей дипольною вза-

ємодiєю частинок обох сортiв. Згiдно результатiв роботи [129], де аналiз

виконано в наближеннi локальної густини з врахуванням лише середньо-

польових внескiв у рiвняннi Гросса-Пiтаєвського, та залежно вiд пара-

метрiв системи, фазова дiаграма бiнарних дипольних бозе-конденсатiв

характеризується чергуванням термодинамiчно стабiльних та нестабiль-

них областей. Аналiз проведений в [130] сумiшi, де атоми лише однiєї з

компонент володiють дипольним моментом виявив, що на поверхнi спiв-

iснування двох пiдсистем спонтанно формуються структури, подiбнi до

тих, що утворюються в магнiтнiй рiдинi, пiд дiєю зовнiшнього магнiтного

поля. Складнi тривимiрнi структури дослiджувались в двокомпонентних

дипольних конденсатах вивчались [131], де автори дещо уточнили умови

розшарування таких систем в зовнiшньому гармонiчному потенцiалi.

Також широко вивченi властивостi основного стану низьковимiрних

систем. Умови переходу ‘незмiшування-змiшування’ дипольних конден-

сатiв дослiджено чисельними методами у випадку одновимiрної [132] та

двовимiрної [133] геометрiй пасток. У квазiдвовимiрному випадку, де на-
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явнiсть диполь-дипольної взаємодiї призводить до максон-ротонного спе-

ктра елементарних збуджень, двокомпонентна дипольна бозе-система де-

монструє специфiчне фазове розшарування [134], викликане пом’якшен-

ням ротонної моди. Цi висновки базуються на чисельних симуляцiях си-

стеми зв’язаних рiвнянь Гросса-Пiтаєвського для двокомпонентних бозе-

конденсатiв частинок з ненульовим дипольним моментом, i цiкаво, що

вони в загальних рисах узгоджуються з результатами теорiї Боголюбо-

ва.

Далекодiючий характер дипольної двочастинкової взаємодiї є вiдпо-

вiдальним за створення солiтонiв з великою кiлькiстю атомiв [135]. На-

вiть для бiнарного бозе-конденсату, який мiстить лише одну дипольну

компоненту, виявлено рiзноманiтнi нетривiальнi фази, включаючи нову

квантово-вихрову фазу [136] в системi, що обертається та стiйку фазу

суперсолiду (supersolid phase) [137] в системi на квадратнiй гратцi.

Спостереження [4, 5] формування крапель в диспрозiєвому (164Dy) та

ербiєвому (166Er) конденсатах неодмiнно стимулювали подальшi дослi-

дження дипольних бозе-систем. Цi експерименти вiдкрили iнтригуючу

фазу системи, коли надплиннiсть супроводжується порушеною трансля-

цiйною iнварiантнiстю. Власне, вони виявили роль квантових флуктуа-

цiй [117, 118] у формуваннi нових станiв матерiї.

Сумiшi дипольних бозе-конденсатiв п’яти iзотопiв Er-Dy вже реалiзо-

вано експериментально [18]. Перше повiдомлення про спостереження ре-

зонанса Фешбаха було опублiковано в роботi [19]. Це дозволить керувати

мiжчастинковою взаємодiєю i потенцiйно виявляти новi фази двокомпо-

нентних сумiшей бозе-частинок з ненульовим дипольним моментом, де

вплив ефектiв поза межами наближення середнього поля на термодина-

мiчну стабiльнiсть та надплиннi властивостi таких систем є визначаль-

ним. Зокрема, це дозволить спостерiгати квантово-крапельний стан [138]
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в дипольних бозе-сумiшах.

Загальновiдомо, що роль як квантових, так i теплових флуктуацiй є

вирiшальною у властивостях систем багатьох тiл, коли просторова роз-

мiрнiсть зменшується. Для взаємодiючих фермiонiв їх присутнiсть веде

до дуже iнтригуючого змiщення парадигми в теоретичних описах вiд

фермi-рiдини Ландау у вищих вимiрах до пiдходу рiдини Латтiндже-

ра, коли розмiрнiсть дорiвнює одиницi. У випадку з бозонами ситуацiя

дещо простiша, оскiльки iснує можливiсть охопити все рiзноманiття фаз

розрiдженого бозе-газу в будь-якому вимiрi в межах одного пiдходу, при-

наймнi при дуже низьких температурах. Звичайно, найбагатша фазова

дiаграма спостерiгається у двовимiрнiй (2D) геометрiї (див., наприклад

[82, 139]). Насправдi ця система зазнає двох фазових переходiв, а саме

конденсацiї Бозе-Айнштайна при абсолютному нулi та зникнення недiа-

гонального далекого порядку при скiнченних температурах.

Першi спроби описати двовимiрнi бозе-гази за абсолютного нуля нале-

жать Шику [140]. В цiй роботi йому вдалось записати версiю наближення

Боголюбова для 2D випадку i показати, що термодинамiка в розрiдже-

нiй границi контролюється характерним малим параметром 1/| lnna2| (з

a та n — довжиною s-хвилi розсiювання та густиною системи, вiдповiд-

но). Зокрема, енергiя основновного стану була знайдена в наближеннi

середнього поля, але враховано внесок квантових флуктуацiй у розмит-

тя бозе-конденсату. Подальше, далеко не тривiальне, узагальнення теорiї

на випадок ненульових температур було виконано Поповим [141], де було

вперше оцiнено температуру переходу системи 2D бозонiв з короткодiю-

чою взаємодiєю у надплинний стан (перехiд Березiнського–Костерлiца–

Таулесса). I хоча, числове значення константи пiд логарифмом, що ви-

значає температуру переходу BKT суттєво вiдрiзняється вiд результатiв

[142] бiльш пiзнiх Монте-Карло симуляцiй, але важливо, що гiдродина-
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мiчний пiдхiд якiсно правильно “вхоплює” фiзику бозе-систем.

Недавнiй iнтерес до 2D-бозонних систем стимулюється експеримен-

тальним спостереженням [143] BKT-переходу в квазiдвовимiрних ультра-

холодних газах. В експериментi цей перехiд супроводжувався зникнен-

ням далекосяжної когерентностi та дисоцiацiєю вихорiв. В експериментi

Фiллiпса та iн. [144] спостерiгалась область мiж високотемпературною та

надплинною фазами, що характеризується промiжним розподiлом густи-

ни та довжиною когерентностi бiльшою, нiж довжина теплової хвилi де

Бройля, але меншою за прогнозований масштаб довжини в надплиннiй

фазi. Вимiрювання статтi [145] доводять масштабну iнварiантнiсть тер-

модинамiчних функцiй двовимiрних бозонiв поблизу точки BKT. Прямi

спостереження надплинностi в системi 2D бозонiв проведено [146].

Сучасний погляд на структуру розкладiв термодинамiчних функцiй

двовимiрних бозе-систем за характерним малим параметром сформу-

вався в роботi [147], i пiзнiше неодноразово вiдтворювався в лiтерату-

рi рiзними аналiтичними пiдходами. Зокрема, прямим розв’язком рiвня-

ння Шредiнгера [148] для короткодiючої двочастинкової взаємодiї, са-

моузгодженим узагальненням боголюбiвського пiдходу [149], з викори-

станням теоретико-польових методiв [150, 151], поєднанням чисельних

i аналiтичних пiдходiв [152], застосуванням наближення Хартрi–Фока–

Боголюбова [153, 154] та методiв ефективної теорiї поля [155]. Для вiд-

повiдного опису цих систем потрiбно розширити [156] стандартний пiд-

хiд з вiдокремленим конденсатом та використовувати формулювання в

термiнах густина-фаза [157]. Зокрема, теорiя Попова дозволяє з’ясува-

ти низькоенергетичну структуру одночастинкових функцiй Грiна [158] i

вдосконалена версiя цього пiдходу [159, 160] яка точно враховує флукту-

ацiї фазової змiнної, здатна пояснити [161] експерименти з двовимiрними

бозе-газами. Дiєвими в цьому контекстi є ренорм-груповi методи, якi до-
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зволяють аналiзувати поведiнку бозе-систем у довiльнiй вимiрностi про-

стору при нульовiй [162], та скiнченних температурах [163], встановлення

точних, в iнфрачервонiй областi, спiввiдношень [164, 165], дослiдження

унiверсальної термодинамiки [166] та властивостей квазiчастинок [167].

Загалом, висновки аналiтичних розрахункiв пiдтверджуються резуль-

татами квантового Монте-Карло [168] та узгоджуються з експеримента-

ми [169] з 2D бозе-газами, хоча i вiдрiзняються вiд середньопольових

значень через логарифмiчну залежнiсть спостережуваних вiд малого па-

раметра.

Вплив вiдштовхувальної мiжчастинкової взаємодiї на поведiнку кон-

денсату в 2D бозе-системах дослiджували варiацiйно [170] з використан-

ням хвильової функцiї типу Джастрова. Тут варто вiдзначити, що ана-

лiтична оцiнка першої пост-боголюбiвської поправки до розмиття кон-

денсату розрiджених газiв у рамках традицiйних теоретичних пiдходiв є

дуже громiздкою. I детальний розрахунок навiть в тривимiрному випад-

ку донедавна не був опублiкованим. В такому випадку в пригодi стають

чисельнi методи, зокрема, квантове Монте-Карло [171] та рiзноманiтнi

варiацiйно-пертурбативнi пiдходи, наприклад, з введенням допомiжних

полiв [172] i проведенням розрахункiв з ними, що еквiвалентно пiдсумо-

вуванню певного класу дiаграм звичайної теорiї збурень.

Фактично всi описанi вище роботи базувались на гамiльтонiанi 2D бо-

зонiв з врахуванням лише попарної мiжчастинкової взаємодiї з нульовим

радiусом дiї. Хоча, в лiтературi вивчався й вплив тричастинкових ефе-

ктiв на властивостi системи [173]. В двох вимiрах цей ефективний три-

частинковий потенцiал проявляє характер потенцiальної ями, що при-

зводить до конкуренцiї вiдштовхувальних дво-, та притягальних трича-

стинкових сил. Цiкавою є ситуацiя з врахуванням скiнченностi радiуса

дiї двочастинкового потенцiала. Цi поправки до термодинамiки системи
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не є унiверсальними в 2D модифiковане рiвняння стану бозе-частинок з

врахуванням скiнченностi ефективного радiуса потенцiала було отрима-

но в [174] з рамкам схеми “наївного” перенормування. Бiльш обґрунтованi

розрахунки поправок на скiнченний радiус дiї потенцiалу до низькотем-

пературної термодинамiки, отриманi з використанням методiв ефектив-

ної теорiї поля [175] суперечать висновкам роботи [174], тому на сього-

днiшнiй день, можна вважати це питанням дискусiйним.

Як i у випадку однокомпонентних систем, найбiльш захоплююча фа-

зова дiаграма сумiшей бозонiв отримується у двовимiрному випадку, де

основний стан з двома бозе-конденсатами змiнюється низькотемператур-

ною фазою Березiнського–Костерлiца–Таулесса з характерним степене-

вим спаданням одночастинкових матриць густини на великих вiдстанях.

До цього списку потрiбно ще додати фазовi переходи пов’язанi з роз-

шарування сумiшi на окремi компоненти (або їх колапс) у нормальнiй

та надплиннiй фазах. На вiдмiну вiд двовимiрних бозе-систем в опти-

чних гратках [176–182], якi характеризуються нетривiальними фазови-

ми дiаграмами, рiвноважнi властивостi однорiдних бiнарних 2D бозон-

них газiв iз неперервною трансляцiйною iнварiантнiстю були менш ви-

вченi до недавнього часу. Надiйнi результати для умов стабiльностi су-

мiшей низької густини були отриманi в роботах [183, 184] за допомогою

ренорм-групових технiк, та нещодавно в роботi [16] обговорювали по-

ведiнку основного стану двовимiрних бiнарних бозе-газiв в наближеннi

Боголюбова в контекстi явища утворення квантових крапель. У роботi

[185] було модифiковано оригiнальну технiку Бєляєва для вивчення двох

вiток спектра колективних збуджень у 2D бозе-системах при абсолютно-

му нулi. Автори [186] дослiдили надплиннi та термодинамiчнi властиво-

стi двокомпонентних бозе-систем при скiнченних температурах у двох

вимiрах, а також отримали систему п’яти ренорм-групових рiвнянь, якi
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узагальнюють вiдомi результати Костерлiца i Таулесса на випадок бозе-

сумiшей.

Властивостi систем багатьох тiл в одному просторовому вимiрi вна-

слiдок посилення ефекту квантових флуктуацiй, як вiдомо, сильно вiд-

рiзняються вiд їх багатовимiрних аналогiв. Роль статистики в одновимiр-

нiй геометрiї послаблюється або стає взагалi неважливою при включеннi

взаємодiї мiж частинками. Зокрема, бозони фермiонiзуються, а фермiо-

ни бозонiзуються. Звичайно, для теоретичного вивчення такої своєрiдної

поведiнки потрiбнi зовсiм iншi методи, тим бiльше, що звичайна теорiя

збурень зазвичай не застосовна. I унiкальний пiдхiд, який на рiвних умо-

вах описує низькоенергетичну фiзику бозе-, фермi-частинок та спiнових

систем [80, 187, 188] є добре розробленим. Ще одна цiкава особливiсть 1D

систем — iснування точних розв’язкiв для кiлькох нетривiальних задач

(див. [189] i посилання там). Але хвильова функцiя Бете, що описує вла-

стивостi цих моделей при низьких температурах, застосовна лише для

попарної (як правило, нульового радiуса дiї) мiжчастинкової взаємодiї

та розширення цiєї методики на випадок три-, чотири- i вищого порядку

(ефективних [190–192]) кiлькачастинкових взаємодiй не знайдено.

Останнiм часом проблема взаємодiї трьох тiл в одному вимiрi привер-

нула багато уваги в лiтературi. Зокрема, умови виникненняN -частинкового

зв’язаного стану, в системi 1D бозонiв з притягальною дво- та трича-

стинковою взаємодiями були сформульованi в роботi Нiшiди [45]. Явний

аналiтичний вираз для енергiй основного та збуджених рiвнiв тримерiв,

що складається з бозонiв, що взаємодiють через дво- i тричастинковий

потенцiали нульового радiуса дiї, отриманi в статтi [46]. Також тримери

в 1D вивчалися в [47], а тричастинковий псевдопотенцiал був отриманий

в [193]. Ефективний тричастинковий потенцiал для трьох бозонiв, що

резонансно взаємодiють з парним потенцiалом в будь-якiй вимiрностi
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простору вивчався в роботi [194]. Строгi результати для кiлькачастин-

кових станiв SU(3) фермiонiв з тричастинковою контактною взаємодiєю

отримано в статтi [48].

В контекстi систем багатьох тiл, вплив тричастинкової взаємодiї на

термодинамiку систем вивчався мало. Зокрема, систему трикомпонен-

тних фермiонiв при високих температурах iз притягальним потенцiалом

дослiджували в роботi [49], де також виявлено, так звану, квантову (чи

масштабну) аномалiю. Схожа ситуацiя реалiзується в двовимiрних систе-

мах з двочастинковою взаємодiєю. В роботi [195] виявлено стабiлiзацiю

через утворення квантових крапель в системi 1D бозонiв з тричастинко-

вим притяганням. На вiдмiну вiд систем з неперервною трансляцiйною

iнварiантнiстю, велике рiзноманiття фаз та квантова критична поведiн-

ка в 1D гратковiй моделi Бозе-Хаббарда з тричастинковою взаємодiєю

активно вивчались останнiми роками [196–198] (див. для огляду [199]).

Iдея контактної взаємодiї є нарiжним каменем для розумiння кванто-

вої фiзики кiлькох частинок. Це особливо корисно в теоретичному аналiзi

ультрахолодних атомних газiв, де розрiдженiсть системи забезпечується

двома iстотними спрощеннями: i) взаємодiя двох тiл є єдино важливою;

ii) типово нехтується ефектами скiнченностi радiусу дiї потенцiала. Оби-

два компактно реалiзуються в δ-потенцiалi в нижчих вимiрах (D < 2)

i в однопараметричному сферично-симетричному псевдопотенцiалi [200]

для D < 4, який, однак, може моделювати двочастинкову взаємодiю мiж

бозонами або фермiонними атомами в рiзних спiнових станах. Задача

безспiнових фермiонiв обов’язково включає залежну вiд iмпульсу взає-

модiю [201], яка в найпростiшому випадку може бути обмежена вклю-

ченням p-хвильового каналу. Нещодавно, системи декiлькох та багатьох

частинок iз взаємодiєю p-типу широко дослiджувались (див.[202], для

огляду) в 1D. Однак першi спроби в цьому напрямку були стимульованi
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спостереженням [203, 204], що модель Лiба-Лiнiгера в границi сильно-

го вiдштовхування мiж частинками може бути пертурбативно описана

через безспiновi фермiони з δ′′-потенцiалом взаємодiї. Цей ‘потенцiал’

занадто сингулярний навiть для 1D, i його слiд належним чином регу-

ляризовувати ‘киданням системи на гратку’ [205], чи методами ефектив-

ної теорiї поля [206]. З практичної точки зору, останнiй пiдхiд виявився

надзвичайно ефективним для виведення точних унiверсальних спiввiдно-

шень та отримання, за допомогою двоканальної моделi, перших кiлькох

членiв розкладу розподiлу частинок за iмпульсами на великих значен-

нях аргументiв [207]. Характерна риса δ′′-псевдопотенцiала в 1D — його

залежнiсть вiд одного параметра з розмiрнiстю довжини, що неможливо

реалiзувати у всiх вищих (цiлих) вимiрах, починаючи з 2D випадку [208].

Єдиним винятком є ‘вiкно’ 1 ≤ D < 2, де можна дослiджувати властиво-

стi безспiнових фермiонiв iз взаємодiєю нульового радiуса дiї у дробових

вимiрностях. В даний час ця модель не має практичного використання,

але видається цiкавою з методологiчної точки зору. Справдi, згадуючи

важливий аспект бозе-фермi дуальностi в 1D — точну iнтегровнiсть [209],

де єдине технiчне ускладнення полягає у включеннi процедури перенор-

мування в анзац Бете (iншими словами, як побудувати двочастинковий

псевдопотенцiал та вiдповiдну матрицю розсiяння), тому, маємо систему,

яка через унiверсальну та далеко нетривiальну фазову дiаграму та то-

чний розв’язок в 1D, добре пiдходить для тестування рiзних наближених

пiдходiв.

Пiсля спостереження перших конденсатiв Бозе-Айнштайна атомiв лу-

жних елементiв бiльше двох десятилiть тому [1, 2], досягнуто значного

прогресу з охолодження як бозонiв так i фермiонiв, а їх властивостями

сьогоднi можна манiпулювати з безпрецедентною точнiстю. Сюди вхо-

дить регулювання їхньої ефективної взаємодiї за допомогою магнiтних
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[210] чи навiть орбiтальних [211] резонансiв Фешбаха, чи зовнiшнiм по-

тенцiалом [212, 213] та їх ефективне зменшення вимiрностi до 1D та

2D [214–217]. Серед найцiкавiших явищ, якi спостерiгались за допомо-

гою ультрахолодних атомiв — спостереження [11–13] станiв Єфiмова [83],

низькоенергетичний, модельно незалежний опис яких вимагає введення

тричастинкових сил [218, 219], нещодавнє спостереження ефектiв кван-

тової аномалiї у двовимiрному фермi-газi [220, 221].

Серед тих систем, якi можна реалiзувати в рамках сучасних ультрахо-

лодних атомних експериментiв, квазiодновимiрнi системи особливо при-

вабливi з ряду причин. По-перше, iснує кiлька моделей, якi точно розв’я-

зуються за допомогою анзацу Бете [222]. Серед них модель Лiба-Лiнiгера

[223], що складається з великої кiлькостi бозонiв, що взаємодiють через

потенцiали нульового радiуса дiї, особливо актуальна для ультрахоло-

дних атомiв, оскiльки вона достовiрно описує рiзноманiтнi режими вза-

ємодiї та температур, як неодноразово було експериментально показано

[216, 217, 224, 225]. По-друге, квантовi флуктуацiї дуже розвиненi в одно-

вимiрних системах i призводять до краху фермi-рiдинної теорiї фермiо-

нiв, якi в цьому випадку описуються концепцiєю Латтiнджера [226] при

малих енергiях. Бiльш того, рiзниця мiж бозонами та фермiонами досить

розмита в 1D, теорiя рiдин Латтiнджера також описує бозони, тодi як у

границi твердих сфер [204] та у випадку взаємодiї p-типу [203], фермiони

та бозони пов’язанi за допомогою перетворень дуальностi — теоремами

бозе-фермi вiдображення.

Коли розглядаються бозони в одному вимiрi, модель Лiба–Лiнiгера

слiд розглядати як ефективну теорiю поля при низьких енергiях [205,

227]. В границi слабкої вiдштовхувальної взаємодiї вона описує системи

з (вiд’ємною) довжиною розсiювання, яка є набагато бiльшою за величи-

ною ефективний радiуса взаємодiї [228]. Внески вiд ефектiв скiнченностi
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радiуса взаємодiї у енергiю основного стану є малими. Однак це пере-

стає працювати, коли довжина розсiювання розбiгається, i система стає

ефективно невзаємодiючою в двочастинковому секторi [229]. Як прави-

ло, вважається, що ця невзаємодiюча картина є справедливою навiть у

багаточастинковiй границi [212, 230], що було доведено з точнiстю до екс-

периментальної похибки в [224]. Цiкаво, що навiть в основному станi ефе-

кти ненульового радiуса дiї двочастинкових сил впливають на кiлька- та

багатобозонну фiзику, i виступають у формi ефективної контактної три-

частинкової взаємодiй [45–47, 229]. У випадку, коли тричастинковi ефе-

ктивнi сили мають притягальних характер, можуть утворюватися бага-

точастиннi зв’язанi стани [48, 231], в той час, як тричастинкове вiдштов-

хування [46, 229] виявляє квантову аномалiю у виглядi логарифмiчних

поправок до енергiї трьох i бiльше частинок [49, 229, 231, 232]. Примiтно,

що це повнiстю еквiвалентно аномалiї, виявленiй у системах з двочастин-

ковою взаємодiєю при низьких енергiях у 2D [155, 220, 221, 233–235].

Найпростiше це зрозумiти, спостерiгаючи кiнематичну еквiвалентнiсть

мiж рiвнянням Шредiнгера для трьох частинок в 1D з контактною три-

частинковою взаємодiєю та двочастинковим рiвнянням у 2D. Слiд за-

значити, що кiлькачастинкова фiзика в 1D широко вивчалась [236–238]

(див. також [239] для огляду).

Основна концепцiя теоретичних пiдходiв до проблем поведiнки багато-

частинкових систем в низькотемпературної областi — стабiльний основ-

ний стан з добре визначеними квазiчастинками. У фiзичному контекстi

це означає, що ефективна взаємодiя мiж квазiчастинками має бути слаб-

кою, а, отже, час життя цих збуджень великим. З iншого боку, величину

загасання можна використовувати для визначення меж застосовностi те-

орiї збурень i квазiчастинкової концепцiї загалом. Iсторично першi роз-

рахунки загасання квазiчастинок для слабо взаємодiючої бозе-системи
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були виконанi Бєляєвим [240]. Скiнченно-температурний результат для

швидкостi розпаду фононiв отримали Гогенберг та Мартiн [241]. Прогрес

експериментальних методик стимулював iнтенсивнi теоретичнi дослiдже-

ння протягом останнiх двох десятилiть [242–248]. Особливостi спектра

Боголюбова та його загасання в оптичнiй ґратцi при скiнченних темпе-

ратурах аналiзували в роботi [249] i для рiзних фаз частинок зi спiном-1 у

статтi [250]. Для вивчення спектральних властивостей двовимiрної бозе-

системи в роботi [251] застосовувався пiдхiд функцiональної ренормалiза-

цiйної групи. Зокрема, було отримано D-вимiрне узагальнення формули

Бєляєва для загасання. Така ж поведiнка, природно, з’являється в розра-

хунку загасання магнонiв для деякого класу антиферромагнетикiв [252].

При ненульових температурах швидкiсть розпаду низькоенергетичних

фононiв у двох вимiрах розраховано в статтi [253]. У цитованих робо-

тах часто згадується, що результати для загасання, отриманi за допомо-

гою гiдродинамiчного пiдходу Попова [157], не узгоджуються в границi

високих температур з розрахунками виконаними за допомогою iнших

пертурбативних схем, зокрема, з результатами для моделi з видiленим

конденсатом.

Надплиннiсть — перше спостережуване явище, яке приходить на дум-

ку, коли йдеться про макроскопiчну низькотемпературну поведiнку вза-

ємодiючих багатобозонових систем. Iндуковане квантовими ефектами та

вiдкрите бiльше 80 рокiв тому [254, 255] в рiдкому 4He i описане [256, 257]

за допомогою дворiдинної концепцiї надплинна поведiнка є наслiдком

виникнення далекого позадiагонального порядку у бозе-системi [258].

Зокрема, для просторових розмiрностей, бiльших за два, це завжди по-

єднується зi справдi мiкроскопiчною характеристикою бозонних систем

— явищем конденсацiї Бозе-Айнштайна. Тому, як правило, вважається,

що виникнення надплинностi пов’язане з переходом BEC у цих систе-
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мах. Це твердження пiдтримується експериментальними вимiрювання-

ми [259, 260], результатами моделювання Монте-Карло [142, 261–263] та

аналiтичними пiдходами [264–266], тим не менш, часто виникають цiкавi

альтернативнi точки зору [267].

Експериментальна реалiзацiя майже однорiдних BECiв [268] та не-

щодавнi вимiрювання боголюбiвського розмиття бозе-конденсату [269]

в майже однорiдному тривимiрному бозе-газi разом iз спостереженням

[270] розповсюдження звуку у двовимiрних надплинних системах при

скiнченних температурах дають можливiсть подальших експерименталь-

них дослiджень взаємозв’язку мiж квантовими та тепловими ефектами

в багатобозонних системах з неперервною трансляцiйною симетрiєю. З

теоретичної точки зору врахування квантових i теплових флуктуацiй є

принципово важливим для опису цих систем у всьому температурному

дiапазонi, включаючи як дуже низькi температури бiля абсолютного ну-

ля, так i вузьку область в околi критичної точки. Стандартний пiдхiд

Боголюбова, застосований для термодинамiки розрiдженого бозе-газу,

здатний ‘вхопити’ лише низькотемпературнi властивостi системи, а для

отримання правильної (принаймнi на якiсному рiвнi) поведiнки побли-

зу температури переходу BEC потрiбно використовувати бiльш складнi

методи. Найпростiшим узагальнення теорiї Боголюбова, що природно по-

єднує квантовi та тепловi флуктуацiї, — є метод розкладу за великими N

[271, 272]. Нещодавно було продемонстровано, що застосування цiєї мето-

дики до задачi обчислення критичної температури для бозе-газу з точко-

вою вiдштовхувальною взаємодiєю приводить до результату, який напiв-

кiлькiсно збiгається з результатами моделювання Монте-Карло [273, 274]

в усiй областi змiни параметра взаємодiї. Останнє спостереження вселяє

впевненiсть у використаннi теорiй, заснованих на розкладi за великими

N , для вивчення термодинамiчних властивостей бозе-газу при скiнчен-
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них температурах i не лише у границi сильного розрiдження.

Як вiдомо, метод 1/N -розкладу є потужним iнструментом в теорiї

поля [275] i у фiзицi конденсованої стану, де вона дозволила описати

властивостi фрустрованих квантових антиферромагнетикiв [276], сильно

взаємодiючих квантових газiв низької густини [277], надплинних фермi-

систем в границi унiтарностi [278], фермiони, що демонструють стонерiв-

ську нестiйкiсть при скiнченних температурах [279], графен [280, 281],

домiшки в розрiдженому критичному бозе-конденсатi, тощо. Цей метод

виявився також цiнним для наближених обчислень критичних показни-

кiв [282]. В границi великих N деякi теоретико-польовi [283] i статистико-

механiчнi [284] моделi можна точно розв’язати, i кожного разу поведiнка

цих систем нетривiальна [285].

Бiльш, як два десятилiття тому було з’ясовано [286], що температура

переходу тривимiрної однорiдної слабо взаємодiючої системи бозонiв iз

короткодiючим потенцiалом потенцiалом збiльшується лiнiйно зi збiль-

шенням довжини s-розсiяння

Tc − T0

T0
= can1/3. (1.1)

Незабаром пiсля публiкацiї цей результат був пiдтверджений [287] Монте

Карло симуляцiями iз значно бiльшою кiлькiстю частинок, окрiм значе-

ння коефiцiєнта c. Величина цього коефiцiєнта сильно залежить вiд кон-

кретної схеми розрахункiв i активно обговорювалося в лiтературi [288–

295]. Бiльш точнi симуляцiї з класичною φ4 моделлю виконанi у робо-

тах [261, 262] узгоджуються мiж собою i дають c ' 1.3. Це ж значення

для зсуву, викликаного взаємодiєю, температури фазового переходу, бу-

ло також отримано в пiзнiших Монте-Карло симуляцiях заснованих на

що iнтегралах за траєкторiями [263]. Ця неузгодженiсть рiзних числових

пiдходiв детально обговорюється в [296]. У ведучому порядку розкладу
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за 1/N , що ефективно пiдсумовує петлевi дiаграми, коефiцiєнт, що ви-

значає зсув критичної температури рiвний c = 2.33 [297]. З iншого бо-

ку, пiдсумовування драбинкових дiаграм в двочастинковому каналi [298],

дає вдвiчi бiльше значення цього коефiцiєнта. Розрахунки у так званому

флуктуацiйно-обмiнному наближеннi [299], якi включають, як дiаграми

частинка-частинка, так i частинка-дiрки призводять до c = 2.94. Член

наступного порядку за 1/N знижує значення c на 26% (для одноком-

понентної бозе-системи) [300], що, зокрема, сигналiзує про непогану збi-

жнiсть рядiв за 1/N . Однак цi розрахунки ускладнюються тим, що перша

поправка (поза лiнiйним членом за an1/3) до критичної температури —

неаналiтична функцiя газового параметра [301–303] i бiльш точне значе-

ння c можна отримати лише в п’яти- [304], та семипетлевих [305] розра-

хунках. Альтернативним способом покращення результатiв для темпера-

тури переходу розрiдженого бозе-газу є використання рiзних процедур

пересумовування [306], де досягнуто дуже хорошої згоди з результатами

Монте-Карло моделювань.

1/N -розклад в контекстi теорiї бозе-систем у всiй областi темпера-

тур використовувався, у рiзних варiацiях, включаючи пiдсумовування

петлевих дiаграм [271], де були отриманi загальнi формули для вели-

кого термодинамiчного потенцiалу бозе-газу, проаналiзовано сингулярнi

доданки з нульовим значенням мацубарiвської частоти i отримано веду-

чу асимптотику поправки на критичну температуру при малому значенi

параметра взаємодiї. Детальний аналiз спектра галiлей-iнварiнтних бозе-

систем у впорядкованiй фазi виконано в четвертому роздiлi монографiї

[307]. Проте, акуратного розрахунку 1/N внескiв у термодинамiчнi та

надплиннi властивостi бозе-систем, i, що важливо, детального чисельно-

го аналiзу отриманих спiввiдношень не було проведено до недавнього ча-

су. Релятивiстськi бозони в границi великих N вивчались в роботi [308] в
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контекстi застосування до газу пiонiв. Фазова дiаграма двокомпонентних

багатобозонних систем в границi великих N з нехтуванням флуктуацiй

густини надконденсатних частинок при скiнченних температурах отри-

мана в статтi [309]. Переформулювання теорiї, що дозволяє ефективно

пiдсумовувати дiаграми драбинкового типу в каналi частинка-частинка,

виконано в роботi [310]. Це дозволило розрахувати рiвняння стану i пара-

метр контакту Тана для бозе-газiв в границi унiтарностi у нормальному

станi. Застосування цього методу до двовимiрних бозе-систем [311] ви-

явило дуже цiкаве явище, а саме, поява термiчно стимульованого ротон-

ного мiнiмуму в спектрi колективних збуджень. Роль теплових та кван-

тових флуктуацiй у формуваннi термодинамiки неiдеального бозе-газу з

рiзними граничними умовами вивчалась у роботi [272].

Говорячи про домiшки в конденсованих системах мається на увазi си-

туацiя, коли у велику кiлькiсть частинок ванни занурено невелике чи-

сло атомiв. Тодi в лiнiйному наближеннi за густиною стороннiх части-

нок, як ефектами статистики домiшок, так i мiждомiшковою взаємодi-

єю можна знехтувати, i задача полягає в розглядi однiєї частинки, за-

нуреної в багаточастинкове середовище. Коли це середовище утворене

холодними сконденсованими бозе-атомами, проблема зазвичай називає-

ться бозе-поляроном. У випадку фермi-статистики атомiв середовища,

задача носить назву фермi-поляронної. Хоча найбiльш характернi вла-

стивостi одиничної домiшки, зануреної у надплинну систему, вивчались

у контекстi розрiджених сумiшей 3He-4He [312] в кiнцi сорокових, про-

блема все ще актуальна. В останнi кiлька рокiв цi низькотемператур-

нi об’єкти, якi є цiкавими з теоретичної точки зору (див. для огляду

[313]), привернули значну увагу експериментаторiв. Ключовим момен-

том тут стала можливiсть створювати [314], в установках з ультрахоло-

дними атомами, i контролювати взаємодiєю iз середовищем одиничних
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атомiв в бозе-газах. Нещодавно було доведено в [20], шляхом контрольо-

ваного легування ультрахолодного газу Rb поодинокими нейтральними

атомами домiшок Cs, що бозе-полярони можуть утворюватися в резуль-

татi взаємодiї рухомої домiшки з бозе-конденсованими атомами лужних

елементiв. Цей успiх стимулював подальшi дослiдження, якi вилились

у реалiзацiю притягальних i вiдштовхувальних бозе-поляронiв [9, 10] у

всiй областi змiни параметрiв бозон-домiшкової взаємодiї. Зокрема, зав-

дяки експериментальнiй можливостi контролю та змiни параметрiв дво-

частинкового потенцiалу, вимiряно енергiю зв’язку домiшок [10] в широ-

кiй областi змiни бозон-домiшкової взаємодiї, оцiнити час життя поляро-

на [9] в бозе-конденсатi 87Rb, та полярон Рiдберга [315] спостерiгався у

ваннiй атомiв 84Sr. В свою чергу, цi експерименти стимулювали численнi

теоретичнi дослiдження, як тривимiрних, так i бозе-поляронiв у нижчих

вимiрностях.

Найбiльш вивченими в цьому контекстi є 3D системи. Зокрема, ефе-

ктивними виявились теоретико-польовi дiаграмнi методи [21, 24, 27, 316].

Так в роботi [21], в рамках моделi Фрьолiха, були розрахованi параметри

спектра бозе-поляронiв з точнiстю до другого порядку теорiї збурень,

та, мабуть, вперше дослiджене питання про час життя таких квазiчасти-

нок. Варто вiдзначити, що важливi аспекти фазової дiаграми домiшок

в слабонеiдеальних BECак можна отримати вже в рамках першого по-

рядку теорiї збурень Брiллюена-Вiгнера [317]. Надзвичайно ефективною

виявилась самоузгоджена t-матрична схема розрахункiв у статтi [24].

Користуючись тим, що бозе-газ є дуже розрiдженим автори чисельно

розв’язали нелiнiйне рiвняння на власноенергетичну частину домiшко-

вої функцiї Грiна з використанням t-матричного наближення в якому

вже фiгурував точний домiшковий пропагатор. Це дозволило розрахува-

ти спектральнi густини одночастинкових домiшкових станiв для рiзних
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величин довжини бозон-домiшкового s-розсiювання. Послiдовний мiкро-

скопiчний розрахунок параметрiв бозе-поляронного спектра з точнiстю

до двопетлевих дiаграм, як з врахуванням перенормування домiшкових

пропагаторiв, так i з ускладненням аномальної та нормальної функцiй

Грiна бозе-частинок, був виконаний в статтi Брююна зi спiвавторами

[27]. Там показано, що повнiстю аналогiчно до поведiнки ‘чистих’ бозе-

систем [318], друга поправка до енергiї занурення домiшки є логарифмi-

но розбiжною. Фактично, це означає, що починаючи з третього порядку

теорiї збурень, енергетичнi параметри слабковзаємодiючих поляронiв в

середовищi розрiджених бозе-газiв, є залежними вiд ефективного радiуса

взаємодiї бозон-домiшкового потенцiала.

Не менш дiєвими, але бiльш технiчно простими, виявились i варiацiйнi

методи [22, 23, 25, 319, 320]. Добре вiдомий варiацiйний метод Файнма-

на, який використовує iнтеграли за траєкторiя i успiшно застосовувався

до задачi про звичайний полярон (в звичному сенсi, тобто, зарядженої

частинки в полярному кристалi) успiшно застосований у роботах [22, 23]

для розрахунку параметрiв домiшки в границi сильного зв’язку i при

скiнченних температурах. Єдиним недолiком цих дослiджень — викори-

стання моделi Фрьолiха, яка не зовсiм адекватно ‘вхоплює’ властивостi

бозе-поляронiв, особливо, коли бозон-домiшкова взаємодiя не є слабкою.

У роботi [25], за допомогою простого анзацу, що враховує лише одно-

кратнi розсiяння домiшки на боголюбiвських збудженнях, переотримано

результати, якi якiсно збiгаються з висновками Рета та Шмiдта [24]. В

статтi [319] запропоновано клас варiацiйних хвильових функцiй, що вра-

ховують, окрiм середньопольових внескiв, ще й гауссовi флуктуацiї за

операторами породження та знищення боголюбiвських збуджень. Засто-

сована до задачi про рухому домiшку, ця варiацiйна схема розрахункiв

дозволила отримати не лише енергiю бозе-полярона, але i його ефектив-
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ну масу. Цiкавий варiацiйний пiдхiд — узагальнене перетворення Бого-

любова, мета якого самоузгоджено визначити, перенормованi взаємодiєю

з домiшкою, квазiчастинки використано для задачi про бозе-полярон в

роботi [320].

Окремим пунктом можна видiлити роботи, переважно групи пiд ке-

рiвництвом Демлера, з використанням ренорм-групових методiв [321,

322]. Мова йде про послiдовне застосування унiтарного перетворення

над гамiльтонiаном системи (вже пiсля перетворення Лi–Лоу–Пайнса),

що лiнiйно зсуває оператори породження елементарних збуджень бозе-

конденсату так, щоб мiнiмiзувати енергiю системи. Ця процедура вже до-

зволяє вийти за межi гамiльтонiана Фрьолiха для опису бозе-поляронiв

i дає досить хороший збiг з експериментом у випадку вiдштовхуваль-

ної вiтки. В пiзнiшiй роботi [322], результати були узагальненi для опису

динамiки бозе-поляронiв.

Нетипова динамiка бозе-поляронiв описана в лiтературi [26, 28, 323,

324]. Взаємодiя спiн-1/2 домiшки в бозе-конденсатi, що описується моде-

ллю Фрьолiха, з електромагнiтним полем дослiджено в роботi [26]. Зокре-

ма, пораховано часозалежну функцiю вiдгуку системи на збурення, так

званий, радiочастотний вiдгук. В роботi Волосньова зi спiвавторами [28],

обчислено функцiю Грiна рухомої домiшки в три-, квазiдво- та квазiо-

дновимiрному iдеальному газi, що дозволило проаналiзувати особливо-

стi її динамiки. Стаття [323] присвячена розрахунку часової динамiки

бозе-полярона поблизу резонансу Фешбаха мiж домiшкою i атоми сере-

довища. В роботi [324] динамiку бозе-полярона дослiджено в термiнах

квантового броунiвського руху, де домiшка трактується, як броунiвська

частинка, що взаємодiє з ванною боголюбiвських збуджень.

Важливим аспектом сучасної фiзики багаточастинкових систем є iсну-

вання надзвичайно точних чисельних пiдходiв, зокрема рiзноманiтних
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Монте-Карло методiв. З одного боку можна подумати, що їх iснуван-

ня, в деякому сенсi, нiвелює аналiтичнi та напiваналiтичнi пiдходи, з

iншого — чисельнi методи слугують хорошим контролюючим фактором

наближених теорiй. Основним недолiком рiзного роду симуляцiй є те,

що вони дають нам точнi (в межах похибки, яка, зазвичай, є малою)

параметри системи, нiчого не говорячи при цьому про ‘фiзику’ того чи

iншого явища. Тому найбiльш корисним на сьогоднi бачиться поєднання

аналiтичних пiдходiв з числовими методами. Останнiми роками в теорiї

тривимiрних бозе-поляронiв опублiковано достатньо робiт [29, 30, 325] з

результатами Монте Карло симуляцiй домiшок в бозе-системах. Однiєю

з перших була робота [29], де застосовано, так зване, дiаграмне Мон-

те Карло результати якого порiвняно з варiацiйними розрахунками ме-

тоду Файнмана. Бiльш системно до цiєї задачi пiдiйшли автори [30],

де використано квантове Монте Карло в границi рiвних мас домiшки

i бозе-частинок. Розрiджене бозе-середовище моделювалось частинками

з твердосферним потенцiалом, а бозон-домiшкова взаємодiя вважалась

сферично-симетричною ямою скiнченною глибини. Це дозволило проана-

лiзувати властивостi (обчислити енергiю, ефективну масу та параметр

контакту Тана) притягального та вiдштовхувального поляронiв для всiх

значень взаємодiї, включно з границею унiтарностi, а також отримати

кривi профiлю густини бозонiв в околi домiшки. У наступнiй роботi [325]

цих авторiв, обговорювались властивостi домiшок з масою вiдмiнною вiд

маси бозонiв.

Бозе-полярони є хорошою платформою для експериментального спо-

стереження фiзики Єфiмова. Стани двох важких домiшок в слабконеiде-

альному бозе-газi вивчались в роботi [326]. Узагальнення цих результа-

тiв на випадок скiнченної маси частинок детально дослiджено в [32], де

продемонстрована кроссоверна поведiнка вiд двох слабковзаємодiючих
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домiшок з iндукованим потенцiалом типу Юкави до єфiмовського три-

мера. Варiацiйний розрахунок властивостей одиничної домiшки в розрi-

дженому бозе-конденсатi в рамках моделi з фешбахiвським резонансом

виконано в статтi [327], де передбачено перехiд полярон-димер-тример в

системi. Модифiкацiя цього анзацу з врахуванням взаємодiї полярона з

боголюбiвськими збудженнями аж до трьох квазiчастинок використано

в роботi [33]. Шукати слiди унiверсальної тричастинкової фiзики у ви-

сокотемператунiй поведiнцi густини домiшкових станiв запропоновано в

[31].

Однак менше всього вiдомо про скiнченно-температурну фазову дi-

аграму бозе-поляронiв, особливо у вузькiй областi переходу конденса-

цiї Бозе-Айнштайна. До останнiх рокiв [44] практично не було отрима-

но повної температурної залежностi ключових параметрiв спектра бозе-

полярона навiть у тривимiрному випадку, i тому ця проблема досi зали-

шається актуальною. Зокрема, в роботi [41] пораховано, з точнiстю до

другого порядку теорiї збурень, температурну залежнiсть енергiї поля-

рона i загасання його спектра. Було виявлено, що поблизу точки бозе-

конденсацiї середовища, енергiя занурення домiшки розбiгається а час

життя бозе-полярона, як квазiчастинки швидко прямує до нуля. З iншо-

го боку, з теорiї критичних бозе-систем вiдомо [70], що надiйний резуль-

тат для одночастинкового спектра можна отримати лише з урахуван-

ням нескiнченного ряду дiаграм, наприклад, за допомогою методу 1/N -

розкладу [57]. Цiкаву особливiсть поведiнки бозе-поляронiв при скiнчен-

них температурах опублiковано в [42], де показано, що для притягальної

бозон-домiшкової взаємодiї нижче точки BEC, спектр полярона розпада-

ється на двi вiтки. Енергiя нижньої демонструє мiнiмумом в критичнiй

точцi, тодi як енергiя верхньої — зростає з температурою, поки її ква-

зiчастинковий лишок не зникає в прикритичнiй областi. В роботi [43]
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показано, що кiлькiсть квазiчастинкових вiток задається кiлькiстю дiр-

кових збуджень теплової хмари, так що включення однiєї дiрки дає одне

розщеплення, двох дiрок — дають два розщеплення, тощо. Особливо-

стi термалiзацiї рухомих бозе-поляронiв дослiджено в [328], а динамiку

домiшок в бозе-конденсатах вивчали варiацiйно у роботi [329]. Метод

термометрiї бозе-конденсатiв без руйнування їх стану запропоновано в

[330] i використовує особливостi поведiнки домiшок, як температурних

сенсорiв.

Загальновiдомо, що фiзика низьких вимiрiв вкрай нетривiальна, де

наявнiсть безщiлинних збуджень в енергетичному спектрi, зазвичай, при-

зводить до рiзкої змiни властивостей системи, зокрема, до виникнення

позадiагональної квазiдалекого порядку в одному вимiрi при абсолютно-

му нулi i в двовимiрному випадку при низьких, але скiнченних темпера-

турах. У цьому контекстi дуже важливим питанням є поведiнка низько-

вимiрних домiшок, занурених у бозоннi ванни.

Найбiльш перспективними кандидатами для спостереження нетривi-

альних квантових фаз та потенцiйного застосування в квантових при-

строях [331], однак є одновимiрнi бозе-полярони. Загальновiдомо, що

задачi одновимiрних домiшок притаманна катастрофа ортогональностi

[35, 37, 58], коли лишок квазiчастинок швидко спадає до нуля при збiль-

шеннi кiлькостi оточуючих бозонiв. Тому одновимiрна домiшка не є ква-

зiчастинкою у звичайному значеннi, але в подальшому, в силу усталеної

традицiї, ми будемо називати її бозе-поляроном. Крiм експерименталь-

ної реалiзацiї [8], домiшки в низьковимiрнi бозе-системах цiкавi з мето-

дологiчної точки зору, де звичайнi пертурбативнi пiдходи, як правило,

не працюють через далекодiючих характер ефективної бозон-домiшкової

взаємодiї.

Зокрема, релаксацiю рухомої домiшки в газi Тонкса–Жирардо вивча-
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ли в роботi [332], де показано що кiнцевий iмпульс полярона не є нульо-

вим. Послiдовний аналiз цiєї задачi виконано в роботi Гамаюна [333], в

рамках квантового рiняння Больцмана. Термодинамiчнi властивостi до-

мiшки, яка взаємодiє через короткодiючий потенцiал з частинками ото-

чуючого бозе-середовища зi слабкою попарною взаємодiєю, iнтенсивно

вивчались методами квантового [34] i дифузiйного [35] Монте Карло. Цi

результати чiтко вказують на принципову рiзницю поведiнки домiшок

для притягального та вiдштовхувального знакiв бозон-домiшкової взає-

модiї. В першому випадку, домiшка утворю зв’язаний стан з частинкою

середовища в границi великих значень взаємодiї, в другому — енергiя

прямує до константи, в той час, як ефективна маса стрiмко зростає. По-

рiвняння чисельних методiв з наближеними аналiтичними розглядами

(середньопольовими, ренорм-груповими) та з результатами експеримен-

ту [8] наведено в роботi [35]. Важливим висновок отриманий в цих до-

слiдженнях — модель Фрьолiха не встанi адекватно описати 1D бозе-

полярони навiть в дуже розрiджених середовищах.

Одновимiрнi бозе-полярони також дослiджувались рiзноманiтними на-

ближеними методиками, зокрема, в контекстi домiшки в 1D бозе-рiдинi

[148], для системи в гармонiчнiй пастцi [334], за допомогою аналiтично-

го пiдходу [36], який дозволяє явно враховувати скiнченнiсть числа ча-

стинок у бозе-ваннiй. В границi безмежної маси домiшкової частинки в

роботi [37] отримано точний розв’язок для бозе-полярона в сильно розрi-

дженому середовищi, а динамiка домiшки вивчалась в [335] за допомогою

ефективного пiдходу, який iдейно близький наближенню середнього по-

ля, але ефективно враховує внесок вiд квантових флуктуацiй. Великою

перевагою одновимiрної задачi є наявнiсть точного розв’язку [333, 336–

338] в границi рiвних мас, який може слугувати орiєнтиром для будь-

яких наближених схем розрахунку. Однак хвильова функцiя Бете, що
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лежить в основi цього розв’язку, може бути застосована лише до бозе-

частинок з парним контактним потенцiалом, i включення кiлькачастин-

кових взаємодiй вищого порядку виключає точний розгляд. Наскiльки

нам вiдомо, задача бозе-полярона в таких середовищах ранiше не роз-

глядалася.

Привабливим з технiчного боку та iдейно простим є застосування на-

ближення середнього поля для 1D бозе-поляронiв. Однак, слiд пам’ята-

ти, що розв’язок в наближеннi середнього поля не передбачає катастрофи

ортогональностi [36, 37, 53] призводячи до скiнченного перекриття мiж

хвильовими функцiями системи без i з увiмкненою бозон-домiшковою

взаємодiєю. Однiєю з перших робiт в цьому напрямi є стаття Астра-

харчiка з Пiтаєвським [339], де розглянуто статичну домiшку в бозе-

конденсатах рiзної вимiрностi. Однорiднi системи також дослiджувались

в [340], де передбачено явище самолокалiзацiї домiшки. Роль гармонiчної

пастки на формування поведiнки бозе-поляронiв з’ясовано у [341].

Одновимiрний характер системи дозволяє застосування напiвфено-

менологiчних методiв аналiзу [342–345], заснованих на концепцiї рiдини

Латтiнджера. Зокрема, в [342, 343] детально проаналiзовано динамiку до-

мiшки в одновимiрнiй квантовiй рiдинi, та особливостi спектра полярона

в нiй. В [344, 345] дослiджено нерiвноважнi аспекти поведiнки домiшок в

рiдинi Латтiнджера. Бiльшiсть вищезазначених теоретичних спроб опису

1D бозе-поляронiв були спрямованi на дослiдження низькоенергетичних

параметрiв домiшкового спектра, i питання поведiнки бозе-полярону зi

скiнченним iмпульсом, як правило, залишається вiдкритим. Взагалi, цю

проблему неможливо вирiшити навiть на рiвнi середнього поля у вищих

вимiрах, але 1D-випадок — особливий випадок, який, як показано нижче,

дозволяє отримати явний аналiтичний розв’язок.

Властивостi домiшкових станiв у двовимiрних бозе-системах, де роль
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квантових та теплових флуктуацiй зростає, в порiвняннi з 3D аналогами,

вивченi менше. Вони не реалiзованi експериментально, їх властивостi у

статичному випадку вперше дослiджувались в рамках наближення се-

реднього поля у вже згаданiй статтi [339]. Значно пiзнiшi дослiдження

[346] вже враховували внески вiд квантових флуктуацiй в межах ренорм-

групової процедури. Пропозицiї щодо експериментальної реалiзацiї 2D

бозе-поляронiв, на базi, так званих ‘dark-state polaritons’, висловлюва-

лись в лiтературi [347]. Поширення гауссового збурення, що має на метi

моделювання домiшки, в 2D та 3D бозе-конденсатах вивчено в статтi

[38]. Параметри спектра бозе-поляронiв в системi змiшаної вимiрностi

пораховано в [348] за допомогою t-матричного наближення. Домiшки в

2D бозе-системах в областi скiнченних температур дослiджувались [55].

Нещодавно до задачi про 2D бозе-полярони були застосованi чисельнi ме-

тоди. Зокрема, в статтi [39] розглянуто вiдштовхувальний бозе-полярон,

де як бозон-бозонна, так i бозон-домiшкова взаємодiї моделювались по-

тенцiалами твердих сфер. Хоча результати непогано узгоджуються з те-

орiєю збурень [55], використане в цiй роботi значення параметра неiде-

альностi na2 = 10−5 бозе-системи є завеликим (залежнiсть вiд газово-

го параметра є логарифмiчною 1/| ln(na2)| ' 0.09), щоб класифiкувати

її, як сильно розрiджений газ. Пiзнiшi Монте Карло симуляцiї [40], як

вiдштовхувальних так i притягальних 2D поляронiв в бозе-газах меншої

густини пiдтверджують попереднє твердження. Цiкаво, що хорошого збi-

гу з результатами чисельних розрахункiв можна досягнути послiдовним

застосуванням наближення середнього поля [72].

Низькорозмiрнi квантовi системи взаємодiючих частинок є чудовою

платформою для дослiдження рiзних аспектiв кiлькачастинкових коре-

ляцiй та їх впливу на поведiнку колективу. А можливiсть описувати їх

локальними взаємодiями вищого порядку, тестувати ефективнi теорiї по-
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ля, якi можуть бути перенормовноми в нижчих вимiрах. Вплив трича-

стинкової взаємодiї на властивостi кiлькох бозонiв в одному вимiрi було

вивчено в роботах [45, 46]. Багаточастинкова границя є термодинамiчно

стабiльною лише тодi, коли взаємодiя мiж бозонами є ефективно вiд-

штовхувальною. I в лiтературi обговорюється кiлька способiв реалiзацiї

цього вiдштовхування [194, 229, 349]. Зокрема, у [229] Валiєнте запропо-

нував можливий одновимiрний сценарiй для виникнення тричастинкових

сил мiж бозонами, якi спочатку взаємодiють через реалiстичний попар-

ний потенцiал iз нескiнченною довжиною розсiювання. За вiдсутностi

контактного члена залишковi ефекти скiнченностi радiусу дiї двочастин-

кового потенцiалу призводять до ефективної тричастинкової взаємодiї.

Утворення крапель i стан квантової рiдини при нульовiй температурi

в одновимiрних бозе-газах iз дво- i тричастинковою взаємодiями були

дослiдженi в [350] з використанням низькоенергетичних теорiй поля i

чисельних розрахункiв.

Важливою особливiстю систем iз попарними взаємодiями у вимiрах,

вищих за два, є iснування нетривiальної кiлькачастинкової фiзики (див.

огляди [239]), наприклад, унiверсальнi зв’язанi стани, вiдомi як ефект

Єфiмова [351]. В одному вимiрi нескiнченна послiдовнiсть унiверсальних

зв’язаних станiв [237] виникає в п’ятичастинковому секторi системи бозо-

нiв, якi резонансно взаємодiють через короткодiйний чотиричастинковий

потенцiал у вiдсутностi парних i потрiйних сил взаємодiї. Однак у дробо-

вих вимiрностях вiд одного до двох унiверсальна фiзика в системi бозонiв

iз резонансною тричастинковою взаємодiєю потенцiйно може виникати

в секторах чотирьох i п’яти частинок. Застосування нерелятивiстських

теорiй поля до цих задач є дуже зручним: перш за все, тричастинковi

члени у D < 2 є бiльш релевантними, нiж локальнi поправки на скiнчен-

ний радiус дiї двочастинкового потенцiалу; по-друге, усi передбачення
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цих ефективних теорiй поля можуть бути потенцiйно перевiренi в май-

бутнiх експериментах iз холодних атомiв, помiщенi у пористi середовища,

якi володiють фрактальною структурою.

Сумiшi бозонiв i безспiнових (спiн-поляризованих) фермiонiв є чудо-

вими кандидатами для спостереження [352, 353] композитних частинок

у макроскопiчних системах. Принцип виключення Паулi стабiлiзує фер-

мiонну сумiш вiд колапсу, тодi як численнi поверхнi Фермi мiнiмiзують її

загальну енергiю. Навiть при слабкiй контактнiй бозон-фермiоннiй вза-

ємодiї, крiм метастабiльної фази [354, 355] з майже виродженим фермi-

газом та майже незбiдненим бозе-конденсатом, iснує нижчий енергети-

чний стан [356–358] iз спiвiснуванням бозонiв та молекулярнi фермiо-

нiв. Якщо щiльнiсть бозонних атомiв нижча, нiж фермiонних, фермi-

фермi сумiш (фермiон-молекулярна) залишається стабiльною без бозон-

бозонного вiдштовхування. Перехiд Бозе-Айнштайнової конденсацiї у цiй

системi при слабкому бозон-фермiонному зв’язку як при нульовiй [359],

так i при скiнченних [360, 361] температурах реалiзується одночасно з ко-

лапсною нестiйкiстю. Включення вiдштовхувальної бозон-бозонної взає-

модiї забезпечує [362] стабiлiзацiю бозе-конденсату. Нещодавно експери-

ментально спостерiгався квантовий фазовий перехiд [363, 364] iз фермi-

поляронного стану в молекулярну фазу [365]. Врахування слабкої iндуко-

ваної взаємодiї мiж фермiонами та молекулами обов’язково призводить

до надплинностi, яка характеризується [366] переходом вiд атомних до

молекулярних механiзмiв спарювання. Досi тiльки виродженi фермi-гази

фермiонiв i двоатомних молекул були в отриманi [367–370] у бозе-фермi

сумiшах. У роботi [371] спостерiгалося утворення триатомних молекул

у цих системах. Однак важливою особливiстю бозе-фермi сумiшей, яка

менш обговорюється в лiтературi, є утворення фермiонних тримерiв у

макроскопiчних кiлькостях.
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РОЗДIЛ 2

Рiвноважнi властивостi дипольних бозе-газiв

та їх сумiшей

2.1. Вступ

В роздiлi обговорюються властивостi низькоенергетичних збуджень бозе-

систем (одно- та двокомпонентних) з диполь-дипольною взаємодiєю мiж

частинками. Зокрема, показано, що низькотемпературна фiзика системи

диполiв контролюється двома параметрами, а саме iзотермiчною сти-

сливiстю та iнтенсивнiстю диполь-дипольної взаємодiї. Використовуючи

гiдродинамiчний пiдхiд, обчислено спектр i загасання низькоенергети-

чних збуджень та аналiзується iнфрачервона поведiнка одночастинкової

функцiї Грiна. Знайдено низькотемпературне розмиття анiзотропної над-

плинної густини, та виснаження конденсату. Крiм того, отримано рiвня-

ння дворiдинної гiдродинамiки та обчислено швидкостi першого та дру-

гого звукiв для дипольних односортних бозе-систем. Обговорено поши-

рення результатiв на iншi типи далекодiючих потенцiалiв.

Результати отриманi у однокомпонентному випадку поширюються на

однорiдну тривимiрну двокомпонентну бозе-сумiш з диполь-дипольною

взаємодiєю. Для такої системи отримано ефективну гiдродинамiчну дiю,

яка визначає поведiнку збуджень низької енергiї. З’ясовано точну iнфра-

червону структуру одночастинкових функцiй Грiна, якi, як буде показа-

но, виражаються через макроскопiчнi параметри, а саме оберненi стисли-

востi та матрицю надплинної густини. В рамках однопетлевого наближе-
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ння обчислено цi спостережуванi величини, i отримано умову стiйкостi

бiнарного дипольного бозе-газу щодо розшарування в границi слабкої

взаємодiї. Подано варiацiйне виведення системи рiвнянь макроскопiчної

гiдродинамiки системи у зовнiшньому неоднорiдному потенцiалi при ну-

льовiй температурi.

Також розглянуто просту модель квазiдвовимiрного дипольного бозе-

газу обмеженого в одному напрямi потенцiальною ямою з безмежно ви-

сокими стiнками. Продемонстровано, що задача суттєво спрощується в

границi високої густини, де профiль густини вздовж напрямку просторо-

вого обмеження легко обчислюється. Знайдено енергiю основного стану

системи та спектр елементарних збуджень. Наведено низькотемператур-

ний результат для величини загасання в фононнiй областi. Результати

цього роздiлу опублiковано у статтях [59–61].

2.2. Iнфрачервона поведiнка дипольних бозе-систем

при низьких температурах

2.2.1. Формулювання моделi. Розглянемо систему N безспiнових

частинок помiщених в об’єм V з гамiльтонiаном, записаним на мовi вто-

ринного квантування

H = H0 + Φ, (2.1)

де перший доданок — оператор кiнетичної енергiї

H0 = − ~2

2m

∫
drψ†(r)∇2ψ(r) (2.2)

i Φ враховує попарну взаємодiю мiж частинками

Φ =
1

2

∫
dr

∫
dr′Φ(r− r′)ψ†(r)ψ†(r′)ψ(r′)ψ(r). (2.3)



73

Польовi оператори задовольняють звичним бозонним комутацiйним спiв-

вiдношенням [ψ(r), ψ†(r′)] = δ(r − r′), [ψ(r), ψ(r′)] = 0. Двочастинковий

потенцiал Φ(r) мiстить диполь-дипольну взаємодiю

Φd(r) =
3gd
4π

{
1

r3
− 3z2

r5

}
, (2.4)

i ще будь-який довiльний доданок для стабiлiзацiї системи. Власне, отри-

манi нижче результати не залежать вiд конкретного вигляду цiєї частини

двочастинкової взаємодiї, за винятком того, що вона повинна бути доста-

тньо вiдштовхувальною при невеликих вiдстанях мiж частинками.

Щоб уникнути проблем з iнфрачервоними розбiжностями [372], за-

стосуємо схему розрахунку, яка зазвичай використовується для низько-

вимiрних систем [156]. Введемо оператор фази ϕ(r) та густини n(r) =

ψ†(r)ψ(r):

ψ(r) = eiϕ(r)
√
n(r), ψ†(r) =

√
n(r)e−iϕ(r), (2.5)

з комутатором [n(r′), ϕ(r)] = iδ(r − r′). В нових змiнних гамiльтон ди-

польного бозе-газу є ермiтовим:

H[ϕ(r), n(r)] =
1

2

∫
dr

∫
dr′Φ(r− r′)n(r)n(r′)

+
~2

2m

∫
dr

{
(∇n(r))2

4n(r)
+ n(r)(∇ϕ(r))2

}
, (2.6)

причому, тут опущено постiйний доданок, який є неважливим, бо вiн ли-

ше змiщує енергiю основного стану системи. Зауважимо, що гамiльтонiан

(2.6), отриманий вперше в роботi [373]. Щоб отримати оригiнальний га-

мiльтонiан Боголюбова–Зубарєва необхiдно використати таке представ-

лення для польових операторiв: ψ(r) ∼ eiϕ(r), ψ†(r) ∼ n(r)e−iϕ(r). В кон-

текстi властивостей рiдкого 4He гамiльтонiан (2.6) активно вивчався в

роботi [374].

Запишемо статистичну суму дослiджуваної моделi на мовi iнтегралiв

за траєкторiями [157]. Для цього введемо новi поля з явною залежнiстю
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вiд уявного часу τ ∈ [0, β] (де β = 1/T — обернена температура системи).

Тодi

Z =

∫
DϕDneS, (2.7)

де функцiональне iнтегрування здiйснюється за β-перiодичними полями

ϕ(x), n(x) (x = (τ, r)) з дiєю

S =

∫ β

0

dτ

∫
dr{n(x)i∂τϕ(x) + µn(x)} −

∫ β

0

dτH[ϕ(x), n(x)], (2.8)

тут враховано, що H[ϕ(r), n(r)] → H[ϕ(x), n(x)] i введено хiмiчний по-

тенцiал µ системи. Для просторово-однорiдної системи можна викори-

стати такий розклад для полiв густини та фази

n(x) = n(τ) +
1√
V

∑
k 6=0

eikrnk(τ),

ϕ(x) = ϕ(τ) +
1√
V

∑
k 6=0

eikrϕk(τ). (2.9)

Iз структури дiї (2.8) очевидно, що змiнну ϕ з нульовим iмпульсом

V
∫ β

0 dτn(τ)i∂τϕ(τ) мiстить лише один доданок. В результатi iнтегрува-

ння за ϕ(τ) отримаємо дельта-функцiї, якi вимагають, щоб V n(τ) були

незалежними вiд τ цiлими додатними числами [375], тому для статисти-

чної суми маємо

Z =
∑
N ≥0

exp {βV [µN /V − f(N /V )]} , (2.10)

де величина e−βV f(N /V ) є дiєю (2.7) з уже заiнтегрованими nk(τ) i

ϕk(τ), та n(τ) замiненим на N /V . У термодинамiчнiй границi (коли

кiлькiсть частинок N та об’єм V системи прямують до нескiнченностi,

але N/V = const = n), пiдсумовування можна замiнити iнтегруванням,
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яке виконується методом найшвидшого спуску. Тодi отриманий асимпто-

тично точний вираз для статистичної суми

Z = exp{βV [µn− f(n)]}, µ =

(
∂f

∂n

)
T

(2.11)

дозволяє подальший розгляд системи у канонiчному ансамблi.

2.2.2. Збудження малої енергiї. У попередньому пунктi обґрунто-

вано, що для обчислення вiльної енергiї системи V f(n), достатньо роз-

глянути лише частину дiї (2.8), яка мiстить nk(τ) i ϕk(τ) з ненульовими

k, та ототожнити n з рiвноважною (середню) густиною системи. Отже,

сформулюємо задачу в термiнах флуктуацiй густини та фази. Вiдповiдна

дiя пiсля розкладу за полями n(x) в ряд в околi n

S = S0 + Sint, (2.12)

де S0 — гаусовий доданок

S0 = const− 1

2

∑
K

{ωkϕKn−K − ωkϕ−KnK

+
~2k2

m
nϕKϕ−K +

[
~2k2

4mn
+ ν(k)

]
nKn−K

}
, (2.13)

де введено позначення для чотири-iмпульсу K = (ωk,k), тут ωk — бо-

зонна мацубарiвська частота; ν(k) фур’є-образ Φ(r); а величина const =

−βV n2ν(0)/2+β 1
2

∑
k 6=0[nν(k)+~2k2/2m] i ν(0) слiд трактувати, як усе-

реднене за напрямками значення ν(k) в границi k→ 0 (див. обговорення

в роботi [376]). Таким чином, дипольна взаємодiя не впливає на енергiю

основного стану однорiдної системи в наближеннi середнього поля. З iн-

шого боку, зовнiшнiй неоднорiдний потенцiал порушує iнварiантнiсть що-

до трансляцiй, i зумовлює незначнi вiдхилення δn(r) в розподiлi густини,

та змiщує термодинамiчнi потенцiали на 1
2

∫
dr
∫
dr′δn(r′)Φd(r

′−r)δn(r).
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Другий доданок в (2.12) враховує найпростiшi процеси розсiяння еле-

ментарних збуджень

Sint = − 1

2
√
βV

∑
K,Q

D(0)
ϕϕn(K,Q| −K −Q)ϕKϕQn−K−Q

− 1

3!
√
βV

∑
K+Q+P=0

D(0)
nnn(K,Q, P )nKnQnP , (2.14)

де голi вершини D
(0)
ϕϕn(K,Q| − K − Q) = −~2

mkq та D
(0)
nnn(K,Q, P ) =

− ~2

8mn2 (k2 + q2 + p2). Насправдi, Sint мiстить нескiнченний ряд, але тут

наведено лише доданки, якi необхiднi для низькотемпературного опису

системи.

У [61] показано зв’язок iнфрачервоної асимптотики матричної коре-

ляцiйної функцiї

D−1(K) =

 〈ϕKϕ−K〉 〈nKϕ−K〉
〈ϕKn−K〉 〈nKn−K〉

 , (2.15)

з макроскопiчними параметрами системи. Для зручностi введемо позна-

чення для вершин другого порядку D(K) = D0(K) − Π(K), де Π(K)

— матриця власних енергiй i D0(K) визначається з (2.13). Зокрема,

швидкiсть звуку низькоенергетичних збуджень можна виразити через

надплинну густину та обернену сприйнятливiсть системи. Схожа пове-

дiнка збуджень (спiнових хвиль) низької енергiї спостерiгається i в ан-

тиферромагнетиках Гайзенберга [377, 378]. Цей аналiз можна поширити

на бозе-системи з диполь-дипольною взаємодiєю. Для анiзотропної вза-

ємодiї ситуацiя є цiкавiшою. Зокрема, для вершини з двома зовнiшнiми

n-лiнiями Dnn(K) отримуємо

Dnn(K → 0) =

(
∂µ

∂n

)
T

{
1 + ε(3k2

z/k
2 − 1)

}
, (2.16)

де (∂µ/∂n)T є оберненою iзотермiчною стисливiстю системи i для зру-

чностi введено позначення ε = gd/ (∂µ/∂n)T . Для термодинамiчної стiй-

костi важливо, щоб ε < 1. Отримання тотожностi 2.16 дуже схоже на
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оригiнальне виведення спiввiдношення Гугенгольца–Пайнса [157, 318].

Оскiльки дiя (2.12) є розкладом в ряд Тейлора початкової (2.8) поблизу

рiвноважного значення густини, тому вираз для точної вершини в гра-

ницi малих енергiй квазiчастинок можна записати так

Dnnn(0, 0, 0) =
(
∂3f/∂n3

)
T

=
(
∂2µ/∂n2

)
T
, . . . (2.17)

Слiд зазначити, що диференцiювання кожної точної вершинної функцiї

за n додає вершинi ще одну n(K) лiнiю з нульовим iмпульсом.

Щоб отримати другий клас тотожностей припустимо, що дослiджува-

на система рухається як одне цiле зi швидкiстю v. На теоретико-польовiй

мовi це рiвнозначно такому локальному калiбрувальному перетворенню

ϕ(x) → ϕ(x) −mvr/~ у початкової дiї (2.8). Iнварiантнiсть щодо пово-

ротiв в площинi x− y забезпечує той факт, що термодинамiчнi величини

рухомої бозе-системи є функцiями v2
⊥ i v2

z , тому для густини вiльної енер-

гiї маємо

fv(n) = f(n) +
m

2

{
n⊥s v

2
⊥ + nzsv

2
z

}
+ o(v2

z , v
2
⊥). (2.18)

В низькотемпературнiй границi та за вiдсутностi безладу [379, 380] уся

система є надплинною, тобто, n⊥s = nzs = n i останнiй доданок в (2.18) то-

тожньо рiвний нулевi, вiдновлюючи галiлей-iнварiантнiсть функцiї fv(n).

Явний вираз для калiбрувально перетвореної дiї ми не наводимо, але

легко побачити, що диференцiальний оператор ~
imk ∂

∂v дiючи на голу вер-

шинну функцiю, додає ϕK лiнiю з нульовою частотою iз зникаюче малим

k. Звичайно, такi ж висновки можна зробити i для точних вершин. Отже,

незважаючи на складнiсть дiї (2.12), вище приведенi мiркування приво-

дять до (формально трактуючи мацубарiвську частоту як неперервну

змiнну)

Dϕϕ(K → 0) =
~2

m

{
n⊥s k

2
⊥ + nzsk

2
z

}
,

Dϕn(K → 0) = ωk, (2.19)
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що дозволяє виявити iнфрачервону структуру теорiї збурень.

Далi коротко обговоримо довгохвильову поведiнку вершинних фун-

кцiй третього порядку. З попереднього аналiзу ми вже з’ясували, що

Dnnn(K,Q, P ) прямує до константи при малих значеннях аргументiв. По-

єднуючи два вищевказанi правила диференцiювання за густиною i швид-

кiстю руху бозе-системи, отримуємо асимптотично точний результат

Dϕϕn(K,Q| −K −Q)|K,Q→0 =

−~
2

m

{(
∂n⊥s
∂n

)
T

k⊥q⊥ +

(
∂nzs
∂n

)
T

kzqz

}
. (2.20)

Наявнiсть парних степенiв у розкладi (2.18) за швидкiстю дає наступну

оцiнку дляDϕnn(K|Q,P )|K→0 ∝ ωkk
2
z коли kz � k⊥ iDϕnn(K|Q,P )|K→0 ∝

ωkk
2
⊥ в довгохвильовiй границi.

Основною перевагою гiдродинамiчного опису є вiдсутнiсть iнфрачер-

воних розбiжностей у теорiї збурень. Тобто, це означає, що поведiнка

вiдповiдної точної кореляцiйної функцiї якiсно вiдтворюється навiть на

рiвнi однопетлевого наближення. Таким чином,

Dϕϕϕ(K,Q, P )|K,Q,P→0 ∝ kzqzp
2
⊥ωp + perm.

Наведенi вище результати легко поширюються на вершини вищого по-

рядку. В загальному випадку, наявнiсть двох зовнiшнiх ϕ-лiнiй означає,

що у вiдповiднiй вершиннiй функцiї Dϕϕ...(K,Q| . . .) присутнiй множник

k⊥q⊥ (чи kzqz); для вершини з чотирма лiнiями, знаходимо

Dϕϕϕϕ(K,Q, P, S) ∝ (k⊥q⊥pzsz + perm.), i т. д. для будь-якої верши-

ни з парною кiлькiстю ϕ-лiнiй при скiнченних температурах. Вiдповiднi

аргументи для функцiй з непарною кiлькiстю зовнiшнiх лiнiй фазового

поля можна одразу отримати з граничної поведiнки Dϕϕϕ(K,Q, P ) та

Dϕnn(K|Q,P ).

Пiдбиваючи пiдсумки цього пiдроздiлу, слiд зазначити, що в довго-

хвильовiй границi спектр квазiчастинок проявляє акустичну поведiнку
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Рис. 2.1. Дiаграми, що дають внесок до густини надплинної компоненти. Штриховi

та суцiльнi лiнiї позначають вiдповiдно поля фази та густини. Свiтла крапка — D
(0)
ϕϕn

а чорна крапка позначає точну вершинну функцiю.

Ek = ~kck з анiзотропною швидкiстю звуку

c2
k =

1

m

(
∂µ

∂n

)
T

{
n⊥s + (nzs − n⊥s )k2

z/k
2
}{

1 + ε(3k2
z/k

2 − 1)
}
, (2.21)

i вершини, заданi формулами (2.17) i (2.20), описують ефективну взає-

модiю фононiв при низьких температурах.

2.2.3. Анiзотропна надплинна густина. Обчислимо внесок ведучо-

го порядку до так званих нормальних густин nzn, n⊥n дипольної надплин-

ної системи при низьких температурах. Незважаючи, на те що це добре

вiдомий результат [257] для бозе-систем з iзотропною взаємодiєю та й

оригiнальний метод Ландау є бiльш простим, але для доведення пра-

вильностi нашого пiдходу ми виконаємо цi обчислення дiаграмно. Для

цього знайдемо довгочасову поведiнку Πϕϕ(K) на нульовiй мацубарiв-

ськiй частотi. У цiй границi єдина важлива вершина Dϕϕn(K,Q|P ), то-

му результат задається двома дiаграмами (див. рис. 2.1). Бiльш того, у

низькотемпературнiй областi можна знехтувати рiзницею мiж надплин-

ною густиною та повною густиною системи, тобто похiднi
(
∂n⊥s /∂n

)
T
,

(∂nzs/∂n)T у (2.20) можна замiнити одиницею.

Πϕϕ(K → 0) =
1

βV

∑
Q

~4(kq)2

m2

{
−〈ϕQn−Q〉2

+〈ϕQϕ−Q〉〈nQn−Q〉} , (2.22)
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де достатньо використовувати асимптотичнi рiвностi (2.16), (2.19) у фор-

мулах (2.15) для кореляцiйних функцiй. Пiсля виконання пiдсумовувань

за частотами Мацубари та обчислення iнтегралiв у iмпульсному просто-

рi, отримуємо

n⊥n =
2π2

45

T 4

mc2(~c)3

1

(1− ε)2
√

1 + 2ε
, nzn = n⊥n

1− ε
1 + 2ε

, (2.23)

де mc2 = n (∂µ/∂n)T . Варто зазначити, що формули (2.23) є точними у

низькотемпературнiй границi, а спроба виконати такi ж обчислення для

оберненої iзотермiчної сприйнятливостi (∂µ/∂n)T є значно складнiшою.

Насправдi, завжди простiше обчислити низькотемпературну поведiнку

всiх термодинамiчних величин з урахуванням фононного характеру спе-

ктра збуджень в довгохвильовiй границi.

2.2.4. Загасання фононiв. Низькоенергетична квазiчастинкова кар-

тина опису системи передбачає, що загасання має бути малим в порiв-

няннi з енергiєю елементарних збуджень. Загалом, обернений час жи-

ття елементарних збуджень можна записати через уявнi Im Πnn(ω,k),

Im Πϕϕ(ω,k) та дiйсну Re Πϕn(ω,k) частини вiдповiдних власних енер-

гiй (пiсля аналiтичного продовження у верхню комплексну пiвплощину

iωk → ω + i0)

Γk =
n~k

2mck
Im Πnn(Ek,k) +

mck
2~kn

Im Πϕϕ(Ek,k)

− Re Πϕn(Ek,k). (2.24)

Аналогiчно системам з iзотропною взаємодiєю, загасання спектра ди-

польного бозе-газу незначне в довгохвильовiй границi i при дуже низь-

ких температурах. Власне, цей факт дозволяє точно розрахувати вне-

сок ведучого порядку в загасання фононної моди. Застосовуючи умови

унiтарностi при скiнченних температурах [381] i, використовуючи нашi
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Рис. 2.2. Дiаграмне представлення внеску ведучого порядку у Re Πϕn(ω,k). Хрестики

позначають спектральнi ваги вiдповiдних парних кореляцiйних функцiй (див. [381]

за деталями).

Рис. 2.3. Точна низькоенергетична асимптотика Im Πnn(ω,k).

оцiнки iнфрачервоної структури ефективної дiї з попереднього пiдроз-

дiлу, ми оцiнили уявнi частини рiзних аналiтично продовжених вершин

другого порядку. Основний внесок визначається всiма дiаграмами ли-

ше з двома вершинами, а саме Dϕϕn(K,Q|P ) i Dnnn(K,Q, P ). Дiаграми

Файнмана для Re Πϕn(ω,k) та Im Πnn(ω,k) наводяться на рис. 2.2 та

рис. 2.3. У такий ж спосiб можна отримати низькоенергетичну поведiн-

ку Im Πϕϕ(ω,k) рис. 2.1. Для зручностi наводимо окремо доданки, що

дають внесок в загасання при нульовiй

Im ΠB
ϕϕ(ω,k) =

π

4V

∑
q6=0

~4kq

m2

[
kq
cq
q

|q + k|
cq+k

− k(q + k)

]
× δ(Eq+k + Eq − ω), (2.25)

Im ΠB
nn(ω,k) =

π

8V

∑
q 6=0

~2q|q + k|
n2cqcq+k

[
q(q + k)

q|q + k|
cqcq+k − n2 ∂

∂n

c2

n

]2

× δ(Eq+k + Eq − ω), (2.26)
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Re ΠB
ϕn(ω,k) = − π

4V

∑
q 6=0

~3kq

mn

[
q(q + k)

q
cq −

|q + k|
cq+k

n2 ∂

∂n

c2

n

]
× δ(Eq+k + Eq − ω), (2.27)

та скiнченних температурах

Im ΠL
ϕϕ(ω,k) = −ω π

V

∑
q 6=0

[
~2kq

m

]2{
∂

∂Eq
n(βEq)

}
× δ(Eq+k − Eq − ω), (2.28)

Im ΠL
nn(ω,k) = −ω π

4V

∑
q 6=0

(
Eq

n

)2 [
1 +

n2

c2
q

∂

∂n

c2

n

]2{
∂

∂Eq
n(βEq)

}
× δ(Eq+k − Eq − ω), (2.29)

Re ΠL
ϕn(ω,k) = ω

π

2V

∑
q6=0

~2kq

m

Eq

n

[
1 +

n2

c2
q

∂

∂n

c2

n

]{
∂

∂Eq
n(βEq)

}
× δ(Eq+k − Eq − ω). (2.30)

В границi нульової температури основний внесок у загасання визнача-

ється процесами розпаду квазiчастинок на два збудження з меншими

енергiями. Цей механiзм вперше запропонований в роботi [240], який за-

звичай називають загасанням Бєляєва, також вiдповiдає за розпад анi-

зотропних фононiв у дипольнiй бозе-системi

ΓBk =
3

640π

~2k5

mn

(1− ε+ 3εk2
z/k

2)3/2

(1− ε)
√

1 + 2ε

{
1 +

n2

3c2
k

∂

∂n

c2

n

}2

. (2.31)

Звiсно, можливi також процеси, коли збудження розпадається на три,

чотири та бiльше число квазiчастинок, але їх внесок у загасання незна-

чний у довгохвильовiй границi ~k/mc � 1. Справдi, використовуючи

розмiрний аналiз, легко показати, що у ведучому порядку трифононнi

зiткнення породжують асимптотику у загасаннi порядку k9.

Ситуацiя змiнюється при скiнченних температурах, коли загасання

контролюється механiзмом Ландау розпаду квазiчастинок. В низькотем-

пературнiй границi обернений час життя Γk збуджень нульової енергiї є
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лiнiйною функцiєю хвильового вектора, яка з урахуванням лише бiнар-

них зiткнень квазiчастинок така:

ΓLk =
3π3

40

~k
mc

T 4

(~c)3n

(1− ε+ 3εk2
z/k

2)−1/2

(1− ε)
√

1 + 2ε

{
1 +

n2

3c2
k

∂

∂n

c2

n

}2

. (2.32)

Слiд зазначити, що вищевказана формула справедлива лише у грани-

цi k � mc/~ i для температур T � mc2. Для дослiдження загасан-

ня при вищих температурах та скiнченних iмпульсах квазiчастинок не-

обхiдно враховувати внесок усiх вершинних функцiй третього порядку

[62]. Бiльш того, на вiдмiну вiд нульової температури, формула (2.32)

не є точною низькотемпературною оцiнкою коефiцiєнта розпаду фоно-

нiв, оскiльки доданки порядку T 4 також присутнi в загасаннi, спричи-

неному трифононними, чотирфононними i вищими процесами розсiяння.

Тому, формула (2.32) точна лише для слабковзаємодiючої границi, де во-

на узагальнює загальновiдомий результат [241] на випадок бозе-систем з

дипольною взаємодiєю.

2.2.5. Зв’язок iз моделлю з видiленим конденсатом. Модель з

конденсатом має вирiшальне значення для розумiння властивостей взає-

модiючих бозе-частинок. Фактично починаючи з оригiнальної теорiї Бо-

голюбова [382], важливi результати щодо теоретико-польового опису цих

систем [383] та низькоенергетичної поведiнки спектра збуджень [318, 384],

були отриманi в рамках цiєї моделi. Мета цього пункту полягає в то-

му, щоб показати, як вiдтворити за допомогою гiдродинамiчного пiдходу

довгохвильову асимптотику одночастинкової функцiї Грiна. Тому наше

завдання — вивчити властивостi такої функцiї

G(x− x′) = −〈eiϕ(x)
√
n(x)n(x′)e−iϕ(x′)〉. (2.33)

Загалом, цi обчислення неможливо виконати до кiнця, але для нашого

розгляду достатньо знати поведiнку цiєї функцiї на великих вiдстанях.
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За умови τ → τ ′ вираз (2.33) з точнiстю до знаку, є одночастинковою

матрицею густини F (r − r′). Ця функцiя є фур’є-перетворенням розпо-

дiлу числа частинок за iмпульсами, а тому F (∞) збiгається з густиною

конденсату n0. Iнтуїтивно зрозумiло, що формула (2.33) передбачає, що

густина конденсату має експоненцiйну форму. Ця дуже важлива осо-

бливiсть одночастинкової матрицi густини вперше була виявлена в ро-

ботi Пенроуза–Онзагера [385]. Через некомутативнiсть операторiв фази

i густини (див. (2.5)) конденсатну фракцiю в гiдродинамiчному пiдходi

можна обчислити так
√
n0 = lim

τ ′→τ−0
〈eiϕ(x′)

√
n(x)〉|r′=r, (2.34)

що еквiвалентно limτ ′→τ−0〈
√
n(x′)e−iϕ(x)〉|r′=r. Звичайно, кiлькiсть части-

нок з нульовим iмпульсом є модельнозалежною величиною, але низько-

температурне розмиття конденсату у ведучому порядку демонструє унi-

версальну поведiнку [386]. Враховуючи наведене вище значення вершин,

можна показати

n0|T→0

n0|T=0
= 1− 1

V

∑
k 6=0

{
1

β

∑
ωk

−
∫ ∞
−∞

dωk
2π

}
〈ϕKϕ−K〉+ . . . . (2.35)

При дуже низьких температурах досить замiнити лише iнфрачервону

асимптотику 〈ϕKϕ−K〉 у формулi (2.35). Пiсля обчислення простих iнте-

гралiв ми приходимо до асимптотично точного результату

n0|T→0

n0|T=0
= 1− mT 2

24~3nc

1√
3ε

ln

[√
1 + 2ε+

√
3ε

√
1 + 2ε−

√
3ε

]
. (2.36)

Скориставшись чотиривимiрним перетворенням Фур’є для знайденої одно-

частинкової функцiї Грiна

G(P ) =

∫
dx e−iPx {n0 +G(x)} , (2.37)

та з урахуванням спiввiдношень (2.33) та (2.34) маємо

G(P → 0) = −n0〈ϕPϕ−P 〉. (2.38)
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Наведене рiвняння узагальнює вiдомий результат Гаворе-Нозьєра [384],

що також отриманий в роботi [372] з урахуванням правильних iнфрачер-

воних властивостей власнонергетичних частин. Зовсiм нещодавно низь-

коенергетична поведiнка одночастинкової функцiї Грiна була проаналi-

зована за допомогою ренорм-групових методiв [164, 387] i дворiдинної

гiдродинамiки [388]. При скiнченних температурах границя нульової ча-

стоти формули (2.38) є узагальненням результату Джозефсона [389] на

системи з анiзотропною взаємодiєю. Зрозумiло також, що через наявнiсть

зовнiшнього поля, яке вилаштовує всi диполi вздовж одного напрямку,

формула (2.37) має анiзотропну залежнiсть вiд хвильового вектора, що

для двовимiрної системи призводить до дуже iнтригуючої далекої недi-

агональної поведiнки одночастинкової матрицi густини F (r).

Зрозумiло, що такий ж аналiз можна застосувати до аномальної одно-

частинкової функцiї Грiна. Не вдаючись у деталi, зазначимо, що iнфра-

червона асимптотична поведiнка цiєї функцiї з точнiстю до знаку збiга-

ється з (2.38).

2.2.6. Поширення звуку. Обговоримо особливостi макроскопiчної дво-

рiдинної гiдродинамiки в бозе-системах з анiзотропною взаємодiєю. Зокре-

ма, цiкаво описати коливання малих амплiтуд рiзних фiзичних величин

поблизу їх рiвноважних значень. Припустимо, що термодинамiчна рiв-

новага в системi є локальною, а усi спостережуванi величини є гладки-

ми функцiями просторових координат r i часу t. Подальший розгляд з

незначними змiнами запозичено з [243]. Локальна густина повинна задо-

вольняти рiвнянню неперервностi

∂tn+ div j = 0, (2.39)

де потiк складається з двох доданкiв j = js + jn. Перший — струм над-

плинної складової js = (n⊥s v⊥s , n
z
sv
z
s), що правильно вiдтворює анiзотро-
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пну поведiнку системи, а другий jn = (n⊥nv⊥n , n
z
nv

z
n) вiдповiдає нормаль-

нiй складовiй дипольної бозе-системи. Динамiка надплинної швидкостi

регулюється наступним рiвнянням

∂tvs +
1

m
∇µd = 0, (2.40)

де хiмiчний потенцiал злегка неоднорiдної системи мiстить додатковий

доданок µd(r, t) = µ(n(r, t)) +
∫
dr′Φd(r − r′)n(r′, t). Локальний тиск pd

визначається з рiвняння потоку

∂t j +
1

m
∇pd = 0. (2.41)

Також, нам потрiбно записати рiвняння для ентропiї на одиницю об’єму

V , яке разом з термодинамiчною тотожнiстю

ndµd = −sdT + dpd, (2.42)

формує систему рiвнянь для поширення звуку. З загальних мiркувань

зрозумiло, що ентропiя s пропорцiйна до числа квазiчастинок nT =

1
V

∑
q 6=0(e

βEq− 1)−1 в одиничному об’ємi системи. З iншого боку, викори-

стовуючи кiнетичне рiвняння для функцiї розподiлу квазiчастинок [390]

( в системi, де надплинна компонента знаходиться в станi спокою vs = 0),

легко показати, що nT має задовольнити рiвняння неперервностi, яке пi-

сля переписування для густини ентропiї

∂ts+ div(svn) = 0. (2.43)

На вiдмiну вiд потоку частинок (2.41), ентропiя переноситься iзотропно.

Подальше виведення швидкостi звуку є стандартним. З рiвнянь (2.39) i

(2.41) отримуємо

∂2
t n =

1

m
∆pd. (2.44)
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або остаточно з рiвнянь (2.40)-(2.43):

∂2
t s̃ =

s̃2

m

{
(n⊥s /n

⊥
n )∆⊥ + (nzs/n

z
n)∂

2
z

}
T, (2.45)

де позначення s̃ = s/n є ентропiєю з розрахунку на одну частинку. Вва-

жаючи локальну густину i температуру незалежними змiнними, пiсля

пiдстановки розв’язку у виглядi плоскої хвилi n, T ∝ ei(kr−ukt), отримує-

мо секулярне рiвняння для знаходження швидкостi звуку{
u2 − 1

m

(
∂p

∂n

)
T

[1 + ε(3 cos2 θ − 1)]

}
×
{
c̃n
T
u2 − s̃2

m

[
n⊥s
n⊥n

sin2 θ +
nzs
nzn

cos2 θ

]}
− u2

m

[
1

n

(
∂p

∂T

)
n

]2

= 0, (2.46)

де c̃n = T (∂s̃/∂T )n — питома теплоємнiсть на одну частинку при постiй-

ному об’ємi i p — тиск однорiдної дипольної бозе-системи. Тут введено

кут θ мiж напрямом поширення звукової хвилi та вiссю z. В низько-

температурнiй областi швидкiсть поширення збурень густини (перший

звук)

u2
1 = c2{1 + ε(3 cos2 θ − 1)}, (2.47)

з урахуванням рiвняння (2.23) та граничної поведiнки рiзних термоди-

намiчних величин для швидкостi температурних хвиль (другий звук)

отримуємо

u2
2 = u2

1/3. (2.48)

В нормальнiй фазi рiвняння (2.46) має єдиний розв’язок

u2 =
1

m

(
∂p

∂n

)
s̃

+
ngd
m

(3 cos2 θ − 1) (2.49)

що вiдтворює звичайну швидкiсть хвиль адiабатичного тиску в повнiстю

поляризованiй дипольнiй системi. У магнiтному полi скiнченної величини

вищезазначенi гiдродинамiчнi рiвняння слiд доповнити рiвнянням для

намагнiченостi [391].
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2.3. Границя високої густини для квазiдвовимiрного

дипольного бозе-газу

Модель описується евклiдовою дiєю (2.68), де iнтеграл тепер позначає∫
dx =

∫ β
0 dτ

∫
A dr⊥

∫ a
0 dz (тут Aa — об’єм системи) i обмежуємось лише

дипольною взаємодiєю (6.46) мiж частинками. Комплекне поле ψ(x) є β-

перiодичними уявного часу τ , а зовнiшнiй потенцiал накладає граничнi

умови ψ(x)|z=0 = ψ(x)|z=a = 0. У поперечному напрямку ми застосовує-

мо перiодичнi граничнi умови з великою площею A. Ця ситуацiя прибли-

зно реалiзується в пастках млинцевого типу (pancake trap) з невеликими

частотами в площинi, перпендикулярнiй напрямку зовнiшнього поля. В

експериментально релевантних випадках дипольнi бозе-гази зазвичай мi-

стять також контактну взаємодiю, але наявнiсть такого доданку в Φ(r) не

вплине на подальшi мiркування. Зокрема, в рамках низькотемператур-

ного опису можемо використати одномодове наближення i для зручностi

перейти до змiнних густина-фаза [156, 157]

ψ(x) = χ0(z)
√
n(x⊥)eiϕ(x⊥), (2.50)

де x⊥ = (τ, r⊥) та χ0(z) є варiацiйною функцiєю з граничними умовами

χ0(0) = χ0(a) = 0 та умовою нормування
∫ a

0 dz|χ0(z)|2 = 1. Для опису

квазiдвовимiрних дипольних бозе-систем при скiнченних температурах,

потрiбно скористатись багатомодовим узагальненням цього пiдходу, що

технiчно ускладнює розрахунки [125]. Пiсля використання перетворення

Фур’є

n(x⊥) = n+
1√
βA

∑
K

ei(ωkτ+kr⊥)nK , (2.51)

ϕ(x⊥) =
1√
βA

∑
K

ei(ωkτ+kr⊥)ϕK , (2.52)
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де пiдсумовування виконується за K = (ωk,k) (ωk — бозонна мацуба-

рiвька частота, k 6= 0), запишемо ефективну дiю для квазiдвовимiрної

системи

Seff = SMF + S0 + Sint, (2.53)

тут SMF доданок в наближеннi середнього поля

SMF = βAn

{
µ− ~2

2m

∫ a

0

dz

∣∣∣∣dχ0

dz

∣∣∣∣2 − 1

2
nν(0)

}
. (2.54)

Другий доданок в (2.53) — дiя невзаємодiючих двовимiрних квазiчасти-

нок (2.69) а останнiй — враховує зiткнення мiж ними (2.70). Дiя S0 +Sint

описує двовимiрну бозе-систему, а фур’є-образ ефективної взаємодiї мiж

частинками ν(k) враховує наявнiсть пастки

ν(k) =

∫ a

0

dz

∫ a

0

dz′ |χ0(z)|2νk(z − z′)|χ0(z
′)|2, (2.55)

тут для простоти введено двовимiрне перетворення Фур’є диполь-дипольної

взаємодiї

νk(z) =

∫
A
dr⊥e

ikr⊥Φ(r) = g

{
2

3
δ(z)− 1

2
ke−k|z|

}
. (2.56)

Останнi два доданки формули (2.70) зазвичай опускають в довгохви-

льовiй границi, але їхнiй внесок є значним при скiнченних температурах

[62]. Термодинамiчне спiввiдношення для великого канонiчного потенцiа-

лу −∂Ω/∂µ = N разом iз умовою нормування для χ0(z) фiксує величину

n, як рiвноважну поверхневу густину N/A. Насправдi цей факт дозволяє

проводити подальший аналiз трансляцiйно-iнварiантних систем в кано-

нiчному ансамблi. Але в нашому випадку, коли потрiбно враховувати

умову нормування, останнiм кроком є мiнiмiзацiя великого канонiчно-

го потенцiалу системи за функцiєю χ0(z). Цi розрахунки призводять до

рiвняння типу Гросса–Пiтаєвського{
− ~2

2m

d2

dz2
+

∫ a

0

dz′|χ0(z
′)|2φ(z′ − z)

}
χ0(z) = µχ0(z), (2.57)
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де позначено ефективний одновимiрний потенцiал

φ(z) = nν0(z) +
1

A

∑
k 6=0

νk(z) [Sk − 1] . (2.58)

Тут Sk = 1
β

∑
ωk
〈nKn−K〉/n – статичний структурний фактор двовимiр-

них бозонiв з густиною n, що взаємодiють через потенцiал ν(k). Кореля-

тор 〈nKn−K〉 пов’язаний з динамiчним структурним фактором системи,

а його полюси визначають спектр колективних збуджень. Враховуючи

лише першi два доданки дiї (2.53) ми правильно вiдтворюємо теорiю Бо-

голюбова зi спектром Eq =

√(
~2q2

2m

)2

+ ~2q2

m nν(q). Подальший розгляд

громiздкий, але гiдродинамiчний пiдхiд дозволяє будувати теорiю збу-

рень без iнфрачервоних розбiжностей [372], що значно спрощує розра-

хунки спектральних властивостей бозе-систем. З iншого боку, не важко

показати, що загальну структуру збуджень малої енергiї i, як наслiдок,

поведiнку одночастинкової матрицi густини на великих вiдстанях можна

знайти точно. Це також дає iнформацiю про ведучу асимптоту ефектив-

ного одновимiрного потенцiалу φ(z) при великих значеннях аргументу.

2.3.1. Розв’язок при великих густинах. Основнi проблеми, якi слiд

вирiшити в нашому пiдходi — це знаходження розв’язкiв рiвняння (2.57) i

обчислення фур’є-образу двовимiрного потенцiалу (2.55). Ситуацiя ускла-

днюється тим, що φ(z) функцiонально залежить вiд χ0(z). В границi

слабкої взаємодiї, коли знерозмiрений параметр γ = ng
a /

~2

ma2 є малим,

розв’язок тривiальний χ0(z) =
√

2
a sin(πz/a) з µ = ~2π2

2ma2 , але фiзично

цiкавою є обернена границя γ � 1, де спектр збуджень характеризу-

ється максонно-ротонною поведiнкою. Аналiз значно спрощується для

системи високої густини na2 � 1 не надто близької до ротонної нестiй-

костi. Бiльш точно умову обґрунтованостi нашого наближення можна

сформулювати, ввiвши знерозмiрену ротонну щiлину δ = ∆/ ~2

2ma2 та тем-
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пературу t = T/ ~2

2ma2 . Тодi останнiм доданком у виразi для одновимiрного

потенцiалу (2.58) можна знехтувати в границях 1
na2 ln δ−1 � 1 i 1

na2
t
δ � 1

[392] при нульовiй i скiнченнiй температурi вiдповiдно. Цi умови не зале-

жать вiд конкретної схеми наближень, i не потребують малостi параме-

тра взаємодiї γ. Термодинамiчнi властивостi системи у випадку грани-

цi високої густини описуються наближенням середнього поля, яке стає

точним, а функцiя χ0(z) задається розв’язком одновимiрного рiвняння

Гросса–Пiтаєвського

− ~2

2m

d2

dz2
χ0(z) +

2

3
ng|χ0(z)|2χ0(z) = µχ0(z), (2.59)

з нульовими граничними умовами. Для такої простої геометрiї обмежу-

ючого потенцiалу розв’язок такий:

χ0(z) =
C(κ)√
a

sn(2K(κ)z/a, κ), (2.60)

κ =

√
γ

6
C(κ)/K(κ), µ =

2~2

ma2
K2(κ)(1 + κ2),

де sn(z, κ) — одна з елiптичних функцiй Якобi, C(κ) — стала нормування,

а K(κ) — елiптичний iнтеграл першого роду. Знайшовши одновимiрний

профiль густини та хiмiчний потенцiал в наближеннi середнього поля,

можемо обчислити енергiю основного стану квазiдвовимiрної дипольної

бозе-системи E0/N = 1
n

∫ n
0 µdn, або

E0/N = µ− ng

3

∫ a

0

dz|χ0(z)|4. (2.61)

Результати чисельного розрахунку знерозмiреної енергiї основного стану

на одну частинку E0/N = ~2

2ma2e0 i хiмiчний потенцiал µ = ~2

2ma2λ пред-

ставленi на рис. 2.4. Розрахунок термодинамiчних властивостей квазiдво-

вимiрної дипольної бозе-системи за межами наближення середнього поля

є доволi громiздким. Перш за все, потрiбно знайти поправку наступно-

го порядку до профiлю густини. По-друге, для цих розрахункiв потрiне
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Рис. 2.4. Знерозмiрений хiмiчний потенцiал λ (суцiльна лiнiя) i енергiя основного

стану на одну частинку e0 (штрихована лiнiя).

розумiння властивостей квазiдвовимiрного диполь-дипольного розсiяння

[292, 393, 394].

2.3.2. Спектр i його загасання у квазiдвовимiрнiй геометрiї.

Далi обчислимо функцiю ν(k) та вивчимо спектральнi властивостi си-

стеми. Для зручностi вводимо функцiю f(ξ) = ν(k)/ga , де ξ = ka — зне-

розмiрений хвильовий вектор. Фур’є-образи ефективного двовимiрного

потенцiалу взаємодiї i, як результат, спектр Боголюбова можна знайти

аналiтично у двох граничних випадках. Перший — згадана границя слаб-

кого зв’язку, а другий — вiдомий як наближення Томаса-Фермi, що за-

стосовується для γ � 1 де функця χ0(z) прямує до сталого значення

1/
√
a на промiжку [0, a]. Цим випадкам вiдповiдають такi вирази для

функцiї f(ξ):

f0(ξ) =
1− e−ξ

ξ
− 1

2

ξ

ξ2 + (2π)2

[
ξ + 3(1− e−ξ)− ξ2 − (2π)2

ξ2 + (2π)2
(1− e−ξ)

]
,
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fTF (ξ) = −1

3
+

1− e−ξ

ξ
.

Чисельнi результати для спектра Ek = ~2

2ma2ε(ξ), ε(ξ) = ξ
√
ξ2 + 4γf(ξ)

боголюбiвських збуджень наведено на рис. 2.5. У довгохвильовiй гра-
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30
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 TF
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Рис. 2.5. Боголюбiвський спектр в одиницях h2

2ma2
для γ = 35. Суцiльна лiнiя описує

точний розрахунок з розв’язком (2.60). Крапкована та пунктирна лiнiї є результатами

границi слабкої та сильної взаємодiй вiдповiдно.

ницi маємо Ek = ~c
a ξ (1− ξ/4f(0) + . . .). Тут введено швидкiсть звуку

c =
√
nν(0)/m =

√
ng
mau(γ) де u(γ) знерозмiрена монотонно спадна фун-

кцiя (див. рис. 2.6). Для максимального i мiнiмального значень отри-

муємо аналiтично u(0) = 1 i u(∞) =
√

2/3 ' 0.816, вiдповiдно. За-

уважимо, що другий доданок низько-енергетичної асимптотики спектра

є квадратичним. Це загальна особливiсть квазiдвовимiрних дипольних

бозе-системи, що не залежить вiд природи обмежуючого потенцiалу. На-

шi числовi розрахунки показують, що при γc ' 39.86 виникає ротонна

нестiйкiсть. Фактично це значення параметра взаємодiї визначає межi

застосовностi нашого наближення. Нарештi, ми повиннi переконатися,
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Рис. 2.6. Залежнiсть знерозмiреної швидкостi звуку вiд параметра взаємодiї.

що загасання спектра мале, тобто елементарнi збудження є добре визна-

ченими. Щоб знайти коефiцiєнт загасання (2.24) потрiбнi явнi вирази для

власноенергетичних частин на однопетлевому рiвнi. Пiсля пiдстановки в

рiвняння (3.144), отримуємо Γk/Ek = i(t)/na2, де знерозмiрене загасання

i(t) =
γ

2πtf(0)

∫ ∞
0

dξ ξ3
Θ
(
|ε′(ξ)|/2

√
γf(0)− 1

)
√
ε′2(ξ)/4γf(0)− 1

×
[
f(ξ)ξ

ε(ξ)
+

2f(0)

ε′(ξ)

]2

n(ε(ξ)/t)[1 + n(ε(ξ)/t)], (2.62)

тут Θ(x) — функцiя Гевiсайда, також використано позначення для похi-

дної знерозмiреного спектра ε′(ξ) за ξ. Цей результат схожий на резуль-

тат, отриманий за допомогою iншого пiдходу [128]. Якщо ми покладе-

мо f(ξ) = 1 вiн вiдтворює загасання двовимiрного бозе-газу при кон-

тактнiй взаємодiї, отриманiй за допомогою наближення Хартрi-Фока-

Боголюбова [253] та з використанням модифiкованого гiдродинамiчно-

го пiдходу в роботi [62]. Нашi результати пiдтверджують застосовнiсть

гiдродинамiчного опису Попова бозе-систем при скiнченних температу-



95

0 2 4 6 8 10
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4  i(t)
 iTF(t)
 i (t)

t

Рис. 2.7. Температурна залежнiсть загасання фононної моди, обчислена з точним

профiлем густини (суцiльна лiнiя), з профiлем в наближеннi Томаса–Фермi (пун-

ктирна лiнiя) та в границi слабкої зв’язку (пунктирна лiнiя) при γ = 35.

рах. В формулi (2.62) ведучий внесок у загасання низькоенергетичних

збуджень зумовлений наявнiстю квазiчастинок зi швидкiстю ∂Eq/∂(~q)

бiльшою за швидкiсть звуку у системi [128]. Ця особливiсть загасання

пiдтверджена чисельними результатами та проiлюстрована на рис. 2.7.

Подiбно до бозе-систем з контактною взаємодiєю, в областi високих тем-

ператур поведiнка кривих є лiнiйною за температурою.

2.4. Властивостi бiнарних дипольних бозе-сумiшей при

низьких температурах

2.4.1. Формулювання моделi. Розглянемо модель, що характеризу-

ється такою дiєю

S =

∫
dxψ∗a(x)

{
∂τ +

~2

2ma
∆ + µa

}
ψa(x)
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− 1

2

∫
dx

∫
dx′Φab(x− x′)|ψa(x)|2|ψb(x′)|2, (2.63)

тут x = (τ, r), пiдсумовування здiйснюється за iндексами, що повторюю-

ться a, b = (A,B). Перший доданок описує два рiзновиди бозе-частинок

з хiмiчними потенцiалами µa а другий — враховує як диполь-дипольну

взаємодiю, так i короткодiюче вiдштовхування мiж частинками Φab(x) =

δ(τ)Φab(r)

Φab(r) = gabδ(r) + Φ
(d)
ab (r), (2.64)

де Φ
(d)
ab (r) = dadb

1−3z2/r2

r3 , тобто, всi дипольнi моменти dA, dB зорiєнтова-

нi вздовж осi z. Вiдштовхуюча дельта-подiбна частина потенцiалу взає-

модiї забезпечує термодинамiчну стабiльнiсть системи i значно спрощує

подальший аналiз. Без сумнiву, така замiна реалiстичної взаємодiї мiж

частинками контактною, виправдана лише в границi сильно розрiдженої

системи. Накладемо перiодичнi граничнi умови з великим об’ємом V на

просторову залежнiсть комплексних полiв ψa(x) i з перiодом β = 1/T

(T — температура) за уявночасовою змiнною τ . Та вивчемо властивостi

низькоенергетичних колективних мод у представленнi густина-фаза для

полiв ψ [157]

ψa(x) =
√
na(x)eiϕa(x), ψ∗a(x) =

√
na(x)e−iϕa(x). (2.65)

Оскiльки система є просторово-однорiдною, використаємо розклад для

полiв густини та фази

na(x) = na +
1√
βV

∑
K

eiKxnaK , (2.66)

ϕa(x) =
1√
βV

∑
K

eiKxϕaK , (2.67)

тут K = (ωk,k) позначає чотири-вектор, де ωk — бозонна мацубарiв-

ська частота, а k — хвильовий вектор, причому, k 6= 0. Власне, вiд-

сутнiсть доданку з нульовим iмпульсом у наведених вище сумах за k
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дозволяє видiлити явну залежнiсть вiд µa у великому канонiчному по-

тенцiалi Ω = F − µanaV , де вiльна енергiя F системи є функцiєю na.

Тодi термодинамiчнi тотожностi −∂Ω/∂µa = naV визначають величини

na в (2.66), як рiвноважнi густини кожної компоненти [61]. Тому, пра-

цюючи в рамках гiдродинамiчного пiдходу, ми фактично продовжуємо

подальший розгляд у канонiчному ансамблi.

2.4.2. Структура низькоенергетичних збуджень двокомпонен-

тної бозе-системи з дипольною взаємодiєю мiж частинками.

Вiдповiдна дiя пiсля замiни na(x) та ϕa(x) у формулi (2.63)

S = S0 + Sint. (2.68)

Тут перший доданок

S0 = const− 1

2

∑
K

{ωkϕaKna−K − ωkϕa−KnaK

+
~2k2na
ma

|ϕaK |2 +

[
~2k2

4mana
δab + νab(k)

]
naKn

b
−K

}
, (2.69)

де δab — дельта-символ Кронекера, νab(k) = gab + 4πdadb[k
2
z/k

2 − 1/3] —

фур’є-образи двочастинкових потенцiалiв; величина

const = −βV nanbνab(0)/2 зсуває енергiю основного стану системи i

νab(0) = gab слiд розглядати як усереднене за напрямком значення νab(k)

в границi k → 0. З (2.69) очевидно, що диполь-дипольна взаємодiя не

впливає на термодинамiку однорiдної системи в наближеннi середнього

поля. Нескладно за допомогою простої процедури дiагоналiзацiї пере-

конатись, що S0 — описує дiю невзаємодiючих боголюбiвських квазiча-

стинок з двома вiтками спектра збуджень, а другий доданок у (2.68)

враховує взаємодiю мiж ними

Sint =
1

2
√
βV

∑
K,Q

~2

ma
kqna−K−Qϕ

a
Kϕ

a
Q
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+
1

3!
√
βV

∑
K+Q+P=0

~2

8man2
a

(k2 + q2 + p2)naKn
a
Qn

a
P

− 1

8βV

∑
K,Q

~2

2man3
a

(k2 + q2)naKn
a
−Kn

a
Qn

a
−Q. (2.70)

Цi доданки вiдповiдають за найпростiшi процеси розсiяння квазiчасти-

нок, тобто, забезпечують скiнченнiсть часу життя елементарних збу-

джень.

В [60] показано, як пов’язати параметри спектра збуджень малої енер-

гiї з вимiрюваними величинами однокомпонентної дипольної надплинної

системи. Цей аналiз можна природно поширити на двокомпонентнi бозе-

сумiшi з диполь-дипольною взаємодiєю. Зокрема, для всiх дiаграм з дво-

ма зовнiшнiми nK-лiнiями отримуємо

Dab
nn(K → 0) = ∂µa/∂nb + 4πdadb[k

2
z/k

2 − 1/3]. (2.71)

Диференцiювання кожної точної вершинної функцiї за na додає ще одну

naK-лiнiю з нульовим чотири-вектором, тому:

Dabc
nnn(0, 0) =

∂3f

∂na∂nb∂nc
=

∂2µa
∂nb∂nc

, . . . , (2.72)

де f — густина вiльної енергiї двокомпонентної дипольної бозе-системи.

Зауважимо, що лише вершини другого порядку демонструють анiзотро-

пну поведiнку в довгохвильовiй границi, тобто залежать вiд кута мiж

iмпульсом та напрямком зовнiшнього магнiтного поля.

Аналогiчно до однокомпонентного випадку можна отримати точнi то-

тожностi для вершин, якi мiстять довiльне число зовнiшнiх фазових

лiнiй, припускаючи, що кожна компонента нашої системи рухається зi

швидкiстю va, що еквiвалентно такому калiбрувальному перетворенню

ϕA(B)(x)→ ϕA(B)(x)−mA(B)rvA(B)/~ початкової дiї (2.68). Iнварiантнiсть

щодо поворотiв в площинi, перпендикулярнiй до зовнiшнього поля, за-

безпечує той факт, що термодинамiчнi величини рухомої бозе-системи



99

залежать лише вiд v⊥a v⊥b та vzavzb . Тому для густини вiльної енергiї маємо

fv = f +
1

2
ρ⊥abv

⊥
a v⊥b +

1

2
ρzabv

z
av

z
b + . . . , (2.73)

тут введенi симетричнi матрицi ρzab, ρ
⊥
ab що визначають надплиннi масовi

густини в поздовжньому i в поперечному напрямку до орiєнтацiї диполiв.

У границi нульової температури вся рiдина є надплинною, а отже, вимога

закону збереження струму призводить до наступних тотожностей

ρzAA + ρzAB = ρ⊥AA + ρ⊥AB = mAnA, (A→ B). (2.74)

З урахуванням розкладу (2.73) i дiї диференцiального оператора
~

imA(B)
k ∂
∂vA(B)

на точну вершинну функцiю, що збiльшує число ϕA(B)(K)-

лiнiй з нульової частотою та зникаюче малим k, одержимо

Dab
ϕϕ(K → 0) =

~2k2

mamb

{
ρ⊥abk

2
⊥/k

2 + ρzabk
2
z/k

2
}
, (2.75)

Dab
ϕn(K → 0) = −Dba

nϕ(K → 0) = δabωk. (2.76)

В принципi, вiдсутнiсть iнфрачервоних розбiжностей у гiдродинамiчно-

му описi дозволяє перевiрити останню рiвнiсть за допомогою теорiї збу-

рень. Бiльше того, поведiнка кожної вершинної функцiї якiсно вiдтворю-

ється навiть на рiвнi однiєї петлi. Нарештi, слiд зазначити, що за допомо-

гою цих двох правил диференцiювання можна отримати довгохвильову

асимптотику довiльної точної вершини. Зокрема, для вершин третього

порядку з двома фазовими та однiєю лiнiєю флуктуацiї густини знахо-

димо в границi K,Q→ 0

Dabc
ϕϕn(K,Q) = −~

2k⊥q⊥
mamb

∂ρ⊥ab
∂nc
− ~2kzqz
mamb

∂ρzab
∂nc

, (2.77)

що разом з (2.72) обґрунтовує ефективнiсть гiдродинамiчного опису Лан-

дау двокомпонентних дипольних бозе-систем.
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Формули (2.71), (2.75) та (2.76) iлюструють фононну поведiнку двох

вiток спектра збуджень в довгохвильовiй границi та визначають зале-

жнi вiд напряму швидкостi звуку через матрицi χab(k) = Dab
nn(K → 0),

ηab(k) = Dab
ϕϕ(K → 0)/~2k2

c4
k − c2

kSp{η(k)χ(k)}+ det |η(k)χ(k)| = 0. (2.78)

Хоча ми обговорюємо властивостi основного стану системи, вищевказанi

рiвняння справедливi для всiх температур включно до точки переходу у

нормальний стан.

2.4.3. Явище BEC у двокомпонентних дипольних бозе-системах.

В рамках гiдродинамiчного пiдходу легко з’ясувати iнфрачервону стру-

ктуру одночастинкового спектра. Тому основна мета цього пiдроздiлу —

вивести точну низькоенергетичну асимптотичну поведiнку нормальних

Gab(x− x′) = −〈ψa(x)ψ∗b (x
′)〉, (2.79)

та аномальних

G̃ab(x− x′) = −〈ψa(x)ψb(x
′)〉, (2.80)

функцiй Грiна, якi визначаються як статистично усередненi значення рi-

зних пар ψ-полiв. Для просторових вимiрностей, що перевищують два,

вищезгаданi функцiї при однакових значеннях уявного часу та на вели-

ких вiдстанях мiж частинками, прямують до констант

Gab(x) = G̃ab(x) = −
√
n0an0b, τ = 0, r →∞, (2.81)

де n0a — густина бозе-конденсату сорту a. Кiлькiсть частинок на най-

нижчому одночастинковому рiвнi є залежною вiд моделi величиною, яку

в гiдродинамiчному пiдходi можна обчислити так:

√
n0a = lim

τ ′→τ−0
〈
√
na(x)eiϕa(x′)〉|r′=r, (2.82)
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чи, еквiвалентно limτ ′→τ−0〈e−iϕa(x)
√
na(x′)〉|r′=r. В iмпульсному просторi:

Gab(P ) =

∫
dxe−iPx{

√
n0an0b +Gab(x)}, (2.83)

G̃ab(P ) =

∫
dxe−iPx{

√
n0an0b + G̃ab(x)}, (2.84)

враховуючи спiввiдношення (2.79), (2.80), (2.82) i виведення для iнфра-

червоної структури гiдродинамiчної дiї, маємо

Gab(P → 0) = −
√
n0an0b〈ϕaPϕb−P 〉, (2.85)

i G̃ab(P → 0) = −Gab(P → 0). Застосування вищевказаних формул не

обмежується границею низьких температур, де воно узагальнює вiдо-

мий результат Гаворе-Нозьєра [384, 387] на сумiшi бозе-частинок, але є

також справедливим при скiнчених температурах в конденсатнiй обла-

стi. Зокрема, границя нульової частоти цiєї формули — це розширення

результату Джозефсона [389], що завдяки наявностi диполь-дипольної

взаємодiї проявляє iнтригуючу анiзотропну поведiнку.

2.4.4. Однопетлеве наближення. Властивостi системи можна якi-

сно описати навiть у першому порядку теорiї збурень, оскiльки в цьому

наближеннi вiдсутнi iнфрачервонi розбiжностi. Але для кiлькiсного ана-

лiзу потрiбне подальше обґрунтування. Добре вiдомо, що для модельних

систем у границi слабкої взаємодiї розклад за кiлькiстю петель тото-

жний розкладу за характерним малим параметром. Тому обмежимось

лише випадком надрозрiджених бозе-систем, i будемо враховувати лише

першi поправки до середнього поля для всiх спостережуваних величин.

Для обчислення анiзотропних надплинних густин двокомпонентної ди-

польної сумiшi, ми повиннi зiбрати всi дiаграми з двома зовнiшнiми фа-

зовими лiнiями. На рiвнi однiєї петлi завдання просте, оскiльки поправка
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Рис. 2.8. Однопетлевi попраки до вершин Dab
ϕϕ(K). Стрiлками позначено фазовi поля

ϕaK , а суцiльнi лiнiї — поля флуктуацiй густин naK .

до кожної вершини Dab
ϕϕ(K) у цьому наближеннi задається лише двома

дiаграмами (див. рис. 2.8), тому для матриць надплинних густин маємо

ρ
z(⊥)
ab = δabmana −∆ρ

z(⊥)
ab . (2.86)

При нульовiй температурi цi величини задовольняють таким спiввiдно-

шенням ∆ρ
z(⊥)
AA = ∆ρ

z(⊥)
BB = −∆ρ

z(⊥)
AB , якi узгоджуються зi законом збере-

женням струму (2.74). Безпосереднiй розрахунок ∆ρ
z(⊥)
AB дає

∆ρzAB =
2

V

∑
q 6=0

~2q2
z

εAεB
E+E−

nAnBν
2
AB

(E+ + E−)3
, (2.87)

∆ρ⊥AB =
1

V

∑
q 6=0

~2(q2
x + q2

y)
εAεB
E+E−

nAnBν
2
AB

(E+ + E−)3
, (2.88)

де для спрощення позначень введено вiльночастинковi спектри εa =

~2q2/2ma та використано позначення для фур’є-образiв двочастинкових

потенцiалiв νab = νab(q) i для двох вiток спектра елементарних збу-

джень E2
± = (E2

A +E2
B)/2±

√
(E2

A − E2
B)2/4 + 4εAεBnAnBν2

AB, тут E
2
A =

ε2
A + 2εAnAνAA (EB = EA→B) — боголюбiвський спектр компоненти A

(B).

Таким же чином, обчислюючи однопетлевi дiаграми для вершинDab
nn(K)

(див. рис. 2.9) ми отримали поправки до оберненої сприйнятливостi

∂µa
∂nb

= gab +
∂∆µa
∂nb

. (2.89)
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Рис. 2.9. Дiаграми, що поправляють вершини Dab
nn(K).

Опускаючи деталi простих, але громiздких обчислень, наведемо резуль-

тати, отриманi в границi нульової температури

∂∆µA
∂nA

=
−1

2V

∑
q6=0

ε2
A

E2
+E

2
−

{
[νAAE

2
B − 2εBnBν

2
AB]2

E+E−(E+ + E−)

+

[
νAA(E+E− + E2

B)− 2εBnBν
2
AB

]2
(E+ + E−)3

}
, (2.90)

∂∆µA
∂nB

=
−1

2V

∑
q 6=0

εAεBν
2
AB

E2
+E

2
−

{
ε2
Aε

2
B

E+E−(E+ + E−)

+
(E+E− + ε2

A)(E+E− + ε2
B)

(E+ + E−)3

}
. (2.91)

Такий ж результат можна отримати, використовуючи термодинамiчнi

тотожностi ∂µa∂nb
= ∂2

∂na∂nb
E0

V , де E0 - енергiя основного стану двокомпонен-

тної дипольної бозе-системи в наближеннi Боголюбова. Варто зазначити,

що iнтеграли у формулах (2.90), (2.91) є ультрафiолетово-розбiжними.

Для усунення цих розбiжностей ми використовуємо пiдхiд, оригiналь-

но введений в [111] для однокомпонентної бозе-системи з дипольною

взаємодiєю. Його особливiсть полягає в тому, щоб переписати фур’є-

образи потенцiалiв νab(k) через амплiтуди розсiяння при малих iмпуль-

сах передачi. Тому до правого боку формул (2.90) i (2.91) слiд додати
mA

~2

∫
dq

(2π)3ν
2
AA/q

2 i 2mAmB

~2(mA+mB)

∫
dq

(2π)3ν
2
AB/q

2, вiдповiдно. Цей же результат
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отримується i за допомогою звичайної процедури розмiрної регуляриза-

цiї.

У границi сильного розрiдження, внесок ведучого порядку в розми-

ття бозе-конденсату можна обчислити, використовуючи розклад в ряд

Тейлора експонентного та кореневого спiвмножникiв в (2.82) (δna(x) =

na(x)− na)

n0A

nA
= 1− 〈ϕ2

A(x)〉 − 1

4n2
A

〈δn2
A(x)〉

+
i

nA
lim

τ ′→τ−0
〈ϕA(x′)δnA(x)〉|r′=r, (2.92)

такий ж вираз можна записати для сорту B. Виконуючи iнтегрування

за мацубарiвськими частотами, для ∆nA = nA − n0A отримуємо

∆nA =
1

2V

∑
q 6=0

{
εA + nAνAA
E+ + E−

[
1 +

E2
B

E+E−

]
− 1

}
. (2.93)

Вищенаведений результат в границi нехтовно малої мiжсортової взаємо-

дiй (однокомпонентний випадок) збiгається з розрахунками роботи [113].

Для безпосереднiх розрахункiв обмежимось лише розглядом сумiшi з

однаковою масою частинок двох сортiв. Це наближення цiлком обґрун-

товане для експериментально реалiзованих сумiшей 162Dy-164Dy та 164Dy-
168Er. Зокрема, в границi рiвних мас mA = mB = m двi гiлки спектра

збуджень набувають дуже простого вигляду E2
± = ~4q4/4m2 + ~2c2

±q
2.

Зауважимо, що всi термодинамiчнi параметри бiнарної дипольної бозе-

сумiшi при нульовiй температурi можуть бути записанi у виглядi одно-

вимiрних iнтегралiв за полярним кутом

∂∆µA
∂nB

=
1

3π2

∫ π

0

dθ sin θ
mc2

+

nAnB

(mc+

~

)3

γ4
ABf1(γ), (2.94)

∂∆µA
∂nA

=
1

3π2

∫ π

0

dθ sin θ
mc2

+

n2
A

(mc+

~

)3

×
{
γ4
Af1(γ)− 2γ2

Aγ
2f2(γ)− γ4f3(γ)

}
, (2.95)
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де для скорочення позначень введено такi функцiї

f1(γ) =
3γ4 + 9γ3 + 11γ2 + 9γ + 3

(1 + γ)3
,

f2(γ) =
γ2 + 3γ + 1

(1 + γ)3
, f3(γ) =

1

(1 + γ)3
.

та використано позначення для γ = c−/c+, γA = cA/c+ i

γ4
AB = nAnBν

2
AB(k)/m2c4

+. Тут

c2
± = (c2

A + c2
B)/2±

√
(c2
A − c2

B)2/4 + nAnBν2
AB(k)/m2 — швидкостi звуку

двох вiток спектра збуджень системи i c2
A = nAνAA(k)/m (cB = cA→B) —

швидкiсть звуку, в наближеннi середнього поля, кожного сорту окремо.

У такий ж спосiб отримуються матричнi елементи надплинної густини

∆ρzAB/m =
4

15π2

∫ π

0

dθ sin θ cos2 θ
(mc+

~

)3

γ4
ABf2(γ), (2.96)

∆ρ⊥AB/m =
2

15π2

∫ π

0

dθ sin θ sin2 θ
(mc+

~

)3

γ4
ABf2(γ). (2.97)

Нарештi, для виснаження конденсату сорту B знаходимо

∆nB =
1

6π2

∫ π

0

dθ sin θ
(mc+

~

)3
{

1− γ5

1− γ2
− γ2

A

1− γ3

1− γ2

}
. (2.98)

Останнi експериментальнi висновки з [395, 396] щодо довжин розсi-

яння конденсатiв диспрозiю та ербiю вказують на те, що вищезазна-

ченi однорiднi сумiшi нестiйкi щодо колапсу. Тому, щоб продемонстру-

вати вплив диполь-дипольної взаємодiї на рiвноважнi властивостi дво-

компонентних бозе-газiв, розглянемо спрощену модель з det gab = 0 та

4πd2
A/3gAA = 4πd2

B/3gBB = ε < 1. Добре вiдомо, що на рiвнi середнього

поля ця модель знаходиться на межi фазового розшарування, але наяв-

нiсть ефектiв поза наближенням середнього поля вiдновлює термодина-

мiчну рiвновагу сумiшi. Введемо довжини s-розсiяння lA = gAAm/4π~2

(lB = lA→B) i позначимо Qs(ε) =
∫ 1

0 dx[1 + ε(3x2 − 1)]s/2, та запишемо
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вирази для виснаження конденсату

∆nA =
8

3
√
π
nAlA

√
nAlA + nBlBQ3(ε), (2.99)

надплинних густин

∆ρzAB/m =
64

45
√
π

nAlAnBlB√
nAlA + nBlB

×
{

1

ε
Q5(ε)−

1− ε
ε
Q3(ε)

}
, (2.100)

∆ρ⊥AB/m =
32

45
√
π

nAlAnBlB√
nAlA + nBlB

×
{

1 + 2ε

ε
Q3(ε)−

1

ε
Q5(ε)

}
, (2.101)

та поправок до матрицi обернених стисливостей

1

gAA

∂∆µA
∂nA

=
16√
π
lA
√
nAlA + nBlBQ5(ε), (2.102)

1

gAB

∂∆µA
∂nB

=
16√
π

√
lAlB

√
nAlA + nBlBQ5(ε). (2.103)

З наведених вище розрахункiв очевидно, що сумiш завжди стабiльна,

коли lA 6= lB. Швидкiсть звуку c2
− ' nAnB detχ(k)/(mc+)2 нижньої

вiтки спектра збуджень повнiстю визначається однопетлевим результа-

том (2.102), (2.103) i характеризується iзотропнiстю та збiльшується зi

збiльшенням величини диполь-дипольної взаємодiї. Нагадаємо, що нашi

розрахунки застосовнi лише для слабо взаємодiючих дипольних бозе-

сумiшей, i спроба вийти за межi однопетлевого наближення ускладню-

ється через розрахунок швидко зростаючої кiлькостi дiаграм. З iншого

боку, кожен наступний порядок теорiї збурень привносить додатковий

множник nl3A,B � 1, який є дуже малим в реальних експериментах з

надхолодними дипольними газами, тому цими внесками вищого порядку

можна знехтувати.
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2.4.5. Надплинна гiдродинамiка двокомпонентних дипольних

бозе-конденсатiв. Далi розглянемо лише низькотемпературну грани-

цю, не беручи до уваги густину нормальної компоненти в надплиннiй

системi. Для отримання рiвнянь макроскопiчної гiдродинамiки, викори-

стаємо метод Зiселя з [390]. Основна iдея полягає у формулюваннi варi-

ацiйного принципу, що задає еволюцiю локальних неоднорiдних густин

na(r, t) та полiв швидкостей v⊥a (r, t), vza(r, t) для двокомпонентної си-

стеми дипольних бозонiв. Цей пiдхiд також називається наближенням

локальної густини. Вiдповiдна густина лагранжiану L = K − U мiстить

кiнетичну енергiю (див. формулу (2.73)) K = 1
2ρ
⊥
ab[n]v⊥a (r, t)v⊥b (r, t) +

1
2ρ

z
ab[n]vza(r, t)v

z
b (r, t) + . . ., де матрицi ρ⊥ab[n], ρzab[n] (записанi через ло-

кальну густину частинок кожного сорту) залежать вiд просторових ко-

ординат i часу. Другий доданок в L — внутрiшня енергiя одиничного

об’єму двокомпонентної бозе-системи з диполь-дипольною взаємодiєю у

зовнiшнiх потенцiалах Ua(r)

U = ε[n] + Ua(r)na(r, t)

+
1

2

∫
dr′Φ

(d)
ab (r′ − r)na(r, t)nb(r

′, t), (2.104)

де ε[n] — густина енергiї однорiдної системи пiсля замiни na → na(r, t).

Мiнiмiзуючи дiю S =
∫
dt
∫
drL, слiд враховувати локальнi закони збе-

реження кiлькостi частинок

∂tna +
1

ma
div ja = 0, (2.105)

(надалi не вказуємо явну залежнiсть вiд r, t) зi струмами, визначени-

ми ja = (ρ⊥ab[n]v⊥b , ρ
z
ab[n]vzb ). Виконуючи цi простi обчислення, отримаємо

рiвняння, що визначають умовний екстремум S

∂tva = − 1

ma
∇
{
µa[n] +

∫
dr′Φ

(d)
ab (r− r′)n′b

+Ua(r) +
1

2

∂ρ⊥bc[n]

∂na
v⊥b v⊥c +

1

2

∂ρzbc[n]

∂na
vzbv

z
c

}
, (2.106)
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якi потрiбно розв’язувати разом iз (2.105).Окреслимо межi застосовностi

вищезазначених гiдродинамiчних рiвнянь. Перш за все, повна кiнетична

енергiя K двокомпонентної надплинної рiдини, на вiдмiну вiд одноком-

понентного випадку, не є квадратичною формою за швидкостями навiть

при дуже низьких температурах. Тому, нехтуючи доданками вищого по-

рядку, ми обмежуємось лише глибокою гiдродинамiчною областю, близь-

кою до стану термодинамiчної рiвноваги. На практицi, використовуючи

описану вище процедуру, складно отримати квадрупольнi та iншi внески

шляхом обчислення вiдповiдних вершин Dabcd
ϕϕϕϕ(K,Q, P ), . . ., але в експе-

риментально реалiзовнiй розрiдженiй границi їх внесок є незначним. По-

друге, це напiвфеноменологiчне формулювання макроскопiчної гiдроди-

намiки є квазiкласичним за своєю природою, а отже, зовнiшнiй потенцiал

Ua(r) повинен бути слабко змiнною функцiю координат, оскiльки лише в

цьому випадку, так званий, квантовий тиск ~2(∇na)2/(man
2
a) є меншим за

хiмiчний потенцiал µa[n]. Бiльше того, за вiдсутностi потоку надплинної

компоненти (va = 0), з (2.106) отримуємо умову стiйкостi Томаса-Фермi

для двокомпонентної системи в неоднорiдному зовнiшньому потенцiалi.

Однак, отриману систему рiвнянь можна легко використовувати для ви-

явлення утворення крапель з великою кiлькiстю частинок [117] у сумi-

шах з диполь-дипольною взаємодiєю. Варто зауважити, що лiанеризованi

рiвняння (2.105), (2.106) правильно описують поширення звукових хвиль

в однорiдних (Ua(r) = 0) системах зi швидкостями звуку (2.78).

2.5. Висновки до роздiлу 2

Отже, у цьому роздiлi вивчено властивостi бозе-систем з далекодiючою

(переважно диполь-дипольною) взаємодiєю. Зокрема, за допомогою гi-

дродинамiчного пiдходу проаналiзовано точну iнфрачервону структуру
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низькоенергетичної дiї, яка описує флуктуацiї густини та фази. В рамках

цих напрацювань, переписано спектр i загасання колективних мод через

макроскопiчнi величини дипольної бозе-системи, з’ясовано iнфрачервону

поведiнку одночастинкових функцiй Грiна та розраховано низькотемпе-

ратурнi поправки до анiзотропної надплинної густини. Також отримано

точну температурну асимптотику конденсатної фракцiї. До того ж, до-

слiджено лiнеаризованi рiвняння макроскопiчної гiдродинамiки диполь-

них надплинних систем та вивчено особливостi першого та другого звуку.

Особливої уваги заслуговує дослiдження властивостей бiнарних ди-

польних бозе-конденсатiв при нульовiй температурi. Зокрема, виявле-

но зв’язок мiж точною iнфрачервоною анiзотропною поведiнкою одно-

частинкових функцiй Грiна та динамiчними структурними факторами

з макроскопiчними параметрами двокомпонентних надплинних систем.

Також наведено правильний спосiб обчислення густини бозе-конденсату

взаємодiючих бозонiв у гiдродинамiчному формулюваннi Попова. В рам-

ках цього пiдходу, обчислюючи низькоенергетичну границю вiдповiдних

вершин другого порядку в однопетлевому наближеннi, отримано набли-

женi формули для матриць анiзотропних надплинних густин та обер-

нених сприйнятливостей. Як приклад, розглянуто сумiш бозе-частинок

з ненульовими магнiтними дипольними моментами та короткодiючими

мiж- та всерединiсортовим вiдштовхувальними взаємодiями. Для розрi-

дженої однорiдної дипольної сумiшi бозонiв з однаковими масами обох

сортiв з’ясувано вплив диполь-дипольної взаємодiї на термодинамiчнi,

анiзотропнi, надплиннi властивостi та розмиття бозе-конденсату. Розгля-

нуто проблему макроскопiчного руху двокомпонентних дипольних над-

плинних систем при дуже низьких температурах. Система гiдродина-

мiчних рiвнянь, отриманих у наближеннi локальної густини, може бу-

ти використана для опису експериментiв iз бiнарними дипольними бозе-
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конденсатами.

Також проаналiзовано властивостi квазiдвовимiрної дипольної бозе-

системи, обмеженої в одному напрямi потенцiалом квадратної ями з без-

межно високими стiнками. В областi низьких температур така геометрiя

зовнiшнього потенцiалу дозволяє побудувати систематичну теорiю збу-

рень за степенями оберненої двовимiрної густини системи. У ведучому

порядку рiвняння середнього поля, що визначає одновимiрний профiль

густини, розв’язано точно, що теж дозволило точно обчислити ефектив-

ний мiжчастинковий потенцiал взаємодiї у двох вимiрах, а затим, спектр

збуджень Боголюбова з максоно-ротонною поведiнкою, та чисельно по-

рахувати його загасання.
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РОЗДIЛ 3

Властивостi бозе-систем у нижчих

вимiрностях

3.1. Вступ

В цьому роздiлi дисертацiйної роботи розглянуто задачу про властиво-

стi розрiдженого двовимiрного бозе-газу при нульовiй температурi. Ви-

користовуючи гiдродинамiчний пiдхiд Попова та теорiю збурень в дво-

петлевому наближеннi, вiдтворюється не тiльки вiдомий розклад енер-

гiї основного стану, але й вперше обчислюється густина конденсату та

параметр контакту Тана. Обговорено термодинамiчнi та надплиннi вла-

стивостi розрiдженої двовимiрної бiнарної бозе-сумiшi при низьких тем-

пературах. Також обговорено проблему виникнення далекого позадiаго-

нального порядку в цих системах.

Пертурбативно визначена низькоенергетична, унiверсальна термоди-

намiка розрiджених одновимiрних бозонiв з тричастинковими вiдштов-

хувальними силами. Остаточнi результати виражаються через довжину

тричастинкового розсiяння в границi зникаюче малого радiусу дiї по-

тенцiалу. Аналог енергетичної теореми Тана для розглянутої системи

отримано в загальному випадку без припущення того, що мiжчастинко-

ва взаємодiя є слабкою. Також отримано точну тотожнiсть, що пов’язує

тричастиковий параметр контакту з густиною енергiї.

Також в цьому роздiлi запропонований простий та ефективний ме-

тод розрахунку загасання спектра збуджень однорiдного D-вимiрного

бозе-газу. Стартуючи з оригiнального гiдродинамiчного опису та заiнте-
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грувавши фазовi змiннi, отримано ефективну дiю в термiнах флуктуацiй

густини. В цьому представленнi можна обчислити час життя квазiчасти-

нок зi скiнченим iмпульсом в широкому дiапазонi температур. Показано,

що загасання, отримане в рамках гiдродинамiчного пiдходу, збiгається з

результатами, одержаними за допомогою теорiї збурень.

Проаналiзовано унiверсальнi властивостi найпростiшої галiлей-iнварiантної

моделi безспiнових низьковимiрних фермiонiв з короткодiючою двоча-

стинковою взаємодiєю. Показано, що пiсля перенормування константи

зв’язку, навiть розрiджена система має багату фазову дiаграму, що вклю-

чає надплинний стан i метастабiльну поведiнку типу ‘верхньої вiтки’.

Розглянуто кiлькачастинковi властивостi безспiнових бозе-частинок,

що взаємодiють через контактний тричастинковий потенцiал у геоме-

трiях з дробовими вимiрностями 1 < D < 2. Спрогнозовано iснування

нескiнченної послiдовностi зв’язаних станiв типу Єфiмова в секторi чо-

тирьох бозонiв при тричастинковому резонансi. Подiбна поведiнка спо-

стерiгається в задачi п’яти тiл. Показано, що спiввiдношення високоенер-

гетичних рiвнiв у цих двох секторах є унiверсальною константою. Коро-

тко обговорюються наслiдки появи фiзики типу Єфiмова на поведiнку

макроскопiчних систем.

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [52, 54, 55, 62, 68, 69,

75].

3.2. Двовимiрнi, двокомпонентнi бозе-сумiшi

3.2.1. Iнтегрування за “швидко” змiнними полями. Сформулю-

ємо теорiю двокомпонентної бозе-системи на мовi iнтегралiв за траєкто-

рiями з евклiдовою дiєю (2.63), де x = (r, τ) — (2 + 1)-вектор,
∫
dx =∫ β

0 dτ
∫
A dr (тут A — великий ”об’єм” перiодичностi) з короткодiючими
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iзотропними потенцiалами взаємодiї Φab(r) мiж частинками двох сортiв

(a, b = A,B). Загальновiдомо, що формулювання Попова [157] є при-

датним до опису низьковимiрних багатобозонних систем, тому в цьому

пiдроздiлi ми застосуємо такий пiдхiд для двокомпонентного бозе-газу.

Основна iдея — ввести масштаб iмпульсу ~Λ, та роздiлити поля ψa(x) на

“повiльно” ψa(x) (залишаємо таку ж позначку) i “швидко” ψ̃a(x) змiннi

частини:

ψa(x)→ ψa(x) + ψ̃a(x), ψ∗a(x)→ ψ∗a(x) + ψ̃∗a(x), (3.1)

(зауважимо, що
∫
A drψa(x)ψ̃a(x) = 0) з наступним функцiональним iн-

тегруванням за ψ̃a(x). Таким чином, пiсля переходу до представлення

густина-фаза (2.65) для “повiльно” змiнних ψa(x) полiв, отримується ефе-

ктивна гiдродинамiчна дiя, яка точно визначає низькоенергетичну фiзи-

ку двовимiрних бозе-систем в усiй температурнiй областi. Далi будемо

вивчати лише властивостi основного стану системи. Якщо окрiм цього,

система розрiджена, то роль полiв ψ̃a(x) зводиться до замiни вихiдних

мiжчастинкових потенцiалiв Φab(r) в гiдродинамiчнiй дiї елементами t-

матрицi.

З урахуванням перетворення (3.1) дiя двокомпонентної бозе-сумiшi

S →
∫
dxψ∗a(x)

{
∂τ +

~2

2ma
∆ + µa

}
ψa(x)

+

∫
dx ψ̃∗a(x)

{
∂τ +

~2

2ma
∆ + µa

}
ψ̃a(x)

−1

2

∫
dx

∫
dx′Φab(x− x′)|ψa(x)|2|ψb(x′)|2

−
∫
dx

∫
dx′Φab(x− x′)

{
ψ∗a(x)ψ∗b (x

′)ψb(x
′)ψ̃a(x) + c.c

}
−
∫
dx

∫
dx′Φab(x− x′)

{
|ψa(x)|2|ψ̃b(x′)|2

+ψ∗a(x)ψ̃∗b (x
′)ψb(x

′)ψ̃a(x)
}
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−1

2

∫
dx

∫
dx′Φab(x− x′)

{
ψ∗a(x)ψ∗b (x

′)ψ̃b(x
′)ψ̃a(x) + c.c

}
−
∫
dx

∫
dx′Φab(x− x′)

{
ψ̃∗a(x)ψ̃∗b (x

′)ψ̃b(x
′)ψa(x) + c.c

}
−1

2

∫
dx

∫
dx′Φab(x− x′)|ψ̃a(x)|2|ψ̃b(x′)|2, (3.2)

де дев’ять вершин представлено на рис. 3.1 за допомогою дiаграм. Для

Рис. 3.1. Дiаграмне представлення вершин, що виникають у (3.2). Суцiльнi та пун-

ктирнi лiнiї — це ψa(x) та ψ̃a(x), вiдповiдно.

дуже розрiдженої системи при iнтегруваннi за полями ψ̃ можна вико-

ристовувати звичайну теорiю збурень, враховуючи дiю iдеального га-

зу (другий доданок в рiвняннi (3.2)) як наближення нульового порядку.

Крiм того, у низькотемпературнiй границi єдиний ненульовий внесок у

ефективну дiю, що керує “повiльно” змiнними полями, задається дiагра-

мами, зображеними на рис. 3.1. Пiдсумовування цього нескiнченного ря-

ду дiаграм зводиться до розв’язку лiнiйного iнтегрального рiвняння для

перенормованих симетричних вершин

tab(P,Q|Q+K,P −K) = [gab(k) + δabgaa(p− k − q)]/2δab

− 1

2δabAβ
∑
S

[gab(s) + δabgaa(p− s− q)]
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Рис. 3.2. Перенормування двочастинкового потенцiалу взаємодiї в гiдродинамiчнiй

дiї.

× Ga(P − S)Gb(Q+ S)

× tab(P − S,Q+ S|Q+K,P −K), (3.3)

де gab(k) — фур’є-образи Φab(r) i Ga(P ) = 1/[iωp − εa(p) + µa] функцiї

Грiна iдеальних газiв. В границi малих густин, де µa � ~2Λ2/ma (у дво-

компонентному випадку Λ2 ∼ nA + nB) i найбiльш важлива область iн-

тегрування за хвильовими векторами p, q, k ∼ √mµa/~� Λ, можна зне-

хтувати залежнiстю вiд P та Q в пiдiнтегральнiй функцiї в (3.3). Якщо

також вважати, що потенцiали взаємодiї є короткодiючими, тобто gab(s)

слабко залежать вiд s, тодi tab(−S, S|0, 0) також незалежнi вiд переда-

ного iмпульсу. Останнє спостереження дозволяє знайти асимптотичний

розв’язок (3.3) (позначаючи tab(0, 0|0, 0) ≡ tab)
1

tab
=

1

gab(0)
+

∫ ∞
Λ

ds s

2π

gab(s)

gab(0)

1

εa(s) + εb(s)
. (3.4)

3.2.2. Ефективна дiя 2D бозе-сумiшi. Остаточно, гiдродинамiчна

дiя

Sh =

∫
dx

{
na(x)i∂τϕa(x)− ~2

2ma
na(x)(∇ϕa(x))2

− ~2

8ma

(∇na(x))2

na(x)
− 1

2
tabna(x)nb(x) + µana(x)

}
, (3.5)

де tab вiдповiдає за двочастинковi зiткнення. Для просторових однорi-

дних систем можна використати розклад за фур’є-гармонiками (2.66),

(2.67) з урахуванням того, що модуль двовимiрного хвильовий вектора

k обмежений згори |k| ≤ Λ. З тотожностей −∂Ω/∂µa = naV та врахову-

ючи “швидко” змiннi поля в низькотемпературнiй термодинамiцi, легко
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показати, що na — рiвноважнi густини двох компонент. У граничному

випадку сильно розрiдженої системи, для правильного опису достатньо

гаусової частини дiї (3.5)

SG = −βAtab
2
nanb −

1

2

∑
K

{
ωkϕ

a
Kn

a
−K − ωkϕa−KnaK

+2εa(k)na|ϕaK |2 +

[
εa(k)

2na
δab + tab

]
naKn

b
−K

}
, (3.6)

(де εa(k) = ~2k2/2ma — вiльночастинковi спектри; δab — дельта-символ

Кронекера). Пiсля iнтегрування статистичної суми в низькотемператур-

нiй границi, запишемо енергiю основного стану бiнарного бозе-газу

E0

A
=

1

2
nanbtab +

1

2A
∑
|k|≤Λ

[E+(k) + E−(k)− εA(k)− εB(k)− nataa] .(3.7)

Тут двi вiтки [397–399] боголюбiвського спектра

E2
±(k) =

1

2

{
E2
A(k) + E2

B(k)

±
√

[E2
A(k)− E2

B(k)]2 + 16εA(k)εB(k)nAnBt2AB

}
,

де E2
a(k) = ε2

a(k) + 2εa(k)nataa дисперсiйне спiвiдношення окремих ком-

понент. У довгохвильовiй границi цi двi вiтки спектра колективних збу-

джень характеризуються фононною поведiнкою E±(k → 0) = ~kc±.

Останнi три доданки пiд знаком суми в (3.7) не з’являються пiд час фун-

кцiонального iнтегрування, i їх потрiбно дописати штучно [400]. Однак,

ця процедура узгоджується з розрахунками, виконаними в операторному

формалiзмi [60] i в рiзноманiтних регуляризацiйних схемах [401].

Щоб вивчити надплиннi властивостi двокомпонентної системи, припу-

стимо, що кожна компонента сумiшi повiльно рухається зi швидкiстю va.

На практицi, малим значенням va вiдповiдає |va| � c−, забезпечуючи ло-

кальну термодинамiчну рiвновагу при описi надплинної гiдродинамiки.

Запишемо дiю рухомої сумiшi бозе-газiв за допомогою калiбрувального
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перетворення ψa(x)→ ψa(x)e−imarva/~ вiд початкової (2.63)

Sv = S − βAρav
2
a

2
+ i~

∫
dxψ∗a(x)va∇ψa(x), (3.8)

де ρa вводяться, як масовi густини (маса на одиницю об’єму). Як бу-

ло аргументовано вище, можна показати, що поля ψ̃a(x) не впливають

на макроскопiчнi властивостi двокомпонентної бозе-системи при низьких

температурах. Тому, останнiй доданок в (3.8) зсуває мацубарiвськi часто-

ти ωk → ωk+ i~kva, у доданках типу ϕaKn
a
−K ефективної гiдродинамiчної

дiї (3.5), (3.6). Знову ж явнi розрахунки енергiї рухомої бозе-сумiшi мо-

жна виконати до кiнця лише в границi дуже сильно розрiдженої системи,

де можна знехтувати ангармонiчними членами в Sh. З точнiстю до ква-

дратичного порядку за швидкостями va маємо

Ev/A = E0/A+
1

2
ρabvavb + . . . , (3.9)

де симетрична матриця надплинних густин

ρab = ρaδab −∆ρab, (3.10)

з явним виглядом елементiв

∆ρAA =
1

2Aβ
∑
K

~2k2[ω2
k + E2

B(k)]

[ω2
k + E2

+(k)][ω2
k + E2

−(k)]

×
{

1− 2ω2
k[ω

2
k + E2

B(k)]

[ω2
k + E2

+(k)][ω2
k + E2

−(k)]

}
, (3.11)

∆ρAB = − 4

Aβ
∑
K

~2k2ω2
kεA(k)εA(k)nAnBt

2
AB

[ω2
k + E2

+(k)]2[ω2
k + E2

−(k)]2
, (3.12)

розрахованими в двох вимiрах. При нульовiй температурi вся система є

надплинною i галiлей-iнварiантнiсть вимагає ∆ρAA = ∆ρBB = −∆ρAB =

∆ρ, що можна легко перевiрити шляхом прямого iнтегрування за мацу-

барiвськими частотами в (3.11), (3.12).
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У двовимiрних системах бозонiв, якi перебувають в основному станi,

найнижчий одночастинковий стан макроскопiчно заповнений. Незважа-

ючи на те, що сильно розвиненi термодинамiчнi флуктуацiї при будь-

яких скiнченних температурах повнiстю виснажують бозе-конденсат, з

методологiчної точки зору цiкаво порахувати його значення для слабов-

заємодiючого газу. У пiдходi Попова густина конденсату отримується

так:

√
n0a = 〈ψa(x)〉, (3.13)

де середнє слiд обчислювати в рамках гiдродинамiчного пiдходу

√
n0a = lim

τ ′→τ−0
〈
√
na(x)eiϕa(x′)〉|r′=r. (3.14)

Враховуючи лише гауссовi флуктуацiї, отримуємо результат

n0A = nA −
1

2A
∑
|k|≤Λ

{
εA(k) + nAtAA
E+(k) + E−(k)

[
1 +

E2
B(k)

E+(k)E−(k)

]
− 1

}
. (3.15)

Крiм надплинних властивостей бiнарної бозе-сумiшi, величина ρab разом

iз матрицею обернених стисливостей ∂µa/∂nb визначають двi швидко-

стi поширення звуку [402] в двокомпонентному бозонному середовищi.

Нарештi, вона також визначає показники степеневої поведiнки одноча-

стинкових матриць густини

Fab(|r− r′|) = 〈ψ∗a(x)ψb(x
′)〉|τ→τ ′, (3.16)

при великих вiдстанях мiж частинками, коли T 6= 0. Зокрема, викори-

стовуючи результати попереднього пiдроздiлу для рiзних вершин легко

показати, що точна асимптотична поведiнка Fab(r) така:

Fab(r →∞) ∝ δab
rηa
, ηa =

m2
aT

2π~2
ρ−1
aa , (3.17)

що вказує на фазу Березiнського-Костерлiца-Таулесса (тут ρ−1
ab — еле-

менти оберненої матрицi). При дуже низьких температурах розмиттям
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надплинної густини ( для двовимiрних систем воно порядку T 3) можна

знехтувати, i тодi показники ηa повнiстю визначаються ∆ρ (3.11) для

розрiджених сумiшей.

3.2.3. Модель з короткодiючою взаємодiєю. Для конкретних роз-

рахункiв вибираємо двочастинковий потенцiал у наступному виглядi

Φab(r) =
gab
πR2

ab

e−r
2/R2

ab, (3.18)

де gab — константи зв’язку, що визначають силу взаємодiї, а параме-

три Rab, характеризують ефективний радiус дiї потенцiалiв. В границi

Rab → 0 функцiя у (3.18) прямує до δ-функцiї i константи зв’язку gab з

точнiстю до ведучого порядку можна переписати через експерименталь-

но вимiрювальнi довжини s-розсiяння lab [36]

1

gab
= −mab

π~2
ln[eγ/2lab/Rab], (3.19)

де позначено приведенi маси 1/mab = 1/ma + 1/mb i γ = 0.57721 . . . —

стала Ейлера-Маскеронi. З iншого боку, використовуючи рiвняння отри-

манi вище, ми можемо переписати gab через елементи t-матриць

1

gab
=

1

tab
− mab

π~2
ln

2e−γ/2

RabΛ
, (3.20)

знайденими в границi RabΛ� 1. Цi два рiвняння дозволяють позбутись

залежностi вiд неунiверсальних параметрiв gab та Rab у формулi для ма-

трицi tab, i як наслiдок в гiдродинамiчнiй дiї (3.5)

tab =
π~2

mab

1

ln
[

2e−γ

labΛ

] . (3.21)

Для спрощення подальшого розгляду нехай ma = mb = m, при цьому

спектр збудження системи є боголюбiвським E±(k) = ~4k4/4m2 +~2k2c2
±

зi швидкiстю звуку, заданою

c2
± = (c2

A + c2
B)/2±

√
(c2
A − c2

B)2/4 + nAnBt2AB/m
2, (3.22)
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де ca =
√
nataa/m позначають швидкостi звуку окремих компонент.

Звернiмо увагу, що для 2D сумiшi в границi рiвних мас iнтегрування

можна виконати аналiтично. Зокрема, для енергiї основного стану (3.7)

отримуємо

E0/A =
1

2
tabnanb +

m3

4π~2

∑
j=±

c4
j ln
[
e1/4mcj

~Λ

]
, (3.23)

(нагадуємо, що цей вираз застосовний лише в областi ~2Λ2/m � µa ∼

tabnb), що вiдповiдає загальному рiвнянню для двовимiрних бiнарних си-

стем [403]. З тiєю ж точнiстю ми обчислили величину ∆ρ, що визначає

матрицю надплинних густин

∆ρ/m =
nAnBt

2
AB

8π~2

c4
+ + 2c2

+c
2
− ln[c2

−/c
2
+]− c4

−
(c2

+ − c2
−)3

, (3.24)

i в нашому наближеннi зсуває показники BKT

ηa = mT
2π~2na

[1 + ∆ρ/(mna) + . . .] при низьких температурах. Для розрi-

дженої бозе-сумiшi з симетричною взаємодiєю tAA = tBB при будь-яких

спiввiдношеннях густин, цей ефект стає бiльш вiдчутним, особливо, коли

система близька до областi фазового розшарування. Iндуковане взаємо-

дiєю розмиття конденсату компоненти A при абсолютному нулi

nA − n0A =
m2

4π~4

{
c2
A +

(c2
A − c2

+)(c2
A − c2

−)

c2
+ − c2

−
ln

[
c2
−
c2

+

]}
. (3.25)

Завершальним етапом проведених обчислень є знаходження параметра

обрiзання Λ. Попов запропонував пiдiбрати Λ так, щоб забезпечити мiнi-

мiзацiю термодинамiчного потенцiалу (у нашому випадку нульової тем-

ператури — лише енергiї основного стану). Нескладно пiдтвердити безпо-

середнiми обчисленнями, що E0 з логарифмiчною точнiстю не залежить

вiд Λ [404], тобто, ∂E0/∂Λ = 0. Це спостереження дозволяє вибрати

параметр обрiзання з точнiстю до невiдомого коефiцiєнта з мiркувань

розмiрностi, наприклад, Λ2 ∼ max{nA, nB} чи Λ2 ∼ n = nA + nB, що
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правильно вiдтворює однокомпонентнi границi [140], i за умови малостi

константи зв’язку gab забезпечує неперебування системи в кристалiчнiй

фазi [405].

Доцiльно застосовувати представлений вище пiдхiд Попова до одно-

компонентної моделi. Властивостi однокомпонентного двовимiрного бозе-

газу можна отримати з формул (3.23), (3.25) спрямовуючи густину одно-

го сорту атомiв (скажiмо, nB) до нуля. Тодi, ототожнюючи nA з повною

густиною n системи, i за умови mA = m, tAA = t (lAA = l), ми отримуємо

у ведучому порядку ∂E0/∂Λ = 0, тобто, знову можна обрати параметр

Λ2 ∼ n з розмiрних мiркувань. Але умова взаємознищення доданкiв на-

ступного порядку до енергiї основного стану E0/A = 2π~2n2

m λ2(1− λ2/2),

де Λ2 = 4πenλ2 i λ визначається трансцендентним рiвнянням 1/λ2 =

ln 1
nl2 − 1 − 2γ − ln π + ln 1

λ2 . Iтерацiйний розв’язок цього рiвняння у ре-

жимi сильного розрiдження nl2 � 1 у виразi для E0 змiнить множник:

λ2(1− λ2/2)→ 1

1/2 + 1/λ2

=
1

ln 1
nl2 + ln ln 1

nl2 − 1/2− 2γ − ln π
+ . . . , (3.26)

який слiд порiвнювати з результатами робiт [151, 168].

Неважко помiтити, що пiдхiд Попова правильно вiдтворює у ведучому

порядку результати бiльш досконалих пiдходiв, i тому ми можемо вико-

ристовувати це формулювання для отримання умов стiйкостi двокомпо-

нентних систем за межами наближення середнього поля. По-перше, слiд

обчислити параметр обрiзання, який визначається наступним чином∑
j=±

ln
[
e1/2mcj

~Λ

] ∂c4
j

∂Λ
= 0, (3.27)

в цьому випадку. Загальний розгляд термодинамiчної стiйкостi приво-

дить до складного трансцендентного рiвняння, яке слiд розв’язувати

для довiльного набору довжин s-розсiяння та концентрацiї компонент.
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Однак, для дуже розрiджених систем лише область близька до середньо-

польових умов фазового переходу det tab = 0 (тут tab = 4π~2/[m| lnnl2ab|])

є найбiльш цiкавою. Припустимо, що всi lab величини одного порядку i

введемо знерозмiрений параметр обрiзання λ2 = Λ2/(4πen) та запишемо

асимптотичний розв’язок рiвняння (3.27)

1/λ2 = ln
1

nl2
+ ln ln

1

nl2
− 1− 2γ − ln π +

nanb
n2

ln
l2

l2ab
+ . . . , (3.28)

де l ∼ lab — довiльний масштаб довжини. Енергiя основного стану

E0/A =
2π~2

m

nanb

ln 1
nl2ab

+ ln ln 1
nl2ab
− 1/2− 2γ − ln π

+ . . . , (3.29)

розрахована з цiєю ж точнiстю. Цей результат вказує на те, що умова

стабiльностi в наближеннi середнього поля lAAlBB > l2AB бiнарних двови-

мiрних бозе-сумiшей не змiнюється i в наближеннi Боголюбова (нагадай-

мо, що отриманi формули є правильними лише для дуже розрiджених

систем за умови 1/| lnnl2ab| � 1).

3.3. Опис двовимiрних бозонiв

3.3.1. Модель i метод. Розглянемо модель N бозонiв, помiщених в

квадрат великої площi A з перiодичними граничними умовами. Всi ча-

стинки мають однакову масу m i взаємодiя мiж ними вважається по-

парною з потенцiалом Φ(r), що характеризується константою зв’язку,

яка залежить вiд параметра ефективного радiуса дiї. Явний вигляд цiєї

взаємодiї не є важливим для наших розрахункiв, оскiльки всi остаточнi

формули будуть записанi в термiнах унiверсальної довжини s-хвилi (див.

[36, 68]). Проте, метод представлений нижче, також може бути застосов-

ним i до систем iз три-, чотири- та вищими мiжчастинковими взаємодi-

ями. Опишемо розглянуту модель евклiдовою дiєю

S =

∫
dxψ∗(x)

{
∂

∂τ
+

~2∇2

2m
+ µ

}
ψ(x)
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− 1

2

∫
dx

∫
dx′Φ(x− x′)|ψ(x)|2|ψ(x′)|2, (3.30)

де Φ(x) = δ(τ)Φ(r), µ — хiмiчний потенцiал. Iнтегрування x = (r, τ)

ведеться в (2 + 1)-“об’ємi” βA (тут β — обернена температура). Далi

використаємо метод iнтегралiв за траєкторiями [157]. Також введемо до-

помiжний параметр Λ такий, що ~2Λ2/m � µ i застосуємо процедуру

Попова подiлу на “повiльнi” та “швидко” змiннi поля з подальшим фун-

кцiональним iнтегруванням за швидкими, отримуємо ефективну дiю, що

визначає властивостi системи. Для розрiджених бозе-систем при нульо-

вiй температурi в границi зникаюче малого радiуса дiї взаємодiї, стру-

ктура дiї подiбна до (3.30)

Seff =

∫
dxψ∗(x)

{
∂

∂τ
+

~2∇2

2m
+ µ

}
ψ(x)− 1

2

∫
dxT |ψ(x)|4, (3.31)

але з ефективним локальним двочастинковим потенцiалом Φeff(r) = T δ(r),

де Λ-залежна константа взаємодiї

T −1 = t−1 − 1

A
∑
|k|<Λ

1

2εk + ε
, (3.32)

пов’язана з довжиною розсiяння s-хвилi a спiввiдношенням

t−1 = m
4π~2 ln

∣∣εb
ε

∣∣. У (3.32) введено позначення для енергiї зв’язаного ста-

ну двох частинок εb = −4e−2γ~2

ma2 (γ = 0.57721 . . . — константа Ейлера-

Маскеронi), для закону дисперсiї вiльних частинок εk = ~2k2/2m, а та-

кож введено допомiжний енергетичний масштаб ε. У границi розрiдженої

системи фiктивний параметр ε > 0 є того ж порядку, що й хiмiчний по-

тенцiал системи µ але на остаточнi результати його точне значення не

впливає.

Теорема Мермiна-Вагнера стверджує, що фази iз спонтанно поруше-

ними неперервними симетрiями забороненi при скiнченних температу-

рах, коли вимiрнiсть простору менша або рiвна двом. У контекстi теорiї
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багатьох бозонiв це означає, що в таких системах немає конденсату, а от-

же, використання традицiйного пiдходу Боголюбова є сумнiвним у цьому

випадку. Крiм того, навiть у вищих вимiрах (> 2), теорiя збурень для

нормальної та аномальної власних енергiй одночастинкової функцiї Грi-

на для бозе-системи з видiленим конденсатом ускладнюється iнфрачер-

воними розбiжностями. Останнi взаємознищуються пiд час розрахунку

термодинамiчних властивостей взаємодiючих бозонiв [150, 406] у кожно-

му порядку пертурбативного розкладу, однак, щоб уникнути всiх цих

труднощiв, ми застосуємо представлення густина-фаза для бозонних по-

лiв ψ∗(x) =
√
n(x)e−iϕ(x), ψ(x) =

√
n(x)eiϕ(x). Ця замiна змiнних у iнте-

гралi за траєкторiями приводить до гiдродинамiчної дiї [60], що коректно

описує низькотемпературнi властивостi розрiджених бозе-систем довiль-

ної вимiрностi

Seff =

∫
dx

{
n(x)i∂τϕ(x) + µn(x)− 1

2
T n2(x)

− ~2

2m
n(x)[∇ϕ(x)]2 − ~2

8m

[∇n(x)]2

n(x)

}
, (3.33)

а наявнiсть бозе-конденсату визначається недiагональним далекосяжним

порядком одночастинкової матрицi густини

〈ψ∗(x)ψ(x′)〉|τ ′→τ,|r−r′|→∞ = n0. Використовуючи перетворення Фур’є

n(x) = n+
1√
βA

∑
K

eiKxnK , ϕ(x) =
1√
βA

∑
K

eiKxϕK , (3.34)

де K = (ωk,k) позначає пiдсумовування за бозонною мацубарiвською

частотою ωk i двовимiрним хвильовим вектором k (причому, k ≤ Λ i

k 6= 0), дiю (3.33) можна записати так:

Seff = βAnµ− 1

2
βAT n2 − 1

2

∑
K

{
ωkϕKn−K − ωkϕ−KnK

+2nεkϕKϕ−K +
[ εk

2n
+ T

]
nKn−K

}
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+
1

2
√
βA

∑
K,Q

~2

m
kqn−K−QϕKϕQ

+
1

3!
√
βA

∑
K+Q+P=0

1

4n2
(εk + εq + εp)nKnQnP

− 1

8βA
∑
K,Q

1

n3
(εk + εq)nKn−KnQn−Q + . . . , (3.35)

тут наведено лише доданки, необхiднi для розрахункiв з точнiстю до дру-

гого порядку поза межами середнього поля. Великий термодинамiчний

потенцiал Ω у прийнятому наближеннi знайдемо з
∫
DϕDρ eSeff = e−βΩ

методом перевалу. Тодi, iз термодинамiчного спiввiдношення −∂Ω/∂µ =

N для омега-потенцiалу отримуємо n [60], яку ототожнюємо з рiвнова-

жною густиною системи. Таким чином, гiдродинамiчний пiдхiд дозволяє

продовжувати подальший розгляд у канонiчному ансамблi та безпосере-

дньо обчислювати вiльну енергiю бозе-газу пертурбативно.

3.3.2. Густина бозе-конденсату. Далi розглянемо лише нульовi тем-

ператури, i розрахувавши явно енергiю основного стану E, отримаємо

iншi спостережуванi величини за допомогою рiзних варiацiйних теорем.

Наприклад, функцiю розподiлу частинок з ненульовим iмпульсом можна

отримати таким чином:

Nk =

(
δΩ

δεk

)
µ,T

. (3.36)

У гiдродинамiчному пiдходi формулi (3.36) вiдповiдає такий вираз Nk =(
δE
δεk

)
n,T

. Тодi для кiлькостi частинок в бозе-конденсатi знаходимо

N0 = N −
∑
|k|<Λ

Nk. (3.37)

Слiд зазначити, що (3.37) має змiст лише за абсолютного нуля температу-

ри, де у двовимiрному бозе-газi iснує конденсат. Насправдi, розрахунок
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N0 важливий лише з методологiчної точки зору, оскiльки при практи-

чнiй реалiзацiї 2D систем тепловi флуктуацiї за будь-яких скiнченних

температур повнiстю руйнують бозе-конденсат.

3.3.3. Спiввiдношення Тана для енергiї та параметр контакту.

Енергiю основного стану системи також можна отримати у виглядi суми

середньої кiнетичної K та потенцiальної Φ енергiй. Для обчислення цих

величин будемо використовувати теореми типу Геллмана-Файнмана, а

саме K = −m ∂Ω
∂m та Φ = −t∂Ω

∂t . Тодi, проста оцiнка густини енергiї з дiєю

(3.31) дає:

E

A
=
T 2〈|ψ(x)|4〉

2t
+

1

A
∑
|k|≤Λ

εk

{
Nk −

T 2〈|ψ(x)|4〉
2εk(2εk + ε)

}
. (3.38)

Це рiвняння є двовимiрним бозонним аналогом [229, 407] спiввiдношення

Тана для енергiї [408, 409] оригiнально отриманим для 3D систем. Хвiст

розподiлу частинок за iмпульсами Nk, при великих k, визначає параметр

контакту Тана C =
(
mT
~2

)2 〈|ψ(x)|4〉. Цей результат зокрема свiдчить про

те, що добуток T 2〈|ψ(x)|4〉 залишається скiнченним у схемi перенорму-

вання (3.32) в кожному порядку розкладу за t.

Параметр контакту можна явно записати для подальших розрахункiв

у гiдродинамiчному пiдходi

C =

(
mT
~2

)2

n2 +
1

A
∑
|k|<Λ

(Sk − n)

 , (3.39)

де парний структурний фактор системи Sk = 1
β

∑
ωk
〈nKn−K〉. Розраху-

нок Sk можна здiйснити за допомогою iншої варiацiйної теореми. Нехай

ефективна константа зв’язку залежить вiд хвильового вектора T → Tk
у формулi для дiї (3.35). Тодi

Sk − n = 2

(
δΩ

δTk

)
µ

= 2

(
δE

δTk

)
n

, (3.40)
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можемо розрахувати не тiльки параметр контакту C, але й дiагональ-

нi елементи двочастинкової матрицi густини (парної функцiї розподiлу)

〈|ψ(x)|2|ψ(x′)|2〉|τ ′→τ .

3.3.4. Теорiя збурень. Загалом, iнтеграл за траєкторiями з дiєю (3.35)

неможливо точно обчислити, але для розрiдженої системи можна скори-

статись теорiєю збурень за газовим параметом na2. Такий розклад мо-

жливий завдяки вiдсутностi iнфрачервоних розбiжностей. Враховуючи

першi три доданки Фур’є-перетвореної дiї Seff , можна вiдтворити вiдо-

ме наближення Боголюбова. Iншi явно написанi доданки в (3.35) дають

внесок у вiльну енергiю системи на двопетлевому рiвнi. Деякi деталi те-

орiї збурень, що застосовується до гiдродинамiчної дiї Seff, можна зна-

йти в [59, 61, 157], проте, послiдовнi розрахунки двопетлевої термоди-

намiки не були там наведенi. Елементами дiаграмного розкладу є ко-

релятори фаза-фаза 〈ϕKϕ−K〉 = [εk/2n + T ]/[ω2
k + E2

k], фаза-густина

〈ϕKn−K〉 = ωk/[ω
2
k +E2

k] i густина-густина 〈nKn−K〉 = 2nεk/[ω
2
k +E2

k] (де

Ek =
√
ε2
k + 2nT εk — боголюбiвський спектр), якi явно обчислюються в

гауссовому наближеннi, та з голими вершинами Dϕϕn(K,Q;−K − Q) =

−~2

mkq, Dnnn(K,Q, P ) = − 1
4n2 (εk + εq + εp), Dnnnn(K,Q, P, S) = 1

2n3 (εk +

εq + εp + εs), тощо.

Поправки другого порядку до термодинамiчного потенцiалу 2D бозо-

нiв мають просте дiаграмне представлення (див. рис. 3.3), але громiзд-

кий аналiтичний вираз. Тодi, енергiя основного стану з точнiстю до двох

петель задається формулою

E = EB + ∆E, (3.41)

де перший доданок є внеском вiд середнього поля (класичний на теоретико-
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Рис. 3.3. Дiаграми, що вiдповiдають пост-боголюбiвським поправкам до вiльної енер-

гiї. Лiнiї зi стрiлками та без них зображають поля флуктуацiй фази та густини, вiд-

повiдно. Точки означають рiзнi голi вершини, що походять вiд гiдродинамiчної дiї

(3.35).

польовiй мовi) плюс поправка Боголюбова (одна петля)

EB =
1

2
An2T +

1

2

∑
|k|≤Λ

(Ek − εk − nT ) . (3.42)

Складний розрахунок iнтегралiв за мацубарiвськими частотами у дiа-

грамах, представлених в рис. 3.3 пiсля деякої перестановки дає такий

результат для другої поправки (двi петлi)

∆E = − 1

96N

∑
k+q+s=0

1

αqαkαs

f 2(k, q, s)

Eq + Ek + Es

+
1

24N

∑
k+q+s=0

(εq + εk + εs)

(
1− 1

αq

)
×
(

1− 1

αk

)(
1− 1

αs

)
, (3.43)

де використано скорочене позначення αk = Ek/εk i

f(k, q, s) = (~2/m) [kq(αk − 1)(αq − 1) + perm.] , (3.44)

позначає симетричну функцiю своїх аргументiв. Отриманi формули (3.41),

(3.43) становлять один з центральних результатiв цього роздiлу i бу-

дуть використанi далi для оцiнки енергiї основного стану, розмиття бозе-

конденсату та параметра контакту двовимiрного розрiдженого бозе-газу.

Якщо спрямувати параметр Λ до нескiнченностi, натрапляємо на ультра-

фiолетовi розбiжностi. Тому, щоб отримати правдиве значення енергiї (та
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iнших спостережуваних величин) системи, потрiбно замiнити Λ-залежну

константу зв’язку T (всюди у (3.41)) на її розклад за степенями t

T = t+
1

A
∑
|k|<Λ

t2

2εk + ε
+

1

A2

∑
|k|,|q|<Λ

t3

(2εk + ε)(2εq + ε)
+ . . . . (3.45)

Тепер верхню межу iнтегрування в спiввiдношеннях (3.42), (3.43) можна

спрямувати до безмежностi.

Цю процедуру перенормування слiд також виконати при розрахунку

густини бозе-конденсату. Спочатку, використовуючи (3.41)-(3.43) потрi-

бно обчислити за допомогою варiацiйного диференцiювання δE
δεk

(зафiксу-

вавши T ) розподiл частинок взаємодiючих бозонiв, потiм замiнити T в

отриманiй формулi для Nk розкладом в ряд (3.45), i накiнець, пiдставити

в (3.37). Пiсля цього всi iнтеграли, що визначають N0 є ультрафiолетово

збiжними при Λ→∞.

Регуляризацiя необхiдна i при розрахунках контактного параметра

Тана. Отже, припускаючи явну залежнiсть параметра зв’язку вiд хви-

льового вектора Tk можемо обчислити похiдну
(
δE
δTk

)
n
, що визначає пар-

ний структурний фактор Sk системи. Тодi, пiдставляючи його у вираз

(3.39) для контакту, та використовуючи ряд (3.45) (опускаючи iндекс k),

можемо виконати всi iнтегрування.

3.3.5. Результати. Почнемо спочатку з розрахунку енергiї основно-

го стану. Вiдомо, що кожний пертурбативний пiдхiд [149–151, 156, 170]

зазвичай дає результат у виглядi розкладу за характеристичним малим

параметром 1/| lnna2|. Наш гiдродинамiчний пiдхiд не є винятком. З iн-

шого боку, з результатiв моделювання Монте-Карло [152, 168] з’ясовуємо,

що енергiя визначається з такого виразу

E

A
=

2π~2n2/m

| lnna2|+ ln | lnna2|+ CE
1 + ln | lnna2|+CE2

| lnna2| + . . .
. (3.46)
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Перша константа однакова в кожному наближеному розглядi CE
1 = − ln π−

2γ − 1/2, але значення CE
2 може вiдрiзнятися вiд одного пiдходу до iн-

шого. Числова пiдгонка дає CE
2 ' −0.05 [152, 168]. Наша оцiнка вигля-

дає так: CE
2 = − ln π − 2γ − 3/4 − constE, де введена константа рiвна

constE ' −2.54 i задається iнтегралами

constE =
32

π

∫ ∞
0

dk

(
1− k√

k2 + 1

)∫ ∞
0

dq

(
1− q√

q2 + 1

)

×
∫ k+q

|k−q|
dss

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2(
s2 − s3

√
s2 + 1

− 1

2

)
−32

3π

∫ ∞
0

dkk√
k2 + 1

∫ ∞
0

dqq√
q2 + 1

∫ k+q

|k−q|
dss

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2

× s√
s2 + 1

f̃ 2(k, q, s)

k
√
k2 + 1 + q

√
q2 + 1 + s

√
s2 + 1

,(3.47)

тут i надалi

f̃(k, q, s) =
s2 − k2 − q2

2

(√
1 + 1/k2 − 1

)(√
1 + 1/q2 − 1

)
+ perm.

Фактично наш результат для CE
2 ' −0.51 вiдтворює вiдоме значення,

отримане ранiше в [151] для моделi з видiленим бозе-конденсатом. Ця

узгодженiсть двох рiзних методик розрахунку дуже важлива для об-

ґрунтування самого гiдродинамiчного пiдходу i, звiсно, для розрахункiв,

виконаних далi.

Дуже подiбний розклад за степенями представлених вище обернених

логарифмiв також отримано для густини бозе-конденсату двовимiрних

бозонiв. Подiбно до розрахунку енергiї, в припущеннi дробової структури

для виснаження бозе-конденсату, отримуємо

N0

N
= 1− 1

| lnna2|+ ln | lnna2|+ CN0
1 + . . .

, (3.48)

де CN0
1 = − ln π − 2γ − 1 − constN0

i чисельно оцiнено constN0
' 1.63.
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Iнтеграли, що визначають останню константу

constN0
=

8

π

∫ ∞
0

dk

(
1− k√

k2 + 1

)∫ ∞
0

dq

(
1− q√

q2 + 1

)

×
∫ k+q

|k−q|
dss

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2(
1− s√

s2 + 1
− s

2(s2 + 1)3/2

)
−8

π

∫ ∞
0

dk

(
1− k√

k2 + 1

)∫ ∞
0

dq

(
q2 − q3√

q2 + 1
− 1

2

)

×
∫ k+q

|k−q|
ds

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2
1

(s2 + 1)3/2

−4

π

∫ ∞
0

dkk√
k2 + 1

∫ ∞
0

dqq√
q2 + 1

∫ k+q

|k−q|
ds

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2

× ∂

∂s

s√
s2 + 1

f̃ 2(k, q, s)

k
√
k2 + 1 + q

√
q2 + 1 + s

√
s2 + 1

.(3.49)

Зауважимо, що на вiдмiну вiд тривимiрного випадку, де поправка дру-

гого порядку до енергiї [318] i конденсату [410], залишаються логарифмi-

чно розбiжними навiть пiсля процедури регуляризацiї (тобто залежною

вiд ефективного радiуса дiї двочастинкового потенцiалу), термодинамi-

чнi властивостi двовимiрного бозе-газу є унiверсальними на цьому етапi

розрахункiв. З точного спiввiдношення мiж енергiєю та параметром кон-

такту [403] в двох вимiрах
1

A
∂E

∂ ln a
=

~2C
4πm

, (3.50)

запишемо розклад для C в явному виглядi

C =

(
4πn

lnna2

)2{
1− 2

ln | lnna2|+ CC1
| lnna2|

+
[ln | lnna2|+ CC1 ][3 ln | lnna2|+ 3CC1 − 2] + constC

ln2 na2

}
, (3.51)

де CC1 = − ln π − 2γ − 1 i constC має дорiвнювати 3constE вiдповiдно до

вищезазначеної тотожностi. Прямий чисельний розрахунок iнтегралiв

constC = −16

π

∫ ∞
0

dk

(
1− k√

k2 + 1

)∫ ∞
0

dq

(
1− q√

q2 + 1

)
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×
∫ k+q

|k−q|
dss

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2(
1− s3

(s2 + 1)3/2

)
+

32

π

∫ ∞
0

dkk

(k2 + 1)3/2

∫ ∞
0

dq

(
q2 − q3√

q2 + 1
− 1

2

)

×
∫ k+q

|k−q|
dss

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2(
1− s√

s2 + 1

)
−32

π

∫ ∞
0

dkk√
k2 + 1

∫ ∞
0

dqq√
q2 + 1

∫ k+q

|k−q|
dss

{
1− (s2 − k2 − q2)2

4k2q2

}−1/2

× s√
s2 + 1

f̃ 2(k, q, s)

k
√
k2 + 1 + q

√
q2 + 1 + s

√
s2 + 1

.

пiдтверджує це.

3.4. Одновимiрнi бозони з тричастинковою взаємодi-

єю

3.4.1. Опис моделi. Розглядаємо систему N безспiнових частинок ма-

си m помiщених в 1D геометрiю з об’ємом L та накладеними перiоди-

чними граничними умовами. Для простоти взаємодiя мiж бозонами на

мiкроскопiчному рiвнi характеризується лише тричастинковим потенцi-

алом, хоча включення до розгляду процесiв попарного розсiяння також

можливе. Конкретний вигляд цього тричастинкового потенцiалу не є ва-

жливим для подальшого дослiдження, за винятком того, що вiн повинен

бути короткодiючим. Насправдi масштаб, пов’язаний з радiусом взаємо-

дiї r вважається набагато меншим нiж iншi масштаби довжини, i щоб

усунути явну залежнiсть вiд цього параметра та переписати остаточнi

формули для термодинамiки 1D бозе-газу в термiнах унiверсальних ве-

личин, ми застосовуємо опис, який дуже часто асоцiюють з Поповим.

Ввiвши допомiжнi величини Λ� 1/r з розмiрнiстю хвильового вектора,

що роздiляють так званi “повiльно” та ’‘швидко” змiннi поля у опера-
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торi енергiї записаному на мовi вторинного квантування, ми виконуємо

усереднення частини гамiльтонiана залежного вiд ’‘повiльних” полiв за

високоенергетичними станами системи. Отриманий ефективний велико-

канонiчний гамiльтонiан, що описує динамiку системи з тричастинковою

взаємодiєю на вiдстанях значно бiльших за 1/Λ, не залежить вiд радiусу

дiї r початкового потенцiалу

Heff =

∫
dz ψ†(z)

{
− ~2

2m
∂2
z − µ

}
ψ(z)

+
1

3!

∫
dz T3[ψ

†(z)]3[ψ(z)]3, (3.52)

де z ∈ [0, L] — просторова координата, ψ†(z) (ψ(z)) — бозоннi польовi

оператори породження (знищення), якi ще мiстять фурє-гармонiки з мо-

дулями хвильового вектора меншими за Λ. Хiмiчний потенцiал µ фiксує

повне число частинок в системi. Величина ефективного локального три-

частинкового потенцiалу в (3.52) характеризується константою зв’язку

T3, яка залежить вiд параметра обрiзання i має просте дiаграмне пред-

ставлення (див. рис. 3.4)

Рис. 3.4. Ефективна тричастинкова взаємодiя. Малi чорнi крапки позначають T3,

а велике сiре коло — мiкроскопiчний тричастинковий потенцiал. Штриховi лiнiї —

вiльночастинковi функцiї Грiна “швидких"полiв (тобто, з |k| > Λ).

T −1
3 = t−1

3 −
1

L2

∑
k,q

1

εk + εq + εk+q + ε
, (3.53)

тут εk = ~2k2/2m вiльночастинковий спектр, пiдсумовування за хвильо-

вими векторами обмеженi |k|, |q| < Λ i ми вже припустили, що µ �

~2Λ2/m (власне, пiсля усунення явної залежностi вiд радiуса взаємодiї r,

параметр Λ є найбiльшим масштабом з розмiрнiстю оберненої довжини
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в цiй задачi. Його слiд спрямувати до безмежностi в остаточних фор-

мулах). Ми також ввели тричастинкову t-матрицю t−1
3 = m

2
√

3π~2 ln
∣∣ε3
ε

∣∣ (з
нульовим iмпульсом передачi), яка безпосередньо пов’язана з енергiєю

зв’язаного стану трьох частинок [46] ε3 = −4e−2γ~2

ma2
3

(γ = 0.5772 . . . — ста-

ла Ейлера-Маскеронi та a3 є тричастинковою довжиною розсiювання).

Допомiжний масштаб енергiї ε > 0 порядку величини хiмiчного потен-

цiалу µ для розрiджених систем вводиться тут лише для розрахункових

цiлей. Дуже схожа схема обчислень [55, 68] виявилась ефективною для

пертурбативного аналiзу термодинамiки 2D бозе-газу з двочастинковою

взаємодiєю, i технiчно має багато спiльних рис з розглянутою в цьому

пiдроздiлi задачею.

Загальновiдомо, що в однорiдних одновимiрних бозе-системах немає

бозе-конденсату, тому використання стандартної методики Боголюбова у

цьому випадку є сумнiвним, хоча i приводить до правильних результатiв

[411] у границi сильного розрiдження. У той же час основний стан 1D бо-

зонiв володiє позадiагональним квазiдалекосяжним порядком, який лег-

ко “вхопити"за допомогою гiдродинамiчного опису [156](див. роздiл 2).

У цьому пiдходi бозоннi поля ψ†(z) =
√
n(z)e−iϕ(z), ψ(z) = eiϕ(z)

√
n(z)

задаються операторами фази ϕ(z) та густини n(z) з комутацiйними спiв-

вiдношеннями [n(z), ϕ(z′)] = iδ(z− z′) (в межах нашого обговорення тут

дельта-функцiю слiд розумiти так: δ(z)→ δΛ(z) = 1
L

∑
|k|<Λ e

ikz).

В термiнах операторiв фази i густини ефективний гамiльтонiан (3.52)

переписується так:

Heff =

∫
dz

{
~2

2m
n(∂zϕ)2 +

~2

8m

(∂zn)2

n
+

1

3!
T3n

3 − µn

+
~2

4m
∂2
zδΛ(0)− 1

2
T3δΛ(0)n2 +

1

3
T3δ

2
Λ(0)n

}
, (3.54)

тут для спрощення запису аргументи полiв n(z) та ϕ(z) опущено. Подаль-

ший план дiй добре описаний у лiтературi: розкладаючи в (3.54) опера-
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тор густини в околi його рiвноважного значення n(z) = n + δn(z) (де

n = N/L та
∫
dz δn(z) = 0) ми отримуємо гамiльтонiан у виглядi нескiн-

ченного ряду за степенями флуктуацiй густини δn(z). Тодi, беручи до

уваги лише квадратичну частину (3.54) ми правильно вiдтворюємо по-

правку Боголюбова до енергiї основного стану бозонiв з тричастинковим

вiдштовхувальним потенцiалом, тодi як нелiнiйностi вищого порядку мо-

жна врахувати теорiєю збурень в границi сильного розрiдження na3 � 1.

3.4.2. Тричастинковий параметр контакту. Розглянуте ефективне

формулювання, яке огрублює масштаб довжини i згладжує всi деталi мi-

кроскопiчного тричастинкового потенцiалу, окрiм простоти в розрахун-

ках термодинамiчних властивостей системи, дозволяє також отримати

енергетичне спiввiдношення Тана для бозе-частинок з тричастинковим

вiдштовхуванням. Зокрема, використовуючи ефективний гамiльтонiан

(3.52) а також теорему про диференцiювання за параметром термоди-

намiчних потенцiалiв, ми можемо обчислити повну енергiю системи як

суму середньої кiнетичної −m ∂
∂m〈Heff〉 та потенцiальної t3 ∂

∂t3
〈Heff〉 енер-

гiй

E

L
=

~2C3

4πm
ln
∣∣∣ε3
ε

∣∣∣+
1

L

∑
k

εk

{
Nk −

C3

k2
√
k2 + k2

ε

}
, (3.55)

де для зручностi використано позначення k2
ε = 4mε/3~2. Введений тут

параметр

C3 =
1

3
√

3

(
mT3

~2

)2

〈[ψ†(z)]3[ψ(z)]3〉, (3.56)

є одновимiрним тричастинковим аналогом параметра контакту [408, 409],

що визначає поведiнку розподiлу частинок Nk при великих k. Зауважи-

мо, що C3 залишається скiнченним, з врахуванням процедури регуляри-

зацiї (3.53) в кожному порядку у розкладi за t3, i енергiя основного стану
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(3.55) не залежить вiд допомiжного енергетичного масштабу ε. Така ж

ситуацiя притаманна i 2D системам [229, 407] з попарною взаємодiєю мiж

частинками.

Точна ультрафiолетова асимптотика одночастинкового розподiлу за

iмпульсами Nk дозволяє отримати унiверсальну поведiнку матрицi гу-

стини бозонiв з тричастинковим вiдштовхуванням на малих вiдстанях

〈ψ†(0)ψ(z)〉|z→0 = n+
C3

2π
z2 ln |z|+ . . . (3.57)

Нагадаємо, що властивостi 〈ψ†(0)ψ(z)〉 на великих вiдстанях також є за-

гальними для бозонiв з довiльним типом мiкроскопiчної вiдштовхуваль-

ної взаємодiї i описуються флуктуацiями фази

〈ψ†(0)ψ(z)〉|z→∞ ∼ exp
{
−〈[ϕ(z)− ϕ(0)]2〉/2

}
. (3.58)

Тому з урахуванням точної залежностi кореляцiйної функцiї 〈ϕ(z)ϕ(0)〉

(її можна отримати [61, 141] в гiдродинамiчному пiдходi) на великих z,

нескладно показати, що одночастинкова матриця густини характеризує-

ться степеневою поведiнкою на великих вiдстанях

〈ψ†(0)ψ(z)〉|z→∞ ∼
1

|z|η
, (3.59)

з модельно залежним показником η = 1
2π~

√
m
n
∂µ
∂n , який визначається сти-

сливiстю системи.

3.4.3. Границя слабкої взаємодiї. Вважається, що у випадку слаб-

кої взаємодiї мiж частинками, термодинамiчнi властивостi системи мо-

жна обчислити за допомогою теорiї збурень. Зрозумiло, що це не до-

помагає з’ясувати точнiсть i навiть збiжнiсть розкладу в ряд за малим

параметром (na3 в нашому випадку). Але вдале застосування теорiї збу-

рень з точнiстю до другого порядку [412] до точно розв’язуваної моделi
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Лiба-Лiнiгера, де було показано, що наближений вираз добре вiдтворює

енергiю системи до значення характерного малого параметра порядку

одиницi, привносить певну впевненiсть у пертурбативному розглядi.

Для того, щоб виконати обчислення енергiї основного стану бозе-газу

з тричастинковим короткодiючим вiдштовхувальним потенцiалом з то-

чнiстю до другої поправки за рамками наближення середнього поля, по-

трiбно врахувати в гамiльтонiанi (3.54) два доданки

Heff = H0 + ∆H. (3.60)

Перший з них

H0 = EB +
∑
k

Ekb
†
kbk, (3.61)

де EB — енергiя основного стану в наближеннi Боголюбова (див. ниж-

че) i ми перейшли вiд флуктуацiї густини i фази до бозонних опера-

торiв народження b†k = −i
√
n/αk ϕk + 1

2

√
αk/nn−k i знищення bk =

i
√
n/αk ϕ−k + 1

2

√
αk/nnk. Другий доданок ефективного гамiльтонiана

Heff

∆H =
1

3!
√
N

∑
k+q+s=0

Dbbb(k, q, s)bkbqbs + h.c.

+
1

2
√
N

∑
k,q

Db+bb(k + q|k, q)b†k+qbkbq + h.c.

− 1

2N

∑
k,q

n2T3

αk

(
b†kbk + bkb−k

)
+ h.c.

− 1

2N

∑
k,q

n2T3

(
1

αk
− 2

3

)
, (3.62)

будемо трактувати як збурення. Слiд зазначити, що доданки з нульовим

значенням будь-якого з хвильових векторiв опущенi у вищенаведеному

виразi, i |k|, |q|, |s| < Λ. Двi вершини, що описують найпростiшi процеси
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розсiяння квазiчастинок i є найбiльш важливими у слабковзаємодiючiй

границi, такi:

Dbbb(k, q, s)

Db+bb(s|k, q)

 =
~2

4m
√
αkαqαs

[kq(αkαq + 1)

+ks(αkαs ± 1) + qs(αqαs ± 1)] +
n2T3√
αkαqαs

. (3.63)

Далi — застосування стандартних формул з пiдручникiв для поправки

другого порядку до енергiї основного стану. Результатом цих громiздких

обчислень (якi тiсно пов’язанi з тими, що вже виконувались для системи

з парною взаємодiєю [55] в 2D) є

E = EB + ∆E, (3.64)

де аналог наближення Боголюбова для енергiї системи з тричастинковим

потенцiалом

EB =
1

3!
Ln3T3 +

1

2

∑
k

(
Ek − εk − n2T3

)
, (3.65)

(Ek =
√

~4k4/4m2 + n2T3~2k2/m — боголюбiвський спектр) i поправка

першого порядку (нагадаємо, що |k|, |q| < Λ)

∆E = − 1

6N

∑
k,q

1

αqαkαk+q

f 2(k, q)

Eq + Ek + Ek+q

+
1

6N

∑
k,q

(
3εk+q/4− n2T3

)(
1− 1

αk

)(
1− 1

αq

)(
1− 1

αk+q

)
+

1

2N

∑
k,q

n2T3

(
1− 1

αk

)(
1− 1

αq

)
, (3.66)

де використано позначення для αk = Ek/εk i для симетричної функцiї

f(k, q) = n2T3 +
~2

4m
[kq(αk − 1)(αq − 1)

−k(k + q)(αk − 1)(αk+q − 1)

−q(k + q)(αq − 1)(αk+q − 1)] . (3.67)
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Iнтеграли записанi у формi (3.66) логарифмiчно розбiгаються, коли Λ→

∞. I щоб отримати коректний результат, використовуючи (3.53), ми за-

мiнюємо скрiзь у цьому рiвняннi голу константу зв’язку T3 на її розклад

за t3. Пiсля цього верхнi межi iнтегрування в ∆E можна спрямувати до

безмежностi.

Ми також обчислили тричастинковий параметр контакту (3.199) вклю-

чно до другої поправки, виходячи за межi наближення середнього поля.

Хоча деталi цих розрахункiв не наведенi, але нескладно переконатись,

що добуток T 2
3 〈[ψ†(z)]3[ψ(z)]3〉 залишається скiнченним в рамках вище-

описаної процедури перенормування. Причому, отриманий в такий спосiб

C3 пiдтверджує точну тотожнiсть мiж параметром контакту та густиною

енергiї (добре вiдомим є дуже схожий вираз [403] для двовимiрних систем

з парним потенцiалом)
1

L

∂E

∂ ln a3
=

~2C3

2πm
. (3.68)

Ця формула разом iз енергетичним спiввiдношенням Тана (3.55) для

одновимiрної бозе-систем з тричастинковою взаємодiєю є одним з цен-

тральних результатiв цього роздiлу.

3.4.4. Результати розрахункiв. Проведемо числову оцiнку коефiцi-

єнтiв пертурбативного розкладу для енергiї та тричастинкового параме-

тру контакту. Структура цих розкладiв подiбна до результатiв для 2D

бозе-газу з двочастинковими короткодiючими силами [140, 149, 151, 155].

Насправдi це й не дивно, адже є вiдповiднiсть [193] мiж двочастинковою

задачею у 2D та тричастинковою в 1D. Внаслiдок такої подiбностi ха-

рактеристичний параметр розкладу 1/| lnna3| в нашому випадку також

логарифмiчно залежить вiд тричастинкової довжини розсiяння a3.

Аналiтичне iнтегрування за хвильовим вектором у формулi (3.65) по-

ряд iз числовим розрахунком iнтегралiв у (3.66) дозволяє отримати роз-
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клад для енергiї на одну частинку при малих na3

E

N
=

π~2n2

2
√

3m| lnna3|

{
1− 4 · 31/4√

π| lnna3|
−

1
2 ln | lnna3|+ CE

| lnna3|
+ . . .

}
,(3.69)

де позначено константу CE = ln 2 − 3
4 ln 3 − 1

2 ln π − γ − 8.583 . . . =

−9.863 . . .. У формулi (3.69) поправка Боголюбова i частково ∆E вiдтво-

рюють розклад для моделi Лiба-Лiнiгера з ефективним двочастинковим

потенцiалом
√

3π~2n
m|lnna3|δ(z), тодi як реалiстичнi тричастинковi процеси роз-

сiяння впливають лише на третiй доданок в дужках. З цим результатом

легко обчислити похiдну у формулi (3.68), щоб отримати параметр кон-

такту для 1D бозонiв з тричастинковим вiдштовхуванням. Остаточний

вираз для C3 можна явно записати так

C3 =
π2n3

√
3 ln2 na3

{
1− 6 · 31/4√

π| lnna3|
−

ln | lnna3|+ 2CE − 1
2

| lnna3|
+ . . .

}
,(3.70)

Його графiчна залежнiсть вiд газового параметра наведена на рис. 3.5.

3.5. Аномальнi змiщення частоти в одновимiрному

бозе-газi у пастцi

3.5.1. Гамiльтонiан системи. Ми розглядаємо одновимiрнi нереля-

тивiстськi бозони з масою m з попарною взаємодiєю. Система знаходи-

ться в гармонiчнiй пастцi з частотою ω. Припустимо, що двочастинкова

довжина розсiяння a2 вiд’ємна i набагато бiльша за абсолютним зна-

ченням, нiж усi iншi масштаби довжини в системi. Таким чином, двi

частинки при низьких енергiях стають ефективно не взаємодiючими,

бо зникає константа взаємодiї Лiба-Лiнiгера g = −2~2/ma2, пов’язана

з ефективним двочастинковим потенцiалом gδ(x1 − x2) [223]. Оскiльки

двочастинковi взаємодiї насправдi не точковi, залишковi взаємодiї зали-

шаються в системi або при бiльш високих енергiях, або для бiльш нiж
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Рис. 3.5. Енергiя на одну частинку E/N в одиницях ~2n2/m (суцiльна крива) i знеро-

змiрений параметр контакту C3/n
3 (штрихована лiнiя) як функцiї газового параметра

na3.

двох частинок. Для однакових бозонiв ефекти найменшого порядку взає-

модiї за умови розбiжностi довжини бозон-бозонного розсiяння зумовленi

ефективними тричастинковими силами [229]. Їх гола (неперенормована)

форма така:

V LO
3 (x1, x2, x3) = g3δ(x1 − x2)δ(x2 − x3). (3.71)

Отже, загальний гамiльтонiан iз зазначеною вище взаємодiєю запишемо

так

H = H0 +
∑
i

Vtrap(xi) +
∑
i<j<l

V LO
3 (xi, xj, xl), (3.72)

де

H0 = − ~2

2m

N∑
i=1

∂2

∂x2
i

, (3.73)

Vtrap(xi) =
1

2
mω2x2

i . (3.74)
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3.5.2. Тричастинкова задача. Вивчимо проблему трьох бозонiв з

ефективними тричастинковими силами, заданими (3.71). Почнемо з ви-

вчення тричастинкової задачi у вакуумi, розв’язок якої за допомогою

процедури регуляризацiї-перенормування можна розглядати аналiтично

як в iмпульсному [49, 229, 231] так i координатному [46, 47] представле-

ннях, акцентуючи увагу на вiдштовхувальнiй тричастинковiй взаємодiї.

Потiм ми аналiтично розв’язуємо тричастинкову проблему у гармонi-

чнiй пастцi, використовуючи кiнематичну еквiвалентнiсть мiж пробле-

мою трьох бозонiв в 1D i двочастинковою задачею в 2D [155] при малих

енергiях [49].

Гола взаємодiя найнижчого порядку V LO
3 у формулi (3.71) є занадто

сингулярною навiть в 1D i потребує перенормування. Оскiльки пастка не

вносить нових особливостей, досить перенормувати взаємодiючу теорiю

у вакуумi. Спочатку розглянемо проблему тричастинкового розсiяння

в iмпульсному просторi, використовуючи рiвняння Лiппмана-Швiнгера

для матрицi переходу (t-matrix) T (z)

T (z) = V LO
3 + V LO

3 G0(z)T (z), (3.75)

де G0(z) = (z − H0)
−1 — невзаємодiюча функцiя Грiна. Оскiльки три-

частинкова взаємодiя забезпечує збереження сумарного iмпульсу K =

k1 + k2 + k3, а система є галiлей-iнварiантною, ми позбавляємось центру

мас i приймемо, що iмпульс K = 0. У цiй системi координат рiвняння

Лiппмана-Швiнгера (3.75) стає двовимiрним i тому

〈k′1k′2||T (z)||k1k2〉 = g3 +

∫
dq1dq2

(2π)2

g3〈q1q2||T (z)||k1k2〉
z − ~2

m (q2
1 + q2

2 + q1q2)
, (3.76)

де означено приведену -матрицю як

〈k′1k′2k′3|T (z)|k1k2k3〉 = 2πδ(K −K ′)〈k′1k′2||T (z)||k1k2〉, (3.77)

з K = k1 + k2 + k3 = 0. Очевидною є умова нормування плоских хвиль
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у формi 〈k′|k〉 = 2πδ(k − k′). Оскiльки перетворення Фур’є взаємодiї

(3.71) є сталим, ми знаходимо, що 〈k′1k′2||T (z)||k1k2〉 ≡ t3(z) теж постiйна

величина (тобто не залежить вiд iмпульсiв, а лише вiд енергiї). В цьому

випадку (3.76) нескладно розв’язується

t3(z) =
1

g−1
3 − I(z)

, (3.78)

де

I(z) =

∫
dq1dq2

(2π)2

1

z − ~2

m (q2
1 + q2

2 + q1q2)
. (3.79)

Iнтеграл I(z) в (3.79) мiстить ультрафiолетовi розбiжностi. Тому ми по-

виннi регуляризувати його в ультрафiолетовiй границi. Для цього спо-

чатку переходимо в формулi (3.79) до координат Якобi. Означимо qx =

(q1−q2)/
√

2 та qy =
√

2/3 [q3 − (q1 + q2)/2] = −
√

3/2(q1 +q2), де в остан-

нiй рiвностi використано q3 = −q1 − q2 (K = 0). Далi ми переходимо в

iнтегралi до полярних координат за допомогою qx = q cosφ i qy = q sinφ,

i встановлюємо параметр обрiзання Λ в iнтегралi за модулем iмпульсу.

Таким чином, отримавши

I(z) =
1√
3

∫ Λ

0

dq

2π

q

z − ~2

2mq
2

=
m

2π
√

3~2

[
ln

(
k2

Λ2

)
− iπ

]
, (3.80)

де z = E + i0† та k2 = 2mE/~2. Використовуючи (3.78) та (3.80), знахо-

димо

t3(z) =
1

g−1
3 − m

2π
√

3~2

[
ln
(
k2

Λ2

)
− iπ

] . (3.81)

Оскiльки розглядаємо вiдштовхувальну тричастинкову взаємодiю, вста-

новимо ультрафiолетовий масштаб iмпульсу, Q∗, таким, що полюс Лан-

дау t-матрицi виникає при енергiї E = −~2Q2
∗/2m, що вiдповiдало б енер-

гiї тримера у випадку притягальних взаємодiй [47]. Зазначимо, що ефе-

ктивна теорiя справедлива при енергiях набагато нижчих, нiж ~2Q2
∗/2m,

i тому Q−1
∗ встановлює масштаб довжини, при якiй теорiя перестає бути
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фiзично правильною. Знаменник (3.81) зникає, якщо

1

g3
=

m

π
√

3~2
ln

(
Q∗
Λ

)
, (3.82)

i перенормовує -матрицю, роблячи її скiнченною. Вона набуває такого

вигляду:

t3(z) =
2π
√

3~2

m

ln
(
Q2
∗

k2

)
+ iπ

. (3.83)

З (3.83) очевидно, що масштабна iнварiантнiсть на класичному рiвнi по-

рушується ефектами квантового перенормування, тобто t-матриця воло-

дiє квантовою аномалiєю [49].

Тепер розглянемо задачу в координатному представленнi, яке необхi-

дне для точного розв’язку тричастинкової задачi у пастцi. В цьому ви-

падку ми можемо використовувати невзаємодiючий гамiльтонiан (3.73),

доповнений граничною умовою на малих вiдстанях. Найпростiший спосiб

вивчення задачi в координатному зображеннi — дослiдити полюс Лан-

дау або тример. Спочатку ми виконуємо перехiд до координат Якобi.

Усуваємо координату центру мас X = (x1 + x2 + x3)/3, i покладаємо

сумарний iмпульс рiвний нулевi. Тодi визначаємо, як i в iмпульсному

представленнi, x = (x1−x2)/
√

2 та y =
√

2/3(x3−x1−x2), i переходимо

до полярних координат x = r cos θ та y = r sin θ. Для вiд’ємних енергiй

рiвняння Шредiнгера для радiальної хвильової функцiї R(r)

R′′(r) +
1

r
R′(r)− 2m|E|

~2
R(r) = 0 (3.84)

Ненормований сингулярний розв’язок для вiд’ємних енергiй задається

просто

R(r) = K0(2m|E|r/~2), (3.85)

де K0 є модифiкованою функцiєю Бесселя нульового порядку другого

роду. Тепер ми встановили розташування полюса Ландау на значеннi
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енергiї E = −~2Q2
∗/2m, i за допомогою розкладу K0 на малих вiдстанях,

отримуємо потрiбну граничну умову

R(r) = − ln

(
Q∗e

γr

2

)
+O(ln(Q∗r)(Q∗r)

2), (3.86)

де γ — стала Ейлера-Маскеронi. Запишемо зв’язок мiж значенням уль-

трафiолетового масштабу з довжиною тричастинкового розсiяння a3, че-

рез [62, 229]

(Q∗a3)
2 = 8e−2γ, (3.87)

далi будемо використовувати вираз (3.87), а не Q∗, в багаточастинковiй

задачi.

3.5.3. Точний розв’язок тричастинкової проблеми у гармонiчнiй

пастцi. Далi розглянемо тричастинкову проблему за наявностi гармо-

нiчного обмеження. Це рiвносильно [413] задачi про одну частинку маси

m у двох вимiрах у гармонiчнiй пастцi з частотою ω з контактною взає-

модiєю, з граничною умовою на малих вiдстанях (3.86). У координатах

Якобi (X, x, y), невзаємодiючий гамiльтонiан

H0 = HCM +Hr, (3.88)

де

HCM = − ~2

6m
∂2
X +

3

2
mω2X2, (3.89)

Hr = − ~2

2m
(∂2
x + ∂2

y) +
1

2
mω2(x2 + y2). (3.90)

Гола тричастинкова взаємодiя видозмiниться

V LO
3 = g3δ(

√
2x)δ(

√
3/2y) =

g3√
3
δ(x)δ(y). (3.91)

Рух центра мас визначається гамiльтонiаном (3.89), що вiдповiдає ча-

стинцi маси 3m з частотою ω, i легко розв’язується. Для вiдносного руху
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разом iз граничною умовою (3.86), переходимо до полярних координат i

визначаємо

R(r) = exp

(
− r2

2a2
‖

)
F (r), (3.92)

де a‖ =
√

~/mω осциляторна довжина. Означивши s = (r/a‖)
2 i F (r) =

u(s), рiвняння Шредiнгера з кутовим моментом mz = 0

su′′(s) + (1− s)u′(s) +
E − 1

2
u(s) = 0, (3.93)

де E = E/~ω — знерозмiренi власнi значення (вiдносної) енергiї. Не-

нормований розв’язок, що залишається R(r) (3.92), задається конфлю-

ентною гiпергеометричною функцiєю U

u(s) = U

(
1− E

2
, 1, s

)
. (3.94)

На малих вiдстанях (s � 1), ця функцiя характеризується такою пове-

дiнкою

U(a, 1, s) ∝ − ln s− ψ(a)− 2γ +O(s ln s), (3.95)

де ψ — дигамма функцiя. Порiвнюючи граничну умову (3.86) з розкла-

дом для u(s) (3.95), отримуємо рiвняння на власнi значення

ψ

(
1− E

2

)
= ln

[(
Q∗a‖

2

)2
]
. (3.96)

3.5.4. Параметр контакту Тана i теорема вiрiалу. Виведемо те-

орему про вiрiал для нашої системи, яка буде корисною в наступно-

му пiдроздiлi. Для цього нам потрiбний параметр контакту Тана C3

[49, 231, 408, 414, 415], що пов’язує поведiнку функцiї розподiлу за iм-

пульсом при великих значеннях аргументу або кореляцiйної функцiї на

малих вiдстанях, з низкою фiзичних величин. У нашому випадку теоре-

ма про вiрiал

E = 2〈Vtrap〉 −
~2

4πm

∫
dxC3(x), (3.97)
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деE — енергiя та C3(x) — локальне значення тричастинкового параметра

контакту

C3(x) =
1√
3

(mg3

~2

)2

〈
[
ψ†(x)

]3
[ψ(x)]3〉. (3.98)

де позначено ψ† та ψ — бозоннi оператори породження та знищення в

координатному зображеннi, g3 — константа взаємодiї (3.82).

Щоб отримати формулу (3.97), використовуємо метод аналогiчний

до [403], хоча це можна отримати, використовуючи оригiнальний метод

Тана для двох вимiрiв [416]. Почнемо iз позначення Ψ(x1, . . . , xN) — нор-

мований N -частинковий основний стан гамiльтонiана (3.72) з енергiєю

E. Перемасштабуємо координати частинок xi → λxi (i = 1, . . . , N) в Ψ, i

обчислимо, як змiниться значення енергiї, E(λ), в перемасштабованому

станi Ψλ. Перемасштабований стан потрiбно помножити на константу,

щоб забезпечити умову нормування

Ψλ(x1, . . . , xN) = λN/2Ψ(λx1, . . . , λxN). (3.99)

Перемасштабована хвильова функцiя Ψλ не задовольняє однаковiй тiй

самiй граничнiй умовi на малих вiдстанях (3.86), як власний стан Ψ =

Ψ1. Для того, щоб це виправити, ми повиннi змiнити масштаб Q∗ на

Q−1
∗ → λQ−1

∗ . Тодi очiкуване значення енергiї в цьому станi

E(λ) = λ2〈H0〉1 + λ−2〈Vtrap〉1 + λ2〈V LO
3 〉λ, (3.100)

де 〈·〉λ — власне значення у станi Ψλ. Використовуючи той факт, що

E(λ) мiнiмiзується при λ = 1, що вiдповiдає справжньому основному

стану системи, диференцiюємо E(λ) в (3.100) за λ i отримуємо

2〈H0〉 − 2〈Vtrap〉+ 2〈V LO
3 〉

+
∂λg3(λΛ) |λ=1

3!

∫
dx〈
[
ψ†(x)

]3
[ψ(x)]3〉 = 0, (3.101)
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де покладено, що 〈·〉 = 〈·〉1, i використано спiввiдношення первинно та

вторинно квантованими операторами∑
i<j<l

〈δ(xi − xj)δ(xi − xl)〉 =
1

3!

∫
dx〈
[
ψ†(x)

]3
[ψ(x)]3〉. (3.102)

Пiдставляючи (3.82) в (3.101) i тодi покладаючи λ = 1 в (3.100) (заува-

жимо, що E(1) = E), остаточно отримуємо вiрiальну теорему (3.97).

Оскiльки нам також знадобиться адiабатичне спiввiдношення, яке бу-

ло отримано в [62], узагальнимо його на випадок системи в пастцi

− ∂E

∂ lnQ∗
=

~2

2πm

∫
dxC3(x). (3.103)

3.5.5. Збудження в границi кiлькох частинок. Розв’язавши три-

частинкову задачу, розрахуємо частоти збудження в тричастинковому

секторi. Це дасть нам порядок величин зсувiв частот через тричастин-

кову взаємодiю в границi кiлькох частинок, де наближення локальної

густини (LDA) не є застосовним. Цей режим є експериментально дося-

жним, оскiльки квазiодновимiрна геометрiя у виглядi трубок з невели-

кою кiлькiстю (N ∼ 8 − 11) частинок, вже є зреалiзована щонайменше

десятилiття [224].

Для трьох частинок найнижча мода при вiдсутностi взаємодiї E =

3~ω. ЇЇ називають найнижчою модою стиснення [230], з не взаємодiю-

чою частотою збудження ω(0)
C = 2ω. Взаємодiя не впливає на дипольну

моду [230] з енергiєю E = 2~ω. Тут ми дослiдимо зсув R = ω2
C/ω

2
D

мiж квадратичною частотою найнижчої моди стиску та дипольною мо-

дою через ефективну тричастинкову взаємодiю. Зсув визначається як

∆ = R−
(
ω

(0)
C

ωD

)2

= R− 4.

Перш нiж обговорювати точний розв’язок (3.96), дослiдимо границю

слабкої взаємодiї. З цiєю метою використаємо розклад дигамма функцiї
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ψ(a) в ряд Лорана бiля її полюсiв a = 0 та a = −1

ψ(a) = −1

a
− γ +

π2

6
a+O(a2), a→ 0, (3.104)

ψ(a) = − 1

a+ 1
+ 1− γ +

(
1 +

π2

6

)
(a+ 1)

+O((a+ 1)2), a→ 1. (3.105)

Використовуючи a = (1 − E)/2 у вищезазначених спiввiдношеннях, ра-

зом iз рiвнянням на власнi значення (3.96), знаходимо для основного та

другого (першого для бозонiв) збуджених станiв

E0 = 1 + gω − γ
2g

2
ω +O(g3

ω), (3.106)

E2 = 3 + gω + 1−γ
2 g2

ω +O(g3
ω). (3.107)

Вище було означено знерозмiрену константу зв’язку gω у виглядi

gω =
1

ln
(
Q∗a‖

2

) . (3.108)

Тепер зрозумiло, що з точнiстю до найнижчого порядку за константою

взаємодiї (3.108), частота збудження в режимi найнижчого стиску така:

ωC
ω

= E2 − E0 ≈ 2 +
1

2
g2
ω. (3.109)

Для дипольної моди, на яку не впливає взаємодiя, маємо ωD = ω. То-

му границя слабкого зв’язку для зсуву ∆ через вiдношення R, вiдносно

невзаємодiючого випадку

∆ = 2g2
ω +O(g3

ω). (3.110)

Також використаємо iнший метод отримання (3.110) шляхом поєдна-

ння правил сум з теорiєю контакту Тана ( див. 3.5.4). Верхня межа

вiдношення R отримується за допомогою виразу (див. [230])

ω2
C = −2

〈x2〉
d〈x2〉
dω2

. (3.111)
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Використовуючи теорему Геллмана-Файнмана, можна пов’язати середнє

значення x2 в основному станi з похiдною енергiї основного стану E0 за

ω2

dE0

dω2
=

3

2
m〈x2〉. (3.112)

Вiрiальна теорема (3.97) в поєднаннi з адiабатичним спiввiдношенням

[62] (3.103), дає ще одне спiввiдношення мiж енергiєю та 〈x2〉

〈x2〉 =
1

3mω2

[
E0 −

1

2

dE0

d(lnQ∗)

]
. (3.113)

Пiсля простих алгебраїчних дiй

R = 4
E0(gω) + 1

2g
2
ωE
′
0(gω)

E0 − 1
2g

3
ωE
′
0(gω)− 1

4g
4
ωE
′′
0 (gω)

(3.114)

Використовуючи розклад до найнижчого порядку за gω, знаходимо

∆ ≈ 2
g2
ω

E0

dE0

dgω
|gω=0

(3.115)

Пiдставляючи (3.106) в (3.115), маємо

∆ = 2g2
ω +O(g3

ω), (3.116)

що узгоджується з результатом, отриманим безпосередньо з використа-

нням енергiї збудження (3.110).

На рис. 3.6 , ми наводимо значення вiдношення R = (ωC/ω)2 як фун-

кцiю константи взаємодiї gω (3.108), обчисленим з використанням то-

чного спектра збуджень з розв’язкiв рiвняння (3.96), пiдходу правила

сум (3.114) i границi слабкого зв’язку (3.110) та (3.115). Бачимо, що в

границi слабкого зв’язку, зсув ∆ = R − 4 приблизно квадратичний за

константою зв’язку. Бiльше того, результати, отриманi iз використанням

спектра збуджень, збiгаються з результатами за правилом сум. Очеви-

дно, що частота ωC змiщується вгору щодо його не взаємодiючого значе-

ння ω(0)
C = 2ω. Цьому слiд протиставити зсув частоти внаслiдок вiдштов-

хувальних взаємодiй Лiба-Лiнiгера, якi для задачi кiлькох частинок при
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Рис. 3.6. Вiдношення R = (ωC/ωD)2 мiж частотами модами найнижчого стиску та

дипольної моди в задачi трьох тiл. Чорнi суцiльнi, червонi пунктирнi та синi пун-

ктирнi лiнiї вiдповiдають R розрахованим за спектром збудження (3.96), пiдходом

правил сум (3.114), i границi слабкого зв’язку (3.110).

слабкiй взаємодiї спадають [413]. Тому, спостереження додатного зсуву

енергiї в цiй границi було б чудовим пiдтвердженням ролi ефективних

тричастинкових сил в одновимiрних бозе-системах.

3.5.6. Наближення локальної густини. Розглянемо проблему бага-

тьох частинок в пастцi в наближеннi LDA. Наведемо повнiстю аналiтичне

трактування цiєї задачi в границi слабкого зв’язку, де квантова аномалiя

виникає самоузгоджено. В найнижчому порядку за взаємодiєю, енергiя

на одну частинку E/N однорiдної багаточастинкової задачi при нульовiй

температурi задається формулою

E

N
= − π~2

2
√

3m
n2

[
1

ln(na3)
+O(ln−3/2(na3))

]
. (3.117)

LDA полягає в записi хiмiчного потенцiалу у такiй формi µ = µ` + Vtrap

[417], де µ` — локальний хiмiчний потенцiал, отриманий шляхом замiни
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n→ n(x). Маємо, до найнижчого порядку

µ = −
√

3π~2

2m

[n(x)]2

ln[n(x)a3]
+

1

2
mω2x2. (3.118)

У границi слабкого зв’язку вищезазначений логарифмiчний доданок змi-

нюється повiльно. Тому, можна переписати точну густину n(x) як сере-

дньопольову частину плюс флуктуацiї

n(x) = n0 +
∂xφ(x)

π
, (3.119)

де n0 — середня густина системи, а φ — флуктуацiйне поле, добре вi-

доме з бозонiзацiйних методiв [418], i пiдставляючи його в безрозмiрну

константу зв’язку − ln−1[n(x)a3] отримуємо

− 1

ln[n(x)a3]
≈ − 1

ln(n0a3)

[
1− ∂xφ

πn0 ln(n0a3)

]
. (3.120)

Другий доданок у правiй частинi (3.120) вищого порядку, нiж (3.118)

тому ним можна знехтувати в цьому наближеннi. Отже, в найнижчому

порядку за тричастинковою взаємодiєю (3.118) спрощується до

µ = −
√

3π~2

2m

[n(x)]2

ln(n0a3)
+

1

2
mω2x2, (3.121)

з середньою густиною n0, яку отримуємо самоузгоджено

n0 = 〈n(x)〉. (3.122)

Для зручностi означимо константу взаємодiї G(ω)

G(ω) = −
√

3π

2

1

ln(n0a3)
, (3.123)

з явною залежнiстю вiд частоти пастки ω. Це дозволить розрахувати

частоту моди найнижчого стиску. Хiмiчний потенцiал можна виключити

з (3.121), якщо обрати густину рiвною нулевi за певної вiдстанi Γ — радiус

Томаса-Фермi — i маємо µ = mω2Γ2/2. Остаточно, з (3.121) отримуємо

профiль густини

n(x) =
1√

2G(ω)

Γ

a2
‖

√
1−

(x
Γ

)2

. (3.124)
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Звiдси випливає, що профiль густини збiгається з профiлем iнварiан-

тного масштабу системи, такої як iдеальний фермi-газ або газ Тонкса-

Жирардо. Однак важливою вiдмiннiстю є залежнiсть константи зв’язку

G = G(ω) вiд частоти пастки через умову самоузгодженостi (3.122). Цей

факт внесе аномальне вiдхилення частоти збудження щодо масштабно-

iнварiантного випадку (для якого R = 4). Використаємо умову нормува-

ння числа частинок

N =

∫ Γ

−Γ

dxn(x), (3.125)

щоб визначити радiус Томаса-Фермi Γ (або хiмiчний потенцiал µ) через

N . Маємо

Γ2 =
2
√

2G(ω)

π
a2
‖N (3.126)

За допомогою цього нескладно отримати середнiй квадрат радiуса си-

стеми

〈x2〉 =
1

N

∫ Γ

−Γ

dxx2n(x) =

√
G(ω)N 2

√
2π

a2
‖. (3.127)

та середню густину n0 з (3.122),

n0 =
213/4

3π3/2

N 1/2

[G(ω)]1/4
a−1
‖ . (3.128)

Пiдставляючи (3.123), в (3.128), i помноживши обидвi отриманi сторони

на a3, отримаємо рiвняння для знерозмiреного параметра n0a3

n0a3 = B

(
a3

a‖

)
[− ln(n0a3)]

1/4 , (3.129)

з

B =
27/2N 1/2

39/8π7/4
. (3.130)

Рiвняння (3.129) розв’язується

(n0a3)
4 =

B4

4

(
a3

a‖

)4

W

(
4a4
‖

B4a4
3

)
, (3.131)
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де W — функцiя Ламберта [419]. Пiдставляючи (3.131) в (3.123), для

константи зв’язку отримуємо таке

G(ω) =
2π
√

3

W
(

4a4
‖

B4a4
3

) . (3.132)

Вiдношення R = (ωC/ωD)2 легко отримується за допомогою (3.111)

R = 4

[
1− G(ω)

2π
√

3 +G(ω)

]−1

, (3.133)

i в найнижчому порядку за G(ω), має вигляд

R = 4 +
2

π
√

3
G(ω) +O(G(ω)2). (3.134)

Вищезазначене спiввiдношення показує, що для вiдштовхувальної три-

0 0.05 0.1 0.15 0.2
4
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gω

Рис. 3.7. Вiдношення R = (ωC/ωD)2 мiж частотами найнижчої моди стиснення та ди-

польної моди в наближеннi середнього поля, як функцiя константи зв’язку gω. Чорнi

суцiльнi, червонi пунктирнi, синi пунктирнi та зеленi штрихпунктирнi вiдповiдають

числам частинок N = 250, 500, 1000 та 2000. Пурпурова подвiйно пунктирна лiнiя —

результат надзвичайний слабкого зв’язку R ≈ 4 + gω.

частинкової взаємодiї роль аномалiї полягає в тому, щоб змiстити частоту

моди найнижчого стиску вгору не тiльки в кiлькачастинковiй границi,
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але i в наближеннi середнього поля, для багатьох частинок. Бiльш то-

го, зсув ∆ = R − 4 у цьому випадку є лiнiйним за константою зв’язку.

Цьому слiд протиставити границю кiлькох тiл, де ми показали, що зсув,

хоча i додатнiй, є квадратичним за константою зв’язку gω. В границi

сильного розрiдження формула (3.134) стає незалежною вiд числа ча-

стинок i рiвна R ≈ 4 + gω. На рис. 3.7, зображено вiдношення R як

функцiю кiлькачастинкової константи зв’язку (3.108) для рiзного числа

частинок в системi. Для дуже малих значень gω усi кривi сходяться, а

залежнiсть вiд N стає помiтною зi збiльшенням взаємодiї. З рис. (3.7),

також очевидно, що збiльшення числа частинок посилюють аномальний

зсув частоти. Наприклад, порiвнюючи рис. 3.6 з рис. 3.7, ми спостерiгає-

мо, що для досягнення зсуву ∆ ≈ 0.1 в тричастинковiй задачi, потрiбно

gω ≈ 0.25, в той час, як з 250–2000 частинками достатньо gω ≈ 0.075. З

експериментальними значеннями для частот пасток в [224], разом з тео-

ретичним значенням a3 на прикладi [229], ми можемо очiкувати змiщен-

ня значення R приблизно на 3-4% вiд масштабно-iнварiантного випадку

R = 4. Отже, якщо експериментальнi невизначеностi для R зменшую-

ться в границi слабкого зв’язку i, якщо число атомiв можна збiльшити

N ∼ 10 [224], аномальнi зсуви повиннi бути чiтко помiтними.

3.6. Загасання боголюбiвських збуджень при скiнчен-

них температурах

3.6.1. Формулювання. РозглянемоD-вимiрну модель яка описується

евклiдовою дiєю (2.12) з Φ(r) = gδ(r) та iнтегруванням
∫
dx =

∫
V dr

∫ β
0 dτ ,

що ведеться за (D+1)-вектором x = (r, τ). Вводимо змiннi густина-фаза

[157] (див., також [156]) ψ(x) =
√
n(x)eiϕ(x), ψ∗(x) =

√
n(x)e−iϕ(x), i пiсля



156

пiдстановки в (2.12) отримуємо добре вiдомий результат

S =

∫
dx

{
n(x)i∂τϕ(x)− ~2

2m
n(x)(∇ϕ(x))2

− ~2

8m

(∇n(x))2

n(x)
− g

2
n2(x) + µn(x)

}
. (3.135)

Враховуючи, що дiя (3.135) є квадратичною за фазовими полями, може-

мо їх формально заiнтегрувати у статистичнiй сумi. Виконуючи гаусове

iнтегрування, отримуємо ефективну дiю для флуктуацiй густини (амплi-

туди)

Seff =
1

2

∫
dx

{
m

~2
(∂τn(x))

1

∇n(x)∇
∂τn(x)− gn2(x)

− ~2

4m

(∇n(x))2

n(x)

}
− 1

2
Sp ln

{
−~

2

m
∇n(x)∇

}
, (3.136)

де 1
∇n(x)∇ позначає обернений оператор i Sp ln{. . .} означає логарифм

функцiонального детермiнанта цього оператора. Фактично, останнiй до-

данок у наведеному рiвняннi є природним контрчленом, який компенсує

ультрафiолетовi розбiжностi в теорiї збурень. Цi розбiжностi також при-

таманнi дiї (3.135), i тому потрiбно зiбрати всi дiаграми одного порядку,

щоб отримати змiстовний результат, i в найпростiший спосiб вирiшити

цю проблему — ввести обрiзання у просторi iмпульсiв. Очевидно, що у

нашому пiдходi структура теорiї збурень спрощена, зокрема, потрiбно

додатково обмежувати суми за мацубарiвськими частотами, або ввести

оператор ε∂2
τ +∇n(x)∇ замiсть ∇n(x)∇ i в остаточних формулах ε = 0.

Зауважимо, що у кожному порядку теорiї збурень кiнцевий результат не

залежить вiд параметра обрiзання.

Розклавши змiннi n(x) в околi рiвноважної густини в ефективнiй дiї

(3.136), i використовуючи перетворення Фур’є, запишемо

Seff = − 1

2

∑
K

D0(K)nKn−K
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− 1

3!
√
βV

∑
K1+K2+K3=0

D0(K1, K2, K3)nK1
nK2

nK3
− . . . ,(3.137)

деK позначає (D+1)-вектор (ωk,k) (тут ωk — бозонна мацубарiвська ча-

стота). Далi будемо використовувати це позначення лише для аргументiв

вiдповiдних функцiй. Також введемо голi вершиннi функцiї

D0(K) =
mω2

k

n~2k2
+

~2k2

4mn
+ g, (3.138)

D0(K1, K2, K3) = − m

~2n2

(
ω1ω2

k1k2

k2
1k

2
2

+ perm.
)

− ~2

8mn2
(k2

1 + k2
2 + k2

3), (3.139)

де k — модульD-вимiрного хвильового вектора. Явнi вирази для вершин-

них функцiй вищих порядкiв дещо громiздкi, але загальну їх структуру

легко зрозумiти з одновимiрного випадку

D0(K1, . . . , Kn) ∼ (−)n 1
nn+1

(
mω1ω2

~2k1k2
− ~2k1k2

4m + perm.
)
. Контрчлени мають

дуже простий розклад для D = 1

Sp ln

{
−~

2

m
∇n(x)∇

}
=
∑
K

ln

[
~2k2

m
n

]
−
∑
K

nKn−K
1

2V β

∑
Q

1

n2
± . . . .

Полюси кореляцiйної функцiї густина-густина

〈nKn−K〉−1 =
mω2

k

n~2k2
+

~2k2

4mn
+ g − Π(K), (3.140)

пiсля аналiтичного продовження у верхню комплексну пiвплощину iωk →

ω + i0 визначають спектр колективних мод. Гауссова частина дiї (3.137)

правильно вiдтворює наближення Боголюбова для слабо взаємодiючого

бозе-газу зi спектром Ek =
√

~4k4/4m2 + ng~2k2/m. В довгохвильовiй

границiEk = ~c0k з c0 =
√
ng/m. Враховуючи ∂D0(K)/∂n = D0(K,−Q−

K,Q)|ωq=0,q→0, . . . можна зробити висновок, що такi ж рiвняння справе-

дливi для точних вершинних функцiй. Це означає, що g −Π(Q)|ωq=0,q→0

збiгається iз оберненою сприйнятливiстю системи (∂µ/∂n)T = mc2/n,
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Рис. 3.8. Поляризацiйний оператор Π(K) в однопетлевому наближеннi. Крапки по-

значають вершини, а лiнiї являють собою корелятори густина-густина.

тому ми можемо змiнити швидкiсть звуку в наближенi Боголюбова c0

точним її значенням c в кiнцевих формулах.

Однопетлевi дiаграми, що дають внесок в поляризацiйний оператор,

наведенi на рис. 3.8, де перекреслена крапка є вершиною, що йде вiд кон-

трчлена. Враховуючи, що D0(K,Q,−K − Q)|Q�K = − 1
n2

(
mω2

q

~2q2 + ~2q2

4m

)
,

D0(K,−K,Q,−Q)|Q�K = 2
n3

(
mω2

q

~2q2 + ~2q2

4m

)
i вiдповiдна частина контр-

членiв 1
2V β

∑
Q

1
n2 , нескладно зрозумiти, що сума дiаграм на рис. 3.8 є

скiнченою, тому для розрахунку сум за мацубарiвськими частотами за-

стосовуємо схему контурного iнтегрування в комплекснiй площинi [420].

Збiжнiсть поляризацiйного оператора можна довести альтернативним

шляхом. Загальновiдомо, що ультрафiолетовi розбiжностi пов’язанi з ну-

льовими температурами. З iншого боку, формула (3.138) з g = 0 є точним

парним корелятором 〈nKn−K〉 iдеального бозе-газу при T = 0. Це озна-

чає, що поляризацiйний оператор в границi зникаюче малої взаємодiї та

температури повинен бути тотожно рiвним нулевi. Останнiй факт до-

зволяє нам регуляризувати остаточне рiвняння для Π(K) на рiвнi однiєї

петлi. Єдиний ненульовий внесок в уявну частину поляризацiйного опе-

ратора походить вiд другої дiаграми на рис. 3.8

I(ω, k) =
π

2V

∑
q

1

αqα|q+k|
{D2

q;k(ω)[1 + n(βE|q+k|) + n(βEq)]

× δ(Eq + E|q+k| − ω) +D2
q;k(−ω)[n(βEq)− n(βE|q+k|)]

× δ(E|q+k| − Eq − ω)} − (ω → −ω), (3.141)
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де введено αk = Ek/(~2k2/2m), функцiю розподiлу Бозе-Айнштайна

n(x) = (ex − 1)−1 та

Dq;k(ω) =
m

~2n

[
ωEq

kq

k2q2
− Eq(Eq − ω)

q(q + k)

q2(q + k)2

+ω(Eq − ω)
k(q + k)

k2(q + k)2

]
+

~2

8mn

(
q2 + (q + k)2 + k2

)
. (3.142)

Останнiй доданок у наведеному рiвняннi є малим при обчисленнi зага-

сання у фононнiй областi в низькотемпературнiй границi, але його вне-

сок порiвняно великий при високих температурах. Крiм того, навiть при

низьких температурах цей доданок є дуже важливим для високоенерге-

тичних збуджень, завдяки якому вони стають добре визначеними.

3.6.2. Загасання. Далi визначимо загасання елементарних збуджень.

Для цього знайдемо полюси аналiтично продовженого корелятора густина-

густина (3.140). Взагалi цей полюс є комплексним Ẽk − iΓk. Нехтуючи

поправкою до дiйсної частини спектра Ẽk i в границi, коли уявна частина

мала Γk � Ek, маємо

Γk =
1

αk
nI(Ek, k). (3.143)

Пiсля пiдстановки у формулу (3.141) загасання може бути записане як

сума двох доданкiв

Γk =
π

2N

∑
q

1

αqαkα|q+k|
A2

q;k[1 + n(βE|q+k|) + n(βEq)]

× δ(Eq + E|q+k| − ω)

+
π

N

∑
q

1

αqαkα|q+k|
A2

k;q[n(βE|q+k|)− n(βEq)]

× δ(Eq − E|q+k| − ω), (3.144)

Aq;k =
~2

4m

{
q2(αqα|q+k| + 1) + kq(αkαq + αqα|q+k| − αkα|q+k| + 1)

−k2(αkα|q+k| − 1)
}
.
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Перший доданок формули (3.144) зазвичай називають загасанням Бєля-

єва а другий вiдомий як загасання Ландау. Вводячи знерозмiренi пара-

метр взаємодiї γ = ng/(~2n2/D/m), температуру τ = T/(ng) = T/(mc2)

та iмпульс k̃ = k/(2n1/D√γ) = ~k/(2mc), можемо записати коефiцiєнт

загасання

Γk/Ek = γD/2ik̃(τ). (3.145)

Явна вигляд функцiї ik̃(τ) = iB + iL, де

iB =
SD−1

8πD−1

1

k̃ + k̃3

∫ k̃

0

dq
qD−1√
1 + q2

p2

1 + 2p2

[
1− (p2 − k̃2 − q2)2/4q2k̃2

]D−3
2

× a2
q;k̃

(1 + n(2q
√

1 + q2/τ) + n(2p
√

1 + p2/τ)),

iL =
SD−1

4πD−1

1

k̃ + k̃3

∫ ∞
k̃

dq
qD−1√
1 + q2

p2

1 + 2p2

[
1− (p2 − k̃2 − q2)2/4q2k̃2

]D−3
2

× a2
k̃;q

(n(2p
√

1 + p2/τ)− n(2q
√

1 + q2/τ)),

тут SD = 2πD/2/Γ(D/2) — площа D-вимiрної гiперсфери одиничного

радiуса, p2 = 1
2

[√
1 + 4(k̃

√
1 + k̃2 − q

√
1 + q2)2 − 1

]
i

aq;k̃ =
√

1 + k̃2
√

1 + q2
p2 − q2 − k̃2

2qk̃
+
√

1 + p2
√

1 + q2
p2 + q2 − k̃2

2qp

−
√

1 + k̃2
√

1 + p2
p2 − q2 + k̃2

2pk̃
+
p2 + q2 + k̃2

2
.

Наведенi вище формули справедливi для D > 1. Перш за все, давай-

те проаналiзуємо границю нульової температури. Загасання в цiй обла-

стi породжене процесами розпаду квазiчастинок на двi квазiчастинки

з меншими енергiями. Для одновимiрної системи загасання боголюбiв-

ських збуджень тотожно дорiвнює нулевi. Цей результат не є несподiва-

ним, оскiльки в одновимiрному випадку iснує точний розв’язок для цiєї

моделi [411]. Ведучий внесок у функцiю ik̃(0) можна знайти аналiтично
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в границях малих та великих iмпульсiв. Щоб знайти ведучий внесок в

загасання Бєляєва, коли τ = 0, потрiбно розкласти при малих k̃ та q всi

функцiї в iнтегралi iB: p2 ' (k̃ − q)2(1 + 3k̃q), aq;k̃ ' −3. Тодi

iB|k̃→0 =
SD−1

8πD−1
3
D+1

2 k̃2(D−1)

∫ 1

0

dqqD−1(1− q)D−1, (3.146)

або пiсля розрахунку iнтеграла

ik̃(0) =
3
D+1

2

4π
D−1

2

Γ2(D)

Γ(2D)Γ
(
D−1

2

) k̃2(D−1), k̃ → 0, (3.147)

де Γ(z) — гамма-функцiя Ейлера. У випадку k̃ � 1, основний внесок в

iнтеграл iB зумовлений великими q. Тому, можемо записати p2 ' k̃2−q2−

1/2, де останнiй доданок є сталим лише через наш вибiр мiжчастинкової

взаємодiї. Для бiльш реалiстичного потенцiалу там має бути залежна вiд

хвильового вектора q функцiя. В цiй границi aq;k̃ ' −2 i внесок ведучого

порядку до iB

iB|k̃→∞ =
SD−1

4πD−1
k̃D−4

∫ 1

0

dqqD−2(1− q2)
D−3

2 , (3.148)

пiсля обчислень iнтеграла, отримуємо

ik̃(0) =
1

4π
D−1

2

Γ
(
D−1

2

)
Γ(D − 1)

k̃D−4, k̃ →∞, (3.149)

Для D-вимiрної бозе-системи формула (3.147) узгоджується з результа-

тами роботи [421] i для D = 3 вiдтворює добре вiдомий результат Бє-

ляєва [240] для загасання фононних збуджень. З асимптотичного виразу

(3.149), можна побачити, що гранична поведiнка загасання на великих

iмпульсах для D ≥ 4 суттєво залежить вiд деталей поведiнки потенцiалу

взаємодiї на малих вiдстанях. На рис. 3.9 представлено результати чи-

сельних обчислень коефiцiєнта загасання слабо взаємодiючих бозонiв у

рiзних просторових вимiрах. Помiтно, що загасання невелике, навiть ко-

ли взаємодiя не є слабкою (γ ∼ 1). Максимальне значення Γk для D = 2
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Рис. 3.9. Залежнiсть функцiї ik̃(0) вiд хвильового вектора в границi нульової темпе-

ратури i для рiзних вимiрностей простору D.

становить приблизно трьох сотих вiд значення спектра збудження. Це

вказує на те, що квазiчастинки Боголюбова добре визначенi, тобто час

життя цих збуджень великий. З iншого боку, нашi висновки виправдову-

ють використання наближення Боголюбова для D-вимiрних систем з по-

рiвняно великими значеннями взаємодiї мiж частинками, тому не дивно,

що формула Лi-Хуанга-Янга [422] для енергiї основного стану тривимiр-

ного бозе-газу збiгається з результатами моделювання Монте-Карло [423]

навiть для γ ' 5÷6. Ситуацiя рiзко змiнюється при скiнченних темпера-

турах (див. рис. 3.10, 3.11). Перш за все, для вимiрностейD ≤ 3/2 коефi-

цiєнт загасання низькоенергетичних збуджень розбiгається. ДляD = 3/2

ця розбiжнiсть є логарифмiчною ik̃(τ) ∼ ln(k̃) i в одновимiрному випадку

ik̃(τ) ∼ 1/k̃. Отже, робимо висновок, що через розвиненi флуктуацiї при

скiнченних температурах пертурбативний розгляд не має сенсу для та-

ких систем. Насправдi це не дивно для одновимiрної системи, де точний
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Рис. 3.10. Типова поведiнка ik̃(τ = 2) при скiнченних температурах.
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Рис. 3.11. Знерозмiрене загасання фононiв з майже нульовим iмпульсом, як функцiя

температури.

розв’язок [424] володiє радше фермiонною, а не бозонною поведiнкою.

Основний внесок в загасання Бєляєва є лiнiйною функцiєю температури,



164

який зникає в областi малих iмпульсiв iB ∼ τ k̃2D−3, а для ландаувiвсько-

го загасання фононiв маємо

i0(τ) = iL|k̃=0 =
SD−1

2D+1πD−1τ

∫ ∞
0

d x (2/u+ 1/u2)
D+1

2 (u− 1)D−1

×
(
ex/2τ − e−x/2τ

)−2

, (3.150)

(де u =
√

1 + x2), що збiгається з результатами роботи [243] для D = 3 i

з [253] для D = 2.

i0(τ � 1) =
3
D+1

2

22D−1π
D−1

2

Γ(2D − 1)

Γ
(
D−1

2

) ζ(2D − 2)τ 2(D−1), (3.151)

де ζ(z) — дзета-функцiя Рiмана. Для тривимiрних бозе-систем форму-

ла (3.151) збiгається з результатом Хохенберга-Мартiна 3π3τ 4/40 [241].

Двовимiрний аналог цiєї формули
√

3πτ 2/8 був вперше отриманий в

статтi [253].

У високотемпературнiй границi, загасання на нульовому iмпульсi є

лiнiйною функцiєю τ

i0(τ � 1) =
SD−1

2D+1πD−1
τ

∫ 1

0

d t t
3−D

2 (1− t)D−5/2(2 + t)
D+1

2 /(1 + t)3/2.(3.152)

з коефiцiєнтом (3π3/2/4)
√
a3n [425] (a — довжина s-розсiювання) для

D = 3 i m2c2/(4~2n) для двовимiрних систем.

3.7. Розрiдженi безспiновi фермiони у дробових ви-

мiрностях

3.7.1. Модель. До цього ми переважно обговорювали властивостi бо-

зонiв зi слабким вiдштовхуванням. Цiкавим є питання, що буде у випад-

ку, коли параметр точкової взаємодii зростає, або й взагалi стає безме-

жним. В 1D вiдповiдь вiдома [203, 204] — бозони з великим δ-вiдштовхува-

нням є дуальними безспiновим фермiонам зi локальною слабкою взає-

модiєю p-типу. Проте, коректний розрахунок термодинамiчних функцiй
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такої системи (див. нижче) потребує перенормування параметра взаємо-

дiї. Бiльш того, можна узагальнити таку модель безспiнових фермiонiв

на вищi вимiрностi i подивитись, чи вдасться знайти дуальну їй бозонну

модель.

Тому розглянемо найпростiшу модель взаємодiючих безспiнових (спiн-

поляризованих) фермiонiв, що описується евклiдовою дiєю

S =

∫
dxψ∗{∂τ − ξ}ψ − g

∫
dx(∇ψ∗)ψ∗ψ∇ψ, (3.153)

де N – кiлькiсть частинок з масами m кожна, i нехай вони займають ве-

ликий об’єм LD (нас здебiльшого цiкавить 1 ≤ D < 2, але узагальнення

на вищi вимiри очевидне) з перiодичними граничними умовами. В (3.153)

використано скороченi позначення для x = (τ, r),
∫
dx ≡

∫ β
0 dτ

∫
LD dr,

ξ = − ~2

2m∇
2 − µ, де β та µ позначають обернену температуру та хiмi-

чний потенцiал фермi-газу, що фiксує його густину n = N/LD, вiдповiд-

но. Мiнiмальна локальна двочастинкова взаємодiя, що зберiгає галiлей-

iнварiантнiсть системи, характеризується ‘голою’ константою зв’язку g.

Цей тип взаємодiї погано визначений у будь-якому просторовому вимiрi

D, тому, записуючи його в дiї S, ми вважаємо, що фермiони взаємодiють

через якийсь ‘фiзичний’ двочастинковий потенцiал, але його радiус дiї

1/Λ — найменший параметр iз розмiрнiстю довжини. Тодi ця ефективна

теорiя (з g залежною вiд Λ) належним чином описує властивостi системи

на енергетичних масштабах набагато менших, нiж ~2Λ2/m.

Щоб з’ясувати, як перенормовується константа зв’язку, розглянемо

двочастинкову задачу з нашим потенцiалом (насправдi псевдопотенцiа-

лом). Це нескладно зробити, розглянувши двочастинкову вершинну фун-

кцiю T (P1, P2|P ′2, P ′1) (тут великi лiтери позначають D + 1-iмпульс P =

(νp,p) частинок) в границi нульової густини (µ → 0). Пiдсумовування

всiх дiаграм частинка-частинка (див. рис. 3.12) приводить до iнтеграль-
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Рис. 3.12. Дiаграми для вершини T0(P1, P2|P ′2, P ′1).

ного рiвняння для T0(P1, P2|P ′2, P ′1) = δP1+P2,P ′1+P ′2
p12p

′
12t0(P1 + P2) (тут

p12 = p1 − p2), що зводиться до алгебраїчного рiвняння для t0(P1 + P2),

з розв’язком

t−1
0 (Q) = g−1 +

1

LD

∑
p

2p2/D

2εp + εq/2− iωq
, (3.154)

тут εp = ~2p2/2m — одночастинковий спектр. Записаний вище iнтеграл

розбiгається, але цю розбiжнiсть можна виправити процедурою розмiр-

ної регуляризацiї або введенням параметра обрiзання Λ для iмпульсу на

додаток до ‘фiзичної’ константи зв’язку g−1
F = g−1 + 1

LD

∑
p

p2

Dεp
. В термi-

нах перенормованого параметра зв’язку gF , функцiя t0(P1 + P2) мiстить

всю iнформацiю про двочастинкове розсiяння у вакуумi. Зокрема, для

всiх додатних gF завжди є один зв’язаний стан εb = −~2/(ma2) розмiром

a, що може бути пов’язано з величиною константи зв’язку

gF =
(4π)D/2D/2

Γ(1−D/2)

~2aD

m
. (3.155)

Для розрахункiв амплiтуди розсiяння (насправдi, p-хвильовий внесок є

єдиним ненульовим у нашому випадку), ми маємо виконати аналiтичне

продовження T0(P1, P2|P ′2, P ′1) у верхню комплекну пiвплощину, а далi

скористаємось її явним виразом на масовiй поверхнi

fF ∝
k2

g−1
F −

Γ(1−D/2)
(4π)D/2D/2

mkD

~2 e−iπD/2
, (3.156)

де k — модуль переданого iмпульсу. Зв’язок iз системою точкоподiбних

бозонiв, тобто моделлю Лiба-Лiнiгера, можна вiдстежити, враховуючи

розсiяння двох бозе-частинок, що взаємодiють через потенцiал gBδ(r).
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Нижче вимiрностiD = 2, цей потенцiал строго визначений i дуже схожий

на описаний вище. Тому процедура розрахунку призводить до результату

(нагадуємо, що це s-хвильовий внесок)

fB ∝
1

g−1
B −

Γ(1−D/2)
(4π)D/2

mkD−2

~2 e−iπD/2
. (3.157)

Порiвнюючи fF та fB в 1D, ми бачимо, що знаменники цих функцiй рiв-

нi мiж собою, якщо g1D
F = −2~4/(m2g1D

B ) [203, 204]. Отже, для всiх кон-

стантах зв’язку, властивостi розсiяння 1D-моделi (3.153) iдентичнi таким

для системи бозонiв з δ-вiдштовхуванням. Зауважимо, що така вiдповiд-

нiсть є властивою лише для одновимiрного випадку та не виконується

для вищих просторових вимiрiв при будь-яких скiнченних gB,F . Коли

g−1
B,F → 0, однак, функцiональнi форми двох виразiв однаковi, натякаючи

на еквiвалентнiсть бозе-газу з нескiнченним точковим вiдштовхуванням

мiж частинками та системою безспiнових фермiонiв з короткодiючим p-

хвильовою взаємодiєю в границi унiтарностi.

3.7.2. Границя розрiдженого газу Ефекти низької густини можна

простежити, розглянувши процеси двочастинкового розсiяння (див. рис. 3.12)

за наявностi поверхнi Фермi. Останнє на практицi означає, що фермiоннi

пропагатори доповнюються ненульовим хiмiчним потенцiалом. У цьому

наближеннi рiвняння для вершини T (P1, P2|P ′2, P ′1) є бiльш цiкавим, тим

не менш, як i ранiше, доступним до аналiзу. Розв’язок

T (P1, P2|S2, S1) = δP1+P2,S1+S2
pi12s

j
12tij(P1 + P2), (3.158)

(де пiдсумовування ведеться за повторюваними iндексами 1 ≤ i, j ≤ D)

визначається симетричною матрицею розмiру D×D з такими елемента-

ми:

t−1
ij (Q) =

δij
g

+
2

LD

∑
p

pipj
1− np+q

2
− np−q

2

ξp+q
2

+ ξp−q
2
− iωq

, (3.159)
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де np = Θ(pF − p) — розподiл Фермi при абсолютному нулi температур.

Тепер ми бачимо, що через квантово-статистичнi ефекти вiдносний рух

двох частинок залежить вiд їх iмпульсу центра мас. Але коли сумарний

iмпульс пари частинок дорiвнює нулю, матриця tij(Q)q=0 = δijt(iωq) є

iзотропною. Повчальним є дослiдження ролi скiнченних густин на вла-

стивостi двочастинкових зв’язаних станiв при додатнiх gF s. Розраху-

вавши дiйснi полюси ε̃b функцiї t(ω + i0) (див. рис. 3.13), ми з’ясува-

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0
0 . 0 0

0 . 2 5

0 . 5 0

0 . 7 5

1 . 0 0
� b

p F  a

 D = 1
 D = 1 . 2 5
 D = 1 . 5
 D = 1 . 7 5

� b/~

Рис. 3.13. Енергiя двочастинкового зв’язаного стану (змiщена на 2µ i побудована в

одиницях εb) при скiнченних густинах та нульовому iмпульсi центра мас.

ли, що енергiя зв’язаного стану швидко спадає до нуля при скiнчен-

них n, i область iснування двочастинкових зв’язаних станiв для дода-

тнiх gF завжди обмежується деяким максимальним значенням знеро-

змiреного параметра pFa. При всiх вiд’ємних константах зв’язку (зру-

чно параметризувати |gF | для gF < 0 маштабом a), навпаки, ефект

Купера спостерiгається з характерною залежнiстю енергетичної щiли-

ни ∆gap/2µ ∝ exp
{
− π(pFa)−D

2 sin(πD/2)

}
вiд параметра зв’язку в граничному
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значеннi pFa→ 0.

Перш нiж перейти до обчислення енергiї основного стану багаточа-

стинкової системи, коротко пiдсумуємо фазову дiаграму розглянутої си-

стеми. Випадок додатнiх gF , який далi будемо називати ‘вiдштовхуваль-

ним’, характеризується наявнiстю вакуумних двочастинкових зв’язаних

станiв, якi, однак, можуть зникати при скiнченних густинах системи.

Найважливiше те, що така ‘вiдштовхувальна’ взаємодiя трохи пiдвищує

енергiю двох частинок, що розсiюються. При вiд’ємних константах зв’яз-

ку gF , вiдсутнi вакуумнi зв’язанi стани, але при будь-якiй скiнченнiй

густинi система, як очiкується, перебуває у надплиннiй фазi. Останнiй

факт узгоджується iз згаданою вище вiдповiднiстю мiж нашою однови-

мiрною моделлю та системою точкових бозонiв.

3.7.3. Нормальна фаза У цьому випадку найпростiшим способом

отримання характеристик системи є використання аналогiї з фермi-рiдиною.

Справдi, у ренорм-груповому сенсi, взаємодiя p-типу є маргiнальною,

а отже, стрибок розподiлу частинок залишається при всiх взаємодiях.

Це спостереження дозволяє отримати хiмiчний потенцiал µ через дiй-

сну частину (пiсля аналiтичного продовження у верхню комплексну пiв-

площину) власної енергiї на поверхнi Фермi. Найпростiшу поправку до

фермiонної функцiї Грiна можна обчислити, замкнувши вершину (3.158)

петлею

Σ(P ) =
1

βLD

∑
S

T (P, S|S, P )
1

iνs − ξs
. (3.160)

Обчислення з повною вершинною функцiєю (3.158) та (3.159) є скла-

дними. Тут ми обмежуємось лише найпростiшим наближенням, а саме

замiною T (P, S|S, P )→ T0(P, S|S, P ) i нехтуємо хiмiчним потенцiалом у
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знаменнику (3.160) пiсля iнтегрування за частотами. Отримана формула

Σ(P )|iνp→ξp+i0 =
1

LD

∑
s

gFs
2np−s

1− gF
|gF |
(
sa
2

)D
e−iπD/2

− Θ(gF )
1

LD

∑
s

2

D

gFs
2Θ(|εb| − 2εp− s

2
)

1 +
(
sa
2

)2 , (3.161)

незважаючи на простоту, якiсно правильно описує властивостi системи

i має чiтку структуру: перший член походить вiд розсiювальних станiв,

а другий – не залежить вiд густини i походить вiд двочастинкових зв’я-

заних станiв. Подiливши на енергiю εb, цей доданок можна розглядати

як частку атомiв, що беруть участь у формуваннi зв’язаного стану. По-

клавши p = pF в (3.161) i видiливши дiйсну частину, ми отримуємо (див.

рис. 3.14) поправка ∆µ до хiмiчного потенцiалу взаємодiючих фермiонiв.
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Рис. 3.14. Поправки до хiмiчного потенцiалу вiдштовхувального фермi-газу для

‘верхньої вiтки (в одиницях µ0). У вставцi наведено ∆µ/µ0 в границi унiтарностi

(pFa→∞) як функцiю просторової вимiрностi D.

Слiд зазначити, що так само як i для тривимiрних двокомпонентних фер-

мiонiв з короткодiючим вiдштовхуванням [400], лише так звана ‘верхня

гiлка’ є фiзичною. Дiйсно, при зменшеннi величини взаємодiї a→ 0, ми
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спостерiгаємо, що другий доданок енергiї швидко спадає (бо εb → −∞).

Але, якщо фермiони спочатку готуються як невзаємодiючий газ, а потiм

раптом включається слабке ‘вiдштовхування’, час життя цього метаста-

бiльного стану повинен бути дуже великим, перш нiж система ‘впаде’ у

справжнiй основний стан. Рисунок 3.14 виявляє немонотонну залежнiсть

поправки хiмiчного потенцiалу вiд pFa у вимiрах близьких до D = 1. В

унiтарнiй границi поведiнка ∆µ, як функцiї D також є досить несподiва-

ною, зокрема, близько до 2D система унiтарних безспiнових фермiонiв не

залежить вiд p -хвильової взаємодiї. Останнє спостереження наводить на

думку про пертурбативний пiдхiд до проблеми унiтарного безспiнового

фермi-газу (i, слiдуючи нашiй гiпотезi, заснованiй на порiвняннi амплiтуд

розсiяння fF та fB, також унiтарного бозе-газу iз точковим вiдштовху-

ванням) за параметром ε = 2−D.

На цьому етапi також цiкаво розглянути 1D границю формули (3.160).

Зокрема, вона мiстить коректну iнформацiю про властивостi системи з

точнiстю до другого порядку у формальному розкладi в рядi за степе-

нями gF

Σ(P ) =
1

LD

∑
s

gF (p− s)2ns −
2

L2D

∑
s,q

g2
F (p− s,q)2

×

ns
(

1− nq−p+s
2
− nq+p+s

2

)
+ nq−p+s

2
nq+p+s

2

ξq−p+s
2

+ ξq+p+s
2
− ξs − iνp

−P.V.
ns

2εq − εp−s/2

}
+ . . . . (3.162)

Розрахована на масовiй поверхнi iνp → ξp + i0 в 1D, дiйсна частина

наведеного виразу виявляється надзвичайно простою

Re Σ(P )|iνp→ξp+i0 =
gFp

3
F

π

{
1

3
+

(
p

pF

)2
}

+
3mg2

Fp
4
F

2π2~2

{
2

3
+

(
p

pF

)2
}

+O(g3
F ). (3.163)
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Використовуючи наведений вираз, далi можна обчислити кiлька пер-

ших доданкiв для перенормованого одночастинкового спектра розгля-

нутої фермiонної системи в 1D. Дiйсно, коефiцiєнти бiля p2 визначають

поправки до ефективної маси квазiчастинок, тодi як хiмiчний потенцiал

можна знайти, застосовуючи фермi-рiдинний спосiб µ = Re Σ(P )|iνp→i0†

[тобто, покладаючи p = pF в правому боцi виразу (3.163)]. Згадавши, що

в 1D наша модель є дуальною газовi Лiба-Лiнiгера з параметром зв’язку

g1D
B = −2~4/(m2g1D

F ), природньо виражати хiмiчний потенцiал µ/µ0 =

1− 16
3γ + 20

γ2 + . . . [426] i обернену ефективну масу m/m∗ = 1− 4
γ + 12

γ2 + . . .

[427] в термiнах характерного для точкових бозонiв знерозмiреного па-

раметра γ = mgB/(~2n). Насправдi, при вiд’ємних gF , система володiє

надплинною поведiнкою з характерною енергетичною щiлиною в спектрi

збуджень. Проте, при малих gF (великих γ), вплив щiлини, як на спектр

збудження, так i на термодинамiку системи експоненцiйно подавлений.

3.7.4. Надплинна фаза Зручнiше обговорювати притягальну взаємо-

дiю з перетвореною дiєю замiсть (3.153). Ввiвши допомiжне комплексне

D-компонентне векторне поле ∆∗(x), ∆(x), еквiвалентно переписуємо

дiю S наступним чином (за умови, що g < 0)

S =

∫
dxψ∗{∂τ − ξ}ψ + g−1

∫
dx∆∗∆−

∫
dx {i∆∗ψ∇ψ + c.c.} .(3.164)

Потiм, використовуючи стандартний рецепт [428] у нашому випадку ми

можемо вiдокремити ненульове середнє поля ∆(x) = ∆0 + δ∆(x) (за-

уважимо, що
∫
drδ∆(x) = 0, i лише одна складова постiйного вектора

∆0 тотожно не рiвна нулевi). Фiзичний змiст параметра порядку рiзний

для D = 1 та D 6= 1. В 1D, ∆0 - щiлина в одночастинковому спектрi з

BCS боку (µ < 0) кросоверної поведiнки, тодi як у всiх вищих вимiрах

це параметр, який визначає ступiнь анiзотропiї елементарних збуджень.
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Мiнiмiзуючи великий термодинамiчний потенцiал за ∆0, отримуємо рiв-

няння для знаходження щiлини

g−1∆0 −
i

βLD

∫
dx〈ψ∇ψ〉 = 0, (3.165)

(тут 〈. . .〉 позначає статистичне усереднення з дiєю S), що слiд доповнити

рiвнянням для середньої густини фермiонiв

n =
1

βLD

∫
dx〈ψ∗ψ〉. (3.166)

Далi ми використовуватимемо наближення середнього поля, коли не вра-

ховуються флуктуацiйнi внески δ∆∗(x), δ∆(x). Для розглянутої системи

це наближення дає лише якiсну картину її поведiнки, оскiльки воно пов-

нiстю нехтує власноенергетичними вставками. На щастя, найпростiше

включення цих доданкiв у фермiонний пропагатор лише змiщує хiмiчний

потенцiал i перенормує квазiчастинкову масу (зауважимо, що структу-

ра першого доданка в (3.163) є унiверсальною, тобто, незалежною вiд

просторової вимiрностi D) забезпечуючи якiсно правильний середньопо-

льовий опис. Прямi розрахунки середнiх

〈ψ∗PψP 〉 =
−iνp − ξp
ν2
p + E2

p

, 〈ψ−PψP 〉 =
2∆0p

ν2
p + E2

p

, (3.167)

деE2
p = ξ2

p+4|∆0p|2. Пiсля пiдстановки в систему рiвнянь (3.165), (3.166),

iнтегрування за мацубарiвськими частотами i перенормування голої кон-

станти зв’язку g, отримуємо

n =
1

2LD

∑
p

{
1− ξp

Ep

}
, (3.168)

g−1
F ∆2

0 +
1

LD

∑
p

{
(∆0p)2

Ep
− ∆2

0p
2

Dεp

}
= 0, (3.169)

де ∆0 вважається дiйсним. Окрiм тривiального розв’язку ∆0 = 0, цi

рiвняння мають нетривiальний, який вiдповiдає надплиннiй фазi. Крiм
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того, вони також демонструють BCS-BEC кросоверну поведiнку, коли

g−1
F прямує до нуля з протилежних сторiн. На рис. 3.15,3.16 наведено

результати чисельного розв’язку для хiмiчного потенцiалу в декiлькох

просторових вимiрах. Для зручностi константа зв’язку, навiть у цьо-
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 D = 1 . 2 5
 D = 1 . 5
 D = 1 . 7 5

µ 0/

Рис. 3.15. Знерозмiрений хiмiчний потенцiал µ/µ0 надплинних фермiонiв, близьких

до границi унiтарностi. Зауважимо, що в областi кросоверу хiмiчний потенцiал µ

змiнює знак.

му ‘притягальному’ випадку, параметризується додатним параметром a

наступним чином: gF = sign(gF ) (4π)D/2D/2
Γ(1−D/2)

~2aD

m . Фiзика поведiнки µ дуже

прозора. При слабких вiд’ємних взаємодiях розрив невеликий, а хiмiчний

потенцiал експоненцiйно близький до значення iдеального газу. Зроста-

ння pFa (коли gF < 0) змiнює цю поведiнку, зокрема, забезпечуючи що

µ i ∆0pF мають однакову величину в границi унiтарностi. Для малих

i додатних gF спарювання типу BCS замiнюється утворенням молекул

з великими енергiями зв’язку (насправдi це ‘нижня вiтка’, про яку не

йшлося в попередньому пiдроздiлi). Є також область 0 < (pFa)−1 < 2, де

формування зв’язаних станiв пригнiчується багаточастинковими ефекта-



175

0 4
0

1

2

3

4

5
µ 0

s i g n ( g F ) ( p F  a ) - D

 D = 1
 D = 1 . 2 5
 D = 1 . 5
 D = 1 . 7 5

2 ∆0  p F /

Рис. 3.16. Залежнiсть параметра порядку ∆0, що визначає енергетичну щiлину (на-

справдi псевдощiлину у D > 1) зi сторони BCS.

ми (див. рис. 3.13) i може бути неправильно описано тут наближенням

середнього поля. Для того, щоб отримати глибше розумiння властиво-

стей системи в цiй областi, потрiбно включити квантовi флуктуацiї.

3.8. Фiзика типу Єфiмова у дробовимiрних бозе-системах

iз тричастинковою взаємодiєю

3.8.1. Формулювання задачi Обговорюємо властивостi бозонiв iз по-

давленою попарною взаємодiєю у дробових просторових вимiрах мiж

d = 1 i d = 2. (Псевдо-)потенцiал трьох тiл слiд розглядати як кон-

тактний Φ(r1, r2, r3) = g3,Λδ(r12)δ(r13) iз голою константою g3,Λ, що зале-

жить вiд параметра UV обрiзання Λ. d-вимiрнi δ-функцiї в Φ(r1, r2, r3)

слiд розумiти як деякi розмитi, на масштабi довжини Λ−1, функцiї [най-

простiший вибiр, прийнятий тут для випадку перiодичних граничних

умов, такий: δ(r) = 1
Ld

∑
|k|<Λ e

ikr]. Вiдповiдна густина лагранжiана си-
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стеми в евклiдовому просторi визначається так:

L = ψ∗{∂τ − ε}ψ −
1

3!
g3,Λ(ψ∗)3ψ3, (3.170)

де x = (τ, r), комплексне поле ψ(x) живе в (d + 1)-вимiрному просто-

рi з перiодичними граничними умовами; ε = −~2∇2

2m — одночастинковий

спектр, а в термодинамiчнiй межi слiд додати до (3.170) член iз хiмiчним

потенцiалом µ.

3.8.2. Границя трьох тiл. Тричастинкова задача дозволяє знайти пе-

ренормування константи взаємодiї g3,Λ. Перепишемо лагранжiан (3.170)

бiльш зручним, але еквiвалентним способом

L = ψ∗{∂τ − ε+ µ}ψ +
g−1

3,Λ

3!
Ψ∗Ψ− 1

3!
{Ψ∗ψ3 + c.c.}, (3.171)

шляхом явного введення допомiжного комплексного поля Ψ(x) тримерiв.

Якщо хiмiчний потенцiал µ = 0 (межа нульової густини), Ψ∗Ψ-корелятор

може бути точно розрахований i рiвний

−3!〈Ψ∗PΨP 〉−1 = g−1
3,Λ + Π3(P ), (3.172)

у (d + 1)-iмпульсному просторi [як завжди, P = (ωp,p)]. Розбiжна в

границi Λ→∞ величина Π3(P ) задана дiаграмою на рис. 3.17 i дорiвнює

Рис. 3.17. Дiаграма, що задає Π3(P ). Суцiльна лiнiя позначає пропагатор атома.

Π3(P ) =
1

L2d

∑
k,q

1

εk + εq + ε|k+q+p| − iωp
, (3.173)

де жирнi лiтери позначають лише просторову частину (d+ 1)-iмпульсiв,

а k = |k| i q = |q| обмеженi згори Λ. Визначаємо голу константу g−1
3,Λ так,
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щоб тримерний пропагатор залишається незалежним вiд UV обрiзання,

тобто d
dΛ〈Ψ

∗
PΨP 〉 = 0. Ця процедура еквiвалентна введенню спостережу-

ваної константи g3

g−1
3 = g−1

3,Λ +
1

L2d

∑
k,q

1

εk + εq + ε|k+q|
. (3.174)

З розмiрних мiркувань можна ввести знерозмiрену (бiжучу) тричастин-

кову константу взаємодiї ĝ3 ∝ g3,ΛmΛ2(d−1)/~2 , де постiйний множник

можна вибрати таким чином, щоб рiвняння RG для ĝ3 виглядало так:

Λ
dĝ3

dΛ
= 2(d− 1)ĝ3(ĝ3 + 1). (3.175)

IR ĝ3 = 0 та UV ĝ3 = −1 нерухомi точки вiдповiдають границям невзає-

модiючих бозонiв g3 = 0 та унiтарностi g3 = ±∞ вiдповiдно. Вимагаючи,

щоб Ψ-пропагатор (3.172) мав дiйсний полюс на вiд’ємнiй пiвосi пiсля

аналiтичного продовження за частотою iωp → ε3 + i0, пов’язуємо g3 > 0

з енергiєю вакуумного зв’язаного стану трьох частинок

g−1
3 = −Γ(1− d)

(2
√

3π)d

(m
~2

)d
|ε3|d−1, ε3 = − ~2

ma2
3

. (3.176)

Для зручностi ту саму параметризацiю використовуємо для вiд’ємних

констант. В обох випадках a3 збiгається з довжиною розсiювання. UV

нерухома точка вiдповiдає g3 = ∞ i g3 = −∞ i пов’язана з тричастин-

ковим резонансом i з розбiжнiстю амплiтуди розсiювання при нульовiй

енергiї. Переписуємо (3.172)

−3!〈Ψ∗PΨP 〉−1 = g−1
3

[
g3

|g3|
− (εp/3− iωp)d−1

|ε3|d−1

]
, (3.177)

пiсля iнтегрування. Легко показати, що правi частини наведеного вище

спiввiдношення є оберненою тричастинною t-матрицею для бозонiв iз

тричастинковою взаємодiєю у вимiрах d ≥ 1.
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3.8.3. Атом-тримерний сектор Зосередимося на розсiюваннi атома

на тримерi у так званiй масштабно-iнварiантнiй границi, оскiльки пра-

вильний опис фiзики бiльше нiж трьох частинок вимагає введення скiн-

ченного радiусу дiї тричастинкового потенцiалу. Дiаграми, що дають вне-

сок у атом-тримерну вершину, органiзовуються у лiнiйне iнтегральне рiв-

няння, представлене на рис. 3.18. При нульовiй густинi єдиний внесок у

Рис. 3.18. Iнтегральне рiвняння для атом-тримерної вершини T3−1(P ;Q|Q′;P ′) (сiрий
прямокутник). Пунктир позначає тримерний пропагатор.

iнтеграл за частотою походить вiд полюса пропагатора 〈ψ∗KψK〉

T3−1(P ;Q|Q′;P ′) = −1

2
Π2(P −Q′) +

1

Ld

∑
k

1

2
{Π2(P −K)

〈|ΨP+Q−K |2〉 × T3−1(P +Q−K;K|Q′;P ′)
}
|iωk→εk, (3.178)

де елементарна петля, що описує прямий процес розсiювання атома на

атомi пiсля iнтегрування, має вигляд

Π2(P ) =
1

Ld

∑
k

1

εk + ε|k+p| − iωp
. (3.179)

Iнтегральне рiвняння (3.178) спрощується для вершини iз зовнiшнiми лi-

нiями вибраними на масовiй поверхнi iωq → εq i iωq′ → εq′ в системi

центру мас p = −q i p′ = −q′. Збереження енергiї, вимагає iωp = iω− εq
(i те саме для штрихованих змiнних), де iω має бути пов’язано, пiсля ана-

лiтичного продовження, зi (збережуваною) енергiєю чотирьох частинок.

Для вершини на масовiй поверхнi T3−1(q,q
′) отримуємо

T3−1(q,q
′) = −1

2
Π2(q,q

′)− 1

Ld

∑
k

1

2
Π2(q,k)3!t3(k)T3−1(k,q

′), (3.180)
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зi скороченими позначеннями для функцiй

Π2(q,k) =
Γ (1− d/2)

(4π)d/2

(m
~2

)d/2 (
ε|q+k|/2 + εq + εk − iω

)d/2−1
, (3.181)

t−1
3 (k) = g−1

3

[
1− (4εk/3− iω)d−1

|ε3|d−1

]
. (3.182)

Слiд зазначити, що рiвняння (3.180) є дещо специфiчним. Зокрема, про-

блеми з його розв’язанням виникають в UV-областi i не можна просто по-

класти Λ→∞. Схожа ситуацiя виникає [429, 430] у вищих вимiрах d > 2

для тричастинкових систем бозонiв з контактною попарною взаємодiєю.

Найпростiший спосiб вiдстежити неоднозначнiсть — покласти q′ = 0 i

використати iтерацiйну процедуру. На першому етапi можна апроксиму-

вати T3−1(q,0) = T3−1(q) ≈ −1
2Π2(q,0) i знехтувати iнтегралом у правiй

частинi. Щоб обчислити другу iтерацiю, пiдставляємо результат нульо-

вого порядку в iнтеграл, а потiм повторюємо процедуру. При великих q

Π(q,0) пропорцiйна 1/q2−d, тодi як перша iтерацiя отримує додатковий

великий логарифм ln(q)/q2−d. Загалом, легко показати, що у ведучому

порядку n-това iтерацiя поводиться як lnn(q)/q2−d + O(lnn−1(q)/q2−d) в

UV. Це означає, що рiвняння (3.180), в областi, де q � Λ, але в той же

час q � 1/a3 (має бути значно бiльшим за всi iншi оберненi масштаби

довжини), зводиться до однорiдного

T3−1(q) = Ad

∫
k<Λ

dk
k2(1−d)T3−1(k)

(k2 + q2 + 2kq/3)1−d/2 , (3.183)

зi скiнченним i додатньо визначеним постiйним множником в 1 < d < 2

Ad = −3!(3/2)
2(d−1)

(4π)d/2
Γ(1−d/2)
Γ(1−d) . Притаманна масштабна iнварiантнiсть в про-

мiжнiй областi пiдказує можливий розв’язок зi степеневою поведiнкою

T3−1(q) ∝ qd/2−1+η. Виконуючи iнтегрування (Λ→∞) у (3.183), отриму-

ємо алгебраїчне рiвняння, яке визначає допустимi значення показника
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η

1

3
= −

Γ
(

1−d/2−η
2

)
Γ
(

1−d/2+η
2

)
(8/9)d−1 Γ(1− d)Γ(d/2)

×2F1

(
1− d/2− η

2
,
1− d/2 + η

2
; d/2; 1/9

)
, (3.184)

де 2F1 (a, b; c; z) — гiпергеометрична функцiя [419]. Зауважимо, що якщо

η є довiльним розв’язком рiвняння (3.184), то i −η також є розв’язком.

Отже, загальний розв’язок iнтегрального рiвняння (3.183) є лiнiйною

комбiнацiєю цих двох часткових з ±η

T3−1(q) ∝ qd/2−1

[(
q

Λ∗

)η
+

(
q

Λ∗

)−η]
, (3.185)

де Λ∗ є довiльним масштабом, що залежить вiд деталей короткодiйної

поведiнки тричастинкового потенцiалу. Серед можливих розв’язкiв є чи-

сто уявнi η = iη0 (див. рис. 3.19). У цьому випадку T3−1(q) є осцилю-

ючою функцiєю q, яка демонструє дискретну масштабну iнварiантнiсть

q → qeπl/η0 (з цiлими l). Таким чином, поява уявних коренiв у рiвнян-

нi (3.184) сигналiзує про появу єфiмовської фiзики [351] у розглянутiй

системi чотирьох тiл. Строго у двох вимiрах напiвсупер ефект Єфiмо-

ва [431] виникає в секторi чотирьох тiл нашої моделi. Слiд зазначити,

що пiдстановка розв’язку (3.185) у праву частину рiвняння (3.183) за-

лишає розбiжний iнтеграл при Λ → ∞. Для вирiшення проблеми, слiд

пам’ятати, що ефективний лагранжiан L не є повним. Фактично, можна

вiльно додавати до (3.171) будь-якi (локальнi) взаємодiї, дозволенi симе-

трiями. Необхiдним для нашої задачi є вибiр вершини, що описує пряме

двочастинкове (s-хвильове) розсiювання атома на тримерi з (голою) кон-

стантою зв’язку g3−1,Λ

L → L− g3−1,ΛΨ∗ψ∗ψΨ. (3.186)
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Рис. 3.19. Чисельний розв’язок алгебраїчного рiвняння (3.184) для уявного η = iη0

у рiзних просторових вимiрах. Єфiмовська фiзика з’являється лише у вiкнi мiж d ≈
1, 04 i d = 2.

Цю модифiкацiю слiд врахувати [потрiбно зробити замiну −1
2Π2(P −

Q′)→ −1
2Π2(P −Q′) + g3−1,Λ] в iнтегральних рiвняннях (3.178) та (3.180)

для амплiтуди атомно-тримерного розсiяння. Тодi Λ-залежнiсть кона-

станти g3−1,Λ може бути обчислена, вимагаючи, щоб модифiкована вер-

шина на масовiй поверхнi задовольняла диференцiальне рiвняння
∂
∂ΛT3−1(q,q

′) = 0 у границi q, q′ → 0. Однак, це можна зробити лише чи-

сельно. Наближений рецепт пошуку розв’язку цього RG рiвняння можна

взяти зi статей [429, 430], де напрацьований пiдхiд ефективної теорiї поля

до задачi атом-димерних зв’язаних станiв iз локальною попарною взає-

модiєю мiж тривимiрними бозонами. Будучи узагальненим для нашого

випадку, процедура розрахунку забезпечує визначення голої константи

зв’язку g3−1,Λ, вимагаючи, щоб пiсля замiни T3−1(q) у формi (3.185), iн-

теграл в (3.183) (пiсля модифiкацiї ядра) був добре визначеним в UV

областi. Компенсацiя UV розбiжностей вiдбувається, коли g3−1,Λ задано
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так:

g3−1,Λ =

(
2

3

)1−d/2
Γ(1− d/2)

(8π)d/2
mĝ3−1

~2Λ2−d , (3.187)

де бiжуча константа взаємодiї

ĝ3−1 = −cosh [η ln(Λ/Λ∗) + δ]

cosh [η ln(Λ/Λ∗)− δ]
, (3.188)

з δ, заданим δ = artanh η
1−d/2 . Повчально [432], у контекстi появи ефекту

Єфiмова, отримати рiвняння RG

Λ
dĝ3−1

dΛ
=

2− d
4

(1 + ĝ3−1)
2 − η2

2− d
(1− ĝ3−1)

2. (3.189)

Для дiйсних η бета-функцiя в (3.189) має двi нерухомi точки 1−d/2±η
d/2−1±η , то-

дi як для справдi уявних показникiв η = iη0 фiксованi точки зникають

у комплекснiй площинi. Це один iз трьох загальних сценарiїв [433] для

втрати конформностi, коли UV та IR нерухомi точки анiгiлюють, що на-

справдi реалiзується за наявностi фiзики типу Єфiмова. Слiд зазначити,

що форма знерозмiреної константи зв’язку з уявними η припускає iнва-

рiантнiсть ĝ3−1 вiдносно масштабних перетворень Λ→ Λeπl/η0 з цiлими l.

Хоча ми не обговорюємо тут зв’язанi стани чотирьох тiл детально, оскiль-

ки ця проблема вимагає модифiкацiї потенцiалу трьох тiл у початку ко-

ординат, з аналiзу вище має бути зрозумiло, що масштабно-iнварiантна

границя (q � Λ, q � 1/a3) хвильових функцiй атом-тримерного зв’яза-

ного стану в iмпульсному просторi описується рiвнянням (3.183). А вiдпо-

вiднi рiвнi енергiї ε3−1(l) ∝ ~2Λ2
∗

m e−2πl/η0 вiдображають дискретну масшта-

бну iнварiантнiсть, тодi як кiлькiсть цих чотиричастинкових зв’язаних

станiв нескiнченна саме в точцi унiтарностi 1/a3 = 0. При максимально-

му η0 ≈ 1.28, що вiдповiдає d ≈ 1.59, спiввiдношення двох найближчих

енергетичних рiвнiв становить ε3−1(l)/ε3−1(l + 1) = e2π/η0 ≈ (11.6)2.

3.8.4. Два атоми + один тример Задачу п’яти тiл у нашому роз-

глядi з тримерними полями також можна розв’язати. Набiр дiаграм,
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що вносять вклад у вiдповiдну вершину (тримера з двома атомами)

T3−2(P ;Q,K|K ′, Q′;P ′), дає iнтегральне рiвняння, представлене на рис. 3.20.

Далi iнтегруємо за частотою в правому боцi рiвняння, переходимо до си-

= +

P

P’

Q Q’

+ +

K

K’

K
Q (K<−>Q)

P

Рис. 3.20. Рiвняння, що визначає T3−2(P ;Q,K|K ′, Q′;P ′). Визначення лiнiй таке ж,

як на рис. 3.17,3.18: суцiльнi та пунктирнi лiнiї позначають атомнi та тримернi про-

пагатори вiдповiдно. Жирна крапка означає суму g3−1,Λ − 1
2
Π2(P − Q) (див. 3.8.3),

тобто двi найпростiшi дiаграми для атом-тримерної вершини.

стеми центру мас p = −k− q i p′ = −k′ − q, i записуємо лише вираз на

масовiй поверхнi (усi iωq,ks замiнено на εq,ks), тобто амплiтуду розсiюва-

ння двох атомiв на тримерi

T3−2(q,k|k′,q′) = T (0)
3−2(q,k|k′,q′)

+
1

2L2d

∑
p,s

T (0)
3−2(q,k|p, s)3!t3(p, s)T3−2(s,p|k′,q′)

+
1

Ld

∑
p

[
g3−1,Λ −

1

2
Π2(q,k,p)

]
[3!t3(k,p)

×T3−2(k,p|k′,q′) + 3!t3(q,p)T3−2(q,p|k′,q′)] , (3.190)

де T (0)
3−2(q,k|k′,q′) = −1

ε|k+q+k′+q′|+εk+εq+εk′+εq′−iω
, збереження енергiї перед-

бачає iωp = iω− εk − εq, та iншi позначення є природним узагальненням

наведених вище формул

Π2(q,k,p) =
Γ (1− d/2)

(4π)d/2

(m
~2

)d/2
×
(
ε|q+k+p|/2 + εq + εk + εp − iω

)d/2−1
, (3.191)
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t−1
3 (k,q) = g−1

3

[
1−

(ε|k+q|/3 + εk + εq − iω)d−1

|ε3|d−1

]
. (3.192)

В околi полюса ε3−2, що вiдповiдає п’ятичастинковим зв’язаним станам

T3−2(q,k|k′,q′) = 3!t3(q,k)Z(q,k)3!t3(q′,k′)Z(q′,k′)
iω−ε3−2

[тут множники 3!t3(q,k) вво-

дяться для спрощення рiвняння на функцiю Z(q,k)]. Тодi неоднорiдним

членом у (3.190) можна знехтувати, i ми отримаємо

1

3!
t−1
3 (q,k)Z(q,k) =

1

2L2d

∑
p,s

T (0)
3−2(q,k|p, s)Z(s,p)

+
1

Ld

∑
p

[
g3−1,Λ −

1

2
Π2(q,k,p)

]
[Z(k,p) + Z(q,p)] , (3.193)

де iω всюди замiнено на ε3−2. Незважаючи на те, що нам не вдалося зна-

йти розв’язок цього рiвняння, деякi важливi фiзичнi висновки можна

зробити. Зокрема, враховуючи рiвняння (3.193) та вiдсутнiсть масшта-

бу довжини в задачi, розв’язок Z(q,k) має бути однорiдною функцiєю

своїх аргументiв. Крiм того, межа q � k (i навпаки) повнiстю визначає-

ться чотиричастинковою задачею. Дiйсно, велика рiзниця мiж модулем

k i q означає, що найбiльший масштаб (скажiмо, q) контролює фiзику

системи. Розглядаючи просторовий розподiл двох атомiв, ми одразу при-

ходимо до висновку, що одна частинка розташована набагато ближче (на

вiдстанях порядку q−1) до тримера i, отже, утворює унiверсальний чо-

тиричастинковий зв’язаний стан, а iнша частинка (яка розташована на

вiдстаннях порядку k−1 вiд тримера) майже вiльна. Отже, справдi п’я-

тичастинковi ефекти з’являються лише тодi, коли два аргументи Z(q,k)

мають однаковий порядок величини. Наведенi вище мiркування приво-

дять до анзацу Z(q,k) =
T3−1(
√
k2+q2)

(k2+q2)d−1 z
(

2qk
k2+q2

)
, де знерозмiрена функцiя

в кiнцi залежить вiд кута мiж k i q i спiввiдношення їх абсолютних зна-

чень. В такий спосiб фiксується UV-поведiнка розв’язку рiвняння (3.193)

в масштабно-iнварiантнiй областi (k, q � Λ). Пiдставляючи анзац назад
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в iнтегральне рiвняння, бачимо, що другий i третiй члени в правiй части-

нi добре поводяться в UV областi, тодi як перший — нi. Щоб доозначити

перший (подвiйний) iнтеграл в (3.193), ми вимушенi модифiкувати поча-

тковий лагранжiан ще одним локальним членом, який зберiгає глобальну

U(1) симетрiю

L → (3.186)− 1

4
g3−2,ΛΨ∗(ψ∗)2ψ2Ψ, (3.194)

i описує пряму взаємодiю двох атомiв iз тримером з голою констан-

тою зв’язку g3−2,Λ. Розмiрний аналiз фiксує загальний множник g3−2,Λ ∝
mĝ3−2

~2Λ2 , тодi як явну залежнiсть бiжучої ĝ3−2 можна отримати, зробивши

низькоенергетичну границю амплiтуди розсiювання двох атомiв на три-

мерi (3.190) нечутливою до UV-обрiзання. Це, звичайно, дуже складна

чисельна задача, i тут замiсть цього ми обчислюємо ĝ3−2, використо-

вуючи описану ранiше наближену процедуру, яка вимагає, щоб внесок

верхньої межi iнтегрування скомпенсовувася. Деталi розрахункiв пред-

ставленi в Додатку, хоча остаточний результат простий

ĝ3−2 = −cosh [η ln(Λ/Λ∗) + δu]

cosh [η ln(Λ/Λ∗)− δd]
, (3.195)

де унiверсальнi фази δu i δd функцiонально залежать вiд розв’язку рiвня-

ння (3.193) в областi масштабування. Подiбно до ĝ3−1, RG бета-функцiя

для константи ĝ3−2 при дiйсних η має два нулi, що вiдповiдають UV та

IR нерухомим точкам вiдповiдно. В областi Єфiмова фази є уявними

δu = iδu0 i δd = iδd0 i ĝ3−2, як функцiя UV-обрiзання стає безмежною в

дискретному нескiнченному наборi точок, сигналiзуючи про появу п’я-

тичастинкових зв’язаних станiв. Порiвнюючи (3.195) i (3.188), можемо

отримати унiверсальне спiввiдношення мiж енергiями зв’язаного стану

двох атомiв з тримером та атома з тримером

ε3−2(l)

ε3−1(l)
= e2(δd0−δ0)/η0, (3.196)
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справедливого для великих l поблизу точки унiтарностi.

3.8.5. Контактнi параметри та енергетичне вiдношення типу Та-

на Результати з попереднього пункту повиннi мати глибокий вплив на

багаточастинкову поведiнку системи. Зокрема, вони фiксують через на-

бiр констант, що залежать вiд густини, унiверсальний хвiст розподiлу ча-

стинок за iмпульсом. Беручи до уваги результати попереднього роздiлу

в одновимiрному випадку, можна наївно узагальнити ведучу асимптоти-

ку Np = C3/p
4−d, де C3 — тричастинковий параметр контакту. У вищих

вимiрностях d > 1.04 слiд очiкувати, що через появу фiзики Єфiмова

з’являться логперiодичнi члени наступного за ведучим порядком.

Отримаємо формально точний вираз для енергiї основного стану си-

стеми. Цi розрахунки можна виконати подвiйним способом, кожен з яких

апелює до густини лагранжiана з урахуванням всiх членiв. Перший ви-

користовує теорему Геллманна-Файнмана. Iнший метод використовує то-

чнi тотожностi, що випливають з рiвнянь руху для рiзних кореляцiй-

них функцiй. Визнаючи g3 спостережуваним параметром взаємодiї, вну-

трiшню енергiю бозонiв можна обчислити як суму похiдних вiд термо-

динамiчного потенцiалу за масою частинок i константою зв’язку E =(
−m ∂

∂m + g3
∂
∂g3

)
µ

Ω, або переписуючи за допомогою (статистичного) се-

реднього 〈. . .〉

E/Ld =

(
m

∂

∂m
− g3

∂

∂g3

)
µ

〈L〉, (3.197)

де L слiд ототожнювати з (3.194). Пiд час обчислення кiнетичної енергiї

слiд мати враховувати явну залежнiсть вiд маси не лише в ε, а й у g3,Λ,

g3−1,Λ та g3−2,Λ також

m
∂

∂m
〈L〉 = 〈ψ∗εψ〉+

1

3!

(
g−1

3,Λ − g
−1
3

)
〈Ψ∗Ψ〉

−g3−1,Λ〈Ψ∗ψ∗ψΨ〉 − 1

4
g3−2,Λ〈Ψ∗(ψ∗)2ψ2Ψ〉. (3.198)
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Коефiцiєнт бiля другого члена справа в рiвняннi вище є розбiжною су-

мою з рiвняння (3.174). Така ж розбiжнiсть, але з протилежним знаком,

з’являється пiд час обчислень першого доданка 〈ψ∗εψ〉, тому енергiя E

залишається скiнченною навiть при UV-обрiзаннi спрямованим до безме-

жностi. Цей факт вiдразу визначає контактний параметр трьох тiл для

бозонiв iз потрiйними взаємодiями

C3 =
1

3

(
4

3

)1−d/2
Γ(1− d/2)

(4π)d/2

(m
~2

)2

〈Ψ∗Ψ〉. (3.199)

Будучи переписаним у термiнах одноатомних полiв на класичному рiв-

нi Ψ→ g3,Λ

1−3!g3,Λg3−1,Λψ∗ψ− 3!
4 g3,Λg3−2,Λ(ψ∗)2ψ2ψ

3, контактний параметр трьох тiл,

загалом, мiстить нескiнченну кiлькiсть доданкiв. У 1D ми можемо зне-

хтувати взаємодiями g3−1,Λ i g3−2,Λ i отримати простий результат C3 =

1
3
√

3

(mg3,Λ

~2

)2 〈(ψ∗)3ψ3〉. Для вищих вимiрностей d > 1.04 виникають ще

два контактнi параметри, пов’язанi з доданками g3−1,Λ〈Ψ∗ψ∗ψΨ〉 i
1
4g3−2,Λ〈Ψ∗(ψ∗)2ψ2Ψ〉, у внутрiшнiй енергiї. Щоб з’ясувати точнi спiввiд-

ношення цих членiв у E з Np, потрiбно обчислити наступнi за ведучими

члени в розподiлi частинок на великих iмпульсах. Останню величину мо-

жна обчислити застосовуючи OPE (operator product expansion) до одно-

частинкової матрицi густини (пропагатор частинок при однакових часах)

на малих вiдстанях. Розрахунки середньої густини потенцiальної енергiї

дають

−g3
∂

∂g3
〈L〉 =

g−1
3

3!
〈Ψ∗Ψ〉. (3.200)

Наведений вище спосiб виведення тотожностi Тана узгоджується зi схе-

мою, яка використовує рiвняння руху для поля Ψ. Дiйсно, з лагранжiана

(3.194) легко отримати густину енергiї так:

〈ψ∗εψ〉 −
g−1

3,Λ

3!
〈Ψ∗Ψ〉+

1

3!
{〈Ψ∗ψ3〉+ c.c.}

+g3−1,Λ〈Ψ∗ψ∗ψΨ〉+
1

4
g3−2,Λ〈Ψ∗(ψ∗)2ψ2Ψ〉, (3.201)
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i якщо тепер ми виразимо середнi 〈Ψ∗ψ3〉 (i їх комплексно спряженi)

через точнi рiвняння типу

−〈Ψ∗ ∂L
∂Ψ′∗
〉 = δ(x− x′) = −

g−1
3,Λ

3!
〈Ψ∗Ψ′〉+

1

3!
〈Ψ∗ψ′3〉

+g3−1,Λ〈Ψ∗ψ′∗ψ′Ψ′〉+
1

4
g3−2,Λ〈Ψ∗(ψ′∗)2(ψ′)2Ψ′〉, (3.202)

(тут штрих бiля полiв позначає залежнiсть вiд x′) отримуємо попере-

дньо оголошений результат (3.198) + (3.200) (зауважимо, що процедура

нормального впорядкування вбиває δ-доданок).

3.9. Висновки до роздiлу 3

У роздiлi проаналiзовано термодинамiку двовимiрного бозе-газу при ну-

льовiй температурi, за допомогою пiдходу iнтегралiв за траєкторiями.

Виходячи з мiкроскопiчної моделi, яка явно враховує лише попарну вза-

ємодiю мiж бозонами та застосовуючи оригiнальну процедуру Попова,

отримано гiдродинамiчну дiю, що визначає властивостi системи. В одно-

петлевому наближеннi розраховано поправки до енергiї основного стану

та продемонструвано узгодженiсть отриманого результату з результатом

традицiйного пiдходу Боголюбова. Останнє спостереження доводить, що

формулювання теорiї бозе-систем в термiнах iнтегралiв за траєкторiями

у змiнних густина-фаза корисне не тiльки для опису iнфрачервоної фi-

зики бозе-систем, але й здатне враховувати термодинамiчнi властивостi

системи. Зокрема, це дозволило отримати наступний доданок у розкла-

дi за газовим параметром, розмиття бозе-конденсату 2D розрiдженого

бозе-газу, i запропонувати просте виведення енергетичного спiввiдноше-

ння Тана у двовимiрному випадку.

Проаналiзовано рiвноважнi термодинамiчнi та надплиннi властиво-

стi двовимiрних розрiджених бiнарних бозе-сумiшей. Показано, що наяв-
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нiсть мiжсортової взаємодiї зсуває показники одночастинкових матриць

густини у фазi Березiнського-Костерлiца-Таулесса при низьких темпера-

турах. Дослiджено унiверсальнi властивостi одновимiрних систем з ко-

роткодiючою тричастинковою взаємодiєю. Розгляд цiєї задачi, яка має

багато спiльного з двовимiрними системами з попарною взаємодiєю, ви-

конаний виходячи з одновимiрної мiкроскопiчної моделi бозе-частинок,

що взаємодiють через тричастинковий потенцiал скiнченого радiуса дiї.

Тодi застосовуючи оригiнальний метод, який ефективно пiдсумовує не-

скiнченну послiдовнiсть ‘драбинкових’ дiаграм, отримано гамiльтонiан,

що не мiстить явної залежностi вiд радiусу дiї потенцiалу i правильно

описує властивостi системи на енергетичних масштабах, значно менших

нiж енергiя вiддачi. Показано, що незважаючи на свою огрубленiсть,

запропонована ефективна теорiя дозволяє отримати енергетичну теоре-

му Тана у випадку бозе-газу з тричастинковим вiдштовхуванням. Пер-

турбативний аналiз властивостей основного стану бозонiв з потрiйним

потенцiалом з точнiстю до другого порядку, дозволив обчислили енер-

гiю системи та тричастинковий параметр контакту. На основi цих роз-

рахункiв було запропоновано точну тотожнiсть, яка пов’язує параметр

контакту з похiдною вiд густини енергiї за довжиною тричастинкового

розсiяння. Обчислюючи вiдношення частот найнижчої моди стиснення

та дипольної моди для системи бозонiв з тричастинковою взаємодiєю в

гармонiчнiй пастцi, показано шлях для спостереження тричастинкових

сил в експериментах з ультрахолодними газами.

Запропонована проста модифiкацiя гiдродинамiчного пiдходу, що спро-

щує розрахунки спектральних властивостей взаємодiючих бозонiв. Зокре-

ма, вивчено поведiнку залежного вiд iмпульсу коефiцiєнта загасання D-

вимiрної розрiдженої бозе-системи при скiнченних температурах. Пока-

зано, що нашi висновки щодо загасання довгохвильових фононiв у трьох
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та двох просторових вимiрах збiгаються з вiдомими в лiтературi. Неспо-

дiваним виявилось те, що збудження Боголюбова зi скiнченною енергiєю

в низькотемпературнiй границi є добре визначеними, навiть коли взаємо-

дiя не є слабкою. Показано, що цi висновки зберiгаються зi зменшенням

просторової вимiрностi. При температурах, порiвнянних iз величиною

середньої взаємодiї мiж частинками, час життя фононiв є великим лише

для розрiджених систем. Його величина суттєво залежить вiд просторо-

вої вимiрностi i прямує до нуля, коли D → 3/2.

Вивчено поведiнку безспiнових фермiонiв при нульових температу-

рах з найпростiшим локальними двочастинковим потенцiалом взаємодiї

в границi сильного розрiдження. Показано, що нижче двох просторових

вимiрiв, властивостi системи з фiксованою густиною є унiверсальними,

тобто регулюються одним параметром a, який одночасно визначає ши-

рину вакуумного двочастинкового зв’язаного стану та об’єм розсiяння

p-хвилi. Отриманi нами результати виявляють глибоку якiсну схожiсть

мiж безспiновими фермiонами в вимiрах нижче D < 2 iз частинками зi

спiном-1/2 з короткодiючою двочастинковою взаємодiєю в D < 4. Зокре-

ма, в залежностi вiд знаку перенормованої константи зв’язку gF , фазова

дiаграма обох систем включає метастабiльну поведiнку, подiбну до ‘верх-

ньої вiтки’, i надплинний стан iз двома рiзними механiзмами спарювання,

а саме куперiвською нестабiльнiстю та утворенням двоатомних молекул.

Також наводимо аргументи, що в границi унiтарностi (з BCS боку) на-

ша модель еквiвалентна системi бозонiв з нескiнченним точкоподiбним

вiдштовхуванням. Ця вiдповiднiсть, яка добре вiдома в 1D, потенцiйно

може дозволити дослiджувати властивостi низьковимiрнихD < 2 сильно

взаємодiюих бозонiв на мовi фермiонiв.

В системi бозонiв iз контактною тричастинковою взаємодiєю поблизу

резонансу в 1.04 < D < 2, передбачено iснування нескiнченної послiдов-
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ностi зв’язаних станiв типу Єфiмова в секторi чотирьох тiл. Показано,

що правильна перенормування цiєї задачi потребує введення додатково-

го масштабу, пов’язаного з прямим (контактним) членом взаємодiї атома

з тримером у лагранжiанi. Виникнення фiзики, подiбної до Єфiмова, бу-

ло незалежно пiдтверджено ренормгруповим аналiзом. Дискретна мас-

штабна iнварiантнiсть проявляється втратою конформностi. Дуже схожi

закономiрностi були знайденi в задачi п’яти тiл. Зокрема, показано, що

для вiдповiдного перенормування п’ятичастинкового сектора необхiдно

включити член взаємодiї вищого порядку до лагранжiана. Важливо, що

остання модифiкацiя початкової моделi не передбачає введення жодного

додаткового параметра, пов’язаного з п’ятичастинковою фiзикою. Пока-

зано, що спiввiдношення енергiї зв’язаних станiв чотирьох- i п’яти части-

нок є унiверсальним. Нарештi, ми отримали енергетичне спiввiдношення

Тана для бозонiв iз тричастинковою взаємодiєю i визначили контактний

параметр, що визначає хвiст розподiлу частинок при великих iмпульсах.
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РОЗДIЛ 4

1/N-розклад в теорiї бозе-систем при

скiнченних температурах

4.1. Вступ

В цьому роздiлi ми застосували вiдомий теоретико-польовий пiдхiд роз-

кладу за великими N (де N — кiлькiсть iдентичних компонент бозонiв)

для тривимiрної бозе-системи з короткодiючим вiдштовхуванням мiж ча-

стинками. Зокрема, для модельного потенцiалу, який характеризується

лише довжиною s-розсiяння a, чисельно розрахована критична темпе-

ратура в 1/N -наближеннi, як функцiя газового параметра an1/3. На до-

даток до добре вiдомого результату в границi сильного розрiдження си-

стеми, проведено аналiтичну оцiнку ведучої асимптотики температури

BEC переходу в границi сильного вiдштовхування. Показано, що зсув

критичної температури неiдеального бозе-газу спочатку зростає при ма-

лих an1/3, досягає деякого максимального значення, а потiм спадає i стає

вiд’ємним. Також обговорюємо термодинамiку системи в границi вели-

ких N , та чисельно обчислюємо температурну залежнiсть поправок ве-

дучого порядку до розмиття бозе-конденсату та iзотермiчної стисливостi.

Пiд кiнець, проводимо детальне обговорення надплинних властивостей

системи у прийнятому наближеннi. Зокрема, отримуємо загальний вираз

для густини надплинної компоненти, яка при дуже низьких температу-

рах вiдтворює добре вiдому формулу Ландау i нетривiально включає

тепловi флуктуацiї в областi скiнченних температур. Чисельно оцiненi
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температурнi залежностi якiсно збiгаються з результатами моделюван-

ня Монте-Карло. Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [63–

66, 70]

4.2. 1/N-розрахунок критичної температури бозе-газу

з короткодiючим вiдштовхуванням

4.2.1. Формулювання моделi. Евклiдова дiя розглянутої моделi

S =

∫
dxψ∗σ(x)

{
∂τ + ~2∇2/2m+ µ

}
ψσ(x)

− 1

2N

∫
dx

∫
dx′Φ(x− x′)|ψσ(x)|2|ψσ′(x′)|2, (4.1)

де x ≡ (τ, r),
∫
dx =

∫ β
0 dτ

∫
V dr, i за iндексами σ, σ′ = 1, 2, . . . , N , що

повторюються, ведеться пiдсумовування. Як зазвичай, [157], iнтегрува-

ння за траєкторiями ведеться за β-перiодичними (1/β = T — обернена

температура системи) полями ψσ(x). Також введено хiмiчний потенцiал

µ, що фiксує повну рiвноважну густину Nn системи. Другий доданок

дiї (4.1) описує взаємодiю частинок з потенцiалом Φ(x) = δ(τ)Φ(r). Для

подальшого розгляду явна форма двочастинкового потенцiалу Φ(r) не є

важливою, за винятком того, що повинен iснувати його фур’є-образ. Вво-

дячи нове дiйсне поле ϕ(x) i використовуючи перетворення Хаббарда-

Стратоновича, ми переписуємо дiю S в еквiвалентнiй формi (з точнiстю

до несуттєвої константи)

S =

∫
dxψ∗σ(x)

{
∂τ + ~2∇2/2m+ µ− iϕ(x)

}
ψσ(x)

− N

2

∫
dx

∫
dx′Φ−1(x− x′)ϕ(x)ϕ(x′), (4.2)

де обернений оператор Φ−1(x−x′) задовольняє тотожнiсть
∫
dx′′Φ−1(x−

x′′)Φ(x′′ − x′) = δ(x − x′). Основна перевага такого перетворення поля-

гає в переорганiзацiї рядiв теорiї збурень, щоб пiдкреслити важливiсть
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дiаграм частинка-дiрка у границi великих N . Вiдокремлюючи однорiдну

класичну частину поля ϕ(x) = ϕ0 + ϕ̃(x) (з умовою
∫
drϕ̃(x) = 0) i вико-

ристовуючи метод перевалу для великого термодинамiчного потенцiалу

∂Ω/∂ϕ0 = 0 ми отримуємо iϕ0 = n
∫
dxΦ(x), де густину n кожного сорту

частинок слiд розглядати як функцiю хiмiчного потенцiалу. Остаточно,

дiя (4.2) в iмпульсному просторi

S =
∑
P

{iωp − εp + µ̃}ψ∗σPψσP +
N

2
βV n2ν0

− N

2

∑
K

ν−1
k |ϕK |

2 − i√
βV

∑
K,P

ϕKψ
∗
σPψσP−K , (4.3)

де великi лiтери позначають чотиривектори P ≡ (ωp,p), K ≡ (ωk,k 6= 0)

(тут ωk, ωp — бозоннi мацубарiвськi частоти) i εp = ~2p2/2m — вiльно-

частинковий спектр. Також використано позначення для змiщеного хiмi-

чного потенцiалу µ̃ = µ−nν0 i νk та фур’є-образу сферично симетрично-

го мiжчастинкового потенцiалу Φ(r). Рiвняння Дайсона, якi визначають

як одночастинкову функцiю Грiна Gσ(P ) = −〈ψσPψ∗σP 〉 так i корелятор

〈|ϕK |2〉 такi:

G−1
σ (P ) = iωp − εp + µ̃− Σσ(P ), (4.4)

〈|ϕK |2〉−1 = N
{
ν−1
k + Π(K)

}
, (4.5)

де власноенергетична частина Σσ(P ) i поляризацiйний оператор Π(K)

однозначно визначаються вершинною функцiєю Γσ(P +K,P ) (далi опу-

стимо iндекс σ)

Σ(P ) = − 1

βV

∑
K

Γ(P +K,P )〈|ϕK |2〉G(P +K), (4.6)

Π(K) =
1

βV

∑
P

Γ(P +K,P )G(P )G(P +K). (4.7)



195

Це формулювання значно спрощує пертурбативний (1/N) розгляд, кла-

сифiкуючи дiаграми за числом ϕ-кореляторiв.

Отримана ефективна теорiя складається з бозе-частинок, якi взаємо-

дiють з полем ϕK , що описує їх власнi колективнi збудження. Щоб явно

виявити цей зв’язок, достатньо обчислити двочастинкову функцiю флу-

ктуацiй густини для кожної компоненти бозе-системи

〈|nK |2〉−1 = νk + Π−1(K), (4.8)

що пов’язана з експериментально вимiряним динамiчним структурним

фактором системи. Полюси 〈|nK |2〉 пiсля аналiтичного продовження ви-

значають спектр колективних збуджень системи.

Означення змiщеного хiмiчного потенцiалу дозволяє переписати тер-

модинамiчне спiввiдношення для рiвноважної густини таким чином

−∂Ω̃/∂µ̃ = Nn, де Ω̃ = Ω + N
2 V n

2ν0 залежить вiд температури та µ̃.

Вiн також природно входить в тотожностi Уорда в так званiй статичнiй

границi (ωk = 0,k→ 0)

∂G−1(P )

∂µ̃
= lim

K→0
Γ(P +K,P ), (4.9)

lim
K→0

Π(K) =
∂n

∂µ̃
. (4.10)

Зауважимо, що з другої рiвностi (4.10) i означення µ̃ ми знаходимо повну

узгодженнiсть низькоенергетичної границi кореляцiйної функцiї густина-

густина (4.8) limK→0〈|nK |2〉 = ∂n/∂µ з правилом сум для стисливостi.

4.2.2. Результати для температури BEC переходу. Ми обмежи-

мось розглядом лише найпростiшого наближення порядку 1/N . У цiй

границi можна знехтувати поправками до вершинної функцiї, тобто Γ(P+

K,P ) = 1, i пiдставити “голi” функцiї Грiна G−1(P ) = iωp − ξ̃p, (ξ̃p =
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εp − µ̃) у рiвняння (4.4), (4.5) для власноенергетичної частини та по-

ляризацiйного оператора. Явно записуючи залежнiсть власної енергiї

Σ(P ) = Σ(1)(P )/N + . . . вiд N , у ведучому порядку знаходимо

Σ(1)(P ) = − 1

βV

∑
K

νk
1 + νkΠ(K)

G(P +K), (4.11)

де Π(K) = 1
βV

∑
P G(P )G(P +K) — поляризацiйний оператор в прийня-

тому наближеннi. Для того щоб виконати пiдсумовування за ωk правиль-

но, слiд акуратно видiлити внесок Хартрi-Фока (насправдi лише Фока)

пiд час розрахункiв Σ(1)(P ). Зокрема, видiлити ведучу ультрафiолетову

асимптотику дробу та переписати Σ(1)(P ) в еквiвалентнiй формi

Σ(1)(P ) =
1

V

∑
k6=0

νkn(βξ̃|k+p|) +
1

βV

∑
K

ν2
kΠ(K)

1 + νkΠ(K)
G(P +K), (4.12)

де перший доданок — поправка Фока. Тепер друга сума збiжна i, з ви-

користанням спектральної теореми, може бути записана через дiйсну та

уявну частини запiзнюючого поляризацiйного оператора Π(K)|iωk→ω+i0 =

Π(ω, k) = R(ω, k) + iI(ω, k):

1

V

∑
k 6=0

∫ ∞
−∞

dω

π

ν2
kI(ω, k)

|1 + νkΠ(ω, k)|2
n(βω)− n(βξ̃|k+p|)

ω − ξ̃|k+p| + iωp
. (4.13)

З метою з’ясування структури колективних збуджень системи, а також

для обчислення власноенергетичної частини наведемо деякi деталi роз-

рахункiв запiзнюючого поляризацiйного оператора. Його уявна частина,

обчислена в Tc, у прийнятому наближеннi

I(ω, k) =
βp4

0

16πk
ln

∣∣∣∣∣1− e−[k/2p0+βω/(2k/p0)]2

1− e−[k/2p0−βω/(2k/p0)]2

∣∣∣∣∣ . (4.14)

Для дiйсної частини R(ω, k), використовуємо добре вiдому спектральну

теорему

R(ω, k) = v.p.
∫ ∞
−∞

dω′

π

I(ω′, k)

ω′ − ω
. (4.15)
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Спектр колективних мод визначається рiвнянням 1 + νkR(Ek, k) = 0.

Використовуючи формули (4.14), (4.15) легко отримати асимптотичну

формулу для R(ω, k) [434] i обргунтувати, що Ek прямує до боголюбiв-

ського спектра, коли an1/3 � 1.

У границi сильного зв’язку, де динамiчний структурний фактор си-

стеми має характерний пiк, який вiдповiдає квазiчастинкам з боголюбiв-

ським законом дисперсiї E2
k = ε2

k + 2nνkεk, можна проiнтегрувати за ω

в (4.13) i отримати у ведучому порядку:

∆Σ
(1)
R (ξ̃p, p) = −4εp

3V

∑
k6=0

nν2
kε

2
k

Ek(Ek + εk)3
+ o(
√
a3n). (4.16)

Забiгаючи наперед зауважимо, що розрахунок вищенаведеного iнтегралу

для моделi твердих сфер з наступною пiдстановкою в рiвняння (4.18)-

(4.20) приводять до результату (4.22).

Цiкаво порiвняти отриману асимптотику ∆Σ
(1)
R (ξ̃p, p) з виразом для

поправки до одночастинкового спектра атомiв гелiю розрахованого нами

в роботi [70] шляхом варiацiйного диференцiювання великого термодина-

мiчного потенцiала ∆εp−∆µ = δΩ1/δnp, де Ω1 — поправка в наближеннi

хаотичних фаз. Розкладаючи її в ряд за степенями p i обмежуючись лише

ведучим (∝ p2) доданком, можна переконатись, що вирази збiгаються в

низькотемпературнiй областi, або в границi сильного зв’язку nν0/T � 1.

Такий збiг може наштовхнути на думку, що 1/N -розклад повнiстю еквi-

валентний RPA. Проте це не так, оскiльки лише 1/N -розклад дозволяє

послiдовно i контрольовано розраховувати не лише критичну темпера-

туру системи, але й термодинамiчнi функцiї бозе-систем.

Пiсля цього процес отримання перенормованого одночастинкового спе-

ктра стає типовою рутиною, пов’язаною з аналiтичним продовженням

Σ(P )|iωp=ω+i0 = ΣR(ω, p) + iΣI(ω, p) власноенергетичної частини та зна-

ходження полюсiв функцiї Грiна. З точнiстю до першого порядку за па-
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раметром розкладу 1/N , вплив ефектiв взаємодiї на дисперсiю квазiча-

стинок визначається як ξ∗p = ξ̃p + Σ
(1)
R (ξ̃p, p)/N .

Розрахунок температури бозе-конденсацiї виконуємо стандартним чи-

ном

n = − lim
τ→+0

1

βV

∑
P

eiωpτG(P ). (4.17)

Очевидно, в точцi переходу ξ∗p прямує до нуля в довгохвильовiй границi,

тому треба враховувати таку непертурбативну особливiсть цих розрахун-

кiв. Використовуючи спектральне представлення (через уявну частину

ΣI(ω, p) запiзнюючої функцiї) для власної енергiї i пiсля очевидного пiд-

сумовування за мацубарiвськими частотами, знаходимо в прийнятому

наближеннi

n = n(0) +
1

NV

∑
p

∂n(βεp)

∂εp
∆Σ

(1)
R (ξ̃p, p) + . . . , (4.18)

де для зручностi ми позначали зсунуту власноенергетичну частину

∆Σ
(1)
R (ξ̃p, p) = Σ

(1)
R (ξ̃p, p) − Σ

(1)
R (−µ̃, 0), та введено позначення для фун-

кцiї розподiлу Бозе-Айнштайна n(y) = (ey − 1)−1 i для густини n(0) =

(p0/2
√
π)3ζ(3/2) (тут i надалi в цьому роздiлi p0 =

√
2mT/~, i ζ(s) =∑

n≥1 1/ns — дзета-функцiя Рiмана) iдеального газу в критичнiй темпе-

ратурi. На закiнчення цього пiдроздiлу запишемо рiвняння, яке пов’язує

зсув критичної температури зi стрибком густини [297] в трьох просторо-

вих вимiрах

Tc − T0

T0
= −2

3

n− n(0)

n(0)
, (4.19)

де T0 — температура бозе-конденсацiї невзаємодiючої системи.

До цього часу ми обговорювали властивостi бозе-систем, не вдаючись

до конкретної форми взаємодiї мiж частинками. Єдиною вимогою до по-

тенцiалу було iснування добре визначеного фур’є-образу. У наступних
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пiдроздiлах обчислення критичної температури будуть проведенi для

моделi з короткодiючим вiдштовхуванням, тобто νk = 4π~2a/m, який

характеризується лише одним параметром, довжиною s-розсiяння a. Та-

кий вибiр потенцiалу мiжчастинкової взаємодiї значно спрощує подаль-

ший розгляд, але мiстить ультрафiолетовi розбiжностi, якi, впливають

на термодинамiчнi характеристики системи, однак, не на критичну тем-

пературу в 1/N -наближеннi.

Почнемо з обговорення розрiдженої границi, яка є добре вивченою

через довгу iсторiю дослiджень. У нашому пiдходi ця границя вiдтво-

рюється в так званому класичному наближеннi, коли всi бозе-розподiли

у другому членi формули (4.18) замiнюються на їх iнфрачервонi асим-

птотики n(y) → 1/y. Пiсля цих спрощень функцiю, яка визначає зсув

критичної температури

Tc − T0

T0
=

1

N
f (1)(an1/3) + o(1/N), (4.20)

можна обчислити аналiтично в границi an1/3 → 0 [297]

f (1)(an1/3) =
8π

3[ζ(3/2)]4/3
an1/3 + . . . . (4.21)

Ця лiнiйна залежнiсть вiд an1/3 з’являється лише тому, що розклад за ве-

ликими N навiть у найпростiшому наближеннi, пiдсумовує нескiнченний

ряд дiаграм, що розбiгаються поблизу точки фазового переходу. Будь-

який скiнченний порядок звичайної теорiї збурень обов’язково призво-

дить до неправильної поведiнки зсуву критичної температури (напри-

клад, включення лише членiв другого порядку призводить до f (1)(an1/3) ∝
√
an1/3 [435]).

Iнший нетривiальний випадок, коли поведiнка ведучої асимптотики

функцiї f (1)(an1/3) може бути отримана аналiтично, — це границя силь-

ного зв’язку an1/3 � 1. Для того, щоб це зрозумiти достатньо проаналiзу-
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вати iнтеграл за змiнною ω в (4.13). Перший множник в iнтегралi пропор-

цiйний уявнiй частинi запiзнюючої кореляцiйної функцiї густина-густина

(4.8). Для виявлення поведiнки цього корелятора ми обчислили поляри-

зацiйний оператор Π(K) та побудували на рис. 4.1 типовi залежностi ди-

намiчного структурного фактора S(ω, k) = 1
π(1−e−βω)−1 Im〈|nK |2〉|iωk→ω+i0

цiєї моделi при постiйнiй константi зв’язку i для деяких значень хвильо-

вого вектора. Зокрема, видно, що в границi сильного зв’язку система має

0 1 2 3
0

2 0
4 0
6 0
8 0

1 0 0
1 2 0
1 4 0

0 , 0 0 , 2 0 , 4 0 , 6 0 , 8 1 , 0
0

2

4

X

Y

Рис. 4.1. Динамiчний структурний фактор однокомпонентного бозе-газу в знерозмi-

рених одиницях. Тут газовий параметр an1/3 є порядку одиницi, i для зручностi ми

ввели знерозмiренi масштабуючi змiннi [436] X = εk/ω та Y = m(ω − εk)/~2p0k. Су-

цiльна та пунктирна лiнiї на головнiй панелi вiдповiдають k/p0 = 0.01 i k/p0 = 0.1,

вiдповiдно. Вставка: k/p0 = 1.0 (суцiльна) i k/p0 = 10.0 (штрихована).

добре визначений спектр колективних збуджень. Також легко показати,

що загасання у фононнiй областi спектра зменшується експоненцiйно у

мiру збiльшення газового параметра. З точнiстю до ведучого порядку

за an1/3, цей спектр колективних збуджень може бути екстрапольова-
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ний боголюбiвським. Цей надзвичайно простий факт дозволяє провести

подальшi обчислення аналiтично, i для функцiї f (1)(an1/3) отримуємо

при великих значеннях аргумента

f (1)(an1/3) = −64

45

√
a3n

π
+ . . . . (4.22)

Спочатку зауважимо, що на вiдмiну вiд границi розрiдженого газу (4.21)

критична температура в цьому випадку знижується. Другий менш по-

мiтний факт, що ця ведуча асимптотика в границi an1/3 � 1 повнiстю

визначається ефектами перенормування маси частинок. На рiвнi нашого

1/N -наближення, ця ефективна маса рухомої частинки є не що iнше, як

гiдродинамiчна маса поодинокого домiшкового атома, зануреного в ‘фо-

нонне’ поле ϕ(x). Така ситуацiя з функцiєю f (1)(an1/3), коли вона росте

на малих an1/3 i швидко спадає до вiд’ємних значень в границi силь-

ного зв’язку, що збiгається з експериментами [437] та з результатами

моделювання [273, 274] i має просту фiзичну iнтерпретацiю. Для нашої

моделi збiльшення взаємодiї можна трактувати, як збiльшення розмiру

частинок. У дуже розрiдженому бозе-газi, де процеси розсiяння двох ча-

стинок є менш iмовiрними, наявнiсть короткодiючої вiдштовхувальної

взаємодiї призводить лише до зменшення вiльного об’єму системи, тому

температура бозе-конденсацiї трохи збiльшується в цiй границi. Коли ве-

личина взаємодiї зростає, можна прослiдкувати механiзм Файнмана [438]

i призводить до ефективного збiльшення iнерцiйної маси частинок. Як

наслiдок конкуренцiї цих двох фiзично рiзних механiзмiв формування

критичної температури, f (1)(an1/3) є немонотонною функцiєю an1/3.

Хоча формула (4.18) з власноенергiєю, що задається (4.12) та (4.13), є

зручною для аналiтичних обчислень у рiзноманiтних границях, для пов-

ного чисельного розрахунку критичної температури потрiбно застосува-

ти iнший пiдхiд. З практичної точки зору зручнiше здiйснювати насам-
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перед iнтегрування за хвильовим вектором у власноенергетичнiй части-

нi, а опiсля цього обчислювати суму за мацубарiвською частотою. Крiм

того, слiд видiлити доданки з нульовою частотою [297]. Чисельний роз-

рахунок функцiї f (1)(an1/3), що є основним результатом цього пiдроздiлу

зображено на рис. 4.2. Максимум критичної температури, згiдно наших

0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 0 , 6
- 0 , 3

- 0 , 2

- 0 , 1

0 , 0

0 , 1

0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 2 0 , 0 0 0 4 0 , 0 0 0 6 0 , 0 0 0 8 0 , 0 0 1 0
0 , 0 0 0

0 , 0 0 1

0 , 0 0 2

a n 1 / 3

f   ( 1 ) ( a n 1 / 3 )

Рис. 4.2. Результат чисельних розрахункiв знерозмiреного 1/N -зсуву критичної тем-

ператури. Вставка демонструє лiнiйну поведiнку (4.21) в границi сильного розрiдже-

ння.

1/N -розрахункiв досягається в точцi an1/3 = 0.125, а пiсля значення

an1/3 = 0.345 зсув Tc бозе-системи з повнiстю вiдштовхувальною взає-

модiєю мiж частинками, на вiдмiну вiд результатiв непертурбативного

формалiзму робiт [439], є вiд’ємною. Для порiвняння ми також подаємо

на рис. 4.3 результати Монте Карло симуляцiй [273, 274].
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0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3
0 , 0 0

0 , 0 5

0 , 1 0

a n 1 / 3

Рис. 4.3. Порiвняння наших 1/N -розрахункiв (кружки) критичної температури з ре-

зультатами Монте Карло симуляцiї [273] (квадратики) та [274] (трикутники).

4.3. Бозе-конденсатна фаза

У фазi зi спонтанно порушеною симетрiєю необхiдно видiлити конденсат

поля ψσ(x) та нульову фур’є-компоненту поля ϕ(x): ψσ(x) = ψ0 + ψ̃σ(x),

ϕ(x) = ϕ0 + ϕ̃(x) з умовами
∫
V dr ψ̃σ(x) =

∫
V dr ϕ̃(x) = 0 накладеними

на флуктуацiйнi поля. Метод перевалу для великого термодинамiчного

потенцiалу (∂Ω/∂ϕ0)ψ0
= 0, (∂Ω/∂ψ∗0)ϕ0

= 0 фiксує значення iϕ0 = ng

(де g = 4π~2a/m i n — густина кожного сорту частинок) i дає рiвняння

µψ0 − ngψ0 −
iT

V

∫
dx 〈ϕ̃(x)ψ̃σ(x)〉 = 0, (4.23)

де T — температура, а 〈. . .〉, як i ранiше, позначають статистичне усе-

реднення. Наведене рiвняння має щонайменше два фiзично вiдмiнних

розв’язки. Тривiальний ψ0 = 0 описує властивостi системи у високо-

температурнiй областi, тодi як другий — визначає хiмiчний потенцiал у

бозе-конденсатнiй фазi.
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Дiя (4.1) пiсля зсуву полiв ϕ(x), ψσ(x) записується так в просторi 4-

iмпульсiв

S =
∑
P

{
iωp − ξ̃p

}
ψ∗σ,Pψσ,P −

N

2g

∑
Q

|ϕQ|2

−i
∑
Q,σ

ϕQ{ψ∗0ψσ,−Q + ψ∗σ,Qψ0} − i
√
T

V

∑
Q,P

ϕQψ
∗
σ,Pψσ,P−Q, (4.24)

де великими буквами позначено 4-вектори P ≡ (ωp,p 6= 0), Q ≡ (ωq,q 6=

0) (тут ωq, ωp — бозоннi мацубарiвськi частоти) i ξ̃p = εp − µ̃ з εp =

~2p2/2m — закон дисперсiї вiльних частинок. Ми також використали по-

значення для змiщеного хiмiчного потенцiалу µ̃ = µ− ng.

Дiя (4.24), без останнього доданку, є квадратичною формою за полями

ψσ,P , ϕQ i проблема розрахунку вiдповiдних середнiх значень 〈ψ∗σ,Pψσ′,P 〉,

〈ψσ,Pψσ,−P 〉, 〈ψ∗σ,PϕP 〉, зводиться до дiагоналiзацiї квадратної матрицi

розмiру 2N + 1. Важливо зазначити, що цi обчислення можна виконати

точно в загальному випадку для довiльного N з результатом

〈ψ∗σ,Pψσ′,P 〉 =
δσ,σ′

ξ̃p − iωp
− 1

N

ξ̃p + iωp

ξ̃p − iωp
|ψ0|2g
ω2
p + E2

p

, (4.25)

〈ψσ,Pψσ′,−P 〉 = − 1

N

ψ2
0g

ω2
p + E2

p

, (4.26)

〈ψσ,Pϕ−P 〉 = −iψ0g

N

ξ̃p − iωp
ω2
p + E2

p

, (4.27)

〈ϕQϕ−Q〉 =
g

N

ω2
q + ξ̃2

q

ω2
q + E2

q

, (4.28)

де δσ,σ′ — дельта-символ Кронекера. На цьому етапi сформульоване на-

ближення є не що iнше, як вiдома теорiя Боголюбова дляN -компонентної

бозе-системи iз симетричними мiж- та односортовою взаємодiями та ха-

рактерним спектром квазiчастинок E2
q = ξ̃2

q + 2ξ̃qn0g (де n0 ≡ |ψ0|2).
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Рис. 4.4. Дiаграмне рiвняння, яке визначає ефективний потенцiал g(K) (хвиляста

лiнiя) у ведучому порядку. Пунктирна лiнiя позначає g, крапки — голi вершини, що

рiвнi −i, а стрiлки зображають корелятори iдеального бозе-газу 〈ψ∗σ,Pψσ,P 〉 (перший

доданок у формулi (4.25)).

Бiльш того, покладаючи N = 1 у формулах (4.25), (4.26) ми вiдтворює-

мо (з точнiстю до знаку) добре вiдомий вираз (див., до прикладу [157])

для нормальної та аномальної функцiй Грiна в найпростiшому набли-

женнi. Врахування останнього доданку в дiї руйнує точну iнтегровнiсть

статистичної суми, але у ведучому порядку за параметром розкладу 1/N

результат легко отримується. Для цього потрiбно замiнити у наведених

формулах голий параметр взаємодiї g на ефективний потенцiал, зумов-

лений флуктуацiями густини gQ ≡ g/[1 + gΠT (Q)], де поляризацiйний

оператор

ΠT (Q) =
T

V

∑
P

1

ξ̃p − iωp
1

ξ̃|p+q| − iωp+q
. (4.29)

Додатково, потрiбно зсунути ξ̃p → ξ̃p+Σ(1)(P )/N в знаменнику першо-

го доданку формули (4.25) на 1/N -поправку до дiагонального елементу

власноенергетичної частини (див. рис. 4.5) Σ(1)(P ), яка в нашому набли-

женнi дорiвнює

Σ(1)(P ) =
T

V

∑
Q

gQ(ξ̃2
q + ω2

q)

E2
Q + ω2

q

1

ξ̃|p+q| − iωp+q
, (4.30)

(де EQ = Eq|g→gQ). Дуже важливою особливiстю нашого наближення

є те, що воно зберiгає тотожнiсть Нєпомнящого-Нєпомнящого [372] для

нормальної власноенергетичної частини. Справдi, переходячи до границi

P → 0 i пiдставляючи формулу (4.27) (iз замiною g → gQ) в рiвняннi
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Рис. 4.5. Власноенергетична частина з точнiстю до 1/N (позначення iдентичнi тим,

що й на рис. 4.4). Порядок дiаграми d 1/N визначається кiлькiстю хвилястих лiнiй.

Зауважимо, що дiаграми з рiзними iндексами вершин σ (недiагональнi елементи вла-

сної енергiї) є порядку 1/N2, тому що корелятор 〈ψ∗σ,Pψσ′,P 〉 з σ 6= σ′ мiстить множник

1/N (див. формулу (4.25)). Те саме стосується матрицi аномальних власних енергiй,

де всi елементи мають порядок починаючи з 1/N2.

(4.23) отримуємо, що µ̃ = Σ(1)(0)/N . Це гарантує, що одночастинковий

спектр (який збiгається зi спектром колективних мод у цьому набли-

женнi) вiдповiдно до спiввiдношення Гугенгольца-Пайнса [318] є безщi-

линним в бозе-конденсатнiй фазi. При високих температурах величина

Σ(1)(0)/N − µ̃ завжди є додатною i з точнiстю до ведучого прядку за

1/N вiдiграє роль ефективного хiмiчного потенцiалу, який вказує на по-

яву фазового переходу. Дуже схожий параметр з’являється в узагаль-

неннi технiки Бєляєва на область скiнченних температур [440]. Наре-

штi, слiд пiдкреслити, що сформульований пiдхiд має багато спiльного з

так званим дiелектричним формалiзмом [425, 441, 442] застосованим до

бозе-сконденсованих систем, де аналогом наших 1/N -розрахункiв веду-

чого порядку є вiдоме наближення хаотичних фаз. Але, на вiдмiну вiд

дiелектричного формалiзму, розклад за великими N дозволяє проводи-

ти контрольованi наближеннi розрахунки за знерозмiреним параметром

1/N , що призводить до неузгодженостi результатiв цих двох пiдходiв

навiть у найпростiшому випадку. Зокрема, дуже важлива поправка до

власної енергiї (4.30), яка є порядку 1/N i перенормовує одночастинко-

вий спектр, а також змiщує критичну температуру взаємодiючої бозе-

системи, не враховується в наближеннi хаотичних фаз. Можливе вирi-
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шення цiєї проблеми можна шукати в рiзних узагальненнях наближення

хаотичних фаз, якi детально вивченi в статтях [443].

4.3.1. Результати для бозе-конденсатної фази. Порахувавши ко-

релятор (4.25) з точнiстю 1/N -доданкiв включно, ми маємо можливiсть

отримати термодинамiчнi функцiї та виснаження бозе-конденсату. Основ-

нi вiдмiнностi мiж 1/N -розкладом та теорiєю Боголюбова очiкуються

при скiнченних температурах, особливо у вузькiй областi критичної то-

чки, де розвиненi тепловi флуктуацiї мають визначальний вплив на по-

ведiнку бозе-систем.

Як температурне, так i зумовлене взаємодiєю розмиття густини бозе-

конденсату кожного сорту можна обчислити в стандартний спосiб

n0 = n− lim
τ→+0

T

V

∑
P

eiτωp〈ψ∗σ,Pψσ,P 〉, (4.31)

де у прийнятому наближеннi ми маємо пiдставити 〈ψ∗σ,Pψσ,P 〉 = (4.25)−
1
NΣ(1)(P )/(ξ̃p − iωp)2 (нагадуємо, що g → g(Q)). Тепер критична темпе-

ратура рiвна

Tc/T0 = 1 +
1

N
f (1)(an1/3) + . . . , (4.32)

де T0 — температура бозе-конденсацiї iдеального газу, а f (1)(an1/3) пора-

хована в попередньому пiдроздiлi. Чисельнi розрахунки температурної

залежностi n0 (див. рис. 4.6) в знерозмiрених одиницях t = T/Tc (тут

Tc вже враховує зсув (4.32)) були виконанi при N = 1 i для трьох зна-

чень газового параметра, an1/3 = 0.01, 0.125 та 0.345. При цьому зна-

чення 0.125 вiдповiдає максимальному зсуву критичної температури, а

число 0.345, коли вiн знову стає нульовим. Звертаємо увагу, що у випад-

ку розрiдженого бозе-газу, коли an1/3 = 0.01 ми показали узгодження

(див. вставку) з результатами принципово точних Монте-Карло симуля-

цiй [440]. З отриманих графiчних залежностей густини конденсату чiтко
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Рис. 4.6. Температурна залежнiсть (в знерозмiрених одиницях t = T/Tc) бозе-

конденсату. Суцiльна, крапкована та пунктирна лiнiї вiдповiдають значенням газо-

вого параметра an1/3 = 0.01, an1/3 = 0.125 та an1/3 = 0.345, вiдповiдно. Нижня тонка

суцiльна лiнiя зображує конденсатну фракцiю iдеального бозе-газу. Вставка показує

порiвняння з моделюванням Монте Карло [440] (трикутники) для an1/3 = 0.01.

проглядається загальна тенденцiя: збiльшення двочастинкової взаємодiї

пiднiмає криву конденсату, перемасштабовану на значення в основному

станi (у нашому випадку Боголюбова), вище, нiж результат для iдеально-

го газу. Цей висновок 1/N -пiдходу можна порiвнювати з рiзноманiтними

самоугодженими узагальненнями теорiї Боголюбова на область скiнчен-

них температур [267, 444–447] та чисельними схемами розрахунку [448].

Крiм того, нещодавнi експериментальний тест боголюбiвського розмиття

конденсату в основному станi [269] дає нам надiю на майбутню перевiрку

наших результатiв при скiнченних температурах. Характерною особли-

вiстю 1/N -розкладу є його нетривiальна критична поведiнка. Зокрема,

легко показати, проаналiзувавши доданок на нульовiй мацубарiвськiй
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частотi у формулi (4.31), що виснаження конденсату демонструє логари-

фмiчну неаналiтичнiсть в безпосереднiй близькостi вiд температури BEC

переходу Tc

n0/n ∝ δt− 4

Nπ2
δt ln δt+ . . . , (4.33)

(тут δt = Tc−T
Tc

) де унiверсальна степенева поведiнка параметра поряд-

ку ψ0 ∼ (δt)β чiтко проглядається. Звичайно, обчислене в такий спосiб

значення показника β = 1/2 − 2/(Nπ2)−→
N=1

0.2973 . . . вiдтворює 1/N -

результат статi [449], але далеке вiд значень 0.3485(2) [450] та 0.3486(1)

[451] отримана для класу унiверсальностi однокомпонентної бозе-системи

в Монте-Карло моделюваннях. Однак нашi розрахунки разом iз значен-

ням показника Фiшера η = 4/(3Nπ2) [62] (див. також [265]) отриманого

з такою ж точнiстю визначають критичну поведiнку тривимiрної бозе-

системи в границi великих N .

У цьому роздiлi ми також зупинимось на отриманнi 1/N -поправки до

оберненої сприйнятливостi (∂µ/∂n)T . Ця величина визначає швидкiсть

першого звуку c2 = n
m(∂µ/∂n)T i може бути вимiряною у вiдповiдних екс-

периментах. Найпростiший спосiб вирiшити проблему його обчислення у

бозе-конденсатнiй фазi — розрахунок поправки до хiмiчного потенцiалу

iз застосуванням (4.23) (або (4.30))

µ = ng + µ(1)/N, (4.34)

де 1/N -зсув є таким:

µ(1) =
T

V

∑
Q

(
gQεq

E2
Q + ω2

q

− gεq
E2
q + ω2

q

)

+
1

2V

∑
q6=0

g

(
εq
Eq
− 1

)
+

1

V

∑
q6=0

gεq
Eq

n(Eq/T ), (4.35)

тут n(x) = 1/(ex − 1) — розподiл Бозе, i ми явно видiлили стандартнi
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боголюбiвськi доданки (останнi два доданки), а потiм почислили похiдну

за n.

Результати чисельних обчислень функцiї κ(1)(t), (t = T/Tc), що ви-

значає температурну залежнiсть iзотермiчної стисливостi (∂µ/∂n)T =

g

{
1 + 16

N

√
na3

π κ
(1)(t)

}
наведенi на рис. 4.7. Для порiвняння впливу рi-
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Рис. 4.7. Температурна (t = T/Tc) залежнiсть 1/N -поправки до стисливостi

(∂µ(1)/∂n)T бозе-газу в конденсатнiй фазi (результат перемасштабований на значення

стисливостi в основному станi 16g
√
na3/π). Крапкована та пунктирна лiнiї вiдповiда-

ють значенням газового параметра an1/3 = 0.125 та an1/3 = 0.345, вiдповiдно. Вставка

зображає результат для границi сильної розрiдженостi системи an1/3 = 0.01.

зної величини мiжчастинкової взаємодiї ми обрали тi ж значення га-

зового параметра, що ранiше використовувались для розрахункiв кон-

денсату. З загальних мiркувань зрозумiло, що температурнi ефекти по-

виннi бути бiльш помiтними в поведiнцi швидкостi звуку розрiдженого

бозе-газу, тодi як у випадку промiжних значень величини взаємодiї сти-

сливiсть через пiдвищення ролi фононних збуджень менш чутлива до

змiн температури. Цi iнтуїтивнi висновки пiдтверджуються прямими чи-
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сельними розрахунками, i загальна тенденцiя отриманих кривих якiсно

вiдповiдає спостережуванiй температурнiй поведiнцi швидкостi першо-

го звуку в рiдкому 4He [452]. Як видно з рис. 4.7 обчислена iзотермiчна

стисливiсть є скiнченною при Tc, але можна легко показати, що схоже

до виснаження бозе-конденсату (4.33), її ведуча температурна асимпто-

тика лiнiйно-логарифмiчна в околi критичної точки. Очевидно, це натяк

на унiверсальну поведiнку оберненої сприйнятливостi при наближенi до

температури BEC переходу.

4.4. Надплиннiсть бозе-системи з точковим вiдштов-

хуванням в границi великих N

4.4.1. Ω-потенцiал в границi великих N . У низькотемпературнiй

фазi виникає бозе-конденсат. Це означає, що просторово однорiдну ча-

стину ψ0 полiв ψσ(x) = ψ0 + ψ̃σ(x) слiд вiддiлити. Ми також повиннi

явно вiдокремити значення ϕ0 дiсного поля ϕ(x) = ϕ0 + ϕ̃(x), яке вра-

ховує колективну поведiнку системи. Пiсля виокремлення просторово-

однорiдних частин полiв ψσ(x) = ψ0 + ψ̃σ(x) та ϕ(x) = ϕ0 + ϕ̃(x), флу-

ктуацiйнi доданки ψ̃σ(x) можна заiнтегрувати

Seff = −NV ϕ
2
0

2Tg
+NV n0µ̃/T

− Nn0

∫
dx ϕ̃(x)

{
ξ̃ + iϕ̃(x)− ∂τ

}−1

ϕ̃(x)

− N

2g

∫
dxϕ̃2(x)−NSp ln

{
ξ̃ + iϕ̃(x)− ∂τ

}
, (4.36)

де ξ̃ = ξ|µ→µ̃, (µ̃ = µ − iϕ0), n0 = |ψ0|2 — густина бозе-конденсату

кожної компоненти i Sp . . . позначає слiд вiдповiдного диференцiаль-

ного оператора. Рiвняння − (∂Ω/∂µ)n0,ϕ0
= NV n, (∂Ω/∂ϕ0)µ,n0

= 0,

(∂Ω/∂n0)µ,ϕ0
= 0 пов’язують густину бозе-конденсату n0, хiмiчний по-
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тенцiал системи та загальне число частинок NV n з ненульовим спосте-

режуваним поля ϕ(x).

Подальший аналiз тривiалiзується у границi великих N . Основний

внесок порядку N , тепер походить вiд iдеального газу, тодi як квадрати-

чна за полями ϕ̃(x) частина дiї Seff , що дає доданки порядку одиницi в

термодинамiчнiй границi, також можна точно врахувати

Ω

N
=

V ϕ2
0

2g
− V n0µ̃− T

∑
k

ln
(

1− e−ξ̃k/T
)

+
T

2N

∑
K

ln [1 + gΠ(K)] , (4.37)

де “чотири-вектор"K = (ωk,k) позначає бозонну мацубарiвську частоту.

Тут, ξ̃k = εk − µ̃, εk = ~2k2/2m — дисперсiя вiльних частинок i заува-

жимо, що в обох сумах доданки з k = 0 опущенi. Додатково ми ввели

поляризацiйний оператор Π(K) = Π0(K) + ΠT (K), де

Π0(K) =
n0

ξ̃k − iωk
+ c.c., (4.38)

позначає внесок конденсату в динамiчний структурний фактор iдеально-

го бозе-газу, а (4.29) — внесок вiд флуктуацiй густини термiчно стимульо-

ваних одночастинкових збуджень. Слiд розумiти, що структура доданкiв

вищого порядку в (4.37) зрозумiла [453] i немає принципових проблем,

щоб їх включити. Однак на практицi, чисельнi обчислення доданкiв, що

виходять за межi 1/N , iстотно ускладнюються.

Мiнiмiзацiя Ω за параметрами ϕ0 та ψ0 дає умову ϕ0 = −ing (i вiд-

повiдно µ̃ = µ − ng) та (4.35). Сума за мацубарiвськими частотами в

останнiй формулi повинна бути обчислена з множником eiωkτ (τ → +0)

i навiть пiсля цього iнтеграл за хвильовим вектором розбiгається. Ця

розбiжнiсть спричинена замiною початкового двочастинкового потенцi-

алу на δ-функцiю. Тому нам додатково доводиться переписувати всюди
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в (4.35) “голу"константу зв’язку g через довжину a розсiяння s-хвилi в

прийнятому наближеннi

g =
4π~2a

m
+

(
4π~2a

m

)2
1

NV

∑
k

1

2εk
± . . . (4.39)

Подальша пiдстановка в (4.35) гарантує скiнченнiсть хiмiчного потенцiа-

лу. Нарештi, використовуючи добре вiдому тотожнiсть, яка пов’язує по-

хiдну термодинамiчного потенцiалу за хiмiчним потенцiалом з кiлькiстю

частинок, ми отримуємо густину конденсату у прийнятому наближеннi

n0 = n−
(

1− 1

N

)
1

V

∑
k

n(ξ̃k/T )− 1

NV

∑
k

∂n(ξ̃k/T )

∂ξ̃k

× Σ
(1)
R (ξ̃k, k)− T

NV

∑
K

iωk + ξ̃k + n0gK
E2
K + ω2

k

. (4.40)

Тут, n(x) = 1/(ex−1) — бозе-розподiл; останню суму слiд рахувати з мно-

жником e+iωk0 i Σ
(1)
R (ω, k) позначає дiйсну частину (пiсля аналiтичного

продовження у верхню комплексну пiвплощину iωk → ω + i0) власно-

енергетичної частини Σ(K) = Σ(1)(K)/N + . . . (4.30) нормальної функцiї

Грiна. Слiд зазначити, що рiвняння (4.40) для густини конденсату мо-

жна отримати безпосередньо технiкою функцiй Грiна [65], що доводить

самоугодженiсть пiдходу розкладу за великими N . Тепер перенормовану

взаємодiєю температуру BEC переходу Tc можна знайти з умови n0 = 0,

тобто правий бiк формули (4.40)= 0.

Стандартна процедура отримання густини надплинної компоненти до-

бре описана в лiтературi i полягає в обчисленнi реакцiї термодинамiчного

потенцiалу на повiльний рух системи в цiлому зi швидкiстю v. Загалом,

цей зсув Ω можна врахувати калiбрувальним перетворенням початкових

бозонних полiв ψσ(x) → eimvr/~ψσ(x), ψ∗σ(x) → e−imvr/~ψ∗σ(x) в дiї (4.1)

з подальшим повторенням схеми розрахунку (4.36), (4.37). З практичної

точки зору проблема зводиться до замiни вихiдного хiмiчного потенцiалу
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та мацубарiвських частот у термодинамiчному потенцiалi

Ωv = Ω(µ→ µ−mv2/2, ωk → ωk + i~vk). (4.41)

Ефективнiсть описаного вище способу обчислення надплинної густини

та виведення точних тотожностей для макроскопiчних спостережуваних

з низькоенергетичними параметрами спектра збуджень була попередньо

доведена для одно- [60, 61] та двокомпонентних [59, 68] бозе-систем. Зага-

лом, надплиннiсть в N -компонентнiй бозе-сумiшi, через ефект Андрєєва-

Башкiна, характеризується N×N симетричною матрицею nσσ
′

s надплин-

них густин. У нашому випадку, однак, припускаючи однакову швид-

кiсть для всiх N сортiв ми “змазали"iнформацiю про виникнення цьо-

го ефекту перетягування, забезпечуючи дiагональну структуру матрицi

nσσ
′

s = δσσ′ns з N -кратно виродженим власним значенням.

Подальший розгляд не повинен спричиняти жодних принципових ускла-

днень i шляхом розкладу Ωv при малих v отримуємо

Ωv→0 = Ω +NV nsmv
2/2 + o(v2). (4.42)

де Ω задається формулою (4.37) та розрахунки надплинної густини ns

для одного сорту бозонiв дає

ns = n−
(

1− 1

N

)
1

V

∑
k

n(ξ̃k/T )− 1

NV

∑
k

∂n(ξ̃k/T )

∂ξ̃k

× Σ
(1)
R (ξ̃k, k)− 2T

3NV

∑
K

εk
E2
K − ω2

k

(E2
K + ω2

k)
2
. (4.43)

Остання формула разом iз густиною бозе-конденсату (4.40) є основним

результат цього пiдроздiлу, який буде використаний нижче для чисель-

них обчислень. Але перш нiж переходити до числових даних, слiд зроби-

ти кiлька зауважень. Перше, про що слiд пам’ятати — густина конден-

сату та надплинної компоненти, задана формулами (4.40), (4.43) мiстять

доданки бiльш високих порядкiв за степенями параметра 1/N . Дiйсно, цi
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два рiвняння мiстять дисперсiю iдеального газу ξ̃k з 1/N -пiдправленим

ефективним хiмiчним потенцiалом µ̃ [див. (4.35)]. Тому, доданки порядку

одиницi в рiвняннях (4.40), (4.43)

1

V

∑
k

n(ξ̃k/T ) =
1

V

∑
k

n(εk/T )− 1

V

∑
k

∂n(εk/T )

∂εk
µ̃,

слiд розкласти в ряд Тейлора до першого порядку за µ̃. Прямим порiвня-

нням (4.35) та (4.30), легко переконатись, що µ̃ = Σ(1)(0)/N , а це не тiль-

ки забезпечує виконання теореми Гугенгольца-Пайнса, але й забезпечує

iнфрачервону збiжнiсть iнтегралiв для n0 та ns. Зокрема, це означає, що

при температурi не надто близькiй до Tc рiзниця Σ
(1)
R (εk, k)/N − µ̃ (який

знаходиться пiд iнтегралом за хвильовим вектором у другому доданку

(4.40) i (4.43) (пiсля пiдстановки µ̃) пропорцiйна до k2, коли k прямує

до нуля. В усiх iнших доданках спiввiдношень (4.40), (4.43), якi вже є

порядку 1/N можна вiльно замiнити ξ̃k на εk.

По-друге, з наведених виразiв добре видно, що надплиннiсть у ведучо-

му порядку при великих N зникає зi зникненням бозе-конденсату, тобто,

температура переходу в надплинний стан збiгається з критичною темпе-

ратурою BEC. Це загальноприйняте уявлення про природу надплинностi

в тривимiрних бозе-системах суперечить деяким ефективним польовим

теорiям [267]. Щоб побачити збiг температур BEC i надплинного пере-

ходiв в нашому пiдходi, достатньо вказати, що EK → ξ̃k → εk (коли

n0 → 0) i що останнi доданки в (4.40) i (4.43) рiвнi мiж собою в околi

критичної точки.

Третя особливiсть усього попереднього аналiзу полягає в тому, що

термодинамiчнi характеристики N -компонентних бозонiв з повнiстю си-

метричною взаємодiєю виражаються (у границi великих N) як система-

тичний розклад у ряд за цiлими степенями 1/N .
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4.4.2. Числовi результати для надплинної густини. Враховуючи

обговорення наведенi вище, зобразимо графiчно результати чисельно-

го iнтегрування та пiдсумовування за мацубарiвськими частотами. Для

покращення збiжностi цих обчислень ми використовували особливостi

1/N -розкладу. Зокрема, варто згадати, що в ведучому порядку наша

теорiя, застосовна до бозе-систем, володiє двома особливостями: а саме

мiстить теорiю Боголюбова при дуже низьких температурах та враховує

флуктуацiй густини неконденсованих частинок у найпростiшому набли-

женнi. Близько до температури переходу Бозе-Айнштайна цi флуктуацiї

стають дуже розвиненими, що забезпечує нетривiальну критичну пове-

дiнку системи. З метою покращення точностi числових рахункiв, слiд

видiлити при скiнченних температурах виснаження конденсату Боголю-

бова в (4.40) i ландаувiвський вираз (з боголюбiвським спектром) для

надплинної густини в (4.43) та аналiтично здiйснити пiдсумовування за

частотами. Тепер суми в останньому виразi є добре визначеними в уль-

трафiолетовiй областi i їх можна легко обчислити чисельними методами.

Крiм того, важливо розглянути нульовi частоти явно, оскiльки вони

вiдповiдають за неаналiтичну поведiнку всiх термодинамiчних функцiй

у критичнiй точцi, i тому їх необхiдно обговорити бiльш детально. З фор-

мул, що визначають n0 та ns ми бачимо, що першi три доданки в правих

частинах (4.40), (4.43) зникають лiнiйно з наближенням до Tc, тодi як

останнi демонструють логарифмiчну неаналiтичнiсть. Легко отримати

коефiцiєнт, що стоїть перед цим логарифмiчним доданком, який вказує

на унiверсальну степеневу поведiнкову

n0

n
∝ δt− 4

π2N
δt ln δt+ . . . ' (δt)2β, (4.44)

ns
n
∝ δt− 16

3π2N
δt ln δt+ . . . ' (δt)2βs, (4.45)
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де δt = Tc−T
Tc

— знерозмiрне вiдхилення вiд критичної температури. Бiль-

ше того, цi оцiнки можна легко перенести на бiльш загальний випадок

довiльної вимiрностi D > 2, де вiдбувається явище бозе-конденсацiї. Все,

що нам потрiбно — це оцiнити поведiнку ‘термiчної’ частини поляриза-

цiйного оператора на нульовiй частотi i при малих k, ΠT (K)|ωk=0 ∝ kD−4.

Тодi пiдстановка в останнi доданки формул для n0 та ns (тут множник

2/3 слiд замiнити на 2/D) дає нам результат для критичних показникiв,

обчислених у прийнятому наближеннi

β =
1

2
−

sin
(
D−2

2 π
)

Γ(D − 2)

2πNΓ2
(
D
2

) , (4.46)

βs =
1

2
−

2 sin
(
D−2

2 π
)

Γ(D − 2)

πDNΓ2
(
D
2

) , (4.47)

де Γ(x) — гамма-функцiя. Цi результати зокрема пiдтверджують точнi

скейлiнговi спiввiдношення для надплинної густини, ns/n ∝ (δt)2β−νη де

ν та η — показники кореляцiйної довжини та Фiшера, вiдповiдно. Дiйсно,

враховуючи значення ν та η розрахованих у ведучому порядку за 1/N

[449], отримуємо нашу оцiнку для βs.

З’ясувавши нахил кривих конденсату та надплинної густини в околi

Tc, можемо продовжити, представляючи результати повних чисельних

обчислень. Покладаючи N = 1, ми розрахували, для трьох значень газо-

вого параметра a3n = 10−6, 10−4 i 10−2, температурну залежнiсть, як ns,

так i n0, якi зображено на рис. 4.8-4.10. Ми також побудували (симво-

ли) результати квантових симуляцiй Монте-Карло, взятих з дисертацiї

Пiлатi. Зауважимо, що температура в точках для даних Монте Карло, а

також у наших кривих вимiрюється в одиницях Tc, де Tc в нашому ви-

падку є 1/N -зсунутою [66] критичною температурою системи, в той час

положення точок Монте Карло симуляцiй перескальовано до отриманої
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температури переходу BEC [171]. Звичайно, є певна розбiжнiсть (макси-

мум ∼ 5%) мiж цими температурами переходу, якi, однак, не можуть

суттєво вплинути на характер обчислених температурних залежностей.
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 n 0 / n  ( i d e a l  g a s ) t

Рис. 4.8. Температурна залежнiсть (в знерозмiрених одиницях t = T/Tc) надплин-

ної густини для бозе-газу з a3n = 10−6 (кружечками показано МК данi). Вставка:

штриховi та пунктирнi лiнiї вiдповiдають бозе-конденсатнiй фракцiї взаємодiючих

та iдеальних газiв (квадрати позначають точки МК). Систематичнi помилки моде-

лювання МК зазвичай меншi за розмiри символiв.

Представленi результати чисельних обчислень наочно демонструють

природну тенденцiю: в цiлому збiльшення сили взаємодiї погiршує збiг

iз даними Монте Карло. Зокрема, на рис. 4.8 ми спостерiгаємо досить

хорошу вiдповiднiсть у всiй областi температур. Незважаючи на те, що

взаємодiя мiж частинками є дуже слабкою, рiзниця обчисленого n0 з гу-

стиною бозе-конденсату iдеального газу (пунктирна лiнiя), завдяки виня-

тковому впливу флуктуацiй густини несконденсованих частинок, є помi-

тною. Кривi на рис. 4.8 слiд порiвняти з результатами [440] отриманими

за допомогою методики Бєляєва, поширеної на область скiнченних тем-
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ператур та поєднаною з МК обчисленнями [142]. В принципi, для таких

слабо взаємодiючих систем усi наближенi пiдходи [443–445, 447, 454] до-

бре працюють i єдиним винятком є вузька область в околi критичної то-

чки, де результати можуть вiдрiзнятися. Навiть стандартна теорiя Бого-

любова, яка передбачає таку ж критичну температуру, як i в iдеальному

бозе-газi, адекватно описує поведiнку розмиття конденсату взаємодiючих

частинок при ненульових T не надто близьких до Tc (при a3n = 10−6 бо-

голюбiвська крива лежить злегка ∼ 0.01 над розрахованою). Кiлькiсна
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Рис. 4.9. Надплинна (суцiльна лiнiя) та густина бозе-конденсату (пунктирна лiнiя)

для a3n = 10−4 в порiвняннi з результатами МК (кружки для ns i квадрати для n0).

узгодженiсть з результатами Монте Карло, як показано на рис. 4.9 та

4.10, виявляється гiршою iз ростом сили вiдштовхувального двочастин-

кового потенцiалу. Це й не дивно, адже для a3n = 10−2 навiть кван-

тове розмиття бозе-конденсату, передбачене нашим пiдходом розкладу

за 1/N (який при T = 0 — еквiвалентний теорiї Боголюбова), iстотно

вiдрiзняється вiд результатiв Монте Карло симуляцiй. Однак, обчисле-
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Рис. 4.10. Порiвняння температурного розмиття надплинної компоненти (суцiльна

крива) та бозе-конденсату (пунктирна крива) для a3n = 10−2 з даними МК (кружки

для ns i квадрати для n0). Вставка показує залежнiсть n0 (перемасштабованої на МК

[455] результат для основного стану) вiд температури.

нi температурнi залежностi Бозе конденсату є якiсно правильними. Для

того, щоб показати це, ми побудували на вставцi до рис. 4.10 темпера-

турну поведiнку густини конденсату, перемасштабовану на n0 при T = 0,

яка була отримана в [455] симуляцiях. Порiвняння режимiв рiзних кон-

стант зв’язку для ns та n0 приводить до висновку, що крiм розмиття

в основному станi, температурна поведiнка бозе-конденсату є менш чу-

тливою до впливу взаємодiї. Останнє говорить про те, що навiть для

промiжних взаємодiй, 1/N -розклад у своєму найпростiшому наближеннi

здатний вхопити температурну поведiнку густини бозе-конденсату, тодi

як механiзми, вiдповiдальнi за формування спостережуваної темпера-

турної залежностi надплинної компоненти в бозе-системах з неслабким

вiдштовхуванням мiж частинками, потребують подальших дослiджень.
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4.5. Дослiдження стiйкостi двокомпонентних бозе-сумiшей

при скiнченних температурах

4.5.1. Модель Розглядаємо двокомпонентну (скажiмо A i B) систему

взаємодiючих бозе-газiв з точковими мiж- та внутрiшньовидовими дво-

частинковими потенцiалами. Застосування метод розкладу за великими

N аналогiчне однокомпонентним системам: створюємо N копiй кожної

компоненти та змiнюємо масштаб констант зв’язку, щоб зберегти термо-

динамiчнiсть системи

SAB =

∫
dxψ∗a,σ(x) {∂τ − ξa}ψa,σ(x)

− 1

2N

∫
dx gab|ψa,σ(x)|2|ψb,σ′(x)|2, (4.48)

де передбачається пiдсумовування за повторюваним сортовим a, b = A,B

та iндексами ‘аромату’ σ, σ′ = 1, . . . , N а решта позначень вже викори-

стовувались вище. Перший член у рiвняннi (4.48) — дiя двох iдеальних

бозе-газiв iз квадратичною дисперсiєю ξa = −~2∇2/2ma − µa та хiмi-

чними потенцiалами µa, якi фiксують кiлькiсть частинок кожного сорту,

тодi як другий член враховує мiжчастинковi взаємодiї нульового радi-

уса дiї, що характеризуються (спостережуваними) константами зв’язку

gab. З практичної точки зору зручнiше працювати з перетвореною, за

допомогою перетворення Хаббарда-Стратоновича, дiєю

SAB =

∫
dxψ∗a,σ(x) {∂τ − ξa − iϕa(x)}ψa,σ(x)

−N
2

∫
dx g−1

ab ϕa(x)ϕb(x), (4.49)

(де g−1
ab — матриця, обернена до gab), що дає змогу явно класифiкувати

(за степенями N) члени, що з’являються в пертурбативних обчисленнях.

Дотримуючись рецепту, який ранiше використовувався для однокомпо-

нентних бозонiв, видiлимо однорiднi частини допомiжних дiйсних полiв
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ϕa(x) = ϕ0a + ϕ̃a(x) [де
∫
V drϕ̃a(x) = 0] та у фазах з частковим або

повнiстю порушеною глобальною U(1) × U(1) симетрiєю (для кожного

‘аромату’ σ), щоб роздiлити конденсат ψa,σ(x) = φa,σ+ψ̃a,σ(x), де середнє

значення бозонних полiв 〈ψa,σ(x)〉 = φa,σ. Вiдiнтегровуючи флуктуацiй-

нi поля ψ̃a,σ(x) i ϕ̃a(x), отримуємо великий термодинамiчний потенцiал

Ω(µa, |φa,σ|2, ϕ0a) як функцiю хiмiчних потенцiалiв, однорiдних частин

допомiжних полiв ϕ0a i густини конденсату |φa,σ|2 кожного ’аромату’ для

двох типiв частинок. Розрахунок iнтегралiв за допомiжними полями φa,σ

i ϕ0a методом перевалу еквiвалентний таким тотожностям:(
∂Ω

∂ϕ0a

)
µa,|φa,σ|2

= 0,⇒ iϕ0a = gabnb, (4.50)

i з
(

∂Ω
∂φ∗a,σ

)
µa,ϕ0a

= 0, маємо для довiльного a

µ̃aφa,σ −
iT

V

∫
dx〈ψ̃a,σ(x)ϕ̃a(x)〉 = 0, (4.51)

де ми використали позначення µ̃a = µa−gabnb, 〈. . .〉 — статистичне усере-

днення, i позначено через Nna повну густина сорту a, яка, в свою чергу,

фiксується термодинамiчним спiввiдношенням Nna = −V −1 (∂Ω/∂µa).

Тепер можемо скористатися перевагою границi великих N , де основнi

внески, якi мають порядок N у цiй класифiкацiї, походять вiд невзаємо-

дiючих бозе-газiв. Iнтеграл за траєкторiями вiд квадратичної за полями

ϕ̃a(x) частини дiї SAB, яка впливає на члени порядку одиницi в термо-

динамiчному потенцiалi, також можна точно розрахувати

Ω =
V N

2T
g−1
ab ϕ0aϕ0b − V µ̃a|φa,σ|2 − TN

∑
k,a

ln
[
1− e−ξ̃a(k)/T

]
+
T

2

∑
K

ln det |1 + gabΠbc(K)| . (4.52)

Тут ξ̃a(k) = ~2k2/2ma− µ̃a, ‘чотиривектор’ K = (ωk,k) позначає бозонну

мацубарiвську частоту та хвильовий вектор, i зауважте, що в обох сумах
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член k = 0 опущено. Вплив як квантових, так i скiнченно-температурних

флуктуацiй мiститься в поляризацiйному операторi, який є дiагональ-

ною матрицею з елементами Πab(K) = δab

[
Π

(0)
a (K) + Π

(T )
a (K)

]
, зада-

ними сумою двох доданкiв кожен з яких задається формулами (4.38)

i (4.29) для кожної компоненти системи. Таким чином, термодинамiчний

потенцiал (4.52), який є основним для нашого 1/N -розкладу двокомпо-

нентних бозе-сумiшей, мiстить правильний опис областi низьких тем-

ператур, де вiн вiдтворює теорiю Боголюбова, i в найпростiший спосiб

враховує скiнченно-температурнi флуктуацiй, якi надзвичайно розвине-

нi поблизу точки BEC-переходу.

Представлене формулювання дуже зручне для отримання рiзних то-

чних спiввiдношень. Зокрема, диференцiювання будь-якої вершинної фун-

кцiї за ϕ0a, φa,σ (або φ∗a,σ) збiльшує число вiдповiдних лiнiй, що виходять

з нульовим чотириiмпульсом, з цiєї вершини на одиницю. Таким чином,

нормальна

Σψ∗a,σψa′,σ′(0)− µ̃aδa,a′δσ,σ′ =
∂2

∂φ∗a,σ∂φa′,σ′

Ω

V
, (4.53)

та аномальна

Σψa,σψa′,σ′(0) =
∂2

∂φa,σ∂φa′,σ′

Ω

V
, (4.54)

власно-енергетичнi частини при нульовому iмпульсi одночастинкової фун-

кцiї Грiна можна прямо пов’язати з густиною термодинамiчного потенцi-

алу. Поєднанням цих двох рiвнянь i умови методу перевалу
(
∂Ω/∂φ∗a,σ

)
µa,ϕ0a

=

0, можемо отримати набiр спiввiдношень Гугенгольца-Пайнса для роз-

глянутої бозе-сумiшi (припускаючи, що всi φa,σ дiйснi)

Σψ∗a,σψa,σ(0)− µ̃a = Σψa,σψa,σ(0), (4.55)

як очевидне узагальнення на двокомпонентний випадок [372]. Також лег-

ко пов’язати точний поляризацiйний оператор Πab(K), який входить у
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рiвняння для оберненої матрицi двоточкової кореляцiйної функцiї 〈ϕa,Kϕb,−K〉

(де ϕa,K — чотиривимiрний фур’є-образ колективного поля ϕ̃a(x))

〈ϕKϕ−K〉−1
ab = N

[
g−1
ab + Πab(K)

]
, (4.56)

з термодинамiкою системи. У статичнiй границi ωk = 0, k→ 0, наведене

вище рiвняння стає таким:

g−1
ab + Πab(0) =

1

N

∂2

∂ϕ0a∂ϕ0b

Ω

V
, (4.57)

що дозволяє переписати матричнi елементи поляризацiйного оператора

в термiнах похiдних вiд густин за змiщеними хiмiчними потенцiалами

Πab(0) = ∂na/∂µ̃b. Остання рiвнiсть узгоджується з правилом сум для

стисливостi Sab(0) = ∂na/∂µb для динамiчного структурного фактора

сумiшi.

4.5.2. Стiйкiсть симетричної сумiшi Далi зосередимося на випадку

симетричної сумiшi, коли маса частинок обох сортiв, константи зв’язку

взаємодiї всерединi одного сорту та густини рiвнi, тобто mA = mB = m,

gAA = gBB = g i nA = nB = n. Єдина вiдмiннiсть iз повнiстю си-

метричною сумiшшю полягає в тому, що припускаємо gAB (позначає-

ться g̃) вiдрiзняється вiд g. Крiм того, нижче ми скрiзь вважаємо, що

g > g̃. Усi цi спрощення передбачають, що визначник термодинамiчно-

го потенцiалу (4.52) розпадається на добуток двох множникiв, а саме

det |1 + gabΠbc(K)| = [1 + g+Π(K)][1 + g−Π(K)] [тут Π(K) визначає-

ться (4.38),(4.29)], i в певному сенсi всю двокомпонентну систему можна

розглядати як сумiш взаємно невзаємодiючих бозе-газiв зi константами

зв’язку g± = g ± g̃.

Термодинамiчна стiйкiсть системи в змiшаному однорiдному станi за-

безпечується умовами ∂µa/∂na > 0 i
∂µA
∂nA

∂µB
∂nB

− ∂µA
∂nB

∂µB
∂nA

> 0, (4.58)
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якi для симетричного випадку спрощуються до ∂µA/∂nA−∂µA/∂nB > 0.

Простi розрахунки хiмiчного потенцiалу

µ = ng+ +
T

NV

∑
K

g + g+g−Π(K)

D(K)

1

εk − iωk
, (4.59)

з наступним розрахунком похiдних за густинами остаточно дає для умо-

ви стiйкостi

g−

{
1− 2T

NV

∑
K

g+

D(K)

ε2
k

(ω2
k + ε2

k)
2

}
> 0, (4.60)

де D(K) = [1 + g+Π(K)][1 + g−Π(K)], εk = ~2k2/2m — спектри вiльних

частинок i нагадуємо, що рiвняння (4.60) отримано для симетричної су-

мiшi. У межах N =∞ двокомпонентна бозе-сумiш, як випливає з цього

дослiдження, завжди стабiльна при g− > 0. Однак для скiнченного N ,

особливо для випадку N = 1, який насправдi цiкавить нас, явище фа-

зового розшарування при ненульовiй температурi може виникнути, на-

вiть якщо умова стабiльностi середнього поля для симетричних подвiй-

них бозе-систем g > g̃ виконується. Загалом збiльшення двочастинкового

вiдштовхування, через вплив ефектiв за межами наближення середньо-

го поля, призводить до квантово-механiчної стабiлiзацiї сумiшi, але для

малих g (i g̃ вiдповiдно) взаємовплив квантових i термiчних флуктуацiй,

особливо в областi, не надто далеко вiд точки BEC-переходу, рiзко змi-

нює фазову дiаграму. У границi слабкого вiдштовхування температура

фазового переходу першого роду (позначена Ts) може бути обчислена з

доданка на нульовiй частотi в (4.60). Фiксуючи величину взаємодiї a3n,

де a — довжина розсiювання s-хвилi для частинок одного сорту, тобто

g = 4π~2a/m, знаходимо, що нерiвнiсть (4.60) порушується при темпе-

ратурi

Ts
T0

= 1− an1/3τs

(
g−
g

)
, (4.61)
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де T0 — температура BEC невзаємодiючої системи, а знерозмiрена фун-

кцiя τs(g−/g) представлена на рис. 4.11. Цей результат свiдчить про те,

0.0 0.2 0.4 0.6
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

g-/g

ts(g-/g)

tBog
s (g-/g)

Рис. 4.11. Порiвняння знерозмiреної функцiї, яка визначає лiнiйний (при малому

an1/3) 1/N -зсув температури фазового подiлу Ts [див. (4.61)] (суцiльна лiнiя) з пе-

редбаченням теорiї Боголюбова (4.62) (пунктирна лiнiя).

що навiть за дуже слабкої взаємодiї мiж частинками a3n ∼ 10−6÷10−4 ха-

рактерний температурний зсув (T0−Ts)/T0 ∼ 10−2÷10−1 має бути помi-

тним. На практицi, однак, ця оцiнка справедлива для дуже розрiджених

систем, а область подiлу фаз, згiдно повного числового розрахунку умови

стабiльностi (4.60), спочатку зростає зi збiльшенням g, досягає максиму-

му при a3n = 9× 10−5, а потiм починає зменшуватись. Така поведiнка є

очевидним доказом взаємодiї мiж квантовими та тепловими флуктуацi-

ями. Дiйсно, при дуже малих g високорозвиненi скiнченно-температурнi

флуктуацiї густини незконденсованих частинок переважають в областi,

близькiй до температури BEC-переходу, тодi як роль справдi квантових

ефектiв за межами середнього поля стає вирiшальною лише тодi, ко-

ли двочастинкове вiдштовхування достатньо велике. На рис. 4.12 проде-
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Рис. 4.12. Приклад фазової дiаграми в безрозмiрних змiнних (g−/g, t = T/Tc) для

симетричної бозе-бозе сумiшi при a3n = 10−4. Суцiльнi та пунктирнi лiнiї вiдобража-

ють нашi розрахунки, виконанi за допомогою розкладiв при великих N , та результат,

отриманий у наближеннi Боголюбова вiдповiдно. Областi фазового подiлу PS зна-

ходяться справа вiд вiдповiдних кривих. Видно, що розшарування потенцiйно може

вiдбутися при майже на 10% нижчих температурах, нiж BEC-перехiд.

монстровано типову фазову дiаграму двокомпонентної симетричної бозе-

сумiшi в безрозмiрних параметрах (g−/g, t). Тут t = T/Tc вимiрюється

в одиницях температури BEC-переходу, яка у ведучому порядку 1/N -

наближення може бути замiнена на T0. Значення параметра взаємодiї

a3n = 10−4 свiдомо вибрано для виявлення максимально можливої обла-

стi подiлу фаз. Повчально також порiвняти фазову дiаграму, отриману в

межах методу розкладiв за великимиN , цiєї спрощеної моделi з тiєю, яку

дає звичайна теорiя Боголюбова. Для цих цiлей в умовi подiлу фаз (4.60)

слiд знехтувати впливом скiнченно-температурних флуктуацiй густини

незконденсованих частинок (4.29). Основна вiдмiннiсть границi Боголю-

бова полягає в тому, що двокомпонентна система, що рухається iз низь-
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котемпературної конденсатної фази завжди зазнає явища розшарування

перед тим, як вiдбудеться BEC-перехiд. В границi слабкої мiжчастинко-

вої взаємодiї зсув температури фаз подiлу (4.61) також є лiнiйним за

an1/3 з знерозмiреною функцiєю τs(g−/g), яку можна обчислити аналi-

тично

τBogs

(
g−
g

)
=

16π

3[ζ(3/2)]4/3

(
2− g−

g

)2

1 +
√

g−
g

√
2− g−

g

, (4.62)

де ζ(z) =
∑

n≥1 1/nz — дзета-функцiя Рiманна.

4.6. Висновки до роздiлу 4

На закiнчення ми показали, що поєднання двох простих методик, а саме

теорiї Боголюбова при абсолютному нулi та врахування флуктуацiй гу-

стини несконденсованих частинок при скiнчених температурах, що вклю-

чає в собi метод 1/N -розкладiв в найпростiшому наближеннi — це бага-

тообiцяючий iнструмент для кiлькiсного дослiдження властивостей бозе-

систем з короткодiючим вiдштовхуванням. Зокрема, як показано ана-

лiтичними оцiнками в рiзних границях, якi пiдтверджуються прямими

комп’ютерними розрахунками, температура переходу конденсацiї Бозе-

Айнштайна цiєї моделi є немонотонною функцiєю газового параметра.

Обґрунтували, що для вiдштовхувальної взаємодiї мiж частинками з ве-

ликою довжиною s-розсiяння, або для густих бозе-газiв зсув критичної

температури є вiд’ємним навiть у 1/N -наближеннi. Вивчили термодина-

мiчнi властивостi бозе-газу у конденсатнiй фазi. Працюючи в першому

порядку за параметром розкладу, визначили повну температурну зале-

жнiсть iзотермiчної стисливостi, густини надплинної компоненти та роз-

миття бозе-конденсату системи з точковим вiдштовхуванням. Ефектив-

нiсть представленого пiдходу продемонстрована порiвнянням отриманих
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результатiв з даними Монте-Карло симуляцiй.

Застосовуючи цей метод з точнiстю до першого порядку за параме-

тром розкладу для симетричної бозе-бозе сумiшi, ми продемонстрували,

що врахування флуктуацiй густини незконденсованих частинок суттєво

змiнює скiнченно-температурну фазову дiаграму системи. Розшаруван-

ня сумiшi, передбачене теорiями середнього поля та Боголюбова, суттє-

во пригнiчене. Для симетричних сумiшей чисельно визначили найбiльш

придатнi умови для спостереження фазового розшарування при скiнчен-

них температурах. Показано, що скiнченно-температурнi флуктуацiї, якi

вiдповiдають за формування нетривiальної критичної поведiнки в точцi

конденсацiї Бозе-Айнштайна, частково стабiлiзують бозе-сумiш.
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РОЗДIЛ 5

Дiаграмнi методи в теорiї бозе-полярона

5.1. Вступ

В цьому роздiлi проводиться детальне дослiдження низькоенергетичного

спектра рухомої домiшки в одновимiрному бозонному середовищi. Зокре-

ма, розглядається випадок двох середовищ: розрiджений бозе-газ, де мо-

жна використовувати методи теорiї збурень для низьковимiрних бозе-

систем, та випадок газу Тонкса–Жирардо, для якого застосовний зви-

чайний дiаграмний розклад з точнiстю до другого порядку.

Також ми обговоримо властивостi домiшки, зануреної у розрiджений

двовимiрний бозе-газ при скiнчених температурах. Припускаючи, що до-

мiшка слабо взаємодiє з частинками ванни, ми пертурбативно обчислимо

енергiю полярона, його ефективну масу, лишок та загасання квазiчастин-

кового спектра. Покажемо, що параметри домiшокового спектра добре

визначенi у всiй областi температур, тодi як полюсна структура функцiї

Грiна домiшки проглядається лише при абсолютному нулi. При будь-

яких скiнченних температурах квазiчастинковий лишок є логарифмiчно

розбiжним, що сигналiзує про особливiсть поведiнки поляронного про-

пагатора типу точки галуження.

Iдейно схожi розрахунки проведено для з’ясування властивостей домi-

шкового атома зануреного вD-вимiрну бозе-систему в околi температури

BEC-переходу. Зокрема, за допомогою 1/N -розкладу обчислено енергiю

полярона у ведучому порядку та iнтенсивнiсть загасання в границi зни-
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каюче малої бозон-бозонної взаємодiї. Показано, що ефективна маса та

лишок квазiчастинок розбiгаються логарифмiчно в довгохвильовiй гра-

ницi, що сигналiзує про неаналiтичну поведiнку домiшокового спектра та

неполюсну структуру функцiї Грiна полярона в iнфрачервонiй областi.

Розглянуто термодинамiчно стабiльнi низькотемпературнi фази су-

мiшей бозонiв i безспiнових фермiонiв у вимiрностях мiж 2 < d < 4.

Слабка бозон-фермiонна взаємодiя призводить до появи фази системи

з димерами i вiдсутнiм бозе-конденсатом. У режимi, де присутня ли-

ше двочастинкова бозон-фермiон взаємодiя з розбiжною довжиною s-

розсiювання, властивостi системи залежать виключно вiд спiввiдноше-

ння мас частинок i їх концентрацiй. Окрiм фази з димерами (бозонно-

фермiоннi слабко зв’язанi стани), ми iдентифiкували ще один стан сумiшi

iз спiвiснуванням фермiонiв димерiв i тримерiв.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [50, 56–58, 77].

5.2. Полярон в розрiдженому двовимiрному бозе-газi

при низьких температурах

5.2.1. Формулювання задачi. Евклiдова дiя бозе-фермi-сумiшi, що

знаходиться в двовимiрному об’ємi A при температурi T така:

S = S0 + SB + Sint, (5.1)

де перший доданок описує газ безспiнових невзаємодiючих фермiонiв з

масою mI та хiмiчним потенцiалом µI

S0 =

∫
dxψ∗(x)

{
∂τ +

~2∇2

2mI
+ µI

}
ψ(x), (5.2)
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де x = (τ, r) i
∫
dx =

∫ 1/T

0 dτ
∫
A dr; другий доданок описує стани бозе-

конденсату

SB =

∫
dx φ∗(x)

{
∂τ +

~2∇2

2m
+ µ

}
φ(x)− g

2

∫
dx|φ(x)|4. (5.3)

Останнiй доданок в (5.1)

Sint = −g̃
∫
dx |φ(x)|2ψ∗(x)ψ(x), (5.4)

враховує взаємодiю мiж бозе- та фермi-складовими. Iнтеграл за траєкто-

рiями обчислюється за антиперiодичними (за уявною часовою змiнною

τ ) Грассмановими полями ψ∗(x), ψ(x) i перiодичним комплексним полем

φ(x). Голi константи зв’язку g та g̃ залежать вiд короткодiючої поведiн-

ки двочастинкових потенцiалiв i будуть означеннi нижче. Припускаючи,

що як бозон-бозонна, так i бозон-домiшкова взаємодiї є слабкими, засто-

совуємо iдею роздiлення “повiльно” та “швидко” змiнних частин полiв

ψ(x) = ψ<(x) + ψ>(x), φ(x) = φ<(x) + φ>(x), де ψ>(x), φ>(x) мiстять

Фур’є-гармонiки з |k| > Λ. Введений тут допомiжний параметр з розмiр-

нiстю оберненої довжини Λ в термодинамiчнiй границi повнiстю визна-

чається властивостями бозе-пiдсистеми i для розрiдженого газу Λ2 є по-

рядку густини n системи. Тодi, обравши довiльним чином короткодiючi

двочастинковi потенцiали (в нашому випадку гаусiани) та заiнтегровую-

чи “швидкi” поля з додатковим припущенням, що характеристична ве-

личина з розмiрнiстю енергiї ~2Λ2/m(mI) є значно бiльшою за iншi мас-

штаби енергiї, зокрема, хiмiчного потенцiалу бозе-газу, енергiї занурення

домiшки та температури, отримуємо ефективну дiю Seff , яка визначає

властивостi “повiльно” змiнних полiв φ<(x), ψ<(x). Насправдi, ця дiя є

еквiвалентною [68] до (5.1), але з t-матрицями t = 2π~2/ (m ln [2e−γ/aΛ])

та t̃ = π~2(m + mI)/ (mmI ln [2e−γ/ãΛ]) (γ = 0.57721 . . . — константа

Ейлера), якi своєю чергою, характеризуються довжинами розсiяння a
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та ã s-хвиль, замiсть голих констант зв’язку g та g̃, вiдповiдно. Вико-

ристовуючи представлення густина-фаза для бозонних полiв φ∗(x) =√
n(x)e−iϕ(x), φ(x) =

√
n(x)eiϕ(x) (з мiркувань зручностi iндекс < на-

далi не пишемо), працюємо в гiдродинамiчному пiдходi, який правильно

описує низькотемпературнi властивостi розрiджених бозе-систем в будь-

якiй вимiрностi простору. Пiсля всiх цих перетворень дiя

Seff =

∫
dx

{
n(x)i∂τϕ(x) + µn(x)− 1

2
tn2(x)

− ~2

2m
n(x)[∇ϕ(x)]2 − ~2

8m

[∇n(x)]2

n(x)

}
+

∫
dxψ∗(x)

{
∂τ + ~2∇2/2mI + µI

}
ψ(x)

−t̃
∫
dxn(x)ψ∗(x)ψ(x). (5.5)

У нашому пiдходi, що є насправдi точним в границi сильного розрiдже-

ння при низьких температурах, термодинамiчне спiввiдношення nA =

−∂Ω/∂µ, яке застосовне до системи з неперервною трансляцiйною iн-

варiантнiстю, ототожнює [60] нульову Фур’є-гармонiку n(x) з густиною

бозе-газу. Однак, включення зовнiшнього потенцiалу [190] або навiть вра-

хування скiнченного числа частинок [36, 456] середовища може карди-

нально змiнити цей результат. Гiдродинамiчний пiдхiд не мiстить iнфра-

червоних розбiжностей в теорiї збурень, а це автоматично гарантує, що

спектр збуджень бозе-системи є безщiлинним у впорядкованiй фазi. Крiм

того, довгохвильовi параметри спектра можна пов’язати (див. роздiл 3) з

макроскопiчними характеристиками, зокрема, оберненою сприйнятливi-

стю та надплинною густиною системи. Ще однiєю важливою особливiстю

цього пiдходу є наявнiсть позадiагонального квазiдалекосяжного поряд-

ку з показником, характерним для переходу Березiнського-Костерлiца-

Таулесса.

Розкладаючи Seff за флуктуацiями фази та густини включно до ква-
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дратичних членiв, скориставшись перетворенням Фур’є, та пiсля замi-

ни змiнних в iнтегралi за траєкторiями bK = i
√
n/αk ϕK + 1

2

√
αk/nnK ,

b∗K = −i
√
n/αk ϕ−K + 1

2

√
αk/nn−K , де αk = Ek/εk (εk = ~2k2/2m,

Ek =
√
ε2
k + 2ntεk — боголюбiвський спектр), ϕK та nK є (2 + 1) Фур’є-

гармонiками полiв ϕ(x) та n(x) вiдповiдно, отримуємо

Seff =
∑
K

{iωk − Ek} b∗KbK +
∑
P

{iνp − ξI(p)}ψ∗PψP

−
√
T

A
∑
K,P

t̃

√
n

αk
{b∗K + b−K}ψ∗PψP+K , (5.6)

тут ωk, νp — бозонна та фермiонна мацубарiвськi частоти, та ξI(p) =

εI(p) − µ̃I , (εI(p) = ~2p2/2mI) позначає спектр домiшок iз хiмiчним по-

тенцiалом, змiщеним на його значення в наближеннi середнього поля

µ̃I = µI − nt̃. Рiвняння (5.6) це дiя моделi Фрьолiха, яка, як вiдомо,

правильно описує слабко взаємодiючих бозе-поляронiв. Поширення на

бiльш сильнi взаємодiї обов’язково вимагає включення не тiльки випро-

мiнювання та поглинання одного фонона домiшковим атомом, але й вра-

хування двофононних процесiв розсiяння [347]. Щоб вловити границю

сильно зв’язаного бозе-полярона в гiдродинамiчному пiдходi, необхiдно

вийти за межi дiї (5.6) i врахувати ангармонiчнi внески, якi вiдповiда-

ють за взаємодiю боголюбiвських квазiчастинок. Однак, за умови слабкої

бозон-домiшкової взаємодiї та в областi низьких температур, ми суттєво

обмежуємо середню кiлькiсть збуджених фононiв у системi, що дозволяє

описати властивостi двовимiрного бозе-полярона в межах фьолiхiвської

моделi.

Щоб з’ясувати вплив взаємодiї на домiшковi властивостi, обчислимо

одночастинкову функцiю Грiна G(P ) = 〈ψ∗PψP 〉 (тут 〈. . .〉 позначає ста-

тистичне усереднення з дiєю (5.6))

G−1(P ) = iνp − ξI(p)− Σ(P ), (5.7)
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Рис. 5.1. Дiаграми, що дають внесок у власну енергiю на рiвнi однiєї петлi. Суцiльнi

та штрихованi лiнiї вiдповiдають фермiонним та бозонним пропагаторам вiдповiдно.

Голу вершину t̃
√
n/αk позначено крапкою.

де власноенергетичну частину в однопетлевому наближеннi зображено

на рис. 5.1. Явнi розрахунки в границi малої густини домiшок

Σ(P ) = − 1

A
∑
|k|<Λ

nt̃2

αk

{
1 + n(Ek/T )

Ek + ξI(|k + p|)− iνp

− n(Ek/T )

Ek − ξI(|k + p|) + iνp

}
, (5.8)

(де n(x) = 1/[ex − 1] — бозе-розподiл), що пiсля аналiтичного продов-

ження Σ(P )νp→ν+i0 = ΣR(ν, p) + iΣI(ν, p) може використовуватися для

розрахункiв перенормованого домiшкового спектра

ξ∗I (p) = ξI(p) + ΣR(ξI(p), p), (5.9)

загасання

ΓI(p) = −ΣI(ξI(p), p), (5.10)

та квазiчастинкового лишку

Z−1
I (p) = 1− ∂ΣR(ξI(p), p)

∂ξI(p)
. (5.11)

У довгохвильовiй границi, спектр бозе-полярона характеризується двома

параметрами — енергiєю зв’язку ξ∗I (0) = nt̃+ ΣR(−µ̃I , 0) та ефективною

масою
mI

m∗I
= 1− 2

A
∑
|k|<Λ

nt̃2
εI(k)

αk

{
1 + n(Ek/T )

[Ek + εI(k)]3

− n(Ek/T )

[Ek − εI(k)]3

}
, (5.12)
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де верхню межу iнтегрування можна спрямувати до безмежностi у ви-

падку дуже розрiджених середовищ.

5.2.2. Результати для 2D бозе-полярона. Проаналiзуємо власти-

востi полярона з областi низьких температур. Розрахунок енергiї зану-

рення полярона вимагає застосування процедури регуляризацiї, зокрема,

маємо усунути залежнiсть вiд параметра обрiзання в кiнцевих виразах.

З загальних принципiв зрозумiло, що Λ повнiстю визначається властиво-

стями бозе-системи i може бути обраний [68] у наступнiй формi Λ2 = λn

(де λ є порядку одиницi). Тодi пiсля обчислення iнтегралу в (5.8) i об’єд-

нуючи його з доданком вiд середнього поля nt̃ для енергiї домiшкового

атома отримуємо

ξ∗I (0) =
2π~2n(1 + α)

mα| ln[ã2n]|

{
1− ln | ln[a2n]|

| ln[ã2n]|

+
2γ + ln π + 2α

α−1 ln
[

2α
α+1

]
| ln[ã2n]|

}
, (5.13)

де вже враховано той факт, що система дуже розрiджена a2n� 1 i бозон-

домiшкова взаємодiя ã2n� 1 є слабкою. Зауважимо, що явна залежнiсть

вiд знерозмiрного параметра λ тотожно скорочується з точнiстю до до-

данкiв порядку 1/ ln2[ã2n] i така процедура може бути використана для

розрахункiв у вищих порядках. Ефективну масу полярона (α = mI/m)

mI

m∗I
= 1− | ln[a2n]|

ln2[ã2n]

1

2α
, (5.14)

i перенормування хвильової функцiї

Z−1
I (0) = 1 +

| ln[a2n]|
ln2[ã2n]

1 + α

2α
, (5.15)

можна також обчислити аналiтично в довгохвильовiй границi (див. рис. 5.2).

При нульовiй температурi нерухомий полярон не втрачає своєї енер-

гiї на народження фононiв, тому в цьому випадку загасання вiдсутнє
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Рис. 5.2. Типова поведiнка енергiї полярона при нульовiй температурi ξ∗I (0) (суцiльна

лiнiя), знерозмiрена на середньопольове значення, знерозмiрена обернена ефективна

маса mI/m
∗
I (штрихована лiнiя), та лишок квазiчастинок ZI(0) (крапкована лiнiя) в

границi рiвних мас α = 1. Усi результати наведено для дуже розрiдженого двовимiр-

ного бозе-газу a2n = 10−6.

ΓI(0) = 0. Прийняте наближення нечутливе до квантових статистичних

ефектiв, i тому не дивно, що формула (5.13) в границi рiвних мас (iз

ã→ a) збiгається у ведучому порядку з результатом [168] для хiмiчного

потенцiалу двовимiрного бозе-газу.

Явний результат (5.8) для однопетлевої власної енергiї полярона вка-

зує на те, що спектр домiшок добре визначений при скiнченних темпера-

турах навiть в одному вимiрi. Слiд також зазначити, що використане на-

ближення справедливе лише в областi низьких температур, далеких вiд

переходу BKT. Першу оцiнку критичної температури розрiдженого дво-

вимiрного бозе-газу дав Попов TBKT ' 2π~2n
m ln[C~2/mt] . Точнi Монте-Карло

симуляцiї [142] класичної |ψ|4-моделi загалом пiдтверджують таку пове-

дiнку, але було виявлено, що значення константи є великим C = 380±3.
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Останнє зауваження значно обмежує температурну область, де нашi ре-

зультати є застосовними. Крiм того, наближення Боголюбова, яке вико-

ристовується в цьому дослiдженнi, не передбачає нiякої температурної

залежностi квазiчастинкового спектра, i є точним лише тодi, коли гу-

стина нормальної компоненти надплинної системи (що є порядку T 3 при

низьких температурах у 2D) мала. Все це обмежує наш розгляд лише до

вузької областi мiж абсолютним нулем i T ∼ nt.

Використовуючи знерозмiренi позначення для зсуву енергiї занурення

ΣR(−µ̃I , 0)− ΣR(−µ̃I , 0)|T=0 =
nt̃

| ln[ã2n]|
ε(α, T̃ ), (5.16)

(де T̃ = T/nt), ефективної маси

mI

m∗I
= 1− | ln[a2n]|

ln2[ã2n]
∆(α, T̃ ), (5.17)

i параметра загасання (α < 1)

ΓI(0)

nt̃
=

1

| ln[ã2n]|
2π

1− α
n
(

2α/[(1− α2)T̃ ]
)
, (5.18)

який рахується аналiтично, отримуємо скiнченно-температурну поведiн-

ку спектра бозе-полярона при малих iмпульсах. Типова поведiнка фун-

кцiй ε(α, T̃ ), ∆(α, T̃ )

ε(α, T̃ ) = −(1 + α)

∫ 1

0

dx

x
(1− x)n

(
1− x2

2xT̃

)
×
{

1

α + 1 + (α− 1)x
− 1

α− 1 + (α + 1)x

}
, (5.19)

∆(α, T̃ ) = (1 + α)2 ∂
2

∂α2

∫ 1

0

dx
1− x

(1 + x)2

×

 1 + n
(

1−x2

2xT̃

)
α + 1 + (α− 1)x

−
n
(

1−x2

2xT̃

)
α− 1 + (α + 1)x

 , (5.20)

наведена на рис. 5.3-5.4.
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Рис. 5.3. Функцiї ∆(3/4, T̃ ) (штрихована), ∆(1, T̃ ) (суцiльна) and ∆(2, T̃ ) (крапкова-

на), що визначають температурну залежнiсть ефективної маси.
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Рис. 5.4. Знерозмiрена енергiї занурення при скiнченних температурах ε(3/4, T̃ )

(штрихована), ε(1, T̃ ) (суцiльна) та ε(2, T̃ ) (крапкована).

Найбiльш несподiваною особливiстю розглянутої системи при нену-

льових температурах виявилась поведiнка лишку квазiчастинок. Зокре-
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ма, ми з’ясували, що Z−1
I (p) розбiгається при будь-яких iмпульсах. Ло-

гарифмiчний характер цих розбiжностей однаковий для всiх хвильових

векторiв p, тому, поведiнка запiзнюючої функцiї Грiна полярона поблизу

точки сингулярностi така:

lim
p→0

Gret(ν, p)|ν→ξ∗I (p) ∝
1

[ν − ξ∗I (p)]1−η
. (5.21)

Загалом, показник η є iмпульсно-залежним зi значенням

η(1) =
mT

2π~2n

t̃2

t2
, (5.22)

розрахованим на рiвнi однiєї петлi в довгохвильовiй границi. Насправдi

ця формула є результатом ведучого порядку для η при низьких темпе-

ратурах. Така ж структура функцiї Грiна є характерною для 1D бозе-

поляронiв [58] при T = 0. Формула для η у цих двох випадках рiзна,

але причини появи такої неаналiтичної поведiнки однаковi. Нижче тем-

ператури переходу TBKT , тобто, у впорядкованiй фазi флуктуацiї густи-

ни бозе-газу сильно розвиненi (така ж поведiнка спостерiгається в 1D

при T = 0), а тому, ефективний потенцiал взаємодiї мiж бозе-поляроном

та частинками середовища є далекодiючим (навiть якщо голий потенцi-

ал є короткодiючим), що зумовлює степеневе спадання домiшкової ма-

трицi густини на великих вiдстанях. Проблема iснування двовимiрного

бозе-полярона при скiнченних температурах є пiд великим питанням.

Незважаючи на той факт, що як енергiя зв’язку, так i ефективна маса

є скiнченними, а загасання експонентно малим у низькотемпературнiй

областi, степенева особливiсть функцiї Грiна полярона суттєво змiнює

густину станiв. Зокрема, завдяки впливу розвинених квантових та те-

плових флуктуацiй, очiкуваний рiзкий пiк, що вiдповiдає поляронним

збудженням, повинен розширюватись в експериментах з малою концен-

трацiєю домiшок, занурених у 2D бозе-газ нижче точки переходу BKT.
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Подiбнi логарифмiчнi розбiжностi у поведiнцi лишку квазiчастинок та

ефективної маси є властивими i для D-вимiрних систем в точцi конден-

сацiї Бозе-Айнштайна i для двовимiрного бозе-полярона, що взаємодiє з

модами Ткаченка [457].

5.3. Низькоенергетичнi властивостi домiшки в 1D бозе-

газi

5.3.1. Формулювання. Вивчимо властивостi одного домiшкового ато-

ма що занурений в газ Лiба-Лiнiгера. Нехай при цьому домiшка взаємо-

дiє з частинками середовища через контактний потенцiал. Тодi пiдбiр

вiдповiдним чином константи зв’язку, забезпечує дослiдження як притя-

гального так i вiдштовхувального бозе-поляронiв. Для того, щоб скори-

статись теорiєю збурень для багатьох тiл, розглянемо бозе-фермi сумiш,

що складається з дуже розрiдженого безспiнового (спiнполяризованого)

фермi-газу, зануреного в бозонне середовище. Гамiльтонiан такої моделi

запишемо у виглядi:

H = H0 +HB +Hint. (5.23)

Тут H0 описує iдеальний фермi-газ (mI — маса домiшкового атома)

H0 = − ~2

2mI

∫ L

0

dz ψ†(z)∂2
zψ(z), (5.24)

де фермiоннi польовi оператори породження ψ†(z) та знищення ψ(z) до-

мiшкових станiв задовольняють звичайним антикомутацiйним спiввiдно-

шенням {ψ(z), ψ†(z′)} = δ(z − z′), {ψ(z), ψ(z′)} = 0.

Другий доданок у формулi (5.23) — гамiльтонiан бозе-частинок масою

m, що взаємодiють з вiдштовхувальним δ-потенцiалом

HB = − ~2

2m

∫ L

0

dz φ†(z)∂2
zφ(z) +

g

2

∫ L

0

dz (φ†(z))2(φ(z))2, (5.25)
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де φ†(z), φ(z) — польовi оператори бозонного типу.

Нарештi, останнiй доданок у H враховує взаємодiю бозе- та фермi-

пiдсистем, з константою зв’язку g̃, що характеризує її iнтенсивнiсть:

Hint = g̃

∫ L

0

dz ψ†(z)ψ(z)φ†(z)φ(z), (5.26)

Загальновiдомо, що сформульовану модель (5.23) можна точно розв’я-

зати за допомогою Бете-анзацу лише тодi, коли mI = m, iнакше слiд за-

стосовувати наближенi схеми розрахункiв. Однак, границя рiвних мас є

хорошим орiєнтиром для будь-яких наближених пiдходiв. Для iлюстрацiї

запропонованого нами розв’язку задачi (5.23), далi розглянемо двi про-

тилежнi моделi середовищ, заданi гамiльтонiаном (5.25), а саме, модель

розрiдженого бозе-газу g → 0, i випадок газу Тонкса-Жирардо g →∞.

5.3.2. Домiшка у розрiдженому 1D бозе-газi. Для низьковимiр-

них систем D ≤ 2, де конденсат не iснує при скiнченних температу-

рах, зручно ввести оператори густини та фази [60, 156, 458] для бозонiв:

φ(z) = eiϕ(z)
√
n(z), φ†(z) =

√
n(z)e−iϕ(z) з комутатором [n(z), ϕ(z′)] =

iδ(z − z′). Гамiльтонiан середовища (5.25) в термiнах n(z), ϕ(z) не скла-

дно отримати, наклавши перiодичнi граничнi умови n(z + L) = n(z),

ϕ(z + L) = ϕ(z) (з великим об’ємом L), та використавши перетворення

Фур’є: n(z) = n + 1√
L

∑
k 6=0 e

ikznk, ϕ(z) = 1√
L

∑
k 6=0 e

−ikzϕk (де n = N/L

— рiвноважна густина бозе-системи). А канонiчне перетворення bk =

i
√
n/αk ϕ−k + 1

2

√
αk/nnk, b†k = −i

√
n/αk ϕk + 1

2

√
αk/nn−k (зауважимо,

що [bk, b
†
q] = δk,q i [bk, bq] = 0), забезпечить дiагоналiзацiю квадратичної

частини гамiльтонiана HB. В результатi одержимо:

HB = E0 +
∑
k 6=0

Ekb
†
kbk + ∆HB, (5.27)

∆HB =
1

3!
√
N

∑
k+q+s=0

Dbbb(k, q, s)bkbqbs + h.c.
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+
1

2
√
N

∑
k,q 6=0

Db+bb(k + q|k, q)b†k+qbkbq + h.c., (5.28)

де E0 та Ek — енергiя основного стану та спектр квазiчастинок, вiдпо-

вiдно. Можна показати, що вищезазначена вимога дiагоналiзацiї фiксує

параметр αk = Ek/εk (де εk = ~2k2/2m — спектр вiльних бозе-частинок).

Слiд зауважити, що в ∆HB представленi лише доданки, необхiднi для

наших двопетлевих розрахункiв. Зокрема, функцiї

Dbbb(k, q, s)

Db+bb(s|k, q)

 =
~2

4m
√
αkαqαs

[kq(αkαq + 1)

+ks(αkαs ± 1) + qs(αqαs ± 1)] , (5.29)

описують найпростiшi процеси розсiяння елементарних збуджень.

Скориставшись вище наведеною процедурою дiагоналiзацiї, аналогi-

чно перепишемо гамiльтонiан (5.26):

Hint = ng̃
∑
p

ψ†pψp +
1√
L

∑
p;k 6=0

g̃
√
n/αk(b

†
k + b−k)ψ

†
pψp+k, (5.30)

де оператори ψ†p та ψp є фур’є-образами ψ†(z) та ψ(z), вiдповiдно.

Для аналiзу властивостей основного стану домiшкового атома, що за-

нурений в бозе-газ, застосуємо теоретико-польовий пiдхiд, як при скiн-

ченних температурах [459].

Точна одночастинкова функцiя Грiна фермiонiв в iмпульсному про-

сторi записується так:

G−1
I (P ) = iνp − ξI(p)− Σ(P ), (5.31)

де P = (νp, p) (νp —фермiонна мацубарiвська частота); ξI(p) = ~2p2/2mI−

µ̃I , де хiмiчний потенцiал фермi-газу µ̃I = µI−ng̃ змiщений завдяки вза-

ємодiї з бозе-пiдсистемою, забезпечує збереження числа частинок. Точну

власну енергiю домiшки Σ(P ) задають двi скелетнi дiаграми, зображенi

на рис. 5.5. Цим дiаграмам вiдповiдає вираз:
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Рис. 5.5. Точне дiаграмне зображення власноенергетичної частини Σ(P ) для домi-

шки в слабовзаємодiючому бозе-газi. Жирна суцiльна лiнiя — точна одночастинкова

фермiонна функцiю Грiна. Пунктирна лiнiя — бозонний пропагатор у наближеннi

Боголюбова. Свiтлi кружечки позначають вершини нульового порядку, темнi — то-

чнi вершиннi функцiї.

Σ(P ) =
−g̃
Lβ

∑
K

√
n

αk
Γb+(P −K,P )GB(K)GI(P −K)

− g̃

Lβ

∑
K

√
n

αk
Γb(P +K,P )GB(K)GI(K + P ), (5.32)

тут ми вже врахували розрiдженiсть бозе-газу, тобто знехтували вла-

сноенергетичними поправками до функцiї Грiна GB(K) боголюбiвських

квазiчастинок.

Формула (5.32) описує точне рiвняння з якого можна знайти самоузго-

джено функцiю Грiна домiшкового атома. Для цього побудуємо теорiю

збурень для бозон-фермiонних вершин Γb+(P −K,P ) та Γb(P +K,P ) за

параметром g̃, який вважатимемо малим в наших розрахунках. Слiдую-

чи цiй iдеологiї, не важко помiтити, що поправки порядку g̃2 до власної

енергiї Σ(1)(P ) повнiстю визначаються першою дiаграмою на рис. 5.5 з

Γb+(P − K,P ) → g̃
√
n/αk та GI(P ) → 1/[iνp − ξI(p)]. З урахуванням

цiєї замiни друга дiаграма дає ненульовий внесок лише при скiнченних

температурах.

На рiвнi наближення двох петель, яке зокрема мiстить g̃3- та g̃4-доданки,

ситуацiя з власноенергетичною частиною є бiльш складною, оскiльки

вже потрiбно враховувати шiсть дiаграм (див. рис. 5.6) для кожної вер-

шини Γb(P +K,P ), Γb+(P −K,P ) а також використовувати домiшкову

функцiю Грiна, яка своєю чергою, ускладнена поправками першого по-



245

Рис. 5.6. Однопетлевi дiаграми, якi дають внесок у вершини Γb(P + K,P ), Γb+(P −
K,P ).

рядку GI(P ) = 1/[iνp − ξI(p)] + Σ(1)(P )/[iνp − ξI(p)]2 в першiй дiаграмi

на рис. 5.5.

Зауважимо, що такi власноенергетичнi вставки вiдсутнi у самоузго-

джених розрахунках з використанням скелетної технiки [316], якi проде-

монстрували свою ефективнiсть в теорiї бозе-полярона в сильноскорельо-

ваних системах. Зокрема, там постулювався вигляд домiшкової функцiї

Грiна GI(P ) = 1/[iνp − ~2p2/(2m∗I)] з невiдомою ефективною масою m∗I ,

а рiвняння для вершинної функцiї (лiнiйна комбiнацiя Γb(P + K,P ) та

Γb+(P −K,P )) розв’язувалось методом послiдовних наближень. Вже на

рiвнi другої iтерацiї, ефективна маса атома 3He в надплинному 4He добре

узгоджується з результатами Монте Карло.

Розрахунок однопетлевих дiаграм у випадку слабкої взаємодiї при ну-

льовiй температурi задається компактним виразом:

Σ(1)(P ) = − 1

L

∑
k 6=0

ng̃2

αk

1

Ek + ξI(k + p)− iνp
. (5.33)

Пiдставляючи цю формулу у вираз для одночастинкової функцiї Грi-

на, та виконуючи аналiтичне продовження у верхню комплексну пiвпло-

щину iνp → ν + i0, з наступною замiною ν → ξ∗p , можна знайти спектр

домiшки ξ∗p самоузгоджено [317]. Фактично ця процедура є еквiвалентна
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теорiї збурень Вiгнера-Брiллюена. Зокрема, в [317] було показано, що

такий пiдхiд добре працює для притягального бозе-полярона при всiх

значеннях константи взаємодiї, в той час, як для вiдштовхувального —

квазiчастинковий час життя стає спiвмiрним з енергiєю домiшки.

Результат другого порядку бiльш громiздкий, проте все ще пiддається

аналiзу. Обчислюючи однопетлевi поправки для вершин, можна виявити,

що лише чотири дiаграми на рис. 5.6 не рiвнi нулевi лише у випадку

T = 0. Крiм того, пiдставивши цi вiсiм доданкiв у (5.32), можна побачити,

що лише п’ять дають внесок у власну енергiю [58]

Σ(2)(P ) = − 1

2L2

∑
k,s 6=0

n2g̃4

αkαs

1

Es + Ek + ξI(s+ k + p)− iνp

×
[

1

Ek + ξI(k + p)− iνp
+

1

Es + ξI(s+ p)− iνp

]2

+
1

L2

∑
k,s 6=0

ng̃3

αkαsαk+s

1

Es + ξI(s− p)− iνp
1

Ek + ξI(k + p)− iνp

− 1

2L2

∑
k,s 6=0

ng̃3

αkαsαk+s

1

Ek + Es + ξI(k + s+ p)− iνp

×
[

D+(k, s)

Ek+s + ξI(s+ k + p)− iνp
− D−(k, s)

Ek + Es + Ek+s

]
×
[

1

Ek + ξI(k + p)− iνp
+

1

Es + ξI(s+ p)− iνp

]
, (5.34)

де симетричнi функцiї D±(k, s)

D±(k, s) =
~2

2m
[k(k + s)(αk − 1)(αk+s ± 1)

+ s(s+ k)(αs − 1)(αk+s ± 1)± ks(αk − 1)(αs − 1)] . (5.35)

Нарештi, слiд зазначити, що отримана в цьому роздiлi формула (5.34)

для власноенергетичної поправки другого порядку може бути застосова-

на до задачi бозе-полярона у вищих вимiрах, наприклад, у тривимiрному

випадку вона вiдтворює результати роботи [27].
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5.3.3. Границя Тонкса-Жирардо. Iншою цiкавою границею, коли

пертурбативнi розрахунки можна проводити аналiтично, є випадок до-

мiшки, зануреної в бозе-газ з безмежним (g →∞) мiжчастинковим вiд-

штовхуванням. У цiй границi бозони стають непроникними один для

одного, а оператори φ†(z), φ(z) за допомогою перетворення Йордана-

Вiгнера можна вiдобразити на фермiоннi польовi оператори породже-

ння та знищення [458]. Це перетворення залишає перший доданок га-

мiльтонiана (5.25) незмiнним i занулює другий. Тому далi розглянемо

властивостi одновимiрної фермi-фермi сумiшi з нерiвними масами ча-

стинок двох сортiв. Вважається, що взаємодiя увiмкнена лише мiж ато-

мами рiзних сортiв. Вiдповiдний велико-канонiчний гамiльтонiан H ′ =

H −
∑

p{µIψ†pψp + µφ†pφp}

H ′ =
∑
p

{ξI(p)ψ†pψp + ξpφ
†
pφp}+

1

L

∑
p,q,k

g̃ ψ†pφ
†
qφq+kψp−k, (5.36)

де ξp = εp−µ з µ = ~2p2
0/2m (p0 = πn) є хiмiчним потенцiалом бозе-газу

в границi TG i надалi слiд трактувати φ†p та φp як фермiоннi оператори

породження та знищення. Тодi домiшкова власноенергетична частина в

газi TG така (див. рис. 5.7):

Рис. 5.7. Власноенергетична частина домiшкового атома зануреного в газ TG. Чор-

ний кружечок позначає точну вершину T (Q−K;P+K|P ;Q), а свiтлий — фур’є-образ

g̃ потенцiалу взаємодiї.

Σ(P ) = − g̃

(Lβ)2

∑
K,Q

T (Q−K;P +K|P ;Q)

×G0(Q)G0(Q−K)GI(P +K). (5.37)
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Тут ми знову включили попраку Хартрi в перенормування енергiї до-

мiшки µi → µ̃I i ввели позначення для одночастинкової функцiя Грiна

G0(Q) = 1/[iνq−ξq] бозонного середовища в границi безмежних g. Маючи

на увазi пертурбативний розгляд в термiнах параметра бозон-домiшкової

взаємодiї, отримуємо власну енергiю в найпростiшому наближеннi шля-

хом замiни вершини T (Q−K;P + K|P ;Q) на g̃. Поправки другого по-

рядку пропорцiйнi до g̃3 i зображенi на рис. 5.8

Рис. 5.8. Однопетлевi дiаграми, що дають внесок у двочастинкову вершину

T (P ;Q|Q+K;P −K).

Розрахунки в границi TG набагато простiшi. Наприклад, на рiвнi однi-

єї петлi, маємо

Σ(1)(P ) =
1

L

∑
q

g̃2(1− nq)Πq(P ) = − 1

L

∑
q

g̃2nqtq(P ), (5.38)

де nq = θ(p0−|q|) є одиничною сходинковою функцiєю. Дiаграма “частинка-

дiрка”:

Πq(P ) =
1

L

∑
k

nk
iνp − ξq + ξk − ξI(k − q + p)

, (5.39)

i використано позначення для

tq(P ) =
1

L

∑
k

1− nk
ξk + ξI(k + q + p)− ξq − iνp

. (5.40)

З урахуванням поправок до вершин (див. рис. 5.8) розрахунки в другому
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порядку теорiї збурень дають

Σ(2)(P ) =
1

L

∑
q

g̃3nqt
2
q(P )− 1

L

∑
q

g̃3(1− nq)Π2
q(P ). (5.41)

Зауважимо, що Πq(P ) i tq(P ) на “масовiй-поверхнi” iνp → ξI(p) запису-

ються через елементарнi функцiї.

Взагалi спектр домiшок можна знайти з полюсiв запiзнюючої функцiї

Грiна. Зокрема, для дiйсної частини спектра отримуємо

ξ∗I (p) = ξI(p) + ΣR(ξ∗I (p), p), (5.42)

де ΣR(ν, p) = Re Σ(P )|iνp→ν+i0 є дiйсною частиною аналiтично продов-

женої у верхню пiвплощину власноенергетичної частини. З точнiстю до

другого порядку теорiї збурень рiвняння (5.42)

ξ∗I (p) = ξI(p) + Σ
(1)
R (ξI(p), p) + Σ

(2)
R (ξI(p), p)

+
1

2

∂

∂ξI(p)

[
Σ

(1)
R (ξI(p), p)

]2

, (5.43)

де Σ
(1)
R (ν, p) та Σ

(2)
R (ν, p) — дiйснi частини одно- i двопетлевих поправок

до власної енергiї. Вiдсутнiсть поверхнi Фермi для домiшкового атома

гарантує безщiлиннiсть його спектра, тобто ξ∗I (p → 0) → 0. У довгохви-

льовiй границi вiн характеризується лише ефективною масою, i розкла-

даючи праву частину вищевказаного рiвняння, обчислюємо як енергiю

занурення

µI = ng̃ + µ
(1)
I + µ

(2)
I + . . . , (5.44)

так i ефективну масу

mI/m
∗
I = 1 + ∆(1) + ∆(2) + . . . , (5.45)

де верхнiй iндекс позначається порядок теорiї збурень.
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5.3.4. Аналiз однопетлевих результатiв. Загальна низько енерге-

тична структура функцiї Грiна домiшки проглядається навiть у найпро-

стiшому наближеннi. Тому варто обговорити результат першого порядку

бiльш детально, крiм того, що цi розрахунки в границi малих g можна ви-

конати аналiтично. Зокрема, для першої поправки до енергiї занурення

домiшки, яка визначається лише Σ
(1)
R (−µ̃I , 0) маємо µ(1)

I /(ng̃) = αε(1)(γ),

де функцiя ε(1)(γ) вiдношення мас γ = m/mI у випадку слабо взаємодi-

ючого бозе-газу

ε
(1)
BEC(γ) = − 1√

γ2 − 1
ln

∣∣∣∣∣γ +
√
γ2 − 1

γ −
√
γ2 − 1

∣∣∣∣∣ , (5.46)

i в TG границi

ε
(1)
TG(γ) = −

∫ 1

0

dq

q
ln

∣∣∣∣(1 + q)2 + γ(1− q2)

(1− q)2 + γ(1− q2)

∣∣∣∣ , (5.47)

зображена на рис. 5.9. Знерозмiрена константа зв’язку α = g̃/(2π~c) (де

0 2 4 6 8 1 0- 5

- 4

- 3

- 2

- 1

0
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(γ)( 1 )
T G

(γ)( 1 )
B E C

�

Рис. 5.9. Знерозмiрена поправка ε(1)(γ) до енергiї занурення домiшки, як функцiя

вiдношення мас γ = m/mI в BEC (суцiльна) та в TG (штрихована) границях.

c — швидкiсть звуку в обох випадках, тобто, c =
√
ng/m i c = ~p0/m
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в BEC та в TG границях) — параметр розкладу, який контролює ме-

жi застосовностi наших пертурбативних результатiв. При скiнченних iм-

пульсах власна енергiя Σ
(1)
R (ξI(p), p) у випадку слабкої взаємодiї є немо-

нотонною функцiєю хвильового вектора з логарифмiчною розбiжнiстю

в p = mIc/~, тобто, коли швидкiсть домiшки досягає значення швидко-

стi поширення звуку в бозоннiй системi. Якiсно така ж поведiнка енергiї

домiшки спостерiгається i в газi TG. Крiм того, з точного розв’язку мо-

делi Лiба-Лiнiгера [223] ми дiзнаємось, що спектр системи [411] мiстить

двi, фононнi в довгохвильовiй границi, вiтки для будь-якого скiнченного

значення константи зв’язку g. Тому завжди виникають цi розбiжностi,

що вказує на непертурбативний характер домiшкової власної енергiї в

областi iмпульсiв, близьких до ~p = mIc. З iншого боку, добре вiдомо,

що домiшка, що рухається iз надзвуковою швидкiстю, починає розсiюва-

ти свою енергiю, народжуючи елементарнi збудження в бозе-середовищi.

В одному просторовому вимiрi це розсiювання настiльки iнтенсивне, що

уявна частина Σ
(1)
I (ξI(p), p)/(ng̃) = −πα/γ, (p = mIc/~ + 0) того ж по-

рядку, що й дiйсна частина. А це означає, що в подальшому ми не може-

мо нехтувати загасанням та використовувати Eq. (5.43) для визначення

спектра домiшки у цiй точцi. Але в довгохвильовiй границi p � mIc/~

загасання вiдсутнє, тому пертурбативний спектр домiшок є добре визна-

чений.

Однопетлевий внесок в ефективну масу в границi TG такий: ∆
(1)
TG =

−4α2, i

∆
(1)
BEC = − g̃

g

αγ

γ2 − 1

[
2γ − 1√

γ2 − 1
ln

∣∣∣∣∣γ +
√
γ2 − 1

γ −
√
γ2 − 1

∣∣∣∣∣
]
, (5.48)

у розрiдженому одновимiрному бозе-газi.

Не менш цiкавою є поведiнка перенормування хвильової функцiї домi-

шки (лишок квазiчастинок) Z−1
i (p) = 1−∂ΣR(ξI(p), p)/∂ξI(p). Нескладно



252

показати прямими розрахунками, що вищевказана похiдна є логарифмi-

чно розбiжною для будь-якого p як в BEC так i в TG випадках. Зокрема,

це означає, що розклад в ряд оберненої запiзнюючої функцiї Грiна, об-

численої в першому порядку теорiї збурень, такий (ν → ξ∗I (p))

[Gret
I (ν, p)]−1 = ν − ξi(p)− Σ

(1)
R (ν, p)→

ν − ξ∗i (p)−
∂Σ

(1)
R (ξ∗i (p), p)

∂ξ∗i (p)
[ν − ξ∗i (p)] + . . .→

[ν − ξ∗i (p)]
{

1− η(1)(p) ln[ν − ξ∗i (p)] + . . .
}
, (5.49)

де крапки позначають скiнченнi доданки. Будучи незалежними вiд хви-

льового вектора, цi розбiжностi вказують на те, що точна функцiя Грiна

має особливiсть типу точки галуження (η(0) = η)

Gret
I (ν, p→ 0)|ν→ξ∗I (p) ∝

1

[ν − ξ∗I (p)]1−η
. (5.50)

Це твердження пiдтримується явним розрахунком показника η оскiльки

в обох аналiтично доступних випадках ми отримали однакове значення

η
(1)
BEC = η

(1)
TG = ng̃2/(2π~mc3), (5.51)

на однопетлевому рiвнi. Забiгаючи наперед, слiд зазначити, що ця сте-

пенева поведiнка домiшкової функцiї Грiна чудово пiдтверджується роз-

рахунками в другому порядку теорiї збурень.

5.3.5. Енергiя та ефективна маса у двопетлевому наближеннi.

Числовi розрахунки з точнiстю до другого порядку теорiї збурень вима-

гають бiльше обчислювальних зусиль. Зокрема, розклад для поправки

до енергiї занурення в BEC границi µ(2)
I /ng̃ = g̃

gα
2ε

(2,1)
BEC(γ) + α2ε

(2,2)
BEC(γ).

У випадку газу TG цей розклад мiстить один член µ(2)
I /(ng̃) = α2ε

(2)
TG(γ).

Для порiвняння на рис. 5.10 побудовано всi три кривi. Видно, що функцiя

ε
(2,2)
BEC(γ) майже на два порядки бiльша, нiж ε

(2,2)
BEC(γ). А це зокрема озна-

чає, що навiть у слабовзаємодiючому бозе-газi ефективний домiшковий
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потенцiал не є малим. В границi TG, коли γ = 1 нашi результати для
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Рис. 5.10. Поправки другого порядку до енергiї занурення ε(2,2)
BEC(γ) (суцiльна) i ε(2)

TG(γ)

(штрихована). На вставцi показано функцiю ε
(2,1)
BEC(γ).

енергiї домiшки µI |γ=1 = ng̃
(

1− π2

4 α + π2

3 α
2 + . . .

)
точно вiдтворюють

першi три члени розкладу аналiтичної формули [336] отриманi за допо-

могою Бете-анзацу. Подiбнi розклади отриманi для поправок другого по-

рядку до ефективної маси частинок в BEC ∆
(2)
BEC = (g̃/g)2α2δ

(2,1)
BEC(γ) +

(g̃/g)α2δ
(2,2)
BEC(γ) та в TG ∆

(2)
TG = α3δ

(2)
TG(γ) границях (функцiї δ(2,1)

BEC(γ),

δ
(2,2)
BEC(γ) та δ(2)

TG(γ) зображено на рис. 5.11 i рис. 5.12).

Неважко переконатися, що чисельно розрахована ефективна маса в

границi TG iдеально збiгається з точним розкладом mI/m
∗
I |γ=1 = 1 −

4α2 + 4(π2/3 − 4)α3 + . . .. З рисунка 5.11 бачимо, що функцiя δ
(2)
TG(γ)

суттєво залежить вiд параметра спiввiдношення мас γ. Це сигналiзує

про незастосовнiсть звичайної теорiї збурень при великому дисбалансi

мас в границi TG, i для вирiшення цiєї проблеми потрiбно врахувати

нескiнченний ряд дiаграм [333].

Нашi пертурбативнi розрахунки власноенергетичної частини в друго-
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Рис. 5.11. Функцiя δ(2)
TG(γ), що визначає двопетлевий результат для ефективної маси

в границi TG
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Рис. 5.12. Знерозмiренi функцiї δ(2,1)
BEC(γ) (суцiльна) та δ(2,2)

BEC(γ) (штрихована).

му порядку дозволяють отримати показник η в наступному наближеннi.

Так само, як це було зроблено ранiше (див. (5.49)) — шляхом явного

розкладу в ряд запiзнюючої функцiї Грiна домiшки в околi особливої
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точки ν → ξ∗I (p)

[Gret
I (ν, p)]−1 = [ν − ξ∗I (p)]

{
1− [η(1) + η(2)] ln[ν − ξ∗I (p)]

+
1

2
[η(1)]2 ln2[ν − ξ∗I (p)]± . . .

}
, (5.52)

де η(1) вже пораховано (5.51), а величина другої поправки η(2) суттєво

залежить вiд властивостей бозонного середовища. Наявнiсть розбiжно-

стей типу ln2 з вiдповiдним множником 1
2 [η(1)]2 доводять наше початкове

припущення (5.50). Поєднуючи результати першого та другого порядкiв,

отримуємо в BEC границi

η
(1)
BEC + η

(2)
BEC =

ng̃2

2π~mc3

[
1− α

2
√
γ2 − 1

ln

∣∣∣∣∣γ +
√
γ2 − 1

γ −
√
γ2 − 1

∣∣∣∣∣
]2

. (5.53)

натомiсть, границя TG демонструє несподiвану поведiнку η(2)
TG = 0. Та-

ка залежнiсть поправки другого порядку η(2) пiдводить нас до висновку,

що точне значення показника, вiдповiдального за неаналiтичну поведiн-

ку домiшкової функцiї Грiна η = n (∂µI/∂n)2 /(2π~mc3). Дiйсно, легко

переконатись, що µ(1)
I , яке визначає η(2) не залежить вiд густини сере-

довища в границi TG, а похiдна ∂µ(1)
I /∂(ng̃) для BEC випадку дорiвнює

виразу в квадратних дужках формули (5.53). Звичайно, занадто опти-

мiстично записувати весь результат лише опираючись на пертурбативнi

розрахунки з точнiстю до другого порядку. Але точно таку ж форму-

лу для η як i сингулярну поведiнку (5.50) пропагатора домiшок можна

отримати, використовуючи методику, аналогiчну до роздiлiв 2, 3.

5.4. Полярон в критичному бозе-конденсатi

5.4.1. Модель i метод. Вивчення властивостей домiшкового атома,

зануреного в бозе-конденсат, у формi фермi-бозе сумiшi iз зникаюче ма-

лою концентрацiєю фермiонiв, вiдкриває новi можливостi використання
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теоретико-польових методiв у цiй задачi. На мовi iнтегралiв за траєкто-

рiями евклiдова дiя цiєї моделi

S = S0 + SB + Sint, (5.54)

де перший доданок описує iдеальний фермi-газ з дисперсiєю εI(p) =

~2p2/2mI

S0 =
∑
P

{iνp − εI(p) + µI}ψ∗PψP , (5.55)

другий

SB =
∑
K

{iωk − εk + µ}φ∗σKφσK

− gT

2NV

∑
K,Q,S

φ∗σQφ
∗
σ′Sφσ′S−KφσQ+K , (5.56)

є дiєю N -компонентної бозе-системи (εk = ~2k2/2m, V , T — об’єм i тем-

пература системи, пiдсумовування ведеться за нiмими iндексами σ, σ′ =

1, 2 . . . , N). Третiй доданок Sint дiї (5.54) враховує взаємодiю домiшково-

го атома з бозонним середовищем

Sint = − g̃T

NV

∑
K,Q,P

φ∗σQφσQ+Kψ
∗
PψP−K . (5.57)

Наголосимо ще раз, що використання N -компонентної моделi середови-

ща є формальним iнструментом, який допомагає класифiкувати дiагра-

ми в подальших обчисленнях, i лише значення N = 1 приводить до фiзи-

чно обґрунт ованого випадку, тодi як результати застосовнi для N � 1.

Уведенi тут хiмiчнi потенцiали µ i µI контролюють кiлькiсть частинок

вiдповiдно у бозе- та фермi пiдсистемах. Також типовими є i iншi по-

значення: аргументами фермiонних грассманових ψ∗P , ψP та бозонних

комплексних φ∗σK , φσK полiв є D + 1 ‘хвильовi вектори’ P = (νp,p) i

K = (ωk,k), де νp непарнi (фермiоннi) та ωk парнi (бозоннi) мацуба-

рiвськi частоти. Константи зв’язку, що керують силою взаємодiї, можна
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пов’язанти з довжиною s розсiяння в D-вимiрному випадку

g =
4πD/2~2aD−2

Γ(D/2− 1)m
, g̃ =

2πD/2~2ãD−2(m+mI)

Γ(D/2− 1)mmI
. (5.58)

Увiвши допомiжне поле ϕK , що розщеплює за допомогою перетворен-

ня Хаббарда-Стратоновича доданок, який описує попарну взаємодiю, в

рiвняннi (5.56), та скориставшись замiною змiнних в iнтегралi за трає-

кторiями ϕK = ϕ′K + ig̃
√
T

N
√
V

∑
P ψ

∗
PψP+K ми остаточно переписуємо дiю

(5.54) в такий спосiб:

S =
∑
K

{iωk − εk + µ̃}φ∗σKφσK +
∑
P

{iνp − εI(p) + µ̃I}ψ∗PψP

− N

2g

∑
K

ϕKϕ−K

− i

√
T

V

∑
K,Q

ϕKφ
∗
σQφσQ−K − i

g̃

g

√
T

V

∑
K,P

ϕKψ
∗
PψP+K , (5.59)

де штрих бiля поля ϕK опущений, ϕK |k=0 = 0 i µ̃ = µ− ng, µ̃I = µI − ng̃

(n — густина кожної з бозонних компонент) позначає хiмiчний потенцiал,

змiщений на енергiю Гартрi. Пiсля всiх перетворень (5.59) є дiєю сумi-

шi iдеальних бозе- та фермi-газiв, пов’язаних з “фононним” полем ϕK .

У такому формулюваннi властивостi домiшкового атома визначаються

цим колективним полем, яке, своєю чергою, повнiстю залежить вiд бо-

зонних ступенiв вiльностi в термодинамiчнiй границi. Друга особливiсть

нашого пiдходу є радше технiчною, оскiльки вона дозволяє класифiку-

вати порядок наближень при розрахунках властивостей бозе-полярона

оберненими степенями N .

Одночастинкова функцiя Грiна домiшки G(P ) = 〈ψ∗PψP 〉, де 〈. . .〉 по-

значає статистичне усереднення з дiєю (5.59), i однозначно визначається

(5.7) власно-енергетичною частиною Σ(P ). Якщо видiлити фокiвський

внесок (який дорiвнює нулю в однофермiонному випадку), отримаємо



258

Рис. 5.13. Власно-енергетична частина домiшкової функцiї Грiна в границi великих

N . Суцiльнi лiнiї зi стрiлками позначають функцiї домiшки Грiна нульового порядку;

чорнi крапки — голi вершини i g̃
g
. Подвiйна хвиляста лiнiя — iндукована ефективна

бозон-фермiонна взаємодiя, представлена на рис. 5.14.

Рис. 5.14. Ефективна бозон-домiшкова взаємодiя. Штриховою лiнiєю позначено фун-

кцiю Грiна iдеального бозе-газу, хвилястою лiнiєю та бiлою крапкою N
g
та вершину

i, вiдповiдно.

власну енергiю (див. рис. 5.13,5.14) в границi великих N

Σ(P ) =
T

NV

∑
K

g̃2S(K)

i(ωk + νp)− ξI(|k + p|)
, (5.60)

де S(K) = Π(K)/[1 + gΠ(K)] — парна кореляцiйна функцiя флукту-

ацiї густини кожного сорту бозонiв. Поблизу точки фазового переходу

бозонна поляризацiйна петля

Π(K) =
T

V

∑
Q

1

iωq − εq
1

i(ωq + ωk)− ε|q+k|
. (5.61)

Розрахунок ведучої поправки до власноенергетичної частини (5.60) до-

сить простий, проте, вимагає акуратностi при обчисленнях. Зокрема, пiд-

сумовування за мацубарiвськими частотами в цьому рiвняннi може бути

здiйснено з використанням спектральної теореми для кореляцiйної фун-

кцiї густина-густина

S(K) =

∫ ∞
−∞

dω

π

SI(ω, k)

ω − iωk
, (5.62)
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(тут SI(ω, k) = ImS(K)|iωk→ω+i0) i дає власну енергiю в границi однiєї

домiшки (µI → −∞)

Σ(P ) =
g̃2

NV

∑
k

∫ ∞
−∞

dω

π

SI(ω, k)n(ω/T )

ω + iνp − ξI(|k + p|)
, (5.63)

де n(x) = 1/(ex − 1) бозе-розподiл. Слiд зазначити, що для бозе-газу

цей 1/N -результат еквiвалентний загальновiдомому наближенню. Вiн мi-

стить багато важливих особливостей скiнченно-температурної поведiнки

бозе-систем, зокрема, наявнiсть фазового переходу другого роду, унiвер-

сальної степеневої поведiнки термодинамiчних та структурних функцiй,

тощо.

Виконуючи аналiтичне продовження Σ(P )|iνp→ν+i0 = ΣR(ν, p)+iΣI(ν, p)

у верхню комплексну пiвплощину, отримуємо 1/N -поправлену енергiю

(5.9) та загасання (5.10) полярона. Структура функцiї Грiна поблизу по-

люса визначається квазiчастинковим лишком (5.11), обчисленим з цiєю

ж точнiстю.

При нульовiй температурi результат (5.63) вiдтворює першу (пiсля се-

редньопольової) поправку, до власної енергiї [313], отриманої в рамках

теорiї збурень Релея-Шредiнгера. В той час, як 1/N -розклад лише не-

тривiально змiнює поведiнку в областi скiнченних температур. Для роз-

рiдженого бозе-газу при ненульовiй температурi фiзика системи визнача-

ється лише iнфрачервоною поведiнкою пiдiнтегральної функцiї у (5.60),

тому можна замiнити бозе-розподiл n(x) на його iнфрачервону асимпто-

тику 1/x.

Це спостереження дозволило [66] передбачити якiсно правильну пове-

дiнку [297] температури переходу BEC для слабко взаємодiючого бозе-

газу. Iнтегрування за ω у формулi (5.63) дає поправку до енергiї домiшки

ΣR(ξI(p), p) =
g̃2T

NV

∑
k

SR(εI(|k + p|)− εI(p), k)− SR(0, k)

εI(|k + p|)− εI(p)
, (5.64)
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де слiд враховувати лише iнфрачервону асимптотику дiйсної частини

SR(ω, k) = ReS(K)|iωk→ω+i0 запiзнюючої функцiї густина-густина. Таким

чином, завдання зводиться до обчислення вищевказаного iнтеграла та

функцiї SR(ω, k).

Для розрахунку запiзнюючого корелятора густина-густина потрiбно

знати вираз аналiтично продовженої петлi “частинка-дiрка”

Π(K)|iωk→ω+i0 = R(ω, k) + iI(ω, k). Пiсля пiдсумовування за мацубарiв-

ськими частотами в рiвняннi (5.61), уявну частину I(ω, k) нескладно об-

числити

I(ω, k) =
π

V

∑
q

n(εq/T )[δ(ε|q+k| − εq − ω)− (ω → −ω)].

Завдяки наявностi δ-функцiї, iнтегрування є вiдносно простим, i в кри-

тичнiй температурi одержимо

I(Tu, kk0) =

√
πn

2ζ(D/2)Tk

[
GD−1

2
(e−(k/2−u/2k)2

)− (u→ −u)
]
,

де k0 =
√

2mT/~ = 2
√
π[n/ζ(D/2)]1/D означає характеристичний мас-

штаб з розмiрнiстю оберненої довжини, ζ(x) — дзета-функцiя Рiмана та

Gα(z) =
∑

l≥1 z
l/lα. В iнфрачервонiй областi (u, k → 0) доданки ведучого

порядку в квадратних дужках рiвнi

Γ(3/2−D/2)
[
(2k)3−D/|k2 − u|3−D − (u→ −u)

]
,

(де Γ(x) — гамма-функцiя). Далi, застосовуючи спектральне представ-

лення R(ω, k) = P.V.
∫∞
−∞

dω′

π
I(ω′,k)
ω′−ω ми отримали дiйсну частину поляри-

зацiйного оператора з потрiбною точнiстю

R(Tu, kk0) =

√
πn

2ζ(D/2)Tk

Γ(3/2−D/2)

cot[(3/2−D/2)π]

×
[

(2k)3−D

|k2 − u|3−D
sign(k2 − u) + (u→ −u)

]
. (5.65)
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У тому ж наближеннi, яке використовувалось i для отримання (5.64),

обчислено уявну частину власної енергiї, яка зводиться до розрахунку

iнтеграла

ΓI(0)

ng̃
=

1

N

ΩDλ
D−2
4−D
D

πD/2ζ(D/2)γ

g̃

g

∫ ∞
0

dkkiD(γ)

[k4−D + rD(γ)]2 + i2D(γ)
,

(де γ = m/mI) в той час, як дiйсна частина

ΣR(−µ̃I , 0)/ng̃ =
1

N

ΩDλ
D−2
4−D
D

πD/2ζ(D/2)γ

g̃

g

∫ ∞
0

dkkD−3

×
[
rD(γ)[k4−D + rD(γ)] + i2D(γ)

[k4−D + rD(γ)]2 + i2D(γ)
− rD(0)

k4−D + rD(0)

]
,

тут для зручностi введено параметр λD =
√
πng

2ζ(D/2)T , а ΩD — площа D-

вимiрної сфери одиничного радiуса, i використано скорочене позначення

для функцiї

iD(γ) = 23−DΓ(3/2−D/2)

[
1

|1− γ|3−D
− (γ → −γ)

]
,

та

rD(γ) =
23−DΓ(3/2−D/2)

cot[(3/2−D/2)π]

[
sign(1− γ)

|1− γ|3−D
+ (γ → −γ)

]
,

якi явно пов’язанi з I(ω, k) та R(ω, k). Вище наведенi iнтеграли для до-

вiльного просторового вимiруD можна обчислити за допомогою теореми

про лишки. У трьох просторових вимiрах вони розбiжнi, що вказує на ло-

гарифмiчну залежнiсть вiд параметра λD. Як квазiчастинковий лишок,

так i ефективну масу можна виразити через єдиний iнтеграл за допомо-

гою диференцiювання за параметром, який логарифмiчно розбiгається

в довгохвильовiй межi та в околi критичної температури. Насправдi, ця

розбiжнiсть визначає показники ηε

ηε = − 1

N

4ΩD

Dπ
D+1

2

(
g̃

g

)2

γ
∂2

∂γ2

1

γ

{
rD(γ)

r2
D(γ) + i2D(γ)

− 1

rD(0)

}
,

та ηz

ηz =
1

N

ΩD

π
D+1

2

(
g̃

g

)2
∂

∂γ

1

γ

{
rD(γ)

r2
D(γ) + i2D(γ)

− 1

rD(0)

}
.
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5.4.2. Чисельнi результати. Невеликою несподiванкою в результатi

(5.64) є те, що для розрiдженого бозе-середовища (an1/D → 0) поправка

ведучого порядку до енергiї занурення, а також параметра загасання

нерухомої (p = 0) домiшки розраховуються аналiтично. Такi ж висновки

можна зробити для ефективної маси та для лишку квазiчастинок. Але

просторова вимiрнiсть кардинально впливає на поведiнку бозе-полярона,

тому ми розглянемо далi випадки 2 < D < 3 та D = 3 окремо.

Добре вiдомо, що для бозе-систем в D > 2 явище бозе-конденсацiї мо-

жливе при скiнченних температурах. Ця точка фазового переходу друго-

го роду характеризується розвиненими коливаннями густини, якi сильно

впливають на домiшковi властивостi. Навiть для нашої моделi з коро-

ткодiючим двочастинковим потенцiалом, ефективна iндукована бозон-

фермiонна взаємодiя (див. рис. 5.14) володiє степеневим характером на

великих вiдстанях. Хоча наш пiдхiд ґрунт ується на розкладах за велики-

ми N , тобто ефективному пiдсумовуваннi безмежної сукупнiстi дiаграм,

але все ж таки є пертурбативним за параметром бозонно-домiшкової вза-

ємодiї g̃. Як наслiдок, ми припускаємо далi, що вiдношення ã/a є порядку

одиницi, коли g → 0. Друге обмеження є бiльш технiчним i стосується

величини маси домiшкового атома: подальшi розрахунки справедливi,

коли гола маса полярона не є занадто близькою до маси бозе-частинок

середовища.

Пiдставляючи вiдповiднi формули у спiввiдношення (5.64) i обчислю-

ючи iнтеграл для поправки до енергiї занурення полярона, отримуємо

ΣR
I (−µ̃I , 0)

ng̃
=

1

N

(
ã

a

)D−2 (
an1/D

) (D−2)2

4−D
εD(γ). (5.66)

Застосування отриманих тут i далi формул не обмежується лише цiли-

ми вимiрностями простору, а може бути легко використане для домiшок,

занурених у бозе-конденсати на фракталах. Зокрема, на рис. 5.15 по-
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будована знерозмiрена функцiя εD(γ) для фрактальної вимiрностi D =

ln(20)/ ln(3), що вiдповiдає такому об’єкту, як губка Менгера. Слiд за-

значити, що межi застосованостi вищезазначеного результату обмеженi

an1/D � |1−γ| 3−DD−2 . Це обмеження пов’язане зi спрощеннями, виконаними

пiд час обчислення iнтегралiв (тут мається на увазi замiна n(x) → 1/x

та врахування лише iнфрачервоної асимптотики ведучого порядку дiй-

сної та уявної частин поляризацiйного оператора). Насправдi, в околi

γ = 1 ми повиннi вийти за прийняте наближення для функцiй I(ω, k)

та R(ω, k), що своєю чергою, неодмiнно змiнить показник степення зале-

жностi енергiї вiд газового параметра an1/D у формулi (5.66). Аналогiчно

нами обчислено загасання у прийнятому наближеннi (див. рис. 5.15)

ΓI(0)

ng̃
=

1

N

(
ã

a

)D−2 (
an1/D

) (D−2)2

4−D
∆D(γ). (5.67)

Ще раз нагадаємо, що нашi обчислення є невiрними поблизу границi

рiвних мас, та те, що значення загасання з точнiстю до порядку 1/N рiв-

не нулевi, коли γ = 1. Зовсiм iнша ситуацiя реалiзуються в залежностi

власноенергетичної частини вiд хвильового вектора. Зокрема, при обчи-

сленнi поправки до ефективної маси домiшки (розкладом ΣR(ξI(p), p) з

точнiстю до квадратичних членiв за p), вiдповiдний iнтеграл розбiгає-

ться логарифмiчно у будь-якiй просторовiй вимiрностi. Ця проблема та-

кож з’являється пiд час обчислень [453] ефективної маси бозе-частинок

в критичнiй точцi, де цi розбiжностi можна трактувати як натяк на сте-

пеневу поведiнку p2−ηε одночастинкового спектра. Критичний iндекс ηε

в цьому випадку є унiверсальним, тобто, залежним лише вiд глобальних

параметрiв системи. Якщо припустити якiсно таку ж поведiнку для пере-

нормованого дисперсiйного спiввiдношення полярона, можна отримати

результат, справедливий для будь-яких g у прийнятому наближеннi

lim
p→0

[ε∗I(p)− ε∗I(0)] ∝ p2−ηε, (5.68)
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Рис. 5.15. Функцiї εD(γ) (суцiльна крива) та ∆D(γ) (штрихована лiнiя), якi визна-

чають поправки до енергiї та загасання для системи з розмiрнiстю губки Менгера

D = ln(20)/ ln(3).

з неунiверсальним показником, який задається так:

ηε =
1

N

(
ã

a

)2(D−2)

ηε(γ), (5.69)

у 1/N -наближеннi i зображений на рис. 5.16 для рiзних спiввiдношень

мас. Не дивно, що i квазiчастинковий лишок (5.11) характеризується не-

аналiтичною залежнiстю вiд хвильового вектора в довгохвильовiй гра-

ницi. Це дозволяє постулювати таку поведiнку запiзнюючої домiшкової

функцiї Грiна в точцi BEC

lim
p→0

Gret(ν, p)|ν→ε∗I(p) ∝
1

[ν − ε∗I(p)]1+ηz
, (5.70)

де показник ηz вiдрiзняється вiд ηε i рiвний

ηz =
1

N

(
ã

a

)2(D−2)

ηz(γ). (5.71)
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Рис. 5.16. Знерозмiренi функцiї ηz(γ) (суцiльна лiнiя) та ηε(γ) (штрихована крива)

для D = ln(20)/ ln(3).

Отриманi кривi (див. рис. 5.15,5.16) явно вказують на рiзницю в поведiнцi

важких (γ < 1) та легких (γ > 1) домiшок у просторi з вимiрнiстю

2 < D < 3.

Ця рiзниця є ще бiльш суттєвою в тривимiрному випадку, коли за-

лежнiсть вiд газового параметра an1/3 поправки ведучого порядку до

енергiї нерухомого полярона вiдрiзняються для γ < 1 та γ > 1. Зокрема,

для легких домiшок отримано (з логарифмiчною точнiстю)

ΣR(−µ̃I , 0)

ng̃
=

1

N
ãn1/3 ln[an1/3]ε3(γ), (5.72)

(γ > 1). Друга поправка до енергiї важкого домiшкового атома задається

формулою (5.66), де функцiя ε3(γ)

ε3(γ) =
4π(1 + 1/γ)

[ζ(3/2)]4/3
{δ3(γ)[π/2− arctan(1/δ3(γ))]− ln

√
1 + δ2

3(γ)},

та δ3(γ) = i3(γ)/r3(γ) = 1
π ln

∣∣∣1+γ
1−γ

∣∣∣. Натомiсть, загасання ведучого поряд-

ку iстотно не змiнює свою поведiнку з вiдхиленням вiдношення мас вiд
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γ = 1 i дорiвнює

ΓI(0)

ng̃
= − 1

N

4π(1 + 1/γ)δ3(γ)

[ζ(3/2)]4/3
ãn1/3 ln[an1/3]. (5.73)

У тривимiрному випадку отриманi формули, внаслiдок виконаних спро-

щень в обчисленнi iнтегралiв, справедливi лише за умови an1/3 � 1/ ln(1−

γ). Аналогiчно загальному розгляду з попереднього пiдроздiлу, ми зна-

йшли критичнi показники, що контролюють поведiнку домiшкової фун-

кцiї Грiна. Особливостi спектра в довгохвильовiй межi мiститься в

ηε(γ) =
2

3π2
(1 + γ)2γ

∂2

∂γ2

1

γ


δ2
3(γ)

1+δ2
3(γ)

, γ < 1

1, γ ≥ 1
, (5.74)

та показник сингулярностi точки галуження функцiї GR(ν, p)

ηz(γ) = − 1

2π2
(1 + γ)2 ∂

∂γ

1

γ


δ2
3(γ)

1+δ2
3(γ)

, γ < 1

1, γ ≥ 1
(5.75)

1/N -розклад з точнiстю до першого порядку, нечутливий до ефектiв

статистики. Наприклад, параметри домiшкового спектра при низьких

температурах в границi рiвних мас та з ã замiненою на a — вiдтворюють

одночастинковий спектр бозонiв середовища (порiвняйте поправку пер-

шого порядку з ефективною масою в [30] i низькотемпературний резуль-

тат для одночастинного спектра у [66]). Цiкаво, що та ж вiдповiднiсть

спостерiгається i в критичнiй температурi. Дiйсно, ототожнюючи домi-

шки з частинками середовища (γ → 1 + 0 та ã = a) i розраховуючи фун-

кцiю Грiна на нульовiй частотi при малих p з врахуванням формул (5.68),

(5.70) та за умови µ̃I = 0 (нагадаємо, що обернена одночастинка функцiя

Грiна бозонiв задовольняє тотожнiсть G−1(0) = 0 в критичнiй точцi), ми

одразу знаходимо limp→0G
−1(P )|νp=0 ∝ (p2−ηε)1+ηz = p2−η, де у прийня-

тому наближеннi η = ηε − 2ηz = 16
3π2N − 2 2

π2N = 4
3π2N , що узгоджується з

1/N -розрахунками iндекса Фiшера [386, 449] в D = 3.
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Рис. 5.17. Тривимiрнi функцiї ηz(γ) (суцiльна крива) i ηε(γ) (штрихована лiнiя).

Вставка показує знерозмiрену енергiю ε3(γ) важких (γ < 1) домiшок.

Цiкавим, звичайно, залишається питання поведiнки параметрiв спе-

ктра домiшки при темперахурах вiдмiнних вiд критичної. Вiдомо, що

вони скiнченнi в при низьких температурах, i потенцiйно, як слiдує з

розгляду вище, ефективна маса мала б безперервно зростати, а квазi-

частинковий лишок спадати при наближеннi до Tc. Проте цi наївнi мiр-

кування суперечать розрахункам проведеному в роботi [265] для одно-

частинкового спектра в надплинному 4He. Зокрема там було показано,

що ефективна маса залишається скiнченною практично для всiх темпе-

ратур, окрiм вузької флуктуацiйної дiлянки, де вiдбувається рiзка змiна

поведiнки вiд p2 до p2−ηε. Слiд очiкувати, що така ж тенденцiя зали-

шиться справедливою i для домiшкового спектра в бозе-системах при

скiнченних температурах.
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5.5. Сильновзаємодiючi бозе-фермi сумiшi в 4 − ε ви-

мiрах

5.5.1. Модель i огляд ε-розкладу Обговорювана модель описує без-

спiновi бозони та спiн-поляризованi фермiони в d-вимiрному об’ємi Ld з

перiодичними граничними умовами. Взаємодiя мiж бозонними атома-

ми нехтується, тодi як ми припускаємо наявнiсть контактного бозон-

фермiонного (псевдо)потенцiалу, що характеризується голою константою

зв’язку gΛ, яка залежить вiд UV обрiзання Λ

g−1
Λ = g−1 − 1

Ld

∑
|p|<Λ

2mbf

p2
. (5.76)

Для додатнiх значень перенормованої («спостережуваної») константи

зв’язку

g−1 = −Γ(1− d/2)

(2π)d/2
m
d/2
bf |εc|

d/2−1. (5.77)

ця модель має єдиний двочастинковий зв’язаний стан у вакуумi з енер-

гiєю εc = − 1
2mbfa2 (позначення для бозон-фермiонної приведеної маси

m−1
bf = m−1

b +m−1
f , де mb i mf є масами бозонiв та фермiонiв вiдповiдно,

всi m з одним iндексом позначають масу атомiв або композитних части-

нок, а з подвiйними iндексами — приведенi маси). Евклiдова дiя, яка явно

включає композитнi фермiони, отримується перетворенням Хаббарда-

Стратоновича оригiнальної бозон-фермiон взаємодiї введенням допомi-

жних грассманових полiв

S =

∫
x

b† {∂τ − ξb} b+

∫
x

f † {∂τ − ξf} f

+g−1
Λ

∫
x

c†c−
∫
x

{
c†fb+ b†f †c

}
, (5.78)

де
∫
x позначає iнтегрування по (d+ 1)-вимiрному евклiдовому просторi-

часу), де ξb(f) = − ∇2

2mb(f)
− µb(f) – вакуумнi спектри, змiщенi на хiмiчнi
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потенцiали µb(f). Комплекснозначнi поля b(x) i поля Грассмана f(x) i c(x)

описують бозони та два типи фермiонiв: атоми та композитнi фермiони

(димери). Як вперше зазначили Нусiнов i Нусiнов [460], саме в d = 4

димери не взаємодiють мiж собою та з iншими частинками. Найпростiше

це продемонструвати, обчисливши вакуумний пропагатор c-частинки в

(d + 1)-iмпульсному просторi [461]. Єдиний внесок власної енергiї дає

одна дiаграма, зображена на рис. 5.18

Рис. 5.18. Введення власної енергiї в димерний пропагатор (подвiйна суцiльна лiнiя).

Суцiльнi та пунктирнi лiнiї позначають фермiоннi та бозоннi пропагатори вiдповiдно.

〈c†P cP 〉 =
g|εc|d/2−1

|εc|d/2−1 −
[
p2

2mc
− iνp

]d/2−1
, (5.79)

з mc = mb + mf . Точно в d = 4 знаменник (5.79) вiдтворює обернений

пропагатор вiльної композитної частинки з енергiєю зв’язку εc. Бiльше

того, в околi чотирьох вимiрiв, лишок димерного пропагатора в полю-

сi лiнiйно зникає з ε = 4 − d. Цей факт дозволяє побудувати теорiю

збурень, навiть для сильно взаємодiючих систем (g−1 = 0), використо-

вуючи ε як малий параметр. Дiйсно, кожна дiаграма, що мiстить один

димерний пропагатор i не мiстить UV розбiжностей, несе малий пара-

метр. Отже, усi дiаграми можна класифiкувати за кiлькiстю 〈c†c〉-лiнiй

або, еквiвалентно, змiнюючи масштаб c-полiв, можемо пов’язати фактор
√
ε з кожною вершиною взаємодiї в дiї (5.78). Тодi всi спостережуванi

обчислюються як степеневий ряд у
√
ε. Далi ε-розклад буде використа-

но для дослiдження властивостей бозе-фермi сумiшей, головним чином

у межах нескiнченного бозон-фермiонного зв’язку. У двочастинковому
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секторi ця границя нашої моделi характеризується масштабною (i навiть

конформною) iнварiантнiстю. Якщо тричастинковий сектор також три-

вiальний, тобто в системi, що розглядається, вiдсутнiй ефект Єфiмова,

то всi наведенi вище симетрiї зберiгаються.

5.5.2. Димер-фермiонна сумiш Нехтуючи бозон-бозонною взаємо-

дiєю, ми обмежуємо наш розгляд випадком не бозе-конденсованих основ-

них станiв системи, тобто жоден одночастинковий енергетичний рiвень

макроскопiчно не зайнятий бозе-атомами. Наявнiсть BEC обов’язково

призводить до колапсу сумiшi. Це означає, що всi бозони повиннi бути

зв’язанi з фермiонними атомами, утворюючи димери. Легко показати,

що в просторi параметрiв завжди iснує область, де стан сумiшi системи,

близький до d = 4 при унiтарностi, є стабiльним. Дiйсно, в цiй межi ми

маємо справу з двома iдеальними фермi-газами: фермiонами та димера-

ми. Кiлькiсть димерiв дорiвнює кiлькостi бозонiв, а всi iншi фермiони

вiльнi

nb =
1

Ld

∑
p

θ(−ξc(p)), nf − nb =
1

Ld

∑
p

θ(−ξf(p)), (5.80)

де θ(x) — сходинкова функцiя Гевiсайда, а ξc(p) = p2

2mc
−µc, де µc = µb+µf

— хiмiчний потенцiал композитної частинки. Знайшовши µf i µb можна

продемонструвати термодинамiчну стабiльнiсть сумiшi, тобто ∂µf
∂nf

> 0,
∂µb
∂nb

> 0 та ∂µf
∂nf

∂µb
∂nb
− ∂µf

∂nb

∂µb
∂nf

> 0 для всiх

nf
nb
≥ 1 +

(
mf

mc

)d/2
. (5.81)

Для нижчих густин фермiонiв хiмiчний потенцiал бозонiв перетинає нуль

(µb < 0 у термодинамiчно стабiльнiй областi), сигналiзуючи про BEC-

перехiд. Нагадаємо, що наведенi вище висновки справедливi лише для d,

що дуже близько до чотирьох. При малому, але вiдмiнному вiд нуля ε ми
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можемо з’ясувати властивостi системи пертурбативно. Оскiльки вiльних

бозонiв немає, система є слабо взаємодiючою фермi-фермi сумiшшю. Че-

рез фермiонну статистику ця взаємодiя є вiдштовхувальною в s-каналi,

i можна застосувати парадигму фермi-рiдини для розрахунку розподiлу

частинок i термодинамiки системи. Взаємодiя в такiй системi лише де-

формує розподiл за iмпульсами, але не впливає на положення точки його

розриву. Обчислюючи власну енергiю незв’язаного фермiона (рис. 5.19,

b) i димерних пропагаторiв, можемо iдентифiкувати хiмiчнi потенцiали

a b

Рис. 5.19. Бозонна (а) i фермiонна (б) власнi енергiї порядку ε.

µf i µc, тодi як поправка до бозонного корелятора (рис. 5.19, a) змiнює

умову переходу BEC (5.81). Довгi, проте простi обчислення призводять

до нерiвностi (порядку ε)

nf
nb
≥ 1 +

(
mf

mc

)d/2
+ ε

mf

mb

[
mc

mb
+
mf

mc
− mc

2mf
−

m2
f

2m2
c

]
, (5.82)

для термодинамiчної стабiльностi. Зауважте, що поправка може бути

як завгодно великою для сильного дисбалансу мiж масами бозонних i

фермiонних атомiв mb � mf , змiщуючи умову стабiльностi в бiк бiльшої

густини фермiонiв.

Добре вiдомо, що макроскопiчне число фермiонiв є нестiйким до ку-

перiвського спарювання при притягальнiй взаємодiї будь-якої величини.

У нашому випадку, коли два види фермi-частинок (незв’язанi фермiо-

ни та димери) побудованi з одного фермiонного атома, єдиним можли-

вим каналом спарювання є p-хвильовий. Однак iснує кiлька можливих

сценарiїв композицiї куперiвських пар, а саме: атом-димер f − c, атом-
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атом f − f i димер-димер c − c (i всi можливi фази з спiвiснуванням

рiзних пар). Останнi два енергетично менш вигiднi, оскiльки вiдповiднi

взаємодiї мають порядок ε2 (див. рис. 5.20). Ефективна атом-димерна

f − c f − f c − c

Рис. 5.20. Ефективнi фермiон-димернi (f − c), фермiон-фермiоннi (f − f) i димер-

димернi (c− c) взаємодiї ведучого порядку.

взаємодiя має порядок ε, i рух вiд нормальної фази до нижчих темпе-

ратур призводить до спостереження f − c надплинностi. Для того, щоб

вивчити особливостi цього механiзму спарювання у ведучому порядку

за ε, потрiбно пiдсумувати нескiнченний ряд драбинкових дiаграм, пред-

ставлених на рис. 5.21. Пiдсумовування ряду еквiвалентне розв’язанню

= + +...

Рис. 5.21. Сума драбинкових дiаграм, що визначають (точну у вакуумi) фермiон-

димерну вершину.

iнтегрального рiвняння для двочастинної фермiон-димерної вершинної

функцiї [462, 463]. Цiкавлячись зв’язаними станами f − c, нам потрiбно

лише знайти нетривiальний розв’язок однорiдної частини цiєї вершини

Zfc(P ) =
1

βLd

∑
Q

〈b†P+Q+KbP+Q+K〉〈f †QfQ〉〈c
†
Q+KcQ+K〉Zfc(Q), (5.83)

де iωk пiсля аналiтичного продовження має бути ототожнений з енер-

гiєю зв’язку, а k з d-вимiрним хвильовим вектором куперiвської пари

фермiона з димером. Загалом, розв’язок є складним, але поблизу 4D, де

димерний пропагатор (5.79) набуває полюсної структури зi зникаюче ма-

лим лишком, рiвняння (5.83) формалiзується в систему пов’язаних мiж
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собою лiнiйних iнтегральних рiвнянь для функцiй ψp = Zfc(P )iνp→−ξf (p)

i φp = Zfc(P )iνp→ξc(|p+k|)−iωk . Перша визначена для всiх |p| > pf , тодi як

друга є ненульовою для |p + k| < pc. Враховуючи для простоти лише

випадок pf = pc (iнакше спаровування Купера вимагає скiнченного iм-

пульсу фермiон-димерної пари) i k = 0, можна показати, що ψp = e ·pψp
i φp = e · pφp (де e є одиничним вектором). Можна знайти поведiнку

при великих p (в масштабно-iнварiнтнiй границi) ψp ∼ 1/pσ у довiльнiй

вимiрностi з показником σ, заданим рiвнянням

mc

mf
=
σ − 2

d

sin(πd/2)

sin(πσ/2)2

F1

(
1 +

d− σ
2

,
d+ σ

2
− 1;

2 + d

2
;
m2
f

m2
c

)
, (5.84)

яка є нiчим iншим, як масштабною вимiрнiстю вiдповiдного компози-

тного оператора p-хвильового каналу (f − c) [461]. Звернiть увагу, що

розв’язки рiвняння (5.84) йдуть парами σ i 4 − σ. У межi ε → 0 пока-

зник σ лiнiйно спадає до нуля. Для достатньо малих мас бозонiв iснує

область iз комплексно спряженими показниками σ = 2± iσ0 виникнення

p-хвильового ефекту Єфiмова при довiльному d. Близько до d = 4 ефе-

ктивна фермiон-димерна взаємодiя майже дорiвнює нулю, що дозволяє

апроксимувати функцiї ψp ≈ ψpf i φp ≈ φpf їх значеннями на поверхнi

Фермi (нагадаємо, що тут ми обговорюємо лише межу рiвних заселе-

ностей фермiонiв i димерiв). Це спрощення перетворює два iнтегральнi

рiвняння (для ψp i φp) в одне алгебраїчне з нетривiальним розв’язком, що

визначає з експоненцiальною точнiстю енергiю зв’язку фермiон-димерної

пари (а, отже, i щiлину в спектрi квазiчастинок)

∆fc ∼
p2
f

mfc
exp

{
−2

ε

mb

mfc

}
. (5.85)

Необхiдно вийти за межi ведучого порядку в розкладi за ε, щоб знайти

числового множник попереду.
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5.5.3. Вакуумний тример Правильне формулювання проблеми b− c

тримера передбачає [77, 429, 430, 432, 464] модифiкацiю вихiдної дiї (5.78)

додатковим членом, що описує бозон-димерну взаємодiю

∆S = −gcb,Λ
∫
x

b†c†cb. (5.86)

Для зручностi введемо iншi допомiжнi комплекснi грассмановi поля, якi

факторизують складенi оператори cb i b†c†

∆S = g−1
t,Λ

∫
x

t†t− hΛ

∫
x

{
t†cb+ b†c†t

}
. (5.87)

Очевидно, що gcb,Λ = gt,Λh
2
Λ, але не можна покласти hΛ = 1, оскiльки

ця вершина отримує внески в ходi RG процедури. Наївнi однопетлевi

обчислення дають

Λ
dhΛ

dΛ
= −ηRGhΛ, ηRG =

sin (π[d/2− 1])

π/2

(
m2
c

mfmt

)d/2−1

, (5.88)

з mt = mc + mb — маса тримера. Розв’язок hΛ = h0

(
Λ
Λ0

)−ηRG (з ηRG
завжди додатньо-визначеним) вiдображає UV нерелевантнiсть вiдповiд-

ної взаємодiї. Звернiть увагу, що наведений вище простий однопетле-

вий результат дiйсний лише в безпосереднiй близькостi до d = 4, де

ηRG = m2
c

mfmt
ε + . . .. Точну залежнiсть hΛ вiд параметра UV-обрiзання

можна отримати з повного розгляду бозон-димерної задачi. У межах дiї

S + ∆S можливi стани тримера мiстяться у вершинi, заданiй дiаграм-

ною рiвнiстю на Рис. 5.22. Вiдповiдне iнтегральне рiвняння для вершини

+=

Рис. 5.22. Перенормована вакуумна вершинна функцiя, що визначає процес b+ c→ t

(потрiйна лiнiя вiдноситься до тримера).

на масовiй поверхнi Tbc(q) у системi центру мас (де iмпульси бозона, що
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стикається, i композитного фермiона mb

mt
p − q i mc

mt
p + q, вiдповiдно) iз

загальним iмпульсом p

Tbc(q) = hΛ +
1

Ld

∑
k

Tc(k)Tbc(k)
(k+q)2

2mf
+ k2+q2

2mb
+ p2

2mt
− iνp

, (5.89)

зi скороченими позначеннями для функцiї Tc(k) = −〈c†KcK〉|iνk→iνp− p2

2mt
− k2

2mb

.

Звернiть увагу, що вершинна функцiя Tbc(q) також залежить (хоча це яв-

но не зазначено) вiд (d+ 1)-iмпульсу P , але лише в комбiнацiї p2

2mt
− iνp,

що узгоджується з Галiлей-iнварiантнiстю системи трьох тiл. Перед тим,

як продовжити аналiз розв’язкiв рiвняння (5.89), обчислимо тримерний

пропагатор. Це легко зробити, коли вiдома вершинна функцiя Tbc(q) на

масовiй поверхнi. Тодi єдиний внесок до власної енергiї в тримерний про-

пагатор визначається графiком Файнмана, показаним на рис. 5.23. З явно

Рис. 5.23. Власна енергiя вакууму тримерного пропагатора.

заiнтегрованою мацубарiвською частотою у власнiй енергiї

〈t†P tP 〉
−1 = g−1

t,Λ +
hΛ

Ld

∑
k

Tc(k)Tbc(k), (5.90)

впливає лише s-хвильовий канал амплiтуди бозон-димерного розсiюван-

ня. У подальшому потрiбно розглядати лише сферично-симетричнi розв’яз-

ки рiвняння (5.89). У довiльнiй d функцiю Tbc(q) можна знайти лише

чисельно, але в масштабно-iнварiантнiй границi q � 1/a з q � Λ ана-

лiтично. Пам’ятаючи, що hΛ→∞ → 0, i те, що обрiзання накладається

на пiдсумовування за хвильовим вектором в правiй частинi (5.89), мо-

жемо звести це рiвняння до однорiдного. Тодi масштабна iнварiантнiсть
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фiксує асимптотичну форму вершини на масовiй поверхнi Tbc(q) ∝ 1/qη.

Пiдставляючи цей анзац назад в iнтегральне рiвняння та обчислюючи

iнтеграли в довiльних d, ми отримуємо умову для дозволених η

1 = −sin(πd/2)

sin(πη/2)
2F1

(
d− η

2
,
d+ η

2
− 1;

d

2
;
m2
b

m2
c

)
. (5.91)

Усi розв’язки цього рiвняння завжди йдуть парами η i 2 − η. Отже,

функцiя Tbc(q) = Aq−η + Bqη−2 є лiнiйною комбiнацiєю двох часткових

розв’язкiв. Близько до d = 4 ми маємо η ≈ 2F1

(
2, 1; 2;

m2
b

m2
c

)
ε = m2

c

mfmt
ε, тоб-

то узгоджується з наведеними вище прогнозами ηRG однопетлевої RG в

границi ε → 0. Для будь-яких вiдношень mb/mf завжди iснує дiапазон

d ∈ [dmin, dmax], де iснують два взаємно комплексно-спряженi розв’язки

η = 1± iη0. Останнє свiдчить про виникнення ефекту Єфiмова в системi

трьох тiл. Це легко побачити, проаналiзувавши Tbc(q) ∼ sin(η0 ln(qr0))
q (тут

r0 — довiльна довжина масштаб) при уявних η. Будучи розв’язком одно-

рiдного iнтегрального рiвняння, ця вершина збiгається з тричастинною

хвильовою функцiєю нульової енергiї. Отже, кiлькiсть її вузлiв визначає

кiлькiсть зв’язаних станiв в системi трьох тiл. Тому, в єфiмовськiй обла-

стi маємо нескiнченну послiдовнiсть тримерiв з характерним спiввiдно-

шенням εt,n/εt,n+1 = e2π/η0 (n � 1) мiж енергiями зв’язаного стану двох

найближчих. Звичайно, розрахунок пропагаторiв для тримерiв Єфiмова

є цiкавою задачею, яка не може бути вирiшена до кiнця в розглянутiй мо-

делi. Правильне формулювання вимагає виходу за межi попарної бозон-

фермiон взаємодiї нульового радiусу дiї шляхом прийняття, наприклад,

двоканальної моделi, що описує вузький резонанс Фешбаха. Iснування

точного розв’язку [465, 466] проблеми трьох тiл у цiй моделi в 3D вселяє

надiю у розрахунки пропагаторiв для унiверсальних тримерiв Єфiмова.

За межами iнтервалу [dmin, dmax], може бути щонайбiльше два зв’язанi

стани. Однак, коли маса бозонних атомiв нескiнченна, точний розв’язок
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задачi трьох тiл дає єдиний зв’язаний стан, який задовольняє бозонну

статистику. Звернiть увагу, що межа mb � mf є найбiльш сприятливою

для появи тримера. Отже, можна зробити висновок про iснування єдино-

го тримерного стану з енергiєю εt ∼ − 1
2mbca2 поза iнтервалом [dmin, dmax].

Легко бачити, враховуючи UV залежнiсть обох функцiй Tc(k)Tbc(k), що

сума в (5.90) є розбiжною i її слiд перенормувати. Останнє реалiзується

шляхом поглинання ведучого доданку на великих Λ голою константою

зв’язку gt,Λ. Згадуючи, що тримерний пропагатор повинен мати простий

полюс у зв’язаних станах трьох тiл, отримуємо

〈t†P tP 〉
−1 =

hΛ

Ld

∑
k

{
Tc(k)Tbc(k)− [Tc(k)Tbc(k)] p2

2mt
−iνp→|εt|

}
. (5.92)

Головний внесок у наведений вище iнтеграл можна обчислити для ма-

лих ε, використовуючи асимптотичний степеневий розв’язок для верши-

ни Tbc(k)

〈t†P tP 〉
−1 ∝ |εt|1−η/2 −

[
p2

2mt
− iνp

]1−η/2

, (5.93)

де множник попереду мiстить hΛ i константу порядку одиницi (зауважте,

що тут мале ε, що походить вiд пропагатора 〈c†P cP 〉, компенсується UV-

розбiжнiстю iнтеграла). Набагато нижче d = 4 потрiбен повний розв’язок

рiвняння (5.89), щоб отримати тримерний пропагатор. Точно в d = 4 ви-

раз для 〈t†P tP 〉 вiдтворює пропагатор вiльної частинки з енергiєю зв’язку

εt i масою mt тримера.

5.5.4. Тример-димер-фермiонна сумiш Iснування мiлких триме-

рiв змiнює описану вище фазову дiаграму бозе-фермi сумiшi. Зокрема,

слiд очiкувати виникнення термодинамiчно стабiльної фази при густи-

нах нижче (5.81). Ця фаза характеризується спiвiснуванням тримерiв,

димерiв i незв’язаних фермiонних атомiв. Простий розмiрний аналiз у
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близьких до d = 4 вимiрах, що спирається на комбiнацiї бозонних i

фермiонних хiмiчних потенцiалiв, приводить до висновку, що не може

бути тримерiв без димерiв, принаймнi у ведучому порядку розкладу за

ε. Енергiю основного стану цiєї трикомпонентної фермi-сумiшi майже

невзаємодiючих частинок можна записати (з точнiстю до неважливого

знерозмiреного коефiцiєнта) так:

E

Ld
∝ (nf − nc − nt)2/d+1

2mf
+
n

2/d+1
c

2mc
+
n

2/d+1
t

2mt
, (5.94)

де nc i nt — густини димерiв i тримерiв вiдповiдно. Їх рiвноважнi значення

знаходимо мiнiмiзуючи E з природною умовою nb = nc + 2nt (усi бозони

йдуть на утворення або димерiв, або тримерiв). Таким чином, лише одна

густина (скажiмо, nt) невiдома в E, i розв’язуючи рiвняння ∂E/∂nt = 0,

знаходимо як nt, так i nc. Тодi легко продемонструвати, що будь-який iз

розв’язкiв реалiзує мiнiмум E (оскiльки ∂2E/∂n2
t > 0). Нашi розрахунки

показали, що тримери виникають нижче (тобто при менших густинах

фермiонiв nf)

nf
nb

= 1 +

(
2mf

mc

)d/2
, (5.95)

i їх кiлькiсть монотонно зростає до точки BEC-переходу, яка в цьому

випадку реалiзується при

nf
nb

=
m
d/2
f +m

d/2
c +m

d/2
t

m
d/2
c + 2m

d/2
t

, (5.96)

а для нижчих фермiонних густин система стає нестiйкою щодо колапсу.

Останнiй вираз знайдено шляхом запису рiвнянь, подiбних до (5.80), але

з включенням тримерiв. Максимальне значення nt, яке досягається в

(5.96)

nt
nb

=
m
d/2
t

m
d/2
c + 2m

d/2
t

. (5.97)
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Варто пiдкреслити, що наведений вище аналiз i отриманi рiвняння (5.95)-

(5.97) справедливi лише поблизу чотирьох вимiрiв. Фазова дiаграма су-

мiшi строго при d = 4 представлена на рис. 5.24. Необхiдно розрахувати

0 1 2 3
0

1

2

3

4

5

u n s t a b l e  ( t e t r a m e r s ,  p e n t a m e r s , . . . ? )
f e r m i o n s + d i m e r s + t r i m e r s

n f  / n b

m b / m f

f e r m i o n s + d i m e r s

Рис. 5.24. Фазова дiаграма чотиривимiрної бозе-фермi сумiшi з резонансною двоча-

стинковою взаємодiєю. Верхня та нижня суцiльнi лiнiї вiдповiдають (5.95) та (5.96),

вiдповiдно. Пунктирна лiнiя показує умову стiйкостi (5.81) без можливостi появи

тримерiв.

залежнiсть параметра порядку nt вiд вiдхилення густини фермiонiв вiд

критичної величини ncrf , заданої рiвнянням (5.95), щоб виявити рiд кван-

тового фазового переходу мiж тримерною та димерною фазами (верхня

суцiльна лiнiя). На щастя, для розглянутої системи в межах d → 4 це

легко зробити nt ∼ (ncrf −nf)d/2 (як nf → ncrf ). Таким чином, рiвно в чо-

тирьох вимiрах система вiдчуває справжнiй квантовий фазовий перехiд

третього роду (у тому сенсi, що ∂3E/∂n3
f є розривною, хоча й скiнченною

з обох бокiв критичної точки). У нижчих вимiрах третя похiдна термо-

динамiчного потенцiалу за контролюючим параметром розбiгається сте-

пенево з малим показником −ε/2.

Трохи нижче чотирьох вимiрiв наша система в нормальнiй (ненад-

плиннiй) фазi є трикомпонентним фермi-газом зi слабкою взаємодiєю
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мiж частинками. В порядку ε лише бозонна власна енергiя (див. рис. 5.25,

а) отримує поправки через взаємодiю з тримерами. Формально також

a b

Рис. 5.25. Бозонний (а) i димерний (б) власно-енергетичнi внески порядку ε за при-

сутностi тримерiв.

iснує схожа бульбашка (рис. 5.25, b) порядку ε0, що перенормує 〈c†P cP 〉

пропагатор, але фактично вона робить внесок лише в порядок ε2 до спо-

стережуваних. Зрозумiло, що додатковий внесок у Σc(P ) змiнює, до по-

рядку ε, спiввiдношення мiж кiлькiстю димерiв i тримерiв у сумiшi, тодi

як Σb(K) змiщує лiнiю BEC-переходу (що збiгається з колапсом системи).

Останнiй ефект можна врахувати за допомогою дуже подiбних формул,

як у випадку димерiв, але iз замiною mf → mc, mc → mt i µf → µc,

µc → µt. Поява тримерiв у системi впливає на розподiл Nb(k) бозонiв

за iмпульсами, зокрема на його хвiст при великий k. Ведучий член (по-

рядку 1/k4) є вiдомим внеском Тана [414], тодi як тримери забезпечують

члени наступного порядку

Nb(k) ∼ ε

4

(pc
k

)4

+
η

4

(
mbmc

m2
t

)η/2 (pt
k

)4−ε+η

→ ε

4

(pc
k

)4

+
ε

4

m2
c

mfmt

(pt
k

)4+ε

(
m2
c

mfmt
−1

)
, (5.98)

де pc i pt — iмпульси Фермi димерiв i тримерiв вiдповiдно. Зауважте,

що m2
c

mfmt
− 1 > 0, тобто вплив тримерiв завжди є наступним пiсля ве-

дучого внеску вiд димерiв в границi k → ∞ i вiдрiзняється [467] вiд

тривимiрного випадку з властивою ефекту Єфiмова фiзикою. Рiвняння

(5.98) визначає лiнiйнi в ε параметри контакту двох i трьох тiл. Нарештi,

переходячи вiд високих температур (звичайно, T � µf,c,t, але T > 0),
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слiд очiкувати, виходячи з попереднього аналiзу, утворення p-хвильових

димер-тримерних (c − t) куперiвських пар (на додаток до розглянутих

вище фермiон-димерних f − c). Отже, така сумiш є двокомпонентною

фермiонною надплинною рiдиною. Однак, щоб виявити рiзнi основнi ста-

ни системи, необхiдно виконати бiльш детальне дослiдження.

5.6. Висновки до роздiлу 5

В цьому роздiлi детально проаналiзувано низькоенергетичну структуру

спектра (енергiя занурення та ефективна маса) рухомого домiшкового

атома, що занурений в одновимiрне бозонне середовище. Розглядаючи

систему, як фермi-бозе сумiш зi зникаючою малою фермiонною густи-

ною, ми виявили, що взаємодiя з бозонним середовищем суттєво змiнює

одночастинкову функцiю Грiна домiшки (їй стає притаманною особли-

вiсть типу точки галуження). Використовуючи пертурбативнi результа-

ти теорiї збурень з точнiстю до другого порядку, запропоновано загальну

формулу для точки галуження з неунiверсальним показником, що визна-

чає цю поведiнку. Також показано, що iндукована взаємодiя, особливо у

випадку великого дисбалансу маси, значно впливає на поведiнку домi-

шки в одновимiрному бозе-газi.

Вивчено властивостi домiшкового атома, зануреного у двовимiрне роз-

рiдженне бозе-середовище. За допомогою однопетлевих пертурбативних

розрахункiв було показано, що спектр бозе-полярона є добре визначений

при температурi нижче точки переходу Березiнського–Костерлiца–Таулесса,

в той час як лишок квазiчастинок завжди логарифмiчно розбiгається. За-

пропоновано трактувати наявнiсть цих розбiжностей, як неполюсну по-

ведiнку домiшкової функцiї Грiна з неунiверсальним показником, який

був оцiнений у першому порядку теорiї збурень.
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Розглянуто властивостi рухомої домiшки, зануреної в D-вимiрну над-

плинну систему в околi температури BEC. Використовуючи метод роз-

кладу за великими N , ми обчислили ведучу поправку (пiсля тривiальної

поправки Гартрi) до поляронного спектра в границi дуже розрiдженої

бозонної ванни. Було показано, що результати для енергiї занурення та

загасання суттєво залежать вiд спiввiдношення мас домiшкового атома

та бозе-частинок. Цi результати також прояснили iнфрачервону структу-

ру функцiї Грiна домiшки, яка, як було показано, виявляє особливiсть

типу точки галуження в критичнiй областi.

Показано, що бозе-фермi сумiшi без мiжбозонної взаємодiї у вимiрно-

стях близьких d = 4 мають кiлька термодинамiчно стабiльних станiв без

бозе-конденсату. Усi бозони в цих станах пов’язанi з фермiонами i, зале-

жно вiд спiввiдношення густин занурених фермiонiв i бозонiв, утворюють

макроскопiчну кiлькiсть або димерiв, або димерiв i тримерiв одночасно.

Нижче d = 4 термодинамiку системи можна розрахувати за допомогою

ε = 4− d розкладу. В областi дуже низьких температур спостерiгається

надплинний фазовий перехiд, пов’язаний з утворенням p-хвильових ку-

перiвських пар фермiонiв i димерiв.



283

РОЗДIЛ 6

Наближення середнього поля для

бозе-поляронiв

6.1. Вступ

Дослiджено властивостi домiшки, зануреної в бозе-ванну, точно аналiзу-

ються в рамках наближення середнього поля у випадку моделi середови-

ща слабковзаємодiючого одновимiрного бозе-газу з дво- та тричастинко-

вими короткосяжними взаємодiями. Зокрема, для розглянутої системи

в широкiй областi змiни параметрiв розраховується енергiя занурення

бозе-полярона i лишок квазiчастинок, а також, отримується ефективна

маса полярона, яка залежить вiд профiлю густини частинок середовища

iз зануреною нерухомою домiшкою. Наближення середнього поля дозво-

лило отримати повну iмпульсну залежнiсть спектра точковоподiбної до-

мiшки в розрiдженому бозе-газi з двочастинковою бозон-бозонною взає-

модiєю. Зокрема, для бозе-полярона зi скiнченним iмпульсом розроблено

функцiональний пiдхiд, квазiкласичне наближення вiдтворює результа-

ти середнього поля, тодi як квантовi поправки можна легко врахува-

ти за допомогою стандартних дiаграмних методiв. В цьому роздiлi ми

продемонструємо також, що низькоенергетичнi параметри домiшкового

спектра, а саме енергiя зв’язку та ефективна маса частинки, якiсно узго-

джуються з результатами квантових Монте-Карло симуляцiй.

В цьому роздiлi розглянуто проблему бозе-полярона у двох та трьох

вимiрах. Зокрема, припускаючи, що домiшка занурена в розрiджений
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бозе-газ i взаємодiє з бозонами через двочастинковий потенцiал твердих

сфер обчислено параметри спектра в границi малих iмпульсiв, а саме,

енергiю зв’язку та ефективну масу. Межi застосовностi середньо- по-

льового пiдходу до проблеми рухомих домiшок у Бозе-Ейнштейнiвських

конденсатах обговорюються шляхом порiвняння наших результатiв iз да-

ними Монте-Карло симуляцiй. Вперше проаналiзовано властивостi домi-

шок, занурених в унiтарний бозе-газ. Зокрема, середньо-польова схема

розширена до наближення локальної густини, i з її допомогою розрахо-

вано параметри спектрiв при малих iмпульсах три- та квазiодновимiрних

поляронiв, занурених в унiтарний бозе-газ. Результати цього роздiлу опу-

блiковано у статтях [51, 53, 67, 71, 72, 78]

6.2. Властивостi 1D бозе-полярона з урахуванням три-

частинкових сил

6.2.1. Формулювання. Розглянемо рух домiшкового атома, який за-

нурений в одновимiрну ванну, утворенуN бозе-частинками. Припустимо,

що система знаходиться у великому об’ємi L (накладаються перiодичнi

граничнi умови), i обмежимось лише вивченням термодинамiчної грани-

цi (N → ∞, L → ∞ але N/L = n̄ = const). Гамiльтонiан цiєї системи в

представленнi вторинного квантування для бозонiв виглядає так:

H = − ~2

2mI
∂2
zI

+Hint +HB, (6.1)

де перший доданок — кiнетична енергiя домiшки, положення якої позна-

чено zI ∈ [−L/2, L/2], а другий

Hint = g̃φ+(zI)φ(zI), (6.2)

описує дельтаподiбну взаємодiю мiж домiшкою i частинками, що утво-

рюють ванну, iнтенсивнiсть якої характеризується константою зв’язку
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g̃. Гамiльтонiан бозе-частинок з масою m i хiмiчним потенцiалом µ, що

фiксує їх кiлькiсть:

HB =

∫
dz φ†(z)

{
− ~2

2m
∂2
z − µ

}
φ(z)

+
∑
l=2,3

gl
l!

∫
dz[φ†(z)]l[φ(z)]l, (6.3)

включає дво- i тричастинковi короткодiючi потенцiали з параметрами

зв’язку g2 and g3, вiдповiдно. Польовi оператори φ+(z) та φ(z) в (6.3)

задовольняють стандартнi бозоннi комутацiйнi спiввiдношенням

[φ(z), φ†(z′)] = δ(z − z′), [φ(z), φ(z′)] = 0.

Подальший розгляд є типовим для бозе-поляронної задачi: враховую-

чи збереження сумарного iмпульсу, ми виконуємо унiтарне перетворення

Лi-Лоу-Пайнса [468] H ′ = U+HU з генератором

U = exp {izI(p− P)}, де ~p — iмпульс домiшки, а оператор

~P = −i
∫
dz φ†(z)~∂zφ(z) слiд розглядати як iмпульс бозе-частинок.

Зауважимо, що H ′ комутує з оператором iмпульсу домiшки, власне зна-

чення якого можна вибрати довiльно (~p в нашому випадку). Унiтарно-

перетворений гамiльтонiан H ′ матиме такий вигляд:

H ′ =
~2p2

2mI
+H ′int +HB + ∆H ′, (6.4)

де другий доданок тепер H ′int = g̃φ+(0)φ(0), в той час як останнiй ∆H ′

описує ефективний зовнiшнiй потенцiал, та iндуковану двочастинкову

взаємодiю мiж бозонами, пов’язаними з рухом домiшки

∆H ′ = −~
2p

mI
P +

~2

2mI
P2. (6.5)

Загалом, модель (6.4) не має точних розв’язкiв. Деякi граничнi ви-

падки g3 = 0 та mI = m (чи mI � m) можуть бути вивченi за допо-

могою Бете-анзацу для хвильової функцiї i добре обговоренi в лiтерату-

рi. Включення тричастинкових сил, однак, повнiстю порушує iнтегров-

нiсть моделi, i тому наш подальший аналiз потребує певних наближень.



286

Тому, для сформульованої проблеми застосуємо наближення середнього

поля [339]. Зауважимо, що це наближення вперше зустрiчається в робо-

тах Гросса [469], а у нещодавнiй роботi [36] показано його застосовнiсть

до аналiтичного опису 1D бозе-поляронiв. Основна iдея — замiнити в

нормально-впорядкованому гамiльтонiанi H ′ польовi оператори компле-

ксною функцiєю φ†(z)→ φ∗(z) та φ(z)→ φ(z), що мiнiмiзує вiдповiдний

функцiонал енергiї. Ця замiна iдентична використанню пробної хвильо-

вої функцiї основного стану Ψ ∝
∏

z |φ(z)〉 записанi в представленi коге-

рентних станiв, або Ψ ∝
∏

1≤j≤N φ(zj − zI) явно в координатному зобра-

женi для початкового гамiльтонiана (6.1). Звичайно, такий спрощений

розгляд, який застосовний лише до бозе-частинок i суттєво полегшує те-

оретичний опис проблеми, не позбавлений вад. Зокрема, вiн повнiстю

нехтує важливими квантовими кореляцiями, якi вiдповiдають за вини-

кнення позадiагонального квазiдалекого порядку в 1D бозе-системах при

нульовiй температурi. З iншого боку, наближення середнього поля дає

правильну термодинамiку в першому порядку за константою зв’язку для

слабовзаємодiючих бозе-систем, що звужує дiапазон застосованостi отри-

маних результатiв лише на випадок розрiджених бозе-середовищ.

Запишемо рiвняння Ейлера-Лагранжа для невiдомої функцiї, яка екс-

тремалiзує функцiонал енергiї. В контекстi подальших обчислень, осо-

бливо при ненульовому ~p, зручно ввести параметризацiю Маделунга

φ∗(z) =
√
n(z)e−iϕ(z), φ(z) =

√
n(z)eiϕ(z), де амплiтуда n(z) в нашому

випадку позначатиме локальну густину бозонiв у точцi z. З урахуван-

ням цього, пара рiвнянь, якi визначають поля фази ϕ(z) i густини n(z)

виглядає так:

− ~2

4mr

nzz
n

+
~2

8mr

n2
z

n2
+

~2

2mr
ϕ2
z + g2n+

1

2
g3n

2

+gδ(z)− µ− ~2

mI
ϕz(p− P) = 0, (6.6)
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− ~2

mr
∂z(nϕz) +

~2

mI
(p− P)nz = 0, (6.7)

де iндекс z позначає диференцiювання за координатою. Бозон-домiшкова

приведена маса mr = mmI/(m+mI) виникала у наведених вище форму-

лах через нормальне впорядкування останнього члена у (6.5). Ми також

використали те саме позначення ~P =
∫
dz n~ϕz для величини загаль-

ного iмпульсу бозе-газу, обчисленого в наближеннi середнього поля.

Пошук розв’язкiв системи рiвнянь (6.6), (6.7) слiд почати з другого.

Формальний розв’язок, з точнiстю до константи, яка забезпечує перiо-

дичнi граничнi умови, але є порядку 1/L i, отже, не має значення для

наших розрахункiв, такий

ϕz(z) =
mr

mI
(p− P)[1− n∞/n(z)], (6.8)

де n∞ = n(±L/2). Зауважимо, що вираз (6.8) забезпечує значення P по-

рядку одиницi. Тодi формула для ϕz слiд пiдставити в перше рiвняння

системи, щоб знайти профiль густини n(z) бозе-частинок iз зануреною

домiшкою, що рухається з iмпульсом ~p. Власне, це рiвняння для зада-

ного p слiд розв’язувати самоузгоджено з величиною

P =
p∆p

1 + ∆p
, ∆p =

mr

mI

∫
dz

(n− n∞)2

n
, (6.9)

де ∆p також залежна вiд p. Вищезаписана форма P була отримана з

другого рiвняння Ейлера-Лагранжа (6.7) шляхом множення обох сторiн

на ϕ з подальшою iнтегруванням частинами.

Енергiя основного стану системи ‘бозе-газ + рухома домiшка’

Ep = µN − g2

2

∫
dz n2 − g3

3

∫
dz n3 +

~2

2mI
(p2 − P2). (6.10)

Енергiю полярона εp = Ep − E0|g̃=0 можна легко обчислити як рiзницю

(6.10) i енергiї середнього поля однорiдної бозе-системи без домiшок.
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Важливою величиною, яка визначає поляронну густину станiв побли-

зу пiку, при вимiрюваннях, коли в бозе-конденсат завантажується неве-

лика кiлькiсть домiшкових атомiв, є лишок квазiчастинок Zp. У пред-

ставленiй методицi це задається квадратом модуля iнтеграла перекрит-

тя Zp = |〈Ψ0|Ψ〉|2 мiж основним станом однорiдної бозе-системи Ψ0 та

хвильовою функцiєю в присутностi домiшки. Для одновимiрних бозе-

поляронiв при абсолютному нулi [35, 58] i для двовимiрних при скiн-

ченних температурах [56] ця величина демонструє сингулярну поведiнку

(вiдому як катастрофа ортогональностi в 1D). Але середньопольовий ан-

зац, не враховує цих особливостей в одному вимiрi, даючи скiнченний

p-залежний результат

lnZp = −n̄
∫
dz
[
n/n∞ + 1− 2

√
n/n∞ cos(ϕ− ϕ∞)

]
, (6.11)

де ϕ∞ = ϕ(±L/2) в границi великих N .

6.2.2. Поляронний спектр при малих iмпульсах. На жаль, нам

не вдалося отримати повний аналiтичний розв’язок сформульованої за-

дачi для довiльного p, тобто, ми не знайшли енергiю рухомого полярона

в найбiльш загальному випадку. Однак, в загальних рисах особливостi

низькоенергетичного поляроного спектра вiдомi без точного вирiшення

задачi. Ця залежнiсть є квадратичною за iмпульсом рухомої частинки

εp→0 = ε0 +
~2p2

2m∗I
+ . . . , (6.12)

де енергiю занурення ε0 можна обчислити, використовуючи профiль гу-

стини бозе-газу з зануреною нерухомою домiшкою. На ефективну масу

m∗I впливає взаємодiя iз середовищем, i тепер ми збираємось обґрунт ува-

ти, що вона також визначається просторовим розподiлом частинок ванни

при нульовому iмпульсi домiшки. Припустимо, що ми знайшли розв’язок,

коли p = 0, де задача суттєво спрощується. Справдi, з (6.7) знаходимо
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ϕz = 0 (i вiдповiдно P = 0) а профiль густини бозонiв задається простим

рiвнянням, яке в нашому випадку дозволяє точний аналiтичне розв’язок

через елементарнi функцiй. Тодi енергiя зв’язку полярона легко обчи-

слюється. Бiльше того, маючий цей розв’язок i використовуючи (6.9),

маємо змогу отримати коефiцiєнт, який визначає лiнiйну залежнiсть ве-

личини ~P вiд iмпульсу ~p коли домiшка починає повiльно рухатися.

Останнє дозволяє обчислити поправку до загального функцiоналу енер-

гiї в границi малих p

~2

2mr

∫
dz nϕ2

z +
~2

2mI
(p− P)2 =

~2p2

2mI

1

1 + ∆0
=

~2p2

2m∗I
, (6.13)

що фактично визначає ефективну масу бозе-полярона. Нарештi, слiд за-

значити, що вищевказана формула не обмежується розглянутою задачею

i може бути легко використана для обчислень, так званої гiдродинамi-

чної ефективної маси домiшок в будь-яких iнших пiдходах, схожих на-

ближенню середнього поля. Тому що єдиною iнформацiєю, необхiдною

для її розрахункiв, є профiль густини частинок, що утворюють ванну,

за наявностi статичної домiшки, яку в принципi, можна обчислити за

допомогою наближення локальної густини для довiльних середовищ.

Рiвняння (6.6) при p зводиться до такого:

− ~2

2mr

√
n
∂2
z

√
n+ g2n+

1

2
g3n

2 + gδ(z) = µ, (6.14)

загальний розв’язок якого, без включення тричастинкових сил (тобто,

коли g3 = 0) i для довiльної кiлькостi бозе-частинок, помiщених в скiн-

ченний об’єм L, обговорено в лiтературi [470, 471]. Для цiєї системи, фаза

з g2 > 0 є єдиною стабiльною в термодинамiчнiй границi (L → ∞). У

випадку ненульового значення константи тричастинкової взаємодiї ситу-

ацiя дещо складнiша. Хiмiчний потенцiал рiвний n̄g2 + n̄2g3/2 i однорiдна

фаза є термодинамiчно стабiльною при g3 > −g2/n̄, як для вiдштовху-
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вальної (g2 > 0), так i для притягальної (g2 < 0) двочастинкових взаємо-

дiй. Нижче ми обмежимось лише експериментально релевантним випад-

ком розрiдженої бозе-ванни з двочастинковим вiдштовхуванням g2 > 0 i

додатково ми припускаємо, що система без домiшок не колапсує (тобто,

умова g3 > −g2/n̄ завжди виконується). Накладаючи перiодичнi грани-

чнi умови n(±L/2) = n∞ в термодинамiчнiй границi (n∞ = finite) одразу

отримуємо

n(z)

n∞
=

cosh(2κ|z|+ y0)− σ
cosh(2κ|z|+ y0) + σγ

, (6.15)

тут σ = sign(g), густина на безмежностi визначається наступним чином

g2n∞ + g3n
2
∞/2 = µ, хiмiчний потенцiал визначається умовою нормуван-

ня
∫
dz n = N , κ =

√
mr(g2n∞ + g3n2

∞)/~ i γ = η2+4η3/3
η2+2η3/3

, де знерозмiренi

константи зв’язку η2 = mg2/(~2n∞) i η3 = mg3/~2. Параметр y0 фiксу-

ється граничною умовою, що походить вiд доданка з дельта-функцiєю

в (6.14) i в загальному випадку, визначається кубiчним рiвнянням. Пi-

сля введення додаткового позначення ξ = mrg̃/(~2κ) явний вираз для y0

такий:

coth(y0/2) = ξ/3 + (2/3)
√

3 + ξ2

× cos

{
1

3
arccos

[
ξ3 + 9ξη2

2(η2+η3)

(3 + ξ2)3/2

]}
, (6.16)

у випадку вiдштовхувального (g̃ > 0) та

tanh(y0/2) = −|ξ|/3 + (2/3)
√

3 + ξ2

× cos

{
π

3
− 1

3
arccos

[
|ξ|3 + 9|ξ|η2

2(η2+η3)

(3 + ξ2)3/2

]}
, (6.17)

притягального (g̃ < 0) бозе-поляронiв. З профiлем густини (6.15) всi па-

раметри, що визначають низькоенергетичний домiшковий спектр, а саме

енергiю зв’язку та ефективну масу, можна виразити через елементарнi

функцiї. Вiдповiднi формули занадто громiздкi i тому тут не записанi.
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6.2.3. Обговорення результатiв. Огляд отриманих результатiв при-

родно розпочати з порiвняння двох граничних випадкiв, а саме, коли

бозе-частинки взаємодiють через парний потенцiал (g3 = 0 i g2 > 0),

або коли присутня лише тричастинкова взаємодiя (g2 = 0 i g3 > 0).

Низькоенергетичнi характеристики спектра полярона ми наводимо на

рис. 6.1-6.3. Для зручностi ми ввели характерний енергетичний масштаб

~2n̄2/m; знерозмiрений параметр η = mg̃/(~2n∞) (на цiй стадiї розрахун-

кiв n∞ можна замiнити на n̄), що описує iнтенсивнiсть бозон-домiшкової

взаємодiї та величину w = m/mI маси бозе-частинок в одиницях го-

лої маси домiшки. З рис. 6.2 легко видно, що енергiя зв’язку вiдштов-
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Рис. 6.1. Залежнiсть енергiї зв’язку полярона ε0 (в одиницях ~2n̄2/m) вiд констан-

ти бозон-домiшкової взаємодiї. Суцiльнi та штриховi кривi вiдповiдають бозе-ваннi

з повнiстю дво- та тричастинковим вiдштовхуванням, вiдповiдно. Iншi параметри

вибираються таким чином: вiдношення мас w = 1, η2 = 1 (суцiльна лiнiя) i η3 = 1

(штрихована лiнiя). Вставка на графiку iлюструє поведiнку енергiї зв’язку вiдштов-

хувального бозе-полярона.

хувального бозе-полярона в бозе-газi лише з дво- або тричастинковими

взаємодiями якiсно поводиться однаково. Основнi вiдмiнностi виникають

у притягальному бозе-поляронi, особливо при великих |g|. Зокрема, змi-
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Рис. 6.2. Ефективна маса полярона в бозе-системi з дво- (суцiльна лiнiя) та трича-

стинковою (пунктирна лiнiя) взаємодiєю. За умови фiксованих параметрiв w = 1,

η2 = 1 i η3 = 1
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Рис. 6.3. Перенормування хвильової функцiї Z0 за наявностi нерухомої домiшки w =

1, η2 = 1 (суцiльна лiнiя) та η3 = 1 (пунктирна лiнiя).

нюється ведуча асимптота домiшкової енергiї вiд ε0 ∝ −|g̃|3 у випадку

двочастинкового вiдштовхування мiж бозонами до ε0 ∝ −|g̃|2 за умови,

коли присутня лише тричастинкова взаємодiя. Ця асимптотична пове-
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дiнка енергiї зв’язку зберiгається в загальному випадку, коли i g2, i g3

ненульовi. Однак фiзика в цiй межi цiлком зрозумiла: домiшка утворює

двочастинковий зв’язаний стан з частинками бозе-середовища, а отже,

енергiя зв’язку досягає значення ε0 → −mrg̃
2/(2~2). Це протирiччя на-

справдi не є несподiваним, оскiльки структура середньопольового анзацу

не дозволяє формування зв’язаного стану в термодинамiчнiй границi.

Розрахована ефективна маса (рис. 6.2) бiльш чiтко розкриває вiдмiн-

ностi мiж двома бозе-середовищами. За наявностi лише двочастинкового

вiдштовхування (g3 = 0), величина ∆0, що визначає ефективну масу по-

лярона є дуже простою симетричною функцiєю g̃

∆0|g3=0 =
4mrn̄

mIκ

[√
1 + (κg̃/2µ)2 − 1

]
. (6.18)

В протилежнiй границi (g2 = 0), ефективна маса вiдрiзняється для вiд-

штовхувального i притягального бозе-поляронiв (громiздкий явний ана-

лiтичний вираз для ∆0 можна отримати навiть у цьому випадку). Вона

розбiгається, коли g̃ → ±∞, яка, як очiкується, буде якiсно правильною

поведiнкою для вiдштовхувальної бозон-домiшкової взаємодiї та абсолю-

тно невiрною для притягального бозе-полярона.

Попереднi висновки, зробленi вище для ефективної маси, можуть бути

легко розширенi на квазiчастинковий лишок (див. рис. 6.3), який демон-

струє чiтку залежнiсть вiд параметра бозоно-домiшкового зв’язку для

бозе-газу з дво- i тричастинковими взаємодiями, особливо коли g̃ < 0. В

протилежнiй границi g̃ →∞, перекриття хвильових функцiй Z0 пряму-

ють до сталих значень в обох випадках.

Для виявлення взаємозв’язку мiж дво- i тричастинковими силами

в одновимiрному бозе-конденсатi на поведiнку одиничної домiшки, на

рис. 6.4-6.5 побудовано графiчнi залежностi низько енергетичних параме-

трiв поляронного спектра. Зокрема, ми зафiксували iнтенсивнiсть бозон-
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Рис. 6.4. Залежнiсть енергiї зв’язку полярона ε0 (в одиницях ~2n̄2/m) вiд знерозмi-

реної константи зв’язку η3 наведено тут для трьох рiзних спiввiдношень мас та при

фiксованих бозон-бозоннiй η2 = 1 та бозон-домiшковiй η = 5 взаємодiях.
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Рис. 6.5. Лишок квазiчастинок i ефективна маса домiшки (вставка) як функцiї па-

раметра тричастинкової взаємодiї.

бозон взаємодiї η2 = 1 i зосередились на випадку вiдштовхувального

бозе-полярона (η = 5), де очiкується, що наш середньопольовий розгляд
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працює належним чином. Варiюючи параметр тричастинкової взаємо-

дiї в областi, де бозе-система без домiшок є стабiльною η3 ∈ (−1,∞),

для трьох спiввiдношень мас w = 1/10; 1; 10, ми чисельно дослiдили

вплив взаємодiї трьох тiл (вiд слабкого притягання до сильного вiдштов-

хування) на властивостi системи. Рисунки 6.4-6.5 окреслюють загальну

тенденцiю: збiльшення тричастинкового вiдштовхування призводить до

вичерпання ефектiв взаємодiї. Зокрема, енергiя занурення домiшки зро-

стає в початковiй областi, а потiм досягає постiйної величини при ве-

ликих g3, тодi як лишок квазiчастинок i ефективна маса (див. рис. 6.5)

монотонно прямують до одиницi. Якiсно та ж поведiнка спостерiгається

при змiнi величини бозон-домiшкової взаємодiї (важливо, щоб вона була

вiдштовхувальною).

Також повчально з’ясувати вплив рiзних спiввiдношень мас вiд ста-

тичної w = 0 до легкої w → ∞ домiшки на властивостi одновимiрного

бозе-полярона. Для цих цiлей ми побудували графiки на рис. 6.6 за-
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Рис. 6.6. Параметри низькоенергетичного спектра бозе-полярона (η2 = η3 = 1 та

η = 5) як функцiї параметра спiввiдношення маси w.
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лежностi параметрiв спектра домiшок вiд параметра w. Для того, щоб

врахувати як двочастинкову так i тричастинкову взаємодiю на рiвних,

знерозмiренi константи зв’язку були обранi так: η2 = η3 = 1. Параметр

бозон-домiшкового короткосяжного потенцiалу вибрано дещо бiльшим

η = 5. Як видно з представлених графiчних залежностей, енергiя зв’яз-

ку повiльно зростає зi збiльшенням вiдношення мас w, тодi як ефективна

маса та перекриття хвильової функцiї прямують до одиницi.

6.3. Середньо-польовий спектр одновимiрного

бозе-полярона

6.3.1. Формулювання. Продовжуємо описувати властивостi домiшки,

що рухається в одновимiрному бозе-середовищi, за умови короткодiючого

характеру бозон-бозонної та бозон-домiшкової взаємодiй. Загальну стру-

ктуру гамiльтонiану цiєї системи наведено у (6.2, див. формулу 6.1). В

цьому пунктi обмежимось розглядом середовища на рiвнi двочастинко-

вого дельта-вiдштовхування з константою зв’язку g:

HB =

∫
dz φ†(z)

{
− ~2

2m
∂2
z − µ

}
φ(z) +

g

2

∫
dz[φ†(z)]2[φ(z)]2. (6.19)

Враховуючи неперервну трансляцiйну iнварiантнiсть системи, як i у (6.2),

знову скористаємось унiтарним перетворенням Лi-Лоу-Пайнса. I далi бу-

демо працювати з наступним гамiльтонiаном H ′:

H ′ =
~2p2

2mI
+H ′B +H ′int + ∆H ′, (6.20)

де H ′B = HB|m→mr
— гамiльтонiан бозе-системи iз масою частинок замi-

нено на бозон-домiшкову приведену масу mr = mmI/(m + mI) i H ′int =

g̃φ+(0)φ(0). А останнiй доданок ∆H ′, запишемо в такiй формi:

∆H ′ = i
~2p

mI

∫
dz φ+(z)∂zφ(z)
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− ~2

2mI

∫
dzdz′φ+(z)φ+(z′)∂z′φ(z′)∂zψ(z). (6.21)

Надалi, застосовуємо метод iнтегрування за траєкторiями. Цей метод,

як буде показано нижче, добре пiдходить для нашої задачi i дозволяє роз-

глянути властивостi системи в областi скiнченних температур. Загальна

процедура переходу до iнтегралiв за траєкторiями описана в пiдручниках

[157]. Для побудови евклiдової дiї, що визначає амплiтуду ймовiрностi,

потрiбно замiнити польовi оператори в нормально впорядкованому га-

мiльтонiанi на комплекснi перiодичнi за уявно-часовою змiнною τ ∈ [0, β]

(де β — обернена температура) функцiї φ∗(τ, z) та φ(τ, z). Якщо дода-

тково ввести допомiжну τ -залежну дiйсну змiнну v(τ) i далi використа-

ти перетворення Хаббарда-Стратоновича добуток в останньому доданку

(6.21) розщепиться, а перший — скоротиться. Як уже говорилось, для

низьковимiрних систем зручно використовувати представлення густина-

фаза φ∗(τ, z) =
√
n(τ, z)e−iϕ(τ,z) i φ(τ, z) =

√
n(τ, z)eiϕ(τ,z) замiсть ори-

гiнальної пари комплексних полiв. Ця замiна призводить до наступної

дiї:

S = −
∫
dτ

(
mIv

2

2
+ i~pv

)
+

∫
dτdz {ni(∂τ + ~v∂z)ϕ+ µn− g̃nδ(z)}

− 1

2

∫
dτdz

{
~2

mr
n(∂zϕ)2 +

~2

4mr

(∂n)2

n
+ gn2

}
, (6.22)

де залежнiсть вiд τ i z бiля вiдповiдних полiв явно не записано. Весь

подальший аналiз ґрунт ується на вищезазначенiй дiї. Зокрема, вона мi-

стить всю важливу iнформацiю про низькотемпературну поведiнку бозе-

полярона зi скiнченним iмпульсом, а це дозволяє проводити пертурба-

тивнi розрахунки за константою бозон-домiшкового зв’язку g̃ а також

здiйснити узагальнення на вищi вимiри. Слiд зазначити, що S також мо-

жна отримати iз звичайного пiдходу Файнмана, застосованого до бозе-
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полярона. У цьому випадку, однак, мова йде про нелiнiйну змiну “змiн-

них” у iнтегралi за траєкторiями, що призводить до певної розбiжностi

з результатом (6.22). Вiдмiннiсть полягає у замiнi приведеної маси го-

лою масою бозонiв mr → m у (6.22) i повнiстю пов’язане з нормальним

впорядкуванням операторiв у другому доданку ∆H ′ (6.21). Наближен-

ня середнього поля у пiдходi iнтегралiв за траєкторiями отримують iз

“класичних” траєкторiй системи (якi походять вiд принципу найменшої

дiї δS = 0), тим не менше це не означає, що на середньо-польову пове-

дiнку не впливають квантовi поправки. Але останнi враховуються в так

званому наближеннi локальної густини, i найпростiший вплив квантових

флуктуацiй проявляється лише на рiвнi однiєї петлi.

Для розрахункiв, з припущенням розрiдженостi бозе-системи, може-

мо нехтувати явною уявно-часовою залежнiстю у всiх полях v, n та ϕ.

Крiм того, у 1D випадку можна заiнтегрувати фазовi поля, i пiсля пере-

груповування доданкiв, ефективна дiя запишеться так:

SMF

β
= −mIv

2

2
− i~pv +

∫
dz {µ− g̃δ(z)}n

− 1

2

∫
dz

{
mrv

2 (∆n)2

n
+

~2

4mr

(∂zn)2

n
+ gn2

}
, (6.23)

де ∆n(z) = n(z) − n̄ (з n̄ = 1
L

∫
dz n(z) — середньою густиною бозе-

системи). На цьому етапi iнтегрування за v-змiнною можна виконати, i

тодi одержимо

SMF

β
=

∫
dz

{
µn− g̃δ(z)n− ~2

8mr

(∂zn)2

n
− g

2
n2

}
− ~2p2

2mI

1

1 + ∆p
, (6.24)

де введено позначення ∆p = mr

mI

∫
dz (∆n)2

n . Подальша стратегiя очевидна:

за допомогою рiвняння δSMF/δn = 0 отримуємо профiль густини np(z)

бозе-ванни при фiксованому p i пiдставляємо отриману залежнiсть в дiю
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(6.24). Отримана формула −(SMF/β)|n→np визначає середньо-польовий

внесок у великий канонiчний потенцiал N бозонiв iз зануреною рухо-

мою домiшкою. Пiдстановка розв’язку np(z) у спiввiдношення Ln̄ =∫
dz np(z), дозволяє пов’язати хiмiчний потенцiал µ зi середньою густи-

ною бозонiв та iмпульсом домiшки. Потiм, вiднiмаючи енергiю основного

стану чистого бозе-газу Ln̄2g/2 в наближеннi середнього поля вiд загаль-

ної енергiї системи знаходимо спектр поляронiв при нульовiй температу-

рi.

Загалом, нам вдалося (див. нижче) розрахувати профiль густини np(z)

для довiльного p, хоча, розв’язок для нерухомої домiшки n0(z) вже вi-

домий [36] навiть для скiнченної кiлькостi бозе-частинок. Знаючи n0(z),

можна обчислити не тiльки енергiю занурення бозе-полярона ε0 а та-

кож знайти ефективну масу [53] (тут ми використали той факт, що малi

поправки однаковi для кожного термодинамiчного потенцiалу)

m∗I
mI

= 1 + ∆0, ∆0 =
mr

mI

∫
dz

[∆n0(z)]2

n0(z)
. (6.25)

Нарештi, для границi слабкої бозон-домiшкової взаємодiї, де рiвномiр-

ний розподiл бозонiв майже не порушується домiшкою, можна вико-

ристовувати простий пертурбативний аналiз, що дає спектр поляронiв

як ряд за степенями g̃. Тому, розкладаючи локальну густину n(z)/n̄ =

1+ 1√
N

∑
k 6=0 e

ikzρk у SMF в термiнах невеликих вiдхилень вiд рiвноважно-

го значення n̄ отримуємо дiю, що регулює поведiнку флуктуацiй густини

(з практичної точки зору працювати з ними простiше з формулою (6.23))

SMF

β
= Ln̄µ− 1

2
Ln̄2g − n̄g̃ − mIv

2

2
− i~pv

−1

2

∑
k 6=0

{
mrv

2 + n̄g +
~2k2

4mr

}
ρkρ−k −

1√
N

∑
k 6=0

n̄g̃ρk

+
1

3!
√
N

∑
k+q+s=0

{
3mrv

2 +
~2

8mr
(k2 + q2 + s2)

}
ρkρqρs + . . . ,(6.26)
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де структуру вершин вищих порядкiв можна знайти в роздiлi 3. Цей

пертурбативний розгляд дозволяє працювати у канонiчному ансамблi

[60], де хiмiчний потенцiал бозе-пiдсистеми вже зафiксовано µ = n̄g i

всi поправки слiд пов’язувати з впливом домiшки. Тому, заiнтегровуючи

ρk-поля в (6.26) отримуємо
S(v)

β
= −mIv

2

2
− i~pv − n̄g̃ +

(n̄g̃)2

2N

∑
k 6=0

〈ρkρ−k〉

− (n̄g̃)3

3!N 3/2

∑
k+q+s=0

〈ρkρqρs〉 ± . . . (6.27)

що визначає енергiю полярона εp при нульовiй температурi

εp = − lim
β→∞

1

β
ln

{∫ ∞
−∞

dv eS(v)

}
, (6.28)

пертурбативно. Тут 〈ρkρ−k〉, 〈ρkρqρs〉 позначають незвiднi корелятори

флуктуацiй густини чистих бозонiв з врахуванням потоку домiшки. У

прийнятому наближеннi обчислення цих середнiх в межах дiї (6.26) ви-

магає пiдсумовування дiаграм “деревного” типу (без внутрiшнiх iнтегру-

вань за хвильовими векторами) (рис. 6.7) для вершин з довiльною кiлькi-

Рис. 6.7. Вершини, що визначають три- i чотиричастинковi незвiднi корелятори гу-

стини в наближеннi “без замкнутих петель”.

стю зовнiшнiх ρk-лiнiй. Пiсля завершення розрахунку кореляторiв густи-

ни iнтеграл в (6.28) слiд розраховувати за методом перевалу. Однак, на

практицi можна легко обчислити лише кiлька перших доданкiв у (6.27)
S(v)

β
= −mIv

2

2
− i~pv − n̄g̃

{
1− g̃

2~

√
mr

n̄g

× 1√
1 +mrv2/n̄g

+
g̃2mr

6~2n̄g

1 + 2mrv
2/n̄g

(1 +mrv2/n̄g)2
± . . .

}
, (6.29)
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тодi як результат для εp отриманi з середньопольовим розв’язком np(z)

вхоплює пiдсумовування всього ряду.

Вищезазначене обговорення повнiстю обмежувалось випадком бозе-

полярона, помiщеного в середовище зi слабким вiдштовхуванням мiж

частинками. Однак на рiвнi середнього поля параметри спектра домi-

шок з низькою енергiєю залежать лише вiд профiлю густини бозонiв,

що дозволяє застосувати отриманi формули до бiльш складних моде-

лей бозе-середовищ. У цьому загальному випадку довiльної iнтенсивно-

стi бозо-бозонної взаємодiї потрiбно замiнити у (6.24) локальну густину

енергiї 1
2gn

2(z) на її лiб-лiнiгерський аналог. Звичайно, точнiсть резуль-

татiв, отриманих в рамках такої наближеної схеми розрахунку, є сумнiв-

ною. Проте, нижче буде показано, що принаймнi в аналiтично досяжнiй

границi нескiнченного вiдштовхування мiж бозе-частинками узгодження

з моделюванням Монте Карло є цiлком задовiльною.

6.3.2. Параметри спектра бозе-поляронiв в довгохвильовiй гра-

ницi. Проiлюструємо отриманi вище результати на прикладi розгля-

ду двох модельних середовищ: сильно розрiдженого бозе-газу та газу

Тонкса-Жирардо. Характерною особливiстю цих прикладiв є те, що в

обох випадках профiль густини n0(z) бозе-середовища, деформованого

точковою домiшкою, можна записати через елементарнi функцiї в тер-

модинамiчнiй границi.

Слабковзаємодiючий бозе-газ.

З принципу найменшої дiї отримуємо таке рiвняння при p = 0

~2

8mr

(
∂zn0

n0

)2

− ~2

4mr

∂2
zn0

n0
+ gn0 + g̃δ(z) = µ, (6.30)

загальний розв’язок якого обговорено в лiтературi [470–472]. Наклада-

ючи перiодичнi граничнi умови в термодинамiчнiй границi n0(±∞) =
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const отримуємо

n0(z) =
µ

g
tanh2σ(κ|z|+ y0), (6.31)

тут i нижче σ = sign(g̃), κ =
√
µmr/~. Параметр y0 = 1

2arsinh
(

2µ
κ|g̃|

)
фiксується граничною умовою, що походить вiд дельта-функцiї. Тепер i

енергiя занурення

ε0

n̄g
=
n̄

κ

{
4

3
−
√

1 + (κg̃/2µ)2 + κg̃/2µ

−1

3

[√
1 + (κg̃/2µ)2 − κg̃/2µ

]3
}
, (6.32)

i величина ∆0, що визначає ефективну масу полярона (6.25)

∆0 =
4mrn̄

mIκ

[√
1 + (κg̃/2µ)2 − 1

]
, (6.33)

легко обчислюються. У наведених вище двох формулах вже можна по-

класти µ = n̄g. Легко перевiряється, що розклад при малих g̃ в двох ви-

щевказаних рiвняннях точно вiдтворює пертурбативнi розрахунки (6.26)-

(6.28) домiшкового низькоенергетичного спектра. На основi цих формул

можна зробити попереднi висновки про межi застосовностi середньо-

польового пiдходу до одновимiрної задачi бозе-полярона. Перш за все,

для великих додатних g̃ енергiя зв’язку асимптотично прямує до кон-

станти, що якiсно узгоджується з результатами Монте-Карло симуляцiй

[34, 35] i точним розв’язком [336, 337] в границi рiвних мас. Але для

великих вiд’ємних значень параметра бозон-домiшкового зв’язку, ε0 роз-

бiгається, як −|g̃|3. Фiзика в цiй границi, однак, досить проста: домiшка

утворює зв’язаний двочастинковий стан з частинками бозе-середовища

i, отже, енергiя зв’язку ε0 → −mrg̃
2/(2~2). Це протирiччя насправдi не є

несподiваним, оскiльки структура хвильової функцiї в наближеннi сере-

днього поля [36, 53] не допускає формування зв’язаного стану в термо-

динамiчнiй границi. Розрахована ефективна маса (6.33) не залежить вiд
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знаку g̃, чiткiше виявляє цi недолiки нашого пiдходу, застосованого до

притягального бозе-полярона.

Газ Тонкса-Жирардо.

Загальновiдомо, що одновимiрний бозе-газ iз нескiнченним двочастинко-

вим δ-вiдштовхуванням iдентичний системi невзаємодiючих фермiонiв

тiєї ж густини. Дуже часто ця вiдповiднiсть дозволяє знаходити i то-

чно розв’язувати деякi задачi багатьох тiл [473]. Це також спрощує наш

подальший розгляд. Тому що для того, щоб розрахувати профiль густи-

ни в границi g →∞ нам лише потрiбно пiдставити у локальне значення

хiмiчного потенцiалу π2~2

2m n2 1D iдеального фермi-газу, замiсть gn. Важли-

вим є те, що пiсля цiєї замiни профiль густини фермiонiв у присутностi

домiшки має просту аналiтичну форму

n0(z) =

√
2mµ

π~
cosh(2

√
2κ|z|+ y0)− σ

cosh(2
√

2κ|z|+ y0) + 2σ
, (6.34)

в термодинамiчнiй границi. Позначення iдентичнi ранiше використаним,

крiм параметра y0

cothσ
(y0

2

)
=

ξ√
3

+
2√
3

√
1 + ξ2 cos

{
1

3
arccos

[
ξ3

(1 + ξ2)3/2

]}
, (6.35)

для вiдштовхувального (σ = 1) та притягального (σ = −1) бозе-поляронiв,

i додатково введено скорочення ξ =
√
mmr g̃√
3π~2n̄

. Енергiя зв’язку домiшок за-

дається простим iнтегралом з результатом, який явно записується

ε0 =
π~2n̄2

√
mmr

{
cothσ

(
y0

2

)
3 coth2σ

(
y0

2

)
− 1
−

2 cothσ
(
y0

2

)[
3 coth2σ

(
y0

2

)
− 1
]2

+

√
3

2
ln

√
3 + 1√
3− 1

−
√

3

2
ln

√
3 cothσ

(
y0

2

)
+ 1

√
3 cothσ

(
y0

2

)
− 1

}
. (6.36)

Зауважимо, що в межi нескiнченного додатного g̃ енергiя домiшки скiн-

ченна, тодi як на вiдмiну вiд розрiдженого бозе-середовища енергiя зв’яз-

ку полярона у випадку TG має правильну залежнiсть вiд константи
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бозон-домiшкового зв’язку ε0 ∝ −
√
mmrg̃

2/~2 коли g̃ → −∞, але з

неправильним коефiцiєнтом. Параметр, вiдповiдальний за iндукований

взаємодiєю зсув ефективної маси домiшки, зануреної в газ TG, такий:

∆0 =
3
√
mmr

πmI

[
cothσ

(y0

2

)
− 1

+
1√
3

ln

√
3 cothσ

(
y0

2

)
+ 1

√
3 cothσ

(
y0

2

)
− 1
− 1√

3
ln

√
3 + 1√
3− 1

]
, (6.37)

що, очевидно, є асиметричною функцiєю для вiдштовхувального i при-

тягального бозе-поляронiв.

6.3.3. Порiвняння з чисельними методами. Для порiвняння ми

зобразили в рис. 6.8 отриманi кривi для низькоенергетичних параметрiв

поляронного спектра разом з результатами Монте-Карло симуляцiй [34].

Оберемо безрозмiрнi константи взаємодiї:

γ =
mg

~2n̄
, η =

2g̃mr

~2n̄
, (6.38)

i ми використавуємо позначення w = m/mI для вiдношення мас. Спер-

шу розглянемо границю рiвних мас. Енергiя зв’язку (в одиницях енер-

гiї Фермi π
2~2n̄2

2m ) вiдштовхувального i притягального одновимiрних бозе-

поляронiв як функцiю η для приведених констант зв’язку γ = 0.02, 0.2,

4 i в границi TG (γ → ∞) представлено на рис. 6.8 та рис. 6.9, вiдпо-

вiдно. Додатково слiд зауважити, що енергiя домiшки ε0 при вiд’ємних

η вимiрюється вiд вакуумної енергiї двочастинкового зв’язаного стану

−mrg̃
2/(2~2). Тому, коли рiзниця ε0 + mrg̃

2/(2~2) змiнює знак (у TG-

випадку близько до η ' −7 ÷ (−6) згiдно наших розрахункiв), крива

була обiрвана. Також ми порiвняли отриману домiшкову ефективну ма-

су (6.33) (i (6.37) при нескiнченному бозон-бозонному вiдштовхуваннi)

з результатами Монте-Карло обчислень (див. рис. 6.10). Такий ж ана-
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Рис. 6.8. Енергiя зв’язку вiдштовхувального бозе-полярона (в одиницях енергiї Фер-

мi) як функцiя безрозмiрної константи бозон-домiшкового зв’язку η в границi рiвних

мас i для γ = 0.02 (точки), γ = 0.2 (суцiльна), γ = 4 (пунктирна) i γ = ∞ (штрих-

пунктирна). Символи вiдповiдають результатам Монте-Карло симуляцiй [34].

лiз був проведений для енергiї зв’язку важкої (безмежної маси) домi-

шки. Результати зображенi на рис. 6.11 i ми знову бачимо, що спекуляцiї

попереднього пiдроздiлу з границею TG правильнi лише для не надто

iнтенсивного бозон-домiшкового притягання η ≥ −1.

Два приклади, розглянутi в цьому пунктi, приводять до попередньо-

го висновку, що наближення середнього поля здатне вхоплювати якiсно

правильну поведiнку вiдштовхувального i слабкозв’язаного притягаль-

ного одновимiрних бозе-поляронiв, тодi як межа великих вiд’ємних g̃

залишається недосяжною.

6.3.4. Повна залежнiсть вiд iмпульсу домiшки. Ситуацiя зi скiн-

ченними iмпульсами домiшок є бiльш цiкавою. Зокрема, рiвняння, яке
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Рис. 6.9. Енергiя притягальної мобiльної (w = 1) 1D домiшки змiщена на енергiю

бозон-домiшкового зв’язаного стану. Позначення iдентичнi позначенням на рис. 6.8.

визначає профiль густини бозе-системи та забезпечує екстремум дiї (6.24)

в термодинамiчнiй границi таке:

− ~2

2mr
√
np
∂2
z

√
np + g[np − n∞p ] + g̃δ(z)

−~
2p2

2mI

mr/mI

(1 + ∆p)2

[
1−

(
n∞p
np

)2
]

= 0, (6.39)

де введено позначення n∞p для np(±L/2) (нагадаємо, що L → ∞), що

пов’язано з хiмiчним потенцiалом (з точнiстю до доданкiв порядку 1/L)

µ = gn∞p +
1

L

~2p2

mI

mr/mI

(1 + ∆p)2

∫
dz

[
1−

n∞p
np

]
. (6.40)

Останнiй вираз разом iз великим термодинамiчним потенцiалом −SMF/β

дозволяють розрахувати середньо-польову внутрiшню енергiю системи

для довiльного p, i, отже, спектр полярона

εp =
1

2
gn̄2

∫
dz

[
1−

(
np
n∞p

)2
]
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Рис. 6.10. Ефективна маса mI/m
∗
I мобiльної домiшки, як функцiя η розрахована для

бозонної ванни в рiзних режимах взаємодiї: вiд слабкої до нескiнченного точкового

вiдштовхування (згори до низу).

+
~2p2/mI

(1 + ∆p)2

{
1

2
+
mr

mI

∫
dz
[
np − n∞p

]}
. (6.41)
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Рис. 6.11. Безрозмiрна енергiя зв’язку для вiдштовхувального (лiворуч) i притя-

гального (праворуч) нерухомих бозе-поляронiв. Енергiя при вiд’ємних η зсунута на

−mg̃2/(2~2), а всi iншi позначення побудованих кривих iдентичнi ранiше використа-

ним.

Додатнiй розв’язок (6.39) може бути написаний у дивовижно простiй

аналiтичнiй формi [474]

np(z)

n∞p
= 1− 2σ(1− u2)

cosh
(
2
√

1− u2κ|z|+ yp
)

+ σ
, (6.42)

де позначено u2 = ~2p2

mIµ
mr/mI

(1+∆p)2 ≤ 1 i параметр yp фiксується граничною

умовою, що випливає з дельта-члена у (6.39):

sinh(yp)(1− u2)3/2

[cosh(yp) + σ][cosh(yp)− σ(1− 2u2)]
=
mr|g̃|
2~2κ

. (6.43)

Тепер розрахунок профiлю густини бозонiв iз зануреною рухомою домi-

шкою зводиться до самоузгодженого визначення констант ∆p та yp для

заданого набору параметрiв бозон-бозонного та бозон-домiшкового зв’яз-

ку та вiдношення мас. I для того, щоб знайти енергiю εp треба пiдставити

отримане np(z) в iнтеграли у (6.41), якi обчислюються аналiтично. Яв-

но їх тут не наводимо через громiздкiсть запису. Вищевказане рiвняння

для yp є кубiчним, коренi якого суттєво вiдрiзняються для притягальних
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i вiдштовхувальних бозе-поляронiв. Тому цi два випадки слiд розглядати

окремо у подальшому аналiзi.

Найпростiша поведiнка спостерiгається при вiд’ємних значеннях па-

раметра g̃. В принципi, в цьому випадку домiшка, яка притягально взає-

модiє з оточуючими бозе-частинками, може рухатися через одновимiрне

надплинне середовище з довiльним значенням швидкостi, i єдине обме-

ження на її iмпульс визначається нерiвнiстю u ≤ 1. Енергiя полярона в

одиницях µ = n̄g як функцiю знерозмiреного iмпульсу p̃ = ~p/mc (де c =√
n̄g/m — швидкiсть звуку в 1D розрiдженому бозе-газi) в притягально-

му випадку представлено на рис. 6.12 (суцiльнi лiнiї). Для порiвняння,

наближення ефективної маси для енергiї бозе-полярона εp = ε0 + ~2p2

2m∗I
, де

ε0 дається (6.32) та m∗I визначається (6.25) [∆0 з (6.33)] також нанесено

на рисунку (пунктирнi лiнiї). Видно, що параболiчна поведiнка є цiлком

розумним наближенням для закону дисперсiї домiшки, принаймнi для

притягальної бозон-домiшкової взаємодiї.

Для вiдштовхувальної вiтки, енергiя бозе-полярона при довiльному

наборi параметрiв γ, η та w завжди iснує якесь ‘критичне ’значення

uc < 1 таке, що u > uc рiвняння (6.43) не має дiйсних розв’язкiв. Це

значення параметра uc також фiксує максимальне значення iмпульсу

домiшки pc для яких неоднорiдна густина np(z) бозе-частинок не є син-

гулярною функцiєю координати. Для чисельних розрахункiв ми обрали

знерозмiрену константу бозон-бозонного зв’язку γ = 0.2, що вiдповiдає

розрiдженiй бозе-ваннi (де наближення середнього поля працює) i шля-

хом змiни константи бозон-домiшкової взаємодiї — вiд слабкої η = 0.01

до порiвняльно значного η = 1 вiдштовхування побудовано на рис. 6.13

залежнiсть вiд iмпульсу енергiї бозе-полярона для трьох спiввiдношень

мас. Зауважимо, що для будь-якого η > 1 кiлькiсна поведiнка εp вiд p

майже схожа на η = 1 випадок. Знову ж таки, наближення ефективної
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Рис. 6.12. Залежнiсть вiд iмпульсу безрозмiрної енергiї (в одиницях n̄g) притягаль-

ного бозе-полярона для трьох рiзних спiввiдношень мас w = 1/2, 1, 2. Пунктирними

лiнiями показано наближення ефективної маси для дисперсiї домiшки.

маси (крапки) працює неймовiрно добре у всiх трьох прикладах. Бiльш

того, загальна тенденцiя добре проглядається: квадратична iнтерполяцiя

вихiдної енергiї полярона, що залежить вiд iмпульсу, добре застосовує-

ться при малих η i зi збiльшенням маси атома домiшки.

6.4. Властивостi 2D та 3D бозе-поляронiв

6.4.1. Вихiднi формули Розглянемо домiшковий атом, занурений у

D-вимiрне (дво- та тривимiрне) бозе-середовище при абсолютному нулi
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Рис. 6.13. Знерозмiрена енергiя полярона εp/(n̄g) у вiдштовхувальному випадку, як

функцiя приведеного iмпульсу p̃ для трьох рiзних режимiв бозон-домiшкової взаємо-

дiї η = 0.01, 0.1, 1 (зверху донизу). Крапки позначають наближення ефективної маси

для домiшкового спектра.

температури. Нехай уся система знаходиться в об’ємi LD з перiодични-

ми граничними умовами. Дослiдимо властивостi напiвфеноменологiчної

моделi з гамiльтонiаном

H = − ~2

2mI

∂2

∂r2
I

+HB +

∫
dr Φ(|rI − r|)n(r), (6.44)
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тут перший доданок - кiнетична енергiя домiшки з координатою rI i

масою mI . Гамiльтонiан бозе-пiдсистеми

HB =

∫
dr

{
− ~2

2m
ψ†(r)∇2ψ(r) + E [n]

}
, (6.45)

(зауважимо, що в такiй формi його вперше використано в роботi Ландау

[257] для вивчення теорiї надплинностi рiдкого 4 He), описує N бозо-

нiв масою m, причому E [n] є нормально впорядкована густина енергiї

однорiдної системи в станi спокою. Польовi оператори ψ+(r), ψ(r) задо-

вольняють стандартним комутацiйним спiввiдношенням бозонного типу

[ψ(r), ψ+(r′)] = δ(r − r′) i [ψ(r), ψ(r′)] = 0, тодi як n(r) = ψ+(r)ψ(r) по-

значає локальну густину бозонiв. Третiй доданок у гамiльтонiанi (6.44)

описує взаємодiю бозе-середовище-домiшка з двочастинковим потенцiа-

лом твердих сфер (жорстких дискiв у 2D).

Φ(r) =

 ∞, r ≤ aI

0, r > aI
. (6.46)

Оскiльки перший та третiй доданки у (6.44) некомутують мiж собою, то-

му, щоб спостити подальший розгляд задачi та уникнути громiздких ви-

кладок, скористаємось перетворенням Лi-Лоу-Пайнса [468],HU = U+HU ,

де U = exp {irI(p−P)/~}, p iмпульс домiшки, а оператор

P =
∫
drψ†(r)(−i~∇)ψ(r) позначає iмпульс бозе-частинок. Пiсля цього

унiтарного перетворення гамiльтонiан запишеться так

HU =
p2

2mI
+HB +

∫
dr Φ(r)n(r) + ∆HU , (6.47)

не залежить вiд rI , проте, мiстить додатковi доданки

∆HU = −pP

mI
+

P2

2mI
. (6.48)

Зосередимось на дослiдженнi властивостей майже нерухомих домiшок,

тобто, нехай p ' 0, це автоматично означає, що середнiй iмпульс бозонiв
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〈P〉 є також майже нульовим. Однак, через наявнiсть квантових ефе-

ктiв, 〈P2〉 не зникає навiть тодi, коли iмпульс домiшкового атома рiвний

нулевi.

Знайдемо часову еволюцiю польового оператора, використовуючи стан-

дартний квантово-механiчний пiдхiд

i~
∂

∂t
ψ(r, t) = [ψ(r, t), HU ] = −~

2∇2

2mr
ψ(r, t)

+ Φ(r)ψ(r, t) + E ′[n]ψ(r, t) +
i~
mI

(p−P)∇ψ(r, t),(6.49)

де mr = mIm/(mI +m) є приведеною масою i E ′[n] позначає нормально

впорядковану похiдну густини енергiї за n.

6.4.2. Наближення середнього поля для нерухомої домiшки На-

ближення середнього поля запропоноване у [243] де польовi оператори

ψ(r, t) в рiвняннi (6.49) можуть бути замiненi комплексною функцiєю

e−iµt/~φ(r) з хiмiчним потенцiалом µ, який фiксує середню густину систе-

ми. Загалом, отримане рiвняння в наближеннi середнього поля є дуже

складним, i може бути точно розв’язане лише в 1D [67], але у випад-

ку нерухомої домiшки p = 0 хвильову функцiю φ(r) можна отримати з

набагато простiшого рiвняння:

−~
2∇2

2mr
φ(r) + Φ(r)φ(r) + E ′[n]φ(r) = µφ(r), (6.50)

i її взагалi кажучи, можна обрати як дiйсну функцiю. Цей факт авто-

матично вiдкидає топологiчно нетривiальнi розв’язки в рiвняннi (6.49).

Оскiльки n(r) = |φ(r)|2 є профiлем густини бозонiв за наявностi домi-

шки, i у випадку Φ(r) = 0, розв’язок очевидний: φ(r) = const.

Розрахувавши профiль густини n(r), ми можемо отримати енергiю

системи “бозе-середовище + домiшка”

E = µN +

∫
dr {E [n]− nE ′[n]} . (6.51)
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Тодi, якщо вiдняти енергiю в наближеннi середнього поля вiд енергiї

“чистих” бозонiв у E, отримаємо енергiю зв’язку домiшокового атома εI .

Оскiльки густина бозонiв перестає бути рiвномiрною за наявностi до-

мiшки, також корисно розрахувати залишок квазiчастинок, який визна-

чається квадратом модуля перекриття хвильової функцiї, Z = |〈Ψ0|Ψ〉|2,

де |Ψ〉 =
(b̃†0)

N

√
N !
|vac〉 i |Ψ0〉 =

(b†0)
N

√
N !
|vac〉 є хвильовими функцiями основного

стану бозонiв в наближеннi середнього поля з домiшкою та без домiшки

вiдповiдно. Тут |vac〉 є нормованим вакуумним станом, i бозоннi операто-

ри народження пов’язанi з операторами поля такими спiввiдношеннями

b†0 =
1√
LD

∫
drψ†(r), b̃†0 =

1√
N

∫
drφ(r)ψ†(r), (6.52)

де φ(r) є розв’язком рiвняння (6.50). Тодi явний розрахунок перекриття

дає

〈Ψ0|Ψ〉 =

{
1√
NLD

∫
drφ(r)

}N
, (6.53)

припускаючи, що φ(r) є дiйсною функцiєю, отримуємо залишок квазiча-

стинок у термодинамiчнiй границi при N � 1

Z = exp

{
−
∫
dr
(√

n−
√
n∞
)2
}
, (6.54)

де n∞ = n(r → ∞). Формула (6.52) дозволяє протрактувати змiст фун-

кцiї φ(r). Справдi, найнижчий одночастинковий енергетичний рiвень бо-

зонiв без домiшок є постiйним 1/
√
LD за умови слабкої мiжчастинко-

вої взаємодiї, а φ(r) слiд розглядати як ненормовану хвильову функцiю

одного бозона в присутностi домiшки. Умова того, що вiдштовхувальний

потенцiал мiж бозонами є слабким, дуже важлива, адже це автоматично

вiдкидає будь-якi сколапсованi стани BEC, коли всi невзаємодiючi бозе-

частинки одночасно утворюють зв’язанi стани з домiшками. Варто зазна-

чити, що домiшка також дещо деформує спектр збуджень бозе-системи,

який можна обчислити за допомогою формалiзму Боголюбова-де Жена.
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6.4.3. Ефекти, пов’язанi з повiльним рухом домiшок При малих,

але ненульових значеннях p, енергiя домiшкового атома зростає парабо-

лiчно

εI(p) = εI +
p2

2m∗I
+O(p4), (6.55)

де m∗I — ефективна маса, яка враховує взаємодiю iз бозе-середовищем.

Нескладно показати, що ефективна маса в наближеннi середнього по-

ля завжди бiльша за ‘голу’ масу домiшкового атома. Справдi, для вiд-

штовхувальної бозон-домiшкової взаємодiї, рухома домiшка повинна роз-

штовхувати сусiднi бозони, що призводить до ефективного збiльшення

її iнерцiйної маси. З iншого боку, для притягального бозон-домiшкового

потенцiалу, можна подумати, що бозони ‘прилипають’ до домiшки за

умови, що вона набирає деяку додаткову масу. Однак, в обидвох випад-

ках, рух домiшки зумовлює ненульовий середнiй потiк бозонiв 〈P〉, який

насправдi, зменшує енергiю всiєї системи. Власне, напрямлений рух бозе-

частинок вiдповiдає за величину ефективної маси
mI

m∗I
= 1− 1

D

(
∂

∂p
〈P〉
)

p=0

. (6.56)

Отже, для обчислення середнього iмпульсу бозе-системи потрiбно розв’я-

зати рiвняння Гросса-Пiтаєвського (6.49) з ненульовим iмпульсом p. Ста-

цiонарнi розв’язки найпростiше записати в експоненцiйнiй формi

e−iµt/~|φ(r)|eiΘ(r), де фаза

~∇{n(r)∇Θ(r)} =
mr

mI
(p− 〈P〉)∇n(r), (6.57)

задовольняє лiнiйне рiвняння для довiльного значення iмпульсу p, в той

час, як квадрат амплiтуди n(r) хвильової функцiї завжди визначається

з нелiнiйного рiвняння. Однак, для розрахункiв ефективної маси, нам

потрiбно знати лише фазу при малих p:

Θ(r)|p→0 →
mr

m∗I

pr

~
θ(r), (6.58)
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де p/m∗I = (p − 〈P〉p→0)/mI , i θ(r) є сферично симетричною функцiєю.

Замiна (6.58) в рiвняннi (6.57), де n(r) сферично-симетричний розв’язок

рiвняння (6.50), приводить до звичайного диференцiального рiвняння

другого порядку

r
d

dr

(
n
dθ

dr

)
+Dn

dθ

dr
+
d (nθ)

dr
=
dn

dr
, (6.59)

Наведене рiвняння нескладно розв’язати аналiтично в одновимiрному ви-

падку (D = 1), але, у вищих вимiрах ми можемо отримати лише числовi

розв’язки. Проте, поведiнку функцiї θ(r) на великих вiдстанях можна

оцiнити, θ(r) ∼ AD/r
D, оскiльки зазвичай локальна густина бозонiв n(r)

експоненцiйно досягає постiйного значення на великiй вiдстанi вiд домi-

шокового атома. Далi розглянемо iнтеграл, 〈P〉 = ~
∫
drn∇Θ, що визна-

чає середнiй iмпульс бозе-системи, який формально розбiжний (оскiль-

ки результат залежить вiд послiдовностi iнтегрування). Точно така ж

ситуацiя спостерiгається в класичнiй гiдродинамiцi пiд час розрахункiв

iмпульсу, який переносить рiдина, збурена твердим тiлом, що рухається

з постiйною швидкiстю. Проте, цей iмпульс скiнченний, i для його об-

числення при малих p ми множимо обидвi сторони рiвняння (6.57)

на −~Θ(r)/mr та iнтегруємо за об’ємом (площею у 2D) сфери (диска)

великого радiуса R

~2

mr

∫
r≤R

drn(∇Θ)2 =
p〈P〉
m∗I

. (6.60)

Iнтеграл у цьому рiвняннi можна iдентично переписати наступним чином∫
r≤R

drn(∇Θ)2 =

∫
r≤R

drnu2

+

∫
r≤R

drn(∇[Θ + ur])∇[Θ− ur], (6.61)

з постiйним вектором u. Iнтеграл в останньому доданку згортається у

дiвергенцiю деякого векторного поля, якщо ми приймемо ~u = pmr/m
∗
I
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а потiм за допомогою теореми Гауса отримуємо∫
r≤R

drnu2 +

∫
r=R

dSn(Θ + ur)(∇Θ− u) = u2mI

mr
∆D, (6.62)

де використовується додаткове позначення

∆D =
mr

mI

{∫
dr(n− n∞)− ΩDADn∞

}
, (6.63)

з тiлесним кутом ΩD в D-вимiрному просторi. У 3D ця формула була

вперше виведена, але по-iншому, у статтi Гросса [475] в контекстi оди-

ничного iона, зануреного в надплинний 4He. Об’єднавши все разом, ми

отримуємо пiсля деяких алгебраїчних перетворень середнiй iмпульс руху

бозонiв

〈P〉 =
p∆D

1 + ∆D
, (6.64)

який має мiсце з точнiстю до нульового порядку при малих p i безпосе-

редньо для ефективної маси бозе-полярона (6.56)
m∗I
mI

= 1 + ∆D. (6.65)

Зауважимо, що параметри низькоенергетичного домiшкового спектра,

зокрема, енергiя зв’язку та ефективна маса, повнiстю залежать вiд про-

фiлю густини бозе-частинок, з зануреною нерухомою домiшкою у середо-

вище бозонiв. Для розрахунку ефективної маси додатково потрiбно знати

константу ∆D, яка визначається з граничних умов, що, своєю чергою, по-

требує розв’язку рiвняння (6.59) для фiксованого профiлю густини n(r)

бозонiв.

З практичної точки зору зручнiше використовувати iнший (проте еквi-

валентний) спосiб обчислення ефективної маси. Формальний розв’язок

рiвняння (6.57) — це сума загального розв’язку однорiдного рiвняння,

Θ0(r), та часткового розв’язку неоднорiдного рiвняння, який найпростi-

ше побудовати методом функцiї Грiна

~Θ(r) = ~Θ0(r) +
mr

m∗I

∫
dr′G(r, r′)p∇′n(r′), (6.66)
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де симетрична функцiяG(r, r′) задовольняє рiвняння∇{n(r)∇}G(r, r′) =

δ(r− r′). Пiсля пiдстановки (6.66) у лiвий бiк рiвняння (6.60) з подаль-

шим iнтегруванням за частинами i усередненням за напрямом p, отри-

маємо формулу для ефективної маси:

∆D =
mr

mI

1

D

∫
dr(∇n)

1

−∇n∇
(∇n). (6.67)

причому, Θ0(r) в остаточний результат не входить. Коли бозон-домiшкова

взаємодiя слабка (aDI n̄ � 1), бозе-частинки майже не збуренi i їх ло-

кальна густина не суттєво вiдрiзняється вiд середньої n̄ = 1
LD

∫
drn. Тодi

можна записати n(r) = n̄ + δn(r), та пiдставити у знаменник рiвняння

(6.67), а далi здiйснити розклад в ряд, вважаючи δn(r)/n̄ малим пара-

метром. Декiлька перших членiв цього розкладу можна записати так:

∆D =
mr

mI

∫
dr

(δn)2

Dn̄

{
1− δn

Dn̄
+

(
δn

Dn̄

)2

± . . .

}
. (6.68)

Таким чином, можна строго показати для усiх членiв розкладу вищих

порядкiв, що зi збiльшенням степеня δn/n̄, окреслена тенденцiя зберiга-

ється, i тодi отримаємо

∆D =
mr

mI

∫
dr

(δn)2

Dn̄+ δn
. (6.69)

Останнiй вираз є одним iз центральних результатiв цього дослiдження,

яке у випадку D = 1 вiдтворює результат [54, 67] для ефективної маси

домiшок у наближеннi середнього поля в одновимiрному випадку. Iншим

цiкавим та аналiтично пiдйомним прикладом є границя майже нестисли-

вого бозе-середовища (наприклад, рiдкого 4He), де

n(r) '

 0, r ≤ aI

n̄, r > aI
, (6.70)

i вiдповiдно для ефективної маси

m∗I
mI
' 1 +

mr

mI

ΩDa
D
I n̄

(D − 1)D
, (6.71)
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з точнiстю до множника mr/mI у другому доданку збiгається з приєд-

наною масою кулi, що рухається в iдеальнiй класичнiй рiдинi.

6.4.4. Чисельнi результати у випадку 3D системи 3D бозе-полярон

добре вивчений з теоретичного та експериментального погляду. Зокре-

ма, здiйснено грунтовний теоретичний опис домiшки, зануреної в бозе-

середовище утворене слабко- [317] i сильно взаємодiючими бозонами [316].

Наш середньо-польовий пiдхiд до вирiшення проблеми бозе-полярона ви-

магає iнформацiї про густину енергiї 3D-бозе-системи. Хоча дослiдження

цiєї проблеми ми проводимо в границi розрiдженого бозе-газу, де густина

енергiї задається

E [n] =
2π~2a

m
n2, (6.72)

(де a є довжиною s-розсiяння) наведене формулювання можна розшири-

ти до так званої границi унiтарностi, де формально a→∞ i E [n] ∝ n5/3 у

3D. Наступним кроком, пiсля знаходження E [n], є обчислення хвильової

функцiї φ(r) основного стану, тобто розв’язок рiвняння (6.50), який в

знерозмiрених одиницях виглядає наступним чином

−1

2

d2φ̃

dx2
− 1

x

dφ̃

dx
+ φ̃3 = φ̃, (6.73)

тут φ(r) =
√
n∞φ̃(κr), x = κr, κ2 = mrµ/~2, µ = 4π~2n∞/m, причому, ми

шукаємо лише сферично симетричнi розв’язки. Це рiвняння слiд допов-

нити граничними умовами φ̃(κaI) = 0 i φ̃(∞) = 1, тодi як густина бозонiв

на нескiнченностi n∞ та хiмiчний потенцiал повиннi бути пов’язаними iз

середньою густиною n̄L3 = n∞
∫
drφ̃2(κr).

Перед тим, як перейти до чисельних результатiв корисно обговорити

границю слабкої бозон-домiшкової взаємодiї. У випадку потенцiалу твер-

дих сфер це означає малiсть na3
I . За такої умови явний вигляд потенцiала



320

взаємодiї не має значення, основне, щоб вiн був короткодiючим. Тому да-

лi ми скористаємось псевдо-потенцiалом Φ(r) = 2π~2aI
mr

δ(r) ∂∂rr. Саме така

форма використана для дослiдження, так званого, замороженого безладу

в тривимiрнiй бозе-системi при абсолютному нулi в нашiй роботi [51]. Без-

лад в газi слабковзаємодiючих бозонiв забезпечується набором важких

домiшок, а процедура усереднення за безладом передбачає iнтегрування

за їх положеннями. В лiнiйному наближеннi за густиною важчих части-

нок задача зводиться до розрахунку параметрiв бозе-системи (енергiї,

густини надплинної компоненти) з однiєю домiшкою. Тому буквально

переписуючи формулу з [51], маємо енергiю зв’язку

εI =
2π~2aIn

m

{
1 + 4

√
π
√
naa2

I − 8πnaa2
I ln

1

naa2
I

+ . . .

}
, (6.74)

в границi mI � m.

Для чисельних розрахункiв обрано такий набiр параметрiв [30]: na3 =

10−5, mI = m. I змiнюючи радiус дiї потенцiалу твердих сфер aI в оди-

ницях довжини розсiяння бозонiв a, ми отримали вiдповiднi профiлi гу-

стини |φ(r)|2, що дозволило нам розрахувати параметри домiшкового

спектра εI (6.51) i m∗I (6.65), (6.69), а також залишок квазiчастинок Z

(6.54). Результати представленi на рис. 6.14, 6.15, 6.16.

На рис. 6.14 чорнi квадратики позначають енергiю зв’язку бозе-полярона,

отриману при Монте-Карло симуляцiях [30]. Варто зауважити, що ефе-

ктивна маса, наведена в [30], була розрахована для моделi з бозон-домiшковим

потенцiалом у формi квадратної ями, тому тут не представлена. Для по-

рiвняння ми також побудували параметри домiшкового спектра, коли

взаємодiя мiж бозонами дещо сильнiша, na3 = 10−4. У цьому випадку

розрахунки в наближеннi середнього поля також є правильними, оскiль-

ки коригування хiмiчного потенцiалу однорiдної бозе-системи за межами

наближення середнього поля становить лише 6% величини.
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Рис. 6.14. Енергiя зв’язку вiдштовхувального 3D бозе-полярона як функцiя вiдно-

шення aI/a для двох значень знерозмiреного параметра бозон-бозонної взаємодiї

na3 = 10−5 (суцiльна лiнiя) i na3 = 10−4 (штрихована лiнiя). Квадратики позначають

результати Монте-Карло симуляцiй [30] для моделi твердих сфер.

6.4.5. Чисельнi результати у випадку 2D системи Густина енергiї

2D бозе-газу в наближеннi середнього поля справедлива лише у випадку

сильно розрiдженого середовища na2 � 1 [56, 140, 147, 168]

E [n] =
2π~2n2/m

| lnna2|
, (6.75)

тут a довжина s-розсiяння характеризує короткодiючу взаємодiю мiж

частинками у 2D. Пiдставляючи цей вираз у рiвняння (6.50) та нехту-

ючи додатковими доданками порядку 1/| lnna2|2 в E ′[n], ми отримуємо

нелiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку [де x i κ такi ж, як

у 3D-випадку, але з µ = 4π~2n∞/(m| lnn∞a2|)]

−1

2

d2φ̃

dx2
− 1

2x

dφ̃

dx
+

φ̃3

1 + | ln φ̃2|/| lnn∞a2|
= φ̃, (6.76)
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Рис. 6.15. Обернена ефективна маса i лишок квазiчастинок у випадку домiшки, за-

нуреної в розрiджений 3D бозе-газ, na3 = 10−5.
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Рис. 6.16. Обернена ефективна маса i лишок квазiчастинок у випадку домiшки, за-

нуреної в розрiджений 3D бозе-газ, при na3 = 10−4.

яке слiд розв’язати з тими самими граничними умовами, що й при роз-

глядi рiвняння (6.73). Вираз для профiлю густини бозе-частинок дозво-

ляє чисельно обчислили низькоенергетичнi характеристики двовимiрно-
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го бозе-полярона (див. Рис. 6.17, 6.18,6.19).
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Рис. 6.17. Енергiя занурення 2D бозе-полярона, як функцiя вiдношення aI/a для

фiксованого знерозмiреного параметра бозон-бозонної взаємодiї na2 = 10−5 (суцiльна

лiнiя). Результати Монте-Карло симуляцiй [39] для моделi з короткодiючим бозон-

домiшковим вiдштовхуванням для випадку двох типiв пробних хвильових функцiй

позначено кружечками та квадратиками вiдповiдно. Пунктирна лiнiя – результат

розрахункiв в першому порядку теорiї збурень [56].

У зв’язку з результатами нещодавнiх Монте-Карло симуляцiй [39] для

домiшки в двовимiрнiй системi бозе-частинок, ми пiдiбрали такий ж на-

бiр параметрiв як i у вище згаданiй роботi, а саме, na2 = 10−5 i mI = m.

Ця робота є дуже важливою для апробацiї результатiв здiйснених нами

розрахункiв в наближеннi середнього-поля, оскiльки у дослiдженнi [39]

автори використовували потенцiал жорсткого диска для моделювання

як бозон-бозоної, так i бозон-домiшкової взаємодiй. Звичайно, величина

знерозмiреної мiжбозонної константи зв’язку na2 = 10−5 занадто велика,

щоб точно описувати бозони iз густиною енергiї в наближеннi середньо-
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Рис. 6.18. Обернена ефективна маса 2D бозе-полярона як функцiя знерозмiреного

параметра бозон-бозонної взаємодiї na2 = 10−5. Квадратики позначають результат

Монте-Карло симуляцiй [39]. Суцiльна i штрихована лiнiї є результатами розрухун-

ку в наближенi середнього поля (6.69) та результатами в першому порядку теорiї

збурень [56], вiдповiдно.

го поля (6.75), i потрiбно враховувати поправки за межами наближення

середнього поля [56, 168] в рiвняннi (6.76). Зрозумiло, однак, що якi-

сна середньопольова поведiнка домiшокового атома не змiниться навiть

в останньому випадку. Монте-Карло розрахунки для енергiї зв’язку 2D-

бозе-полярона проводились в [39] для двох типiв хвильових функцiй, i

тому на рис. 6.17 наведенi два типи символiв. Ми також наводимо ри-

сунки з кривими (пунктирними лiнiями), що iлюструють результати те-

орiї збурень [56], справедливi як для сильно розрiджених бозе-систем

так i у випадку слабкого бозон-домiшкового вiдштовхування. Останнє

обмеження є вельми суттєвим, оскiльки значення ln(aI/a) = 5 ÷ 6 є

граничним для пертурбативних розрахункiв. Зокрема, починаючи з цiєї
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Рис. 6.19. Залишок квазiчастинок для домiшки, зануреної в 2D бозе-систему з газо-

вим параметром na2 = 10−5. Суцiльна i штрихована лiнiї зображають наведенi тут

результати у порiвняннi з результатам теорiї збурень у [56]

областi, ефективна маса та залишок квазiчастинок пхаракреризуються

нефiзичною поведiнкою. На противагу цьому, нашi розрахунки в набли-

женi середнього поля позбавленi цих недолiкiв, i можуть бути застосованi

для опису (принаймнi якiсного) бозе-поляронiв для довiльної величини

вiдношення aI/a.

Як правило, вважається, що наближення середнього поля має пра-

цювати ефективнiше для сильно розрiдженого бозе-середовища. Отже,

корисно протестувати нашi результати, порiвнюючи з Монте-Карло си-

муляцiями для двовимiрного бозе-полярона, виконаним у статтi [40]. Для

знерозмiреного параметра бозон-бозонної взаємодiї обрано na2 = 10−40,

тодi як бозон-домiшкова взаємодiя врахована двовимiрним аналогом гра-

ничної умови Бете-Пайєрлса. Цей псевдопотенцiал приблизно моделює

сферичний двочастинковий потенцiал у сферичнiй ямi, i за умови малих
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довжин розсiяння s-хвиль може бути ефективно використаний замiсть

потенцiалу твердих сфер. Але це не дуже пiдходить для нашого форму-

лювання, де нелiнiйнi доданки в рiвняннях (6.73), (6.76) забезпечують

особливостi при r → 0. Чисельнi результати середньо-польових розра-

хункiв разом з кривим в першому порядку теорiї збурень [56] для пара-

метрiв спектра бозе-полярона та залишку квазiчастинок представленi на

рис. 6.20, 6.21, 6.22. Далi розглядаємо випадок рiвних мас mI = m i вво-
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0 , 6

0 , 8

1 , 0
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� � h 2 k 2
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Рис. 6.20. Енергiя домiшки, що занурена в 2D бозе-газ (na2 = 10−40) як функцiя

знерозмiреного параметра ln(k0aI) (суцiльна лiнiя). Квадратики позначають MC ре-

зультати [40], пунктирна лiнiя – розрахунки в першому порядку теорiї збурень [56].

димо параметр k0 =
√

2πn. Хоча взаємодiя твердих сфер не еквiвален-

тна псевдопотенцiалу, який задається граничною умовою Бете-Пайєрлса,

i взагалi кажучи, не може описати систему за умови великих додатнiх

ln(k0aI), бачимо, що наше наближення краще узгоджується з результата-

ми Монте-Карло симуляцiй, нiж звичайна теорiя збурень, особливо коли

зростає бозон-домiшкова взаємодiя.
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Рис. 6.21. Ефективна маса домiшкового атома, як функцiя знерозмiреного параметра

бозон-бозонної взаємодiї na2 = 10−40. Позначення кривих iдентичнi до позначень на

рис. 6.20.

Найнесподiванiшим наслiдком усього попереднього аналiзу є те, що

загалом наближення середнього поля в контекстi домiшки, зануреної в

2D i 3D бозе-гази, демонструє гiршу узгодженiсть з результатами Монте-

Карло симуляцiй у порiвняннi з її застосуванням до 1D-бозе-поляронної

проблеми. Це може виглядати особливо дивним, оскiльки побутує думка,

що це наближення повине працювати краще у вищих вимiрах. Отже, по-

стає питання, як у цьому випадку протрактувати результати наближення

середнього поля. Щоб на нього вiдповiсти, спочатку наголосимо на то-

му, що сама фiзика бозе-газу набагато складнiша у вищих вимiрах нiж у

одновимiрному випадку. Навiть коли система сильно розрiджена, вiдгук

багаточастинкових ефектiв вiдчутний при описi термодинамiчних вла-

стивостей бозонiв. Щоб аргументувати останнє твердження, нагадаємо,

що пертурбативний результат для енергiї основного стану одновимiрного
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Рис. 6.22. Квазiчастинковий лишок 2D бозе-полярона у випадку na2 = 10−40. Квадра-

тики — результат Монте-Карло симуляцiй [40] штрихована лiнiя — результат теорiї

збурень [56]

бозе-газу має набагато ширшу область застосовностi, нiж його аналоги

у вищих вимiрах. Це свiдчить про те, що квантовi кiлькачастинковi ефе-

кти у вищих вимiрах, якi зазвичай не беруться до уваги при використан-

нi наближення середнього поля, також повиннi впливати на властивостi

поляронiв. На вiдмiну вiд цього, в одновимiрному випадку було вияв-

лено, що квантовi поправки до домiшкового спектра [476] в першому

наближеннi є вiдносно невеликими. Одним з варiантiв врахування ба-

гатобозонних ефектiв, є розширення запропонованого нами наближення

середнього поля до так званого наближення локальної густини. Технiчно

це наближення полягає у замiнi густини енергiї в наближеннi середнього

поля бозонiв у гамiльтонiанi (6.45) бiльш ускладненою формулою, яка

обов’язково мiстить поправки, зумовленi квантовими флуктуацiями.
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6.5. Домiшки в унiтарних бозе-газах

6.5.1. Домiшка в тривимiрному унiтарному бозе-газi В границi

унiтарностi амплiтуда двобозонного розсiювання розбiгається в iнфра-

червонiй областi, i, як наслiдок, багаточастинкова система демонструє

унiверсальну поведiнку. Зокрема, при абсолютному нулi густина енергiї

визначається як E [n] = ξ 3
5
~2

mn
5/3 де ξ (у випадку фермiонiв це часто на-

зивають параметром Берча) є числом. Побiжний погляд на лiтературу

щодо визначення параметра ξ для бозонiв показує, що в цьому питаннi

немає консенсусу. Рiзнi теоретичнi пiдходи дають досить рiзнi значен-

ня, наприклад, 22.22 [477], 5.0 [184] i 4.0 [478]. Однак для чисельних

розрахункiв ми використали експериментальний результат 3.40 [479] i

результат, отриманий у квантовому MC моделюваннi 5.32 [480].

Для дослiдження притягальної вiтки полярону в унiтарному бозе-

газi ми застосували чисельну процедуру до рiвняння (6.50) з E ′[n] =

ξ ~
2

mn
2/3 i двочастинковою взаємодiя, змодельовану сферичною потенцi-

альною ямою

Φ(r) =

 −Φ0, r ≤ R

0, r > R
, (6.77)

з радiусом R. Глибина потенцiалу Φ0 може бути легко пов’язана через

трансцендентне рiвняння

aI = R

{
1− tan(k0R)

k0R

}
, k0 =

√
2mrΦ0

~
. (6.78)

Нас цiкавили лише реальнi сферично-симетричнi розв’язки для φ(r), якi

задовольняють двi граничнi умови, φ(0) = 0 i φ(∞) = φ∞, де остання

константа пов’язана iз середньою густиною бозонiв, iнтенсивнiстю бозон-

домiшкової взаємодiї, вiдношенням мас та значенням параметра Берча

ξ. Ми взяли однаковi значення радiусiв дiї i глибин потенцiалу прямоку-

тної ями i встановили mI = m. Результати для притягальної поляронної
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вiтки представленi на рис. 6.23 Для вiдштовхувального бозе-полярону
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Рис. 6.23. Енергiя зв’язку (в одиницях ξ ~2
m
n2/3), обернена ефективна маса та квазiчас-

тковий залишок притягального бозе-полярону, зануреного в унiтарний газ. Суцiльнi

та пунктирнi лiнiї представляють результати для рiзних параметрiв Берча та радiусiв

потенцiалу (кривi зверху вниз) R = a/10, R = a/5 та R = a.

натомiсть використали потенцiал твердих сфер. Причина полягає в то-

му, що ми не змогли знайти єдиний стабiльний розв’язок нелiнiйного ди-

ференцiального рiвняння (6.50) iз бозон-домiшковою взаємодiєю зi сфе-

ричною ямою для додатних довжин розсiювання. Для твердосферного

потенцiалу довжина розсiювання s-хвилi aI збiгається з радiусом твер-

дого ядра i математично роль потенцiалу зводиться до змiни граничної

умови в початку координат на φ(aI) = 0. Результати для енергiї зв’язку,

ефективної маси та лишку квазiчастинок як функцiй безрозмiрної дов-

жини розсiювання a3
In для домiшки в унiтарному бозе-газi представлено

на рис. 6.24. Ми знову бачимо, що самолокалiзацiя не вiдбувається для
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Рис. 6.24. Енергiя зв’язку (в одиницях ξ ~2
m
n2/3), обернена ефективна маса та ква-

зiчастковий лишок вiдштовхувального полярону, зануреного в унiтарний бозе-газ.

Суцiльнi та пунктирнi лiнiї представляють результати для рiзних параметрiв Берча.

домiшки, зануреної в сильновзаємодiючий бозе-газ, зокрема, параметри

спектра бозе-полярону на малих iмпульсах залишаються скiнченними

навiть в границi aI → −∞. Варто нагадати, що потенцiал твердої сфери

неадекватно описує властивостi моделi при великих додатних aIs, тому

результати для вiдштовхувальної вiтки повиннi бути застосовнi лише в

слабовзаємодiючому режимi na3
I � 1. Дуже несподiваним висновком цих

розрахункiв є те, що загалом на поведiнку домiшки (див. рис. 6.23) майже

не впливає взаємодiя з бозонами, особливо ефективна маса m∗I i залишок

Z, якi в одиничному обсязi менше нiж 10%, вiдрiзняються вiд своїх чи-

стих значень. Наближення MF, однак, забезпечує лише нижню межу для

низькоенергетичних параметрiв спектра домiшок, а результати, отрима-

нi тут, очiкують на пiдтвердження бiльш складними пiдходами.
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6.5.2. Домiшка в квазiодновимiрному унiтарному бозе-газi В

цьому пунктi вважатимемо, (i) що система помiщена в сильне зовнiшнє

потенцiальне поле, що обмежує рух частинок в двох просторових вимi-

рах, та (ii) бозон-домiшковий потенцiал взаємодiї має явно виражений

короткодiючий характер. Такi сигароподiбнi квазiодновимiрнi пастки з

гармонiчним законом якраз i реалiзуються в експериментах з ультрахо-

лодними атомами. Додатково, припускаємо, що енергiя основного стану

бозонiв у вiдсутностi зовнiшного потенцiального поля i домiшки є сте-

пеневою функцiєю їх густини E ∝ nα. Можна навести, як мiнiмум, два

приклади таких систем з рiзними показниками степеня α. Перша з них

— це система бозе-частинок малої густини, де основний внесок в термо-

динамiку дають процеси попарного розсiювання частинок, i, як наслi-

док, показник степеня рiвний двом. Другий – система бозонiв в границi

унiтарностi, де показник степеня залежить виключно вiд вимiрностi про-

стору. Для тривимiрної системи вiн рiвний α = 5/3, тобто, залежнiсть

енергiї бозонiв в границi унiтарностi вiд густини є такою ж, як i в iде-

ального фермi-газу. Взагалi, цiлим показникам α = k вiдповiдає дещо

дивна ситуацiя, коли бозони слабко взаємодiють мiж собою лише через

k-частинковi сили. Густина енергiї бозонiв (без домiшки) E [n] = g
αn

α, i

тому можна скористатись результатами цього роздiлу. Врахування силь-

ного зовнiшнього гармонiчного потенцiалу

mIω
2

2
(y2
I + z2

I ), (6.79)

зводиться до того, що профiль густини частинок взвовж осей y та z

вважатимемо гауссовим — таким, що вiдповiдає основному стану гармо-

нiчного осцилятора. З рiвностей δE/δψ(x) = δE/δψ∗(x) = 0, що задають

мiнiмум енергiї системи при додатковiй умовi фiксованостi повного числа
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частинок в системi
∫
dx|ψ(x)|2 = N

− ~2

2mr
ψ′′(x)− µψ(x) + g̃Iδ(x)ψ(x) + g̃|ψ(x)|2(α−1)ψ(x) = 0, (6.80)

де множник Лагранжа µ має змiст хiмiчного потенцiалу. Розмiрнi кон-

станти: mr = mmI/(m + mI) – приведена бозон-домiшкова маса, g̃I =

gI
mrω
π~ — ефективна константа бозон-домiшкової взаємодiї, а g̃ = g

α

(
mω
π~
)α−1.

Це рiвняння потрiбно доповнити граничними умовами ψ(±L/2) = ψ∞ =

const. Вдамося до наступних спрощень i будемо вважати, що L,N →∞,

але лiнiйна густина бозонiв N/L залишається сталою. В цьому випадку

енергiя занурення домiшки буде незникаючою поправкою (порядку оди-

ницi) до енергiї системи в границi N →∞. Переходячи до знерозмiреної

функцiї ψ(x) = ψ∞φ(κ|x|), де κ =
√

2µmr/~, µ = g̃ψ
2(α−1)
∞ , записуємо

розв’язок в квадратурах∫ φ(κ|x|)

φ(0)

dφ√
1− φ2 − (1− φ2α)/α

= sign(gI)κ|x|, (6.81)

де вже враховано, що φ(∞) = 1, а значення функцiї φ(0) в початку

координат (де i є домiшка) потрiбно пов’язати зi значенням її похiдної

φ′(0)/φ(0) = mrg̃I/~2. Зрозумiло, що не для всiх значень показника α,

iнтеграл у формулi (6.81) можна обчислити через елементарнi функцiї.

Але навiть без явної аналiтичної залежностi, квазiодновимiрнiсть систе-

ми дозволяє спростити iнтеграли, якi входять у енергiю занурення

εI(0)

µ
= (1− α−1)

2N

κL

∫ 1

φ(0)

dφ(1− φ2α)
sign(gI)√

1− φ2 − (1− φ2α)/α
, (6.82)

ефективну масу домiшкового атома

m∗I
mI

= 1 +
mr

mI

2N

κL

∫ 1

φ(0)

dφ
(1− φ2)2

φ2

sign(gI)√
1− φ2 − (1− φ2α)/α

, (6.83)

та квадрат модуля перекриття хвильових функцiй

lnZI = −2N

κL

∫ 1

φ(0)

dφ(1− φ)2 sign(gI)√
1− φ2 − (1− φ2α)/α

. (6.84)
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Нижня межа iнтегрування пов’язана з ефективною константою бозон-

домiшкової взаємодiї таким рiвнянням:√
1− φ2(0)− [1− φ2α(0)]/α =

mr|g̃I |
~2κ

φ(0), (6.85)

причому, φ(0) > 1 для притягального, та φ(0) < 1 для вiдштовхувально-

го знакiв константи бозон-домiшкової взаємодiї.

Перейдемо до дослiдження конкретної системи, а саме домiшки в бозе-

газi в границi унiтарностi. В цьому випадку костанти g = ξ ~
2

m , g̃ =

3ξ
5
~2

m

(
mω
π~
)2/3. На практицi наближення квазiодновимiрностi означає, що

характерна енергiя пов’язана з зовнiшнiм гармонiчним потенцiалом, є

значно бiльшою за всi решта масштаби енергiї ~ω � µ, εI(0), або пере-

писуючи через осциляторну довжину Nl
L � 1 (тут l =

√
~
mω , а чисельнi

рахунки проводились для значення 10−3). Iншi знерозмiренi параметри

нашої задачi — вiдношення масmI/m та, якщо пригадати, що gI = 2π~2aI
mr

виражається через довжину aI s-розсiювання, то природно ввести па-

раметр aI/l, що характеризує iнтенсивнiсть бозон-домiшкової взаємодiї.

На практицi залежнiсть вiд спiввiдношення мас бозонiв i домiшкового

атома якiсно не впливають на характер отриманих кривих, тому при

чисельних розрахунках вважалось, mI = m. На Рис. 6.25 представле-

но результати розрахунку енергiї (в одиницях µ) притягального aI < 0

та вiдштовхувального aI > 0 квазiодновимiрних бозе-поляронiв. Вiдзна-

чимо суттєву залежнiсть енергiї в притягальному випадку вiд величини

бозон-домiшкової взаємодiї. В той час як у вiдштовхувальному випадку

енергiя за модулем на два порядки менша i швидко виходить на наси-

чення. Цiкаво, що схожа поведiнка спостерiгалась i у випадку домiшки,

зануреної в розрiджений бозе-газ (α = 2). Загалом, це наштовхує на

думку, що якiсно властивостi домiшки будуть однаковими для довiль-

них степеневих залежностей E ∝ nα густини енергiї бозонiв. Розрахунок
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Рис. 6.25. Енергiя занурення притягального (злiва) та вiдштовхувального (справа)

бозе-поляронiв, як функцiя знерозмiреного параметра взаємодiї aI/l. Суцiльна крива

— розрахунки з експериментальним параметром Берча ξexp = 3.40 [479], штрихована

— отриманим в Монте Карло симуляцiях ξMC = 5.32 [480].

ефективної маси домiшки i величини ZI , передсталений на Рис. 6.26, до-
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Рис. 6.26. Ефективна маса домiшки (злiва) та квадрат модуля перекриття хвильових

функцiй (2.7) системи. Позначення кривих такi ж, як на Рис. 6.25.

датково пiдтверджує цей здогад. Результати демонструють, що вiдштов-

хувальний бозе-полярон є добре визначеною квазiчастинкою фактично

для всiх значень знерозмiреного параметра взаємодiї. Рисунки 6.25,6.26

вказують на суттєву залежнiсть параметрiв бозе-полярона вiд значення

параметра Берча, що в поєднаннi з хорошою точнiстю наближення ло-

кальної густини, може слугувати опосередкованим шляхом визначення
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ξ в бозе-газi в границi унiтарностi. Найбiльш чутливою (див. Рис. 6.26)

в цьому контекстi є ефективна маса домiшкового спектра.

6.6. Висновки до роздiлу 6

Застосовуючи простий i ефективний метод, точно проаналiзовано се-

редньопольову поведiнку домiшки, зануреної в одновимiрний бозе-газ

з дво- та тричастинковою взаємодiєю мiж частинками. Ми зосередили

увагу лише на областi малих iмпульсiв, а саме, розрахували енергiю за-

нурення та лишок квазiчастинок i отримали просту формулу для до-

мiшкової ефективної маси в бозе-середовищi. В наближеннi середнього

поля, всi цi спостережуванi величини явно пов’язанi з профiлем густи-

ни частинок ванни, рiвномiрний розподiл яких порушується через на-

явнiсть точкової домiшки. Важливо, що цей просторовий розподiл бо-

зонiв, з контактними дво- та тричастинковими взаємодiями задається

простим аналiтичним виразом. Показано, що наявнiсть вiдштовхуваль-

них тричастинкових сил мiж бозонами приводить до додаткової стабi-

лiзацiї бозе-поляронної хмари. Пiдводячи пiдсумок, отриманi результа-

ти можна сформулювати трьома твердженнями: i, тричастинкова взає-

модiя мiж бозонами, повнiстю змiнює властивостi притягального бозе-

полярона, а саме, якiсно змiнює залежнiсть параметрiв спектра домiшок

вiд бозон-домiшкової константи зв’язку; ii, навiть для вiдштовхувального

бозон-домiшкового потенцiалу, де застосований пiдхiд середнього поля є

правильним, наявнiсть тричастинкових сил приводить до часткового по-

давлення ефектiв бозон-домiшкової взаємодiї у поведiнцi рухомого бозе-

полярона; iii, iснує чiтка рiзниця мiж параметрами спектра домiшок,

занурених у бозе-газ з повнiстю дво- та тричастинковими взаємодiями.

Останнє спостереження може бути використано для експериментальної
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реєстрацiї тричастинкових сил [404] в одновимiрних бозе-газах. Звичай-

но, реалiзацiя бозе-газiв iз тричастинковими силами є малоймовiрною,

але нещодавно було показано [229], як ефективне тричастинкове вiдштов-

хування може виникати в системi трьох однакових бозонiв, що взаємо-

дiють через двочастинковий потенцiал скiнченного радiуса дiї. Нарештi,

слiд зауважити, що середньопольове формулювання 1D бозе-полярона,

обговорене в цьому роздiлi, може бути розширене, пiсля деяких модифi-

кацiй, для опису 1D бiполяронних систем [481].

В цьому роздiлi також отримано iмпульсну залежнiсть параметрiв

спектра точкової домiшки, що рухається в одновимiрному бозе-газi, за

допомогою методу iнтегралiв за траєкторiями. Запропонований нами ме-

тод у найпростiшому наближеннi вiдтворює рiвняння середнього поля

для профiлю густини частинок ванни в присутностi рухомого бозе-полярона.

Також цей метод дозволив отримати закон дисперсiї одновимiрного бозе-

полярона в елементарних функцiях. Найнесподiванiший висновок поля-

гає в тому, що практично у всiх важливих випадках енергiю рухомо-

го полярона можна вiльно апроксимувати квадратичною функцiєю, i це

спостереження може дати основу для розробки рiзних непертурбатив-

них технiк (див. роздiл 5) та ефективних одночастинкових пiдходiв [335].

Точнiсть представленого пiдходу продемонстровано шляхом порiвняння

низькоенергетичних параметрiв домiшкового спектра, таких як енергiя

зв’язку та ефективна маса (для випадку розрiдженого бозе-середовища

та у випадку газу Тонкса-Жирардо), з результатами Монте-Карло симу-

ляцiй. Показано, що наближення середнього поля є цiлком обґрунтова-

ним, особливо для вiдштовхувальної вiтки енергiй бозе-полярона.

Також ми довели, обчислюючи низькоенергетичнi параметри спектра

домiшкового атома, зануреного в розрiдженi дво- i тривимiрнi бозе-кон-

денсати, що наближення середнього поля є перспективним напiвкiлькi-
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сним iнструментом для аналiзу рiзних аспектiв проблеми бозе-полярона

навiть в границi сильної взаємодiї. Головною перевагою цього пiдходу є

його простота, яка в поєднаннi з дуже прозорою фiзичною iнтерпретацi-

єю, дає сподiвання на подальше його застосування до проблеми домiшки

в сильно взаємодiючих бозе-конденсатах та фермiонних надплинних рi-

динах. Наше дослiдження також надає опосередкованi докази важливо-

стi квантових флуктуацiй для точного кiлькiсного опису бозе-поляронiв

у двох та трьох вимiрах. Також, проаналiзувавши параметри домiшко-

вого спектра, ми можемо зробити висновки щодо загальної тенденцiї ре-

зультатiв наближення середнього поля. Зокрема, порiвнюючи розрахо-

вану енергiю зв’язку та ефективну масу з результатами Монте-Карло

симуляцiй як у двох, так i в трьох вимiрах, виявлено, що наближення се-

реднього поля завжди дає занижене значення цих двох параметрiв, при

цьому трохи завищує величину квазiчастинкового лишку.

Ми вперше дослiдили властивостi одного домiшкового атома, зану-

реного в унiтарний бозе-газ використовуючи оригiнальний пiдхiд, який

поєднує наближення середнього поля i локальної густини. Незважаючи

на те, що експериментальна реалiзацiя таких систем ускладнюється мета-

стабiльною природою унiтарного бозе-газу, буде цiкаво перевiрити нашi

передбачення в Монте-Карло симуляцiях. Iншим можливим застосуван-

ням представленого пiдходу є проблема домiшок у фермiонних надплин-

них рiдинах в границi унiтарностi. Єдиними модифiкацiями необхiдними

для таких розрахункiв, є використання фермiонного параметра Берча i

маси куперiвської пари (подвоєної маси фермiонiв).



339

РОЗДIЛ 7

Статичнi домiшки в бозе-конденсатах

7.1. Вступ

В роздiлi точно розраховуємо повну температурну залежнiсть сил Ка-

зимира, що виникають мiж двома статичними домiшками, зануреними

в iдеальний бозе-газ нижче точки BEC переходу. Припускаючи коро-

ткодiючий характер бозон-домiшкової взаємодiї, описану тут процедуру

розрахунку можна легко поширити на бозе-систему з довiльною (мiкро-

скопiчною) кiлькiстю занурених домiшок.

Схему розрахунку переформульовано на загальну випадок iдеальних

бозе-газiв у пастках довiльної форми. Конкретнi розрахунки виконано

для випадкiв однiєї та двох статичних домiшок, зануреними в iдеаль-

ний газ бозонiв, що знаходяться в гармонiчному потенцiалi з квазi-2D

конфiгурацiєю.

Результати узагальнено на основний стан слабконеiдеальногоD-вимiрного

бозе-газу, що взаємодiє з кiлькома статичними домiшками. Припускаю-

чи δ-подiбний характер бозон-домiшкової взаємодiї, та використовуючи

методи ефективної теорiї поля, розраховано енергiю двовимiрних бозе-

систем з однiєю та двома зануреними домiшками.

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [73, 74, 76].
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7.2. Ефективнi двочастинковi потенцiали взаємодiї мiж

домiшками в тривимiрному iдеальному BEC

7.2.1. Формулювання задачi. Ми розглядаємо дуже просту модель

кiлькох статичних (нескiнченної маси) домiшок, занурених в iдеальний

BEC. Хоча нижче ми в основному зосередженi на одно-, двох- i трича-

стинкових системах, загальна схема розрахунку також застосовна для

довiльної кiлькостi домiшок. Гамiльтонiан системи

H =
∑
k,q

〈k|ε+ Φ(r)|q〉ψ†kψq, (7.1)

записується для цього останнього випадку, де ε = p2

2m — однобозонний

оператор кiнетичної енергiї, а

Φ(r) =
∑

1≤j≤N

gδ(r−Rj), (7.2)

— потенцiальна енергiя взаємодiї з N домiшками, розмiщеними в точках

з координатами Rj. Оператори ψ†k (ψk) є стандартними бозонними опе-

раторами народження (знищення) частинки з iмпульсом ~k, а в (7.1)

ми використали представлення плоских хвиль, визначене для великого

об’єму V iз накладенням перiодичних граничних умов. Величина бозон-

домiшкової взаємодiї контролюється голою константою зв’язку g, яка че-

рез взаємодiю δ-типу повинна бути перенормована в кiнцевих формулах
1
g = m

2π~2a −
1
V

∑
k

1
εk

через довжину розсiювання a.

Термодинамiку невзаємодiючих бозонiв iз зовнiшнiм потенцiалом (7.2)

можна отримати в звичний, для iдеальних квантових газiв, спосiб. По-

перше, потрiбно розв’язати одночастинкову задачу

{ε+ Φ(r)}|l) = El|l), (7.3)

(тут |l) i El є l-м власним станом i вiдповiдним власним значенням одно-

бозонного гамiльтонiана за наявностi домiшок), а потiм безпосередньо
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застосувати формалiзм великий канонiчного ансамблю

Ω = T
∑
l

ln
[
1− e(µ−El)/T

]
, (7.4)

де µ — хiмiчний потенцiал, який контролює кiлькiсть бозонiв. Сума спра-

ва в рiвняннi (4.37) є слiдом одночастинкового статистичного оператора,

i беручи до уваги iнварiантнiсть слiду, ми можемо еквiвалентно пере-

писати Ω в базисi плоских хвиль [вiдтепер ми не запишiть у Φ(r) явну

залежнiсть вiд r]

Ω = T
∑
k

〈k| ln
[
1− e(µ−ε−Φ)/T

]
|k〉,

або у бiльш зручному для практичного використання виглядi

Ω = T

∫
dωD(ω) ln

[
1− e(µ−ω)/T

]
, (7.5)

де густину станiв D(ω) =
∑

l δ(ω − El) =
∑

k〈k|δ(ω − ε − Φ)|k〉 можна

записати через одночастинкову функцiю Грiна Gω

D(ω) = −1

π

∑
k

Im〈k|Gω+i0|k〉, Gω =
1

ω − ε− Φ
, (7.6)

а iнтегрування здiйснюється по пiвосi, де ω − µ > 0. Отже, подальший

розгляд повнiстю присвячений розрахункам наведеної вище густини ста-

нiв. Крiм того, далi ми обмежимося термодинамiчною границею, де як

об’єм V , так i кiлькiсть бозонiв N швидко зростають, у той час як густи-

на n = N/V системи залишається постiйною. Вимагаючи адитивностi

термодинамiчного потенцiалу, ми припускаємо, що домiшки суттєво не

змiнюють властивостей бозе-газу. Поява зв’язаних станiв в деякiй областi

змiни параметрiв негайно призведе до колапсу бозонiв (в цьому випадку

макроскопiчне число частинок буде локалiзовано в скiнченному об’ємi).

Усi особливостi густини станiв можна з’ясувати, обчисливши T -матрицю

Tω = Φ + ΦG(0)
ω Tω, (7.7)
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що дозволяє представити функцiю Грiна так:

Gω = G(0)
ω +G(0)

ω TωG(0)
ω , G(0)

ω =
1

ω − ε
. (7.8)

Працюючи з BEC i припускаючи розсiювальну природу основного стану

в бозе-газi з домiшками, до члена на нульовому iмпульсi у формулi для

D(ω) слiд поставитись дуже обережно. По-перше, повчально переписати

його так [482]

〈0|Gω+i0|0〉 =
1

ω + i0− 〈0|T 0
ω+i0|0〉

, (7.9)

де приведена T -матриця T 0
ω = Φ + ΦG

(0)
ω Q0T 0

ω , (тут Q0 = 1 − |0〉〈0|

позначає проектор на всi розсiювальнi стани без k = 0) визначається

на пiдпростiр одночастинкового гiльбертового простору без стану |0〉 .

Пiдстановка в (7.5) приводить нас до висновку, що хiмiчний потенцiал

бозонiв з мiкроскопiчною кiлькiстю домiшок

µ = 〈0|T 0
0 |0〉. (7.10)

Звернiть увагу, що µ має порядок 1/V , коли лише кiлька частинок зану-

ренi в систему нижче критичної температури, а рiвняння (7.10) гарантує

лише ведучу асимптотику за 1/V . Помножений на кiлькiсть бозонiв N ,

результат (7.10) дає енергiю зв’язку домiшок при T = 0. Таким чином,

задача зводиться до розрахункiв T -матрицi бозонного атома, що руха-

ється у зовнiшньому потенцiалi, створеним статичними частинками. На

щастя, формальний розв’язок цiєї задачi можна точно знайти для до-

вiльної немакроскопiчної кiлькостi нерухомих домiшок. Зокрема, пере-

писуючи операторне рiвняння (7.7) (зi вставленим проектором Q0) явно

в матричнiй формi, отримуємо

〈q|T 0
ω |k〉 =

1

V

∑
1≤j≤N

ge−i(q−k)·Rj

+
1

V

∑
s 6=0

∑
1≤j≤N

ge−i(q−s)·Rj
1

ω − εs
〈s|T 0

ω |k〉. (7.11)
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Застосовуючи iтерацiйну процедуру до наведеного вище рiвняння, легко

вгадати розв’язок для T -матрицi 〈q|T 0
ω |k〉 = tω

1
V

∑
1≤i,j≤N e

−iq·RiTije
ik·Rj ,

де елементи квадратної матрицi Tij (розмiру N ) визначаються так:

T−1
ij = δij −∆ω(Rij)[1− δij]. (7.12)

Тут δij — дельта-символ Кронекера, i ми використали позначення

t−1
ω =

m

2π~2a
− 1

V

∑
k 6=0

(
1

ω − εk
+

1

εk

)
, (7.13)

для бозонно-одномiшкової вакуумної T -матрицi та для функцiї

∆ω(R) = tω
1

V

∑
k 6=0

eik·R

ω − εk
, (7.14)

вiдстанi мiж домiшками Rij = Ri −Rj.

Загалом для фiксованого N проблема зводиться до громiздких ма-

тричних обчислень, але в границi двох домiшок їх можна виконати по-

рiвняно просто,

V 〈k|T 0
ω |k〉 = 2tω

1 + ∆ω(R12) cos(k ·R12)

1−∆2
ω(R12)

. (7.15)

Розрахунок наведених вище iнтегралiв у трьох просторових вимiрах не

викликає будь-яких проблем

tω+i0 =
2π~2a

m

1

1− akω+i0
, ∆ω+i0(R12) = − a

R12

e−R12kω+i0

1− akω+i0
, (7.16)

де kω+i0 =
√

2m|ω|/~2 {θ(−ω)[1− i0]− iθ(ω)}, а θ(x) — сходинкова фун-

кцiя Гевiсайда. Маючи рiвняння (7.15), яке фактично дає густину станiв,

можемо вiльно обчислювати термодинамiку розглянутої системи.

Енергiю основного стану нашої системи також можна обчислити в

базисi плоских хвиль, застосовуючи звичайнi методи багаточастинкової

теорiї збурень безпосередньо до гамiльтонiана (7.1). У припущеннi, що
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присутнiсть домiшок не порушує однорiднiсть бозе-конденсату, а най-

нижчий одночастинковий енергетичний рiвень знову вiдповiдає хвильо-

вому вектору k = 0, гамiльтонiан

H = N〈0|Φ|0〉+
∑
k,q 6=0

〈k|ε+ Φ|q〉ψ†kψq

+
√
N
∑
k6=0

{
〈k|Φ|0〉ψ†k + 〈0|Φ|k〉ψk

}
, (7.17)

де обидва ψ†0, ψ0 замiнено на комплекснi числа
√
N . Розрахована у всiх

порядках теорiї збурень енергiя основного стану

E0 = N〈0|Φ|0〉+N
∑
k6=0

〈0|Φ|k〉 1

−εk
〈k|Φ|0〉

+N
∑
k,q6=0

〈0|Φ|k〉 1

−εk
〈k|Φ|q〉 1

−εq
〈q|Φ|0〉+ . . .

= N〈0|T 0
0 |0〉, (7.18)

згортається точно до дiагонального елемента скороченої T -матрицi та

вiдтворює (7.10).

Внутрiшню енергiю системи та середню кiлькiсть бозонiв при темпе-

ратурах, вищих за BEC-перехiд, виводять iз застосуванням термодина-

мiчних спiввiдношень E = Ω + µN + TS [S = − (∂Ω/∂T )V,µ є ентропiєю

системи] i N = − (∂Ω/∂µ)V,T вiдповiдно

E =

∫
dωD(ω)ω

e(ω−µ)/T − 1
, N =

∫
dωD(ω)

e(ω−µ)/T − 1
, (7.19)

де µ мiстить як (7.10), так i ненульову температурозалежну частину.

Нижче температури переходу розрахунки iнтегралiв у (7.19) вимагають

вiдокремлення k = 0 моди в D(ω). Беручи до уваги рiвняння (7.9), (7.10)

i другу формулу в (7.19) приходимо до висновку, що D(ω) мiстить δ-

сингулярнiсть при ω = µ (тобто при ω ∝ 1/V ), так що

N = N0 +

∫
dωD0(ω)

e(ω−µ)/T − 1
, (7.20)
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де N0 — кiлькiсть частинок у BEC, а верхнiй iндекс бiля D(ω) позначає

що член iз k = 0, опущеним у густинi станiв. Така сама замiна D(ω) у

рiвняннi для внутрiшньої енергiї нижче переходу BEC тодi дає

E = N0〈0|T 0
0 |0〉+

∫
dωD0(ω)ω

e(ω−µ)/T − 1
. (7.21)

Останнiй вираз можна еквiвалентно отримати за допомогою квазiчастин-

кової картинки. Дiйсно, перший член у (7.21) представляє внесок BEC

(де кожен бозон тепер має енергiю µ через наявнiсть домiшок) у загальну

енергiю, тодi як другий член у E є середня енергiя термiчно збуджених

бозе-частинок. Рiвняння (7.21) дозволяє отримати точну енергiю, яку

отримує бозе-газ, коли в нього занурюють N домiшки при скiнченних

температурах.

E = N0〈0|T 0
0 |0〉+

∫ ∞
µ

dω ω

e(ω−µ)/T − 1

×−1

π

∑
k 6=0

Im

{
1

ω + i0− εk
+
〈k|T 0

ω+i0|k〉
(ω + i0− εk)2

}
. (7.22)

Зсувом меж iнтегрування, пам’ятаючи, що хiмiчний потенцiал µ = 〈0|T 0
0 |0〉 ∝

1/V у фазi BEC i залишаючи лише доданки порядку одиницi, отримуємо

енергiю, пов’язану з N домiшками

∆EN = N〈0|T 0
0 |0〉+

∫ ∞
0

dω ω

eω/T − 1

×−1

π

∑
k 6=0

Im
〈k|T 0

ω+i0|k〉 − 〈0|T 0
0 |0〉

(ω + i0− εk)2
. (7.23)

7.2.2. Зв’язанi стани Щоб з’ясувати межi застосовностi наведених

вище формул, потрiбно проаналiзувати однобозоннi зв’язанi стани. Це

можна зробити безпосередньо шляхом пошуку полюсiв T -матрицi (7.15)

при вiд’ємних ω. Для окремої домiшки вони задаються нулями t−1
ω , якi

ведуть до фiктивного полюса ε1 = − ~2

2ma2 для всiх додатних a. Вiдповiд-
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ний однобозонний гамiльтонiан i функцiя основного стану

H = − ~2

2m
∇2 +

2π~2a

m
δ(r1)

∂

∂r1
r1, 〈r|0)N=1 ∝

e−r1/a

r1
, (7.24)

зi скороченим позначенням r1 = r − R1 для вiдносної координати до-

мiшки i бозона. Наведена вище потенцiальна енергiя є добре вiдомим

псевдопотенцiалом Хуан-Янга, який явно представляє граничну умову

Бете-Паєрлса. У дводомiшковому випадку ситуацiя зi зв’язаними стана-

ми бiльш цiкава. Тепер полюси, ε2, що вiдповiдають зв’язаним станам,

заданi двома рiвняннями [326]

1− a
√

2m|ε2|/~±
a

R12
e−R12

√
2m|ε2|/~ = 0. (7.25)

Для повноти також подаємо хвильовi функцiї зв’язаного стану [45] [вiд-

повiдний гамiльтонiан у цьому випадку є лише двоцентровим узагальне-

нням (7.24)]

〈r|0)N=2

〈r|1)N=2

 ∝ e−r1

√
2m|ε2|/~

r1
± e−r2

√
2m|ε2|/~

r2
. (7.26)

Графiчне представлення розв’язкiв для безрозмiрної величини |ε̃2| =

|ε2|/
(

~2

2mR2
12

)
зображено на Рис. 7.1 з якого ми чiтко бачимо, що iснує

«вiкно», −1 < a
R12
≤ 0, де немає зв’язаних станiв i попереднiй аналiз є

справедливим.

У контекстi експериментальної реалiзацiї виникає щонайменше два

питання. Перше пов’язане з кiлькiстю домiшок, якi зазвичай беруться в

експериментах, i це число значно перевищує двi або три. З попереднього

аналiзу легко зрозумiти, що для довiльної кiлькостi N статичних части-

нок хвильовi функцiїN , якi вiдповiдають зв’язаним станам, просто зада-

нi лiнiйними комбiнацiями експоненцiйних функцiй типу e−rj
√

2m|εN |/~/rj.

Загалом цi N енергiї є складними функцiями вiдносних вiдстаней Rjj′

мiж домiшками, але зникають, коли a < 0 i всi Rjj′ � |a|. Таким чином,
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0 , 0 0 , 2 0 , 4 0 , 6 0 , 8 1 , 0

- 4

- 2

0

2

4

|

a R 1 2

�

2
~|

Рис. 7.1. Графiчне представлення рiвнянь (7.25) для енергiй зв’язаних станiв бозонiв

iз двома зануреними домiшками. При додатному a i великому R12 > a є два рiвнi

енергiї. У всiх iнших випадках, крiм областi −1 < a
R12
≤ 0 (сiра зона), iснує єдиний

зв’язаний стан.

все наше попереднє обговорення є справедливим для систем з малою кон-

центрацiєю рiвномiрно розподiлених домiшок. Друге питання пiднiмає

проблему експериментальної видимостi зв’язаних станiв. При скiнченних

температурах динамiка колапсу бозе-газу є складною i вимагає окремого

дослiдження, але якщо припустити, що система спочатку готується при

дуже низьких температурах без бозон-домiшкової взаємодiї, а потiм ця

взаємодiя раптово включається, ймовiрнiсть реалiзацiї зв’язаного стану

визначено квадратом модуля перекриття хвильової функцiї

Z =

∣∣∣∣∣〈vac|(ψl=0)
N

√
N !

(ψ†k=0)N√
N !
|vac〉

∣∣∣∣∣
2

∝
(
a3

V

)N
, (7.27)

є малою. Це показує, що система залишається в рiвномiрному (розсiю-

вальному) BEC-станi протягом деякого часу навiть для набору параме-

трiв, коли справжнiм основним станом є колапс. Отриманий степеневий

закон перекриття (7.27), який дуже швидко прямує до нуля зi збiльше-
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нням кiлькостi оточуючих частинок, зазвичай називають катастрофою

ортогональностi. Для бозонних середовищ, утворених невзаємодiючими

частинками, така поведiнка, здається, є загальною для всiх просторових

розмiрностей, де вiдбувається перехiд BEC. Натомiсть низьковимiрний

(вже починаючи з двовимiрного) iдеальний бозе-газ нечутливий до при-

сутностi домiшок.

7.2.3. Результати Повну iнформацiю про температурну залежнiсть

енергiї двох домiшок можна отримати, вiднявши вiд рiвняння (7.21) вну-

трiшню енергiю iдеального бозе-газу. Результуюча енергiя ∆E2(R12), по-

в’язана з домiшками, є складною функцiєю вiдносної вiдстанi R12, але

коли остання прямує до безмежностi, енергiя ∆E2(∞) прямує до сталої,

що вдвiчi перевищує енергiю зв’язку окремої домiшки

∆E1 =
2π~2a

m

[
n+

∫ ∞
0

dk

(2π)2

k2

eεk/T − 1

(ak)2

1 + (ak)2

]
. (7.28)

Типова температурна поведiнка ∆E1 представлена на рис. 7.2, де T0

0 , 0 0 , 2 0 , 4 0 , 6 0 , 8 1 , 0
- 1 , 4

- 1 , 2

- 1 , 0
1 , 0

1 , 2

1 , 4

 a n 1 / 3  =  -  0 , 1
 a n 1 / 3  =  -  1
 a n 1 / 3  =  -  1 0

 a n 1 / 3  =  0 , 1
 a n 1 / 3  =  1
 a n 1 / 3  =  1 0

t

∆ E 1 / E M F

Рис. 7.2. Приклади температурної залежностi t = T/T0 однодомiшкової енергiї зану-

рення.

— температура BEC, а EMF = 2π~2|a|n/m — модуль середньо-польової
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енергiї (яка стає точною для однiєї домiшки при T = 0). Ми також по-

будували на рис. 7.2.3 енергiю однiєї частинки при кiлькох фiксованих

температурах як функцiю безрозмiрної константи зв’язку an1/3. Ведуча

- 4 - 2 0 2 4
- 1 , 4

- 1 , 2

- 1 , 0
1 , 0

1 , 2

1 , 4
∆ E 1 / E M F

 t  =  1
 t  =  0 , 5
 t  =  0 , 1

a n 1 / 3

Рис. 7.3. Залежнiсть однодомiшкової енергiї (7.28) вiд газового параметра an1/3. Вiд’-

ємнi значення an1/3 вiдповiдають областi, де немає бозонних зв’язаних станiв i, отже,

система стабiльна.

температурна поправка поводиться як (an1/3)2(T/T0)
5/2, коли взаємодiя

слабка та (T/T0)
3/2 в границi унiтарностi |a|n1/3 � 1. Явна формула для

дводомiшкової енергiї ∆E2(R12) бiльш громiздка

∆E2(R12) =
4π~2an

m

1

1 + a/R12
− 4π~2a

m

∫ ∞
0

dk

(2π)2

k2

eεk/T − 1

×
[ 1 + a cos(kR12)/R12

(1 + a cos(kR12)/R12)2 + (ak + a sin(kR12)/R12)2

+
1

2

ak sin(kR12)− (1− a/R12)(1− cos(kR12))

(1 + a cos(kR12)/R12)2 + (ak + a sin(kR12)/R12)2

−1

2

ak sin(kR12)− (1 + a/R12)(1− cos(kR12))

(1− a cos(kR12)/R12)2 + (ak − a sin(kR12)/R12)2

− 1

1 + a/R12

]
. (7.29)

Поклавши R12 →∞, ми вiдновлюємо подвоєну енергiю занурення однi-

єї домiшки ∆E2(∞) = 2∆E1. Тепер ми можемо визначити ефективну
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потенцiальну енергiю мiж двома домiшками, спричинену взаємодiєю з

бозе-частинками, як рiзницю енергiй iз фiксованим R12 i нескiнченними

(обмеження однiєї домiшки) вiдстанями мiж статичними частинками.

Φ
(2)
eff (R12) = ∆E2(R12)−∆E2(∞). (7.30)

Перший член не залежить вiд температури i має дуже простий матема-

тичний вираз

Φ
(2)
eff (R12)

∣∣∣
T→0

=
2π~2a

m
n× 2

[
1

1 + a/R12
− 1

]
, (7.31)

тодi як другий член мiстить усi тепловi ефекти, але може бути розра-

хований лише чисельно. Рисунок 7.4 показує загальний вплив цих двох

доданкiв. Зокрема, ми побудували ефективний потенцiал лише для двох

температур, а саме T = 0 i T = T0, оскiльки для всiх iнших температур

кривi, що описують Φ
(2)
eff (R12) знаходяться мiж цими двома. Наведенi на

рис. 7.4 графiки функцiї Φ
(2)
eff (R12) при рiзних величинах взаємодiї чiтко

демонструють тенденцiю сил Казимира: потенцiальна яма поглиблює-

ться зi збiльшенням температури. Якiсно цей ефект можна зрозумiти,

використовуючи аргументи квазiчастинкового опису. У найпростiшому

наближеннi ефективна двочастинкова взаємодiя мiж домiшками, яка ви-

никає внаслiдок обмiну квазiчастинками (незалежно вiд знаку a), тим

iнтенсивнiша, чим бiльше бозонiв знаходиться у збуджених станах. То-

му пiдвищення температури закономiрно призводить до збiльшення чи-

сла квазiчастинок i, у свою чергу, до поглиблення потенцiйної ями для

притягальних i пiдвищення потенцiйного бар’єру для вiдштовхувальних

мiждомiшкових взаємодiй.

Вiдомо, що поведiнка сил Казимира на великих вiдстаннях є унiвер-

сальною, тобто контролюється вiдповiдним критичними показниками си-

стеми в безпосереднiй близькостi вiд фазового переходу другого роду. Це
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Рис. 7.4. Залежнiсть ефективного потенцiалу Φ
(2)
eff (R12) вiд вiдстанi (в одиницях |a|)

мiж домiшками при температурах T = 0 (пунктир лiнiї) i T0 (суцiльнi лiнiї). Рi-

знi панелi вiдповiдають рiзним an1/3 вiд ±10−1 (верхня) до ±102 (нижня), i чiтко

видно, що для великих an1/3 (вже з an1/3 ∼ 1) частка Φ
(2)
eff (R12)/EMF (як функцiя

безрозмiрного R12/|a|) нечутлива до змiн величини взаємодiї Φ
(2)
eff (R12)

∣∣∣
|a|n1/3�1

=

Φ
(2)
eff (R12)

∣∣∣
T→0
× (1 + t3/2/2).
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реалiзується в класичних системах, де ефект Казимира експоненцiаль-

но пригнiчується за межами критичної температури. У бозе-системах iз

зануреними домiшками нескiнченної маси, навпаки, на великихR12 асим-

птотика Φ
(2)
eff (R12) визначається з iнфрачервоної поведiнки динамiчного

структурного фактора S(ω = 0, k) у статичнiй границi. Для випадку

iдеального бозе-газу, S(ω = 0, k) ∝ 1/k2 на маих k є унiверсальним

за будь-яких температур нижче T0, включаючи T = 0. Це означає, що

унiверсальнiсть сил Казимира в iдеальному бозе-газi при низьких тем-

пературах повнiстю продиктована наявнiстю бозе-конденсату.

7.3. Iдеальний бозе-газ у пастцi та з кiлькома важки-

ми домiшками

7.3.1. Одночастинковi стани Ми розглядаємо систему макроскопi-

чного числа N невзаємодiючих бозонiв iз кiлькома зануреними N ста-

тичними (нескiнченної маси) домiшками. Передбачається, що початково

пiдготовлена 3D система знаходиться в зовнiшньому гармонiйному полi

в одному або двох напрямках, i для простоти бозон-домiшкова взаємо-

дiя приймається як s-хвильовий псевдопотенцiал Хуянга-Янга Φ(r) =

gδ(r) ∂∂rr (тут g = 2π~2a/m, де a — довжина розсiювання). Оскiльки вза-

ємодiя мiж бозонами вiдсутня, основний стан системи може бути нетер-

модинамiчним, коли занурення мiкроскопiчної кiлькостi домiшок, через

утворення бозон-домiшкових зв’язаних станiв, лiнiйно збiльшує енергiю

в кiлькостi бозе-частинок. Отже, перш нiж ми приступимо до термоди-

намiчної межi, дуже важливо виявити всi можливi зв’язанi стани бозона

у зовнiшньому "полi"домiшок.

Тому ми розглядаємо проблему єдиного бозона в пастцi, що взаємодiє

з кiлькома важкими частинками. Вiдповiдний гамiльтонiан визначається
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так:

h = − ~2

2m
∇2 + V (r) +

∑
1≤α≤N

Φ(r−Rα), (7.32)

де V (r) = mω2

2 z2 для квазi-2D. Набiр {Rα} представляє координати (за-

галом тривимiрнi) важких домiшок. Дивовижний факт про гамiльтонiан

(7.32) з псевдопотенцiалом Φ(r) полягає в тому, що вiн є точно розв’язним

у загальному випадку довiльної кiлькостi важких частинок. Крiм того,

процедуру розв’язування можна застосувати для будь-якого зовнiшнього

потенцiалу V (r) (наприклад, лiнiйного [483]) з вiдомими власними зна-

ченнями εq (тут q — множина квантових чисел) i вiдповiднi (нормованi)

хвильовi функцiї φq(r), тобто

− ~2

2m
∇2φq(r) + V (r)φq(r) = εqφq(r), (7.33)

(звернiть увагу, що в тих напрямках, де потенцiал захоплення вiдсутнiй,

ми застосовуємо перiодичнi граничнi умови з великим масштабом дов-

жини L). Нас цiкавлять лише зв’язанi стани (позначаючи їх εN ) бозона в

присутностi зовнiшнiх частинок N , тому означимо допомiжну функцiю

Fν(r, r
′) =

∑
q

φq(r)φ∗q(r
′)

εq − ν
, (7.34)

яка є функцiєю Грiна диференцiального оператора − ~2

2m∇
2 + V (r) − ν.

Беручи до уваги останнiй факт, а також особливу структуру взаємодiї

бозона з домiшкою, загальний розв’язок задачi зв’язаних станiв можна

легко побудувати для довiльної кiлькостi N зовнiшнiх частинок

ΨN (r) =
∑

1≤α≤N

AαFεN (r,Rα), (7.35)

де {Rα}-залежнi константи {Aα} потрiбно знайти з граничних умов, якi

формалiзуються в систему лiнiйних однорiдних рiвнянь{
1 + g

∂

∂r
rFεN (r + Rα,Rα)

}
r=0

Aα
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+
∑
β 6=α

FεN (Rα,Rβ)Aβ = 0. (7.36)

Шукаючи нетривiальнi розв’язки цiєї системи пов’язаних рiвнянь, необ-

хiдно знайти нулi її визначника. У загальному випадку цi розрахунки

можна зробити лише чисельно, але для N = 1 запишемо

1 + g

{
∂

∂r
rFε1(r + R1,R1)

}
r=0

= 0, (7.37)

тодi як у випадку N = 2 iснує двi вiтки (звернiть увагу, що Fν(r, r′) є

симетричною функцiєю своїх аргументiв для дiйсного ν)[
1

g
+

{
∂

∂r
rFε2(r + R1,R1)

}
r=0

]
×
[

1

g
+

{
∂

∂r
rFε2(r + R2,R2)

}
r=0

]
− [Fε2(R1,R2)]

2 = 0. (7.38)

Ми бачимо, що ε1 i ε2 через частково порушену неперервну трансляцiйну

симетрiю залежать вiд R1 i R1,R2 вiдповiдно.

7.3.2. Результати. Природно почати обговорення результатiв зi зв’я-

заних станiв одиночного бозона в присутностi домiшок. Це дуже важли-

ве питання з точки зору термодинамiчної стабiльностi системи багатьох

тiл. Детальний аналiз зв’язаних станiв двох тiл у квазi-2D геометрiї ра-

нiше проводився в [212, 404], тодi як тут ми здебiльшого зосереджує-

мося на випадку зовнiшнього потенцiалу, утвореного двома домiшками.

Чисельнi розв’язки рiвняння (7.38) у квазi-2D випадку представленi на

рис. 7.5. Щоб зрозумiти форму енергетичної поверхнi зв’язаного стану,

ми побудували лiнiї рiвних ε2. Звернiть увагу, що домiшки розташованi

в мiнiмумi гармонiчного потенцiалу (тобто в xy-площинi), оскiльки iна-

кше зв’язанi стани та термодинамiчнi характеристики експоненцiально

пригнiчуються. З рис. 7.5 видно, що iснують двi вiтки (за кiлькiстю до-

мiшок) зв’язаних станiв для додатнiх a i один для вiд’ємних. Якщо ми
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Рис. 7.5. Розподiл зв’язаних станiв (ε2 = |ε2|/~ω) однiєї частинки з двома статичними

домiшками в квазiдвовимiрнiй геометрiї як функцiя вiдстанi мiж домiшками R i

довжини розсiювання a (в одиницях осциляторної довжини l =
√

~/mω).

збiльшимо кiлькiсть домiшок, занурених до N , буде рiвно N зв’язаний

стан для a > 0 i максимально N − 1 зв’язаний стан для вiд’ємних a. Та-

кий розподiл вiток є повнiстю аналогiчним трансляцiйно-iнварiантному

тривимiрному випадку.

Говорячи про термодинамiчнi властивостi нашої системи, слiд чiтко

розумiти, що в своєму не-BEC-сколапсованому основному станi (який не

є термодинамiчним) вiльнi бозони в низьких вимiрах нечутливi до прису-

тностi статичних домiшок. Це вiдбувається тому, що 2D t-матриця обер-

тається в нуль при нульовiй енергiї зiткнення частинок. I лише термости-

мульованi бозони, якi розсiюються на домiшках, впливають на енергiю

системи при скiнченних температурах. Ми проаналiзували температурну

залежнiсть однодомiшкової поправки до термодинамiки iдеального бозе-

газу при фiксованiй довжинi розсiювання (a = ±l) у квазi-2D 7.6 випад-

ку (для чисельних розрахункiв густину квазi-2D бозе-газу зафiксована



356

так: n2Dl
2 = 1). Важливi висновки цих розрахункiв полягають у тому,

0 1 0 2 0 3 0- 1 . 0

- 0 . 5

0 . 0

0 . 5

1 . 0

t

q - 2 D
 ∆E 1 ( a / l = 1 )
 ∆E 1 ( a / l = - 1 )

Рис. 7.6. Температурна залежнiсть однодомiшкового внеску (в одиницях ~ω) до вну-

трiшньої енергiї квазiдвовимiрного iдеального бозе-газу.

що однодомiшкова поправка немонотонно залежить вiд температури, а

характер кривих рiзний для притягальних (a < 0) i вiдштовхувальних

(a < 0) бозон-домiшкових взаємодiй. Для визначення ефективного iнду-

кованого потенцiалу мiж нескiнченно важкими частинками, обчислюємо

внутрiшню енергiю (формули попереднього роздiлу легко узагальнюю-

ться) бозонної системи з двома домiшками (розмiщеними на вiдстанi R

одна вiд одної), та вiднiмаємо подвоєний внесок однiєю домiшки (iншими

словами, коли R → ∞) Результати чисельних розрахункiв Φeff(R) для

квазi-2D випадку представленi на рис. 7.7. В залежностi вiд температури

ефективний двочастинковий потенцiал змiнює свiй знак вiд вiдштовху-

вального при низьких температурах до притягального в областi високих

температур. Щоб вiзуалiзувати цю закономiрнiсть, ми побудували гра-

фiк Φeff(R = 0, 1l) на рис. 7.8 при рiзних температурах. Отриманi кривi,

зокрема, свiдчать про виникнення термостимульованого двочастинково-
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Рис. 7.7. Ефективний iндукований середовищем двочастинковий потенцiал (в одини-

цях ~ω) для статичних домiшок, занурених у квазi-2D iдеальний бозе-газ.
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Рис. 7.8. Температурна залежнiсть ефективного мiждомiшкового потенцiалу при R =

0.1l.

го зв’язаного стану домiшок iз скiнченною (але великою) масою, але ви-

рiшення цiєї проблеми потребує виходу за межi наближення статичних

домiшок.
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7.4. Статичнi домiшки в розрiдженому бозе-газi

7.4.1. Модель. Розглядаємо D-вимiрний бозе-газ, в об’ємi LD (з перi-

одичними граничними умовами) зi слабкою мiжчастинковою взаємодiєю

та мiкроскопiчною кiлькiстю N занурених у нього важких (безмежної

маси) домiшок. Вважається, що важкi частинки випадковим чином роз-

мiщуються в положеннях {rj}. В пiдходi iнтегралiв за траєкторiями в

уявному часi

S =

∫
dxψ∗(x) {∂τ − ε+ µ− Φ(r)}ψ(x)− gB,Λ

2

∫
dx|ψ(x)|4, (7.39)

де всi позначення вже зустрiчались вище. Доданок

Φ(r) =
∑

1≤j≤N

gI,ΛδΛ(r− rj), (7.40)

описує взаємодiю мiж бозе-частинками та домiшками. δ-подiбний двоча-

стинковий потенцiал погано визначений у вищих (D ≥ 2) вимiрах, i тому,

щоб отримати розумнi результати, застосовуємо схему перенормування

з введенням UV обрiзання Λ у всiх пiдсумовуваннях за хвильовим векто-

ром та в одночасному переписуваннi голих констант зв’язку gB,Λ i gI,Λ

через вiдповiднi вакуумнi енергiї зв’язаних станiв εB та εI

g−1
B,Λ = g−1

B −
1

LD

∑
k

1

2εk
, (7.41)

g−1
I,Λ = g−1

I −
1

LD

∑
k

1

εk
. (7.42)

‘Спостережуванi’ константи gB i gI визначенi так:

g−1
B = −

Γ(2−D
2 )

(4π)
D
2

(m
~2

)D
2 |εB|

D
2 −1, (7.43)

g−1
I = −

Γ(2−D
2 )

(2π)
D
2

(m
~2

)D
2 |εI |

D
2 −1. (7.44)

Зауважте, що зв’язанi стани можливi лише для додатнiх gB та gI , але

зручно параметризувати їх вiд’ємнi значення в такий ж спосiб. Уважно
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проаналiзувавши границю D → 2, можна зробити висновок, що рiвнян-

ня (7.41), (7.42) та (7.43), (7.44) забезпечують правильний опис потенцi-

алiв нульового радiуса дiї навiть у двовимiрному випадку. Крiм того, 2D

псевдопотенцiал завжди забезпечує iснування одного зв’язаного стану.

7.4.2. Пiдхiд ефективної теорiї поля. Подальший аналiз буде вико-

нано в дусi пiдходу ефективної теорiї поля (див. для огляду [484]), який,

як вiдомо, надзвичайно зручний для багатобозонних систем. Зокрема, це

формулювання автоматично гарантує виконання теореми Гугенгольца-

Пайнса (яка є конкретним проявом теореми Голдстоуна) у кожному по-

рядку петлевих розкладiв. Крiм того, пiдхiд ефективної теорiї поля за-

безпечує непертурбативнi передбачення для термодинамiки бозе-газу. У

межах слабкого бозон-бозонного зв’язку петлевий розклад iдентичний

теорiї збурень за характерним малим параметром aDBn. Основна iдея ме-

тоду базується на видiленнi «класичної» динамiки пiд час обчислень ста-

тистичної суми

ψ(x) = ψ0(r) + ψ̃(x), ψ∗(x) = ψ∗0(r) + ψ̃∗(x), (7.45)

де введенi класичнi поля визначаються так: δS0 = δS[ψ∗0, ψ0] = 0. Звернi-

мо увагу, що загалом |ψ0(r)|2 не слiд плутати з густиною бозе-конденсату.

За вiдсутностi домiшок Φ(r) = 0 розв’язок для ψ0(r) є дiйсним i одно-

рiдним. Помiщаючи мiкроскопiчну кiлькiсть важких частинок у бозе-

конденсат, ми не можемо принципово змiнити характер цього розв’язку

за умови, що ψ0(r) стає лише трохи неоднорiдним, тобто
∫
LD dr|ψ0(r)|2 ∝

LD. Звичайно, можна стверджувати, що локалiзованi рiшення ψ0(r) змен-

шують повну енергiю на ∝ −N|εI |, але будь-яке ненульове вiдштовху-

вання мiж бозонами негайно збiльшує енергiю системи на ∝ N 2gB/a
D
I .

Отже, BEC-сколапсований стан не є енергетично вигiднiшим у термо-

динамiчнiй границi. Виконуючи зсув (7.45), отримуємо таку ефективну
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дiю:

Seff = S0 −
1

2

∫
dx
[
ψ̃∗(x), ψ̃(x)

]
K̂

 ψ̃(x)

ψ̃∗(x)

 , (7.46)

де явно записана лише гауссова частина флуктуацiй полiв, та введено

матричний оператор K̂ з елементами

K̂11 = ε− µ+ Φ(r) + 2gB,Λ|ψ0(r)|2 − ∂τ ,

K̂12 = K̂∗21 = gB,Λψ
2
0(r),

K̂22 = ε− µ+ Φ(r) + 2gB,Λ|ψ0(r)|2 + ∂τ . (7.47)

З урахуванням рiвняння для ψ0(r)

{
ε− µ+ Φ(r) + gB,Λ|ψ0(r)|2

}
ψ0(r) = 0, (7.48)

i виконуючи iнтегрування в (7.46), нарештi отримуємо великий термоди-

намiчний потенцiал бозе-системи iз зануреними домiшками

Ω = −gB,Λ
2

∫
LD
dr|ψ0(r)|4 +

1

2β
Sp ln K̂ − const, (7.49)

де Sp позначає слiд у просторi D + 1. Константа (контрчлен) у (7.49)

найбiльш просто записується у базисi плоских хвиль const = 1
2

∑
k〈k|ε−

µ+2gB,Λ|ψ0(r)|2+Φ(r)|k〉, але не може бути отриманий шляхом функцiо-

нальної iнтегрування та має бути введена руками, щоб вирiшити стан-

дартну процедуру нормального впорядкування. Отже, розрахунок тер-

модинамiки для «бозе-газу + статичних домiшок» зводиться до пошуку

розв’язку рiвняння (7.48), а потiм з ψ0(r) до обчислень функцiонального

визначника. Зауважимо, що враховуючи лише S0, можна вiдтворити MF

опис системи, узагальнений на N домiшки в статичнiй границi. У по-

рiвняннi з iншими теорiями бозе-поляронiв, прийнятий пiдхiд враховує

правильну фiзику бозон-домiшкової поведiнки на малих вiдстанях.
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7.4.3. Границя розрiдженого бозе-газу. У загальному випадку на-

ведена вище програма, яка може бути реалiзована до самого кiнця в 1D

[485] навiть при скiнченних масах домiшок, вимагає значних чисельних

зусиль у вищих вимiрах, але в границi слабкої взаємодiї мiж бозонами

можна впоратися бiльш-менш легко. Дiйсно, властивий для розрiдже-

ного бозе-газу масштаб довжини представлений так званою довжиною

когерентностi ξ = ~
mc (з c =

√
ngB/m швидкiсть звуку), яка є великою

порiвняно iз середньою вiдстанню мiж частинками та довжиною розсi-

ювання бозонiв aB. Величина бозон-домiшкової взаємодiї, у свою чергу,

визначається довжиною s-хвилi розсiювання бозона на домiшцi aI . От-

же, якщо ми додатково припустимо, що aI � ξ, розв’язок рiвняння (7.48)

можна знайти негайно ψ0(r) =
√
µ/gB,Λ '

√
n. У всiх iнших випадках

ми можемо застосувати метод послiдовних наближень за «неоднорiдно-

стями» поля ψ0

ψ0(r) =
√
µ/gB,Λ

{
1− ψ̄(1)

0 (r)− ψ̄(2)
0 (r) . . .

}
, (7.50)

де пiсля пiдстановки в (7.48) безрозмiрнi функцiї ψ̄(1)
0 (r), ψ̄(2)

0 (r) задо-

вольняють такi рiвняння:

{ε+ 2µ+ Φ(r)} ψ̄(1)
0 (r) = Φ(r), (7.51)

{ε+ 2µ+ Φ(r)} ψ̄(2)
0 (r) = 3µ

(
ψ̄

(1)
0 (r)

)2

. (7.52)

Звернiть увагу, що наведена вище наближена процедура не вимагає, щоб

бозон-домiшкова взаємодiя була слабкою. Крiм того, за допомогою наїв-

ного розмiрного аналiзу можна стверджувати, що як при слабкiй, так i

при сильнiй взаємодiї gI внесок поправок другого порядку ψ̄(2)
0 (r) у тер-

модинамiку системи значно менший, нiж той, що походить вiд ψ̄
(1)
0 (r).

Тому в розглядi нижче ми повнiстю зосереджуємось на поправках пер-

шого порядку. Але навiть це просте наближення ефективно пiдсумовує
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деякий нескiнченний набiр членiв стандартної теорiї збурень для моделi

з однорiдним конденсатом [37]. Рiвняння (7.51) з Φ(r), заданим (7.40),

можна розв’язати для довiльного N за допомогою перетворення Фур’є

ψ̄
(1)
0 (r) =

∑
1≤j≤N

Aj
1

LD

∑
k

eik(r−rj)

εk + 2µ
, (7.53)

з εk = ~2k2

2m i коефiцiєнтами Aj =
∑

1≤i≤N Tji(−2µ), де матриця Tji(−2µ)

T−1
ij (−2µ) = δijt

−1
I (−2µ)−∆ij(−2µ)(1− δij), (7.54)

t−1
I (ω) = g−1

I,Λ −
1

LD

∑
k

1

ω − εk
, ∆ij(ω) =

1

LD

∑
k

eik(ri−rj)

ω − εk
. (7.55)

Тепер можемо продовжити обчислення функцiонального детермiнанта в

(7.49). Враховуючи надзвичайну розрiдженiсть бозе-пiдсистеми, доста-

тньо розкласти Sp ln K̂ ' Sp ln K̂(0) + Sp
{

[K̂(0)]−1∆K̂
}
, де K̂(0) задано

(7.47), але з ψ0(r) →
√
µ/gB,Λ i ∆K̂ = K̂ − K̂(0). Враховуючи попере-

днє обговорення, iгноруємо в ∆K̂ усi поправки вищого порядку, крiм

ψ̄
(1)
0 (r). Пiсля цього розрахунки вiдносно простi i при абсолютному нулi

отримуємо Ω-потенцiал у прийнятому наближеннi

Ω ' −LD µ2

2gB,Λ
+

µ

gB,Λ

∑
1≤j≤N

Aj +
1

2

∑
k

〈k|E − ε− µ− Φ(r)|k〉

+
1

LD

∑
k

{
1− εk + µ/2

Ek

} ∑
1≤j≤N

Aj, (7.56)

де E =
√

(ε+ Φ(r))2 + 2µ(ε+ Φ(r)) i Ek =
√
ε2
k + 2µεk позначає спектр

Боголюбова ‘чистої’ бозе-системи. Слiд зазначити, що для розрiджених

бозе-систем вплив так званих квантових флуктуацiй (членiв iз пiдсумо-

вуванням за хвильовим вектором) на Ω значно менший, нiж перших двох

членiв (внески середнього поля). Останнiй крок, який потрiбно викона-

ти в цих розрахунках, полягає в замiнi голих констант зв’язку gB,Λ i gI,Λ

через (7.41) i (7.42), вiдповiдно. Ця процедура забезпечує збiжнiсть сум



363

за хвильовим вектором в останнiх двох членах (7.56). Потiм можна об-

числити слiд в третьому членi (7.56). Для обчислення слiду у третьому

доданку (7.56) використовуємо тотожнiсть

∑
k

〈k|E − ε− µ− Φ(r)|k〉 =

∫
dωD(ω)

[√
ω2 + 2µω − ω − µ

]
, (7.57)

а для розрахунку густини станiв D(ω) =
∑

k〈k|δ(ω − ε − Φ(r)|k〉 за-

стосуємо вже описану вище процедуру. З визначеним великим потен-

цiалом можемо пов’язати, використовуючи термодинамiчну тотожнiсть

n = − ∂
∂µ

Ω
LD , хiмiчний потенцiал бозе-системи з її рiвноважною густи-

ною n. Виконуючи цi розрахунки, необхiдно мати на увазi, що наяв-

нiсть мiкроскопiчної кiлькостi домiшок не може принципово змiнити вла-

стивостi системи. Отже, якщо ми позначимо хiмiчний потенцiал бозе-

газу без зовнiшнiх частинок через µB (i вiдповiдний великий потенцiал

ΩB), рiзниця ∆µ = µ − µB ∝ N /LD має бути малою. Використовуючи

цей факт i n = − ∂
∂µ

ΩB
LD −

∂
∂µ

∆Ω
LD , можемо визначити невелику поправку

∆µ = −∂∆Ω
∂µB

/∂
2ΩB
∂µ2

B
. Остання формула дозволяє визначити енергiю, яку

отримує бозе-система при зануреннi N домiшок

∆EN = (Ω− ΩB) |µ→µB , (7.58)

що є явною демонстрацiєю вiдомої теореми про малi поправки до термо-

динамiчних потенцiалiв.

7.4.4. Результати. Перш нiж перейти до опису наших основних ре-

зультатiв, необхiдно проаналiзувати випадок ‘чистих’ бозонiв. Поклада-

ючи Φ(r) = 0 у (7.56) та обчислюючи iнтеграли, отримуємо для густини

n =
µB
gB

{
1− Γ(D)

D
2 Γ2(D2 )

(
µB
|εB|

)D
2 −1
}
, (7.59)
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що дозволяє отримати вираз для µB iтерацiйно. У двовимiрному випадку

ми маємо трансцендентне рiвняння [151]

n =
mµB
4π~2

{
ln
|εB|
µB
− 1

}
. (7.60)

Переконавшись, що межа бозе-газу без домiшок правильно вiдтворює-

ться прийнятим пiдходом, можна представити нашi основнi результати

щодо енергiї зв’язку одного i двох домiшкових атомiв у розрiдженому

двовимiрному бозе-газi.

Загалом, низькорозмiрнi розрiдженi бозе-системи зi статичними домi-

шками дуже своєрiднi. Коли взаємодiя мiж бозонами вимкнена, цi систе-

ми нечутливi до бозон-домiшкової взаємодiї в їх неколапсованому основ-

ному станi. Отже, ненульове значення енергiї зв’язку важких частинок

вимагає, щоб стисливiсть бозе-системи була вiдмiнною вiд нуля. Це за-

гальний результат для низьковимiрних (1D i 2D) iдеальних бозе-газiв iз

домiшками, який не залежить вiд зроблених наближень. Увiвши довжи-

ну розсiювання aI через вакуумну енергiю |εI | = 2e−2γ~2/(ma2
I) бозон-

домiшкового зв’язаного стану, можемо записати зсув термодинамiчного

потенцiалу двовимiрного бозе-газу, коли в нього занурюються двi важкi

частинки

∆E2 = 2
2π~2n

m

[
ε1

(
aI
ξ

;
R

ξ

)
+

1

nξ2
ε2

(
aI
ξ

;
R

ξ

)
+ . . .

]
. (7.61)

Як i у випадку 3D, поправка середнього поля має просту аналiтичну

форму

ε1

(
aI
ξ

;
R

ξ

)
=

1

ln
(
e−2γξ2

a2
I

)
− 2K0

(
2R
ξ

) , (7.62)

K0(z) — модифiкована функцiя Бесселя другого роду [419]. Зауважте, що

на вiдмiну вiд тривимiрного випадку ε2

(
aI
ξ ; Rξ

)
прямує до нуля (принайм-

нi логарифмiчно) у границi iдеального бозе-газу (ξ → ∞). На великих
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вiдстанях R рiвняння (7.61) дає подвiйну енергiю зв’язку однiєї домiшки,

яка представлена на рис. 7.9. Зокрема, цi розрахунки чiтко демонстру-

0 1 2

- 0 , 4

- 0 , 2

0 , 0

0 , 2

0 , 4  ε1  
 ε2

a I  / ξ

Рис. 7.9. Знерозмiренi функцiї, що входять у однодомiшкової енергiї зв’язку

ε1,2

(
aI
ξ

;∞
)
(див.. (7.61)) у 2D випадку .

ють послаблення ролi квантових флуктуацiй у формуваннi поляронiв у

двовимiрних бозе-системах. Чисельнi розрахунки енергiй двох домiшок

(див. рис. 7.10) у двовимiрному бозе-газi демонструють якiсну подiбнiсть

0 , 0 0 , 2 0 , 4 0 , 6 0 , 8 1 , 00 , 0 0
0 , 0 2
0 , 0 4
0 , 0 6
0 , 0 8
0 , 1 0
0 , 1 2

 ε1 
 ε2

0 , 0 0 , 2 0 , 4
- 0 , 0 0 4 0
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- 0 , 0 0 2 0

R / ξ

a I  / ξ = 0,01

0 1 2- 2

- 1

0

1

2
  ε2

  ε1

R / ξ

a I  / ξ = 1

Рис. 7.10. Поправки до безрозмiрної енергiї зв’язку двох домiшок ε1,2

(
aI
ξ

; R
ξ

)
у 2D

розрiдженому бозе-газi.

мiж дво- та тривимiрним випадками. При слабких бозонно-домiшкових

взаємодiях aI/ξ � 1, де наше ефективне теоретико-польове формулюва-

ння дає кiлькiснi передбачення, член середнього поля ε1

(
aI
ξ ; Rξ

)
, i той, що
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включає квантовi поправки ε2

(
aI
ξ ; Rξ

)
поводяться як монотоннi функцiї

R. Iндукований взаємодiєю ефективний двочастинковий потенцiал мiж

статичними частинками при великих aI/ξ завжди мiстить сингулярнiсть.

7.5. Висновки до роздiлу 7

Детально дослiджена температурна залежнiсть енергiї, пов’язана iз за-

нуренням однiєї або двох статичних домiшок в iдеальний тривимiрний

конденсат Бозе-Айнштайна. Простий i ефективний метод, використаний

тут, дозволяє точно розв’язати задачу i може послужити хорошою вiд-

правною точкою для можливих розширень на випадок (i) мобiльних до-

мiшок i (ii) взаємодiючих бозе-середовищ. У першому випадку точний

розв’язок iснує лише для одновимiрних систем у границi однакових мас

зануреного атома та частинок-господарiв, але очiкується, що поведiн-

ка домiшки скiнченної маси в 3D буде якiсно подiбною до описаної тут.

Однак у цьому роздiлi основний наголос зроблено на ефектi Казимира,

який призводить до опосередкованої бозоном ефективної взаємодiї мiж

домiшками, i на проблемi стiйкостi бозе-системи щодо колапсу. Останнє

питання дуже важливе з точки зору приготування такої сумiшi, оскiль-

ки на вiдмiну вiд невзаємодiючих фермiонiв iдеальний бозе-газ є речови-

ною з нульовою стисливiстю нижче критичної температури. Показано,

що при малих концентрацiях рiвномiрно розподiлених домiшок систе-

ма залишається стабiльною принаймнi тодi, коли короткодiюча бозон-

домiшкова взаємодiя має притягальний характер.

Проаналiзовано вплив однiєї та двох статичних домiшок на властиво-

стi гармонiчно захопленого iдеального квазi-2D бозе-газу. В рамках при-

пущення про короткодiючий характер бозон-домiшкової взаємодiї сфор-

мульована загальна схема дозволяє розрахувати термодинамiку системи
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в будь-якому зовнiшньому потенцiалi та з довiльним числом домiшок.

Розрахунки iндукованого середовищем ефективного потенцiалу мiж дво-

ма домiшками в системi вiльних бозонiв виявили цiкаву поведiнку: вiд-

штовхування при низьких температурах, яке змiнюється притяганням

у високотемпературнiй областi. Додатково в цьому дослiдженнi iденти-

фiкованi зв’язанi стани однiєї частинки, на яку дiє зовнiшнiй гармонi-

чний потенцiал вздовж однiєї осi i яка взаємодiє через псевдопотенцiал

Хуанга-Янга з двома статичними домiшками.

Запропоновано ефективно-теоретико-польовий розрахунок зсуву енер-

гiї основного стану D-вимiрних рорiджених бозе-газiв спричиненого ста-

тичними домiшками. Зокрема, враховуючи надзвичайну розрiдженiсть

бозонiв, розроблена наближена процедура, яка дозволяє розрахувати вла-

стивостi довiльної (мiкроскопiчної) кiлькостi статичних домiшок через

характерний малий параметр 1/(nξD) (де n та ξ — густина та довжина

когерентностi бозонiв вiдповiдно). Чисельнi розрахунки енергiй зв’язку

двох статичних домiшок у розрiдженому 2D бозе-газi, якi були викона-

нi для широкого дiапазону бозон-домiшкових взаємодiй i вiдстаней мiж

домiшками, виявили особливостi iндукованих середовищем сил: i) ефе-

ктивний потенцiал двох тiл завжди демонструє сингулярну поведiнку на

вiдстанях мiж домiшками, порiвнянними з бозонно-домiшковою довжи-

ною розсiювання aI ; ii) вплив чисто квантових поправок зменшується зi

зниженням просторової вимiрностi.
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ВИСНОВКИ

Найважливiшi результати роботи можна сформулювати так:

Показано, що спектр та загасання елементарних збуджень бозе-системи

з дипольною взаємодiєю в довгохвильовiй областi можна повнiстю пере-

писати через макроскопiчнi величини — стисливiсть та константу, що

характеризує величину мiждипольної взаємодiї. Вперше отримано точнi

низькотемпературнi асимптотики розмиття бозе-конденсатної фракцiї та

анiзотропної надплинної густини дипольних бозе-конденсатiв. Проаналi-

зовано поведiнку одночастинкової функцiй Грiна в iнфрачервонiй обла-

стi. Дослiджено лiнеаризованi рiвняння макроскопiчної гiдродинамiки

дипольних надплинних систем та вивчено особливостi поширення пер-

шого та другого звукiв.

Вперше виявлено точний зв’язок мiж iнфрачервоною анiзотропною

поведiнкою одночастинкових функцiй Грiна i динамiчних структурних

факторiв з макроскопiчними параметрами двокомпонентних дипольних

бозе-конденсатiв. Знайдено точнi спiввiдношення для вершинних фун-

кцiй бiнарних сумiшей бозе-частинок в довгохвильовiй границi. В рамках

гiдродинамiчного пiдходу, отримано формули для матриць анiзотропних

надплинних густин та обернених сприйнятливостей в однопетлевому на-

ближеннi. Розглянуто задачу про макроскопiчний рух двокомпонентних

надплинних систем з дипольною взаємодiєю при низьких температурах

та отримано, в наближеннi локальної густини, вiдповiдну систему гiдро-

динамiчних рiвнянь.

Аналiз розрiдженої квазiдвовимiрної дипольної бозе-системи iз зовнi-

шнiм потенцiалом, який дозволяє точно знайти одновимiрний профiль

густини частинок, виявив, що спектр боголюбiвських збуджень системи

володiє максоно-ротонною поведiнкою.
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Вперше розраховано густину бозе-конденсату двовимiрних бозонiв з

короткодiючою попарною взаємодiєю в пост-боголюбiвському наближен-

нi. Продемонстровано, що формулювання теорiї бозе-систем в термiнах

iнтегралiв за траєкторiями у змiнних густина-фаза дозволює розрахову-

вати термодинамiчнi властивостi системи. Запропоновано просте виве-

дення енергетичного спiввiдношення Тана у двовимiрному випадку, та

розраховано двочастинковий параметр контакту в двопетлевому набли-

женнi.

Вперше розраховано, в однопетлевому наближеннi, елементи матрицi

надплинних густин та бозе-конденсатнi фракцiї розрiджених двовимiр-

них бiнарних сумiшей бозе-частинок з короткодiючим вiдштовхуванням.

Показано, що наявнiсть мiжсортової взаємодiї змiнює показники одноча-

стинкових матриць густини у фазi Березiнського-Костерлiца-Таулесса.

Вперше дослiджено унiверсальнi властивостi одновимiрних багатобо-

зонних систем з короткодiючою тричастинковою взаємодiєю. Запропоно-

вано ефективну теорiю, що не мiстить явної залежностi вiд радiусу дiї по-

тенцiалу, i незважаючи на свою огрубленiсть, дозволила отримати енер-

гетичну теорему Тана у випадку бозе-газу з тричастинковим вiдштов-

хуванням. Наближений, з точнiстю до другого порядку теорiї збурень,

аналiз властивостей основного стану таких систем дозволив запропону-

вати точну тотожнiсть, яка пов’язує параметр контакту з похiдною вiд

густини енергiї за довжиною тричастинкового розсiяння. Вперше отри-

мано вiрiальну теорему для системи бозонiв з тричастинковою взаємодi-

єю в гармонiчнiй пастцi та вказано на потенцiйний спосiб спостереження

тричастинкових сил в експериментах з ультрахолодними газами. В дро-

бових вимiрностях в системi з чотирьох i п’яти частинок вперше виявле-

но ефект типу Єфiмова з утворенням безмежної послiдовностi зв’язаний

станiв з унiверсальними спiввiдношенням мiж їх енергiями. Виявлено
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вплив тетрамерiв i пентамерiв на формування макроскопiчної поведiнки

системи.

Запропонована модифiкацiя гiдродинамiчного пiдходу, що спрощує

розрахунки спектральних властивостей взаємодiючих бозонiв дозволи-

ла вивчити поведiнку залежного вiд iмпульсу коефiцiєнта загасання D-

вимiрної розрiдженої бозе-системи при скiнченних температурах. Впер-

ше показано, що збудження Боголюбова зi скiнченною енергiєю в низь-

котемпературнiй границi є добре визначеними, навiть коли взаємодiя не

є слабкою, а цей висновок справедливий i для нижчих вимiрностей про-

стору. В областi скiнченних температур час життя фононiв є великим

лише для розрiджених систем, його величина суттєво залежить вiд про-

сторової вимiрностi i прямує до нуля, коли D → 3/2.

Показано, що метод 1/N -розкладiв в найпростiшому нетривiально-

му наближеннi — надiйний iнструмент для напiвкiлькiсного аналiзу вла-

стивостей бозе-систем з короткодiючим вiдштовхуванням при скiнчен-

них температурах. Вперше продемонстровано, що обчислена критична

температура виявляє немонотонну залежнiсть вiд газового параметра,

а розрахованi температурнi залежностi густини надплинної компоненти

та розмиття бозе-конденсату узгоджуються з результатами Монте-Карло

симуляцiй. Продемонстровано температурну стабiлiзацiю двокомпонен-

тних бозе-систем щодо розшарування.

Вперше показано, що спектр домiшкового атома у середовищi двови-

мiрних бозонiв є добре визначений при температурi нижче точки пере-

ходу Березiнського–Костерлiца–Таулесса, в той час як лишок квазiча-

стинок завжди логарифмiчно розбiгається. Запропоновано iнтерпрета-

цiю цих розбiжностей, як неполюсну поведiнку домiшкової функцiї Грi-

на з неунiверсальним показником, який обчислено у першому порядку

теорiї збурень.
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Розгляд властивостей рухомої домiшки, зануреної в D-вимiрний бозе-

газ в околi критичної температури, вперше виявив, що енергiя занурення

та час життя бозе-полярона залишаються скiнченними в цiй областi, а

його ефективна маса розбiгається. Також встановлено, що iнфрачерво-

на асимптотика функцiї Грiна домiшки виявляє особливiсть типу точки

галуження в критичнiй областi.

В сумiшах невзаємодiючих бозонiв з макроскопiчною кiлькiстю спiн-

поляризованих фермiонiв вперше виявлено термодинамiчно-стiйку фазу

зi спiввiснуванням фермi-атомiв, фермiонних димерiв та тримерiв. За до-

помогою ε-розкладу в околi чотирьох вимiрiв вперше отримано фазову

дiаграму системи.

З точнiстю до другого порядку теорiї збурень, вперше обчислено па-

раметри спектра домiшкового атома, зануреного в середовище однови-

мiрних бозонiв. Показано, що взаємодiя з бозонами суттєво змiнює одно-

частинкову функцiю Грiна домiшки — їй стає притаманною особливiсть

типу точки галуження. Використовуючи отриманi пертурбативнi резуль-

тати, запропоновано загальну формулу для неунiверсального показника,

що визначає цю поведiнку.

В наближеннi середнього поля, вперше отримано загальну формулу,

що визначає ефективну масу домiшки в одно-, дво- та тривимiрному бозе-

газах. Знайдено середньопольовi параметри спектра домiшкового атома,

зануреного в одновимiрний бозе-газ з дво- та тричастинковою взаємодiєю

мiж частинками, та показано, що вони повнiстю визначаються профiлем

густини частинок ванни, рiвномiрний розподiл яких порушується через

наявнiсть точкової домiшки. В наближеннi середнього поля вперше роз-

раховано енергiю занурення, ефективну масу та квазiчастинковий лишок

для домiшки, що взаємодiє через потенцiал твердих сфер з дво- та три-

вимiрними розрiдженими бозонами.
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В межах наближення середнього поля, вперше отримано iмпульсну за-

лежнiсть енергiї точкової домiшки, що рухається в одновимiрному бозе-

газi. Виявлено, що практично у всiх важливих випадках енергiю рухо-

мого полярона можна апроксимувати квадратичною функцiєю, а порiв-

няння обчислених низькоенергетичних параметрiв домiшкового спектра

з результатами Монте Карло симуляцiй, продемонструвало несподiва-

ну акуратнiсть наближення середнього поля для вiдштовхувальної вiтки

енергiй бозе-полярона.

З допомогою наближення локальної густини, вперше проаналiзовано

параметри спектра домiшкового атома в унiтарних три- та квазiоднови-

мiрних бозе-газах.

Вперше дослiджено температурну залежнiсть сил Казимира, що ви-

никають мiж двома статичними домiшками зануреними в iдеальний три-

вимiрний бозе-газ нижче точки конденсацiї Бозе-Айнштайна. Запропоно-

вано строгий t-матричний пiдхiд для дослiдження iндукованих потенцi-

алiв мiж важкими частинками в iдеальних квантових газах у зовнiшнiх

потенцiалах. З його допомогою вперше виявлено немонотонну темпера-

турну залежнiсть ефективного попарного потенцiалу мiж важкими до-

мiшками, зануреними в квазiдвовимiрний бозе-газ.
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