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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Вже майже 30 рокiв, вiд першого спостереження
Бозе-Айнштайнiвської конденсацiї атомiв лужних металiв, системи на базi ультра-
холодних газiв активно вивчаються експериментально i теоретично. Цей прогрес
дозволив спостерiгати, як вже вiдомi прояви квантовомеханiчної природи мiкро-
свiту в таких макроскопiчних явищах, як надплиннiсть, надпровiднiсть, магне-
тизм тощо, так i вiдкрити низку до того невiдомих ефектiв в багаточастинкових
системах. Фактично системи охолоджених розрiджених газiв слугують унiвер-
сальними квантовими симуляторами, де можливiсть проектування одночастин-
кових гамiльтонiанiв в оптичних пастках у поєднаннi з керуванням мiжчастин-
ковими взаємодiями за допомогою фешбахiвських резонансiв дозволяє не лише
спрощено змоделювати явища фiзики твердого тiла та хiмiї, але й передбачити
суттєво новi стани матерiї.

В контекстi дисертацiйної роботи, найбiльш цiкавими експериментами ви-
даються реалiзацiя квантово-крапельного стану на бозе-системах з диполь-
дипольною взаємодiєю та у двокомпонентних сумiшах бозе-частинок, спостере-
ження домiшкових станiв в одновимiрних та в тривимiрних бозе-газах, спостере-
ження1 унiверсальностi ефекту Єфiмова, тощо.

Нещодавнi експерименти з холодними газами атомiв, що мають великий
магнiтний дипольний момент, такi як, 164Dy та 166Er, фактично вiдкрили2 новий
стан матерiї, де надплиннiсть спостерiгається одночасно з просторовим впорядку-
ванням системи, i який повнiстю завдячує своєму iснуванню квантовим ефектам.
Саме завдяки ним колапсуюча система бозе-частинок з впорядкованими в одно-
му напрямi дипольними моментами стабiлiзується у формi крапель (з порядку 103

атомiв у кожнiй) високої густини, кожна з яких володiє надплинними властивостя-
ми, а наявнiсть дипольного моменту зумовлює їх просторове впорядкування. Така
кроссоверна поведiнка — вiд газу малої густини до крапель не ван-дер-Ваальсових
рiдин не є одиничним проявом квантовомеханiчної стабiлiзацiї в системах на базi
холодних газiв. Одразу пiсля експериментiв з дипольними конденсатами, схожi
фази виявили в двокомпонентних системах бозе-частинок3. Перспективними, в
контекстi потенцiйної строкатостi фазової дiаграми, видаються сумiшi бозе-газiв
атомiв з ненульовими магнiтними моментами однiєї або й двох компонент.

Сучасна експериментальна технiка буквально дозволяє вести спостереження
за одиничними атомами в середовищах квантових багаточастинкових систем, що
стало основою для реалiзацiї4, так званих, бозе-поляронiв — домiшкових атомiв

1T. Kraemer et al., Nature 440, 315 (2006); M. Zaccanti et al., Nat. Phys. 5, 589 (2009); S. Knoop et al., Nat.
Phys. 5, 227 (2009).

2H. Kadau et al., Nature 530, 194 (2016); L. Chomaz et al., Phys. Rev. X 6, 041039 (2016).
3G. Semeghini et al., Phys. Rev. Lett. 120, 235301 (2018); C. R. Cabrera et al., Science 359, 301 (2018).
4J. Catani et al., Phys. Rev. A 85, 023623 (2012); M.-G. Hu et al., Phys. Rev. Lett. 117, 055301 (2016); N. B.
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занурених в бозе-конденсати. В експериментальнiй роботi5 вдалось реалiзувати
домiшки в майже iдеальному бозе-газi при скiнченних температурах. Вимiрянi па-
раметри спектра бозе-поляронiв для рiзних величин взаємодiї вказують на те, що
квазiчастинковий опис стає некоректним в областi високих температур. Останнiй
факт дає всi пiдстави вважати, що низьковимiрним бозе-поляронам теж не буде
притаманна квазiчастинкова поведiнка при ненульових температурах.

Актуальними на сьогоднi є задачi пошуку кiлькачастинкових зв’язаних ста-
нiв6 одновимiрних систем з дво- та притягальною тричастинковою взаємодiями.
У вiдштовхувальному випадку, тричастинкова взаємодiя в одному просторовому
вимiрi приводить до появи, так званої, квантової аномалiї7.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконана у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана
Франка та згiдно держбюджетних тем Фф-110Ф «Новi ефекти у квантових рiди-
нах i газах та системах з деформованою алгеброю Гайзенберґа» (2012–2014 рр.,
номер держреєстрацiї 0112U001275), Фф-30Ф «Класичнi i квантовi системи з не-
стандартними комутацiйними спiввiдношеннями i статистиками» (2016–2018 рр.,
номер держреєстрацiї 0116U001539), Фф-31Ф «Роль кiлькачастинкових ефектiв у
формуваннi властивостей макроскопiчних систем в обмежених геометрiях» (2022–
2024 рр., номер держреєстрацiї 0122U001514).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розробка но-
вих пiдходiв, якi б з одного боку, дозволяли встановлювати точнi спiввiдношення
в теорiї, а з iншого — наближено вивчати властивостi систем багатьох части-
нок. В цьому контекстi, до задач дослiдження слiд вiднести бозе-гази з рiзними
типами короткодiючих взаємодiй в просторах нижчої вимiрностi, дипольнi бозе-
конденсати та їх двокомпонентнi сумiшi.

Завданням вивчення домiшок в три- та низьковимiрних бозе-системах бу-
ло створення простих i ефективних методiв, якi б дозволяли описувати бозе-
полярони для всiх значень бозон-домiшкової взаємодiї, але не потребували зна-
чних машинних ресурсiв.

Окремим завданням дослiдження було послiдовне застосування методу 1/N -
розкладiв для чисельного розрахунку рiвноважних властивостей тривимiрних
бозе-систем i їх сумiшей при скiнченних температурах включно з точкою бозе-
конденсацiї.

Сили Казимира, що виникають мiж домiшками в бозе-конденсатах i точно
дослiдженi в iдеальних газах при скiнченних температурах.

Jorgensen et al., Phys. Rev. Lett. 117, 055302 (2016).
5Z. Z. Yan et al., Science 368, 190 (2020).
6Yu. Nishida, Phys. Rev. A 97, 061603 (2018); G. Guijarro et al., Phys. Rev. A 97, 061605 (2018); J. R. McKenney

and J. E. Drut, Phys. Rev. A 99, 013615 (2019).
7J. E. Drut et al., Phys. Rev. Lett. 120, 243002 (2018).
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Задачi з появою композитних частинок мали на метi з’ясувати умови появи
останнiх, а також встановити їх роль у формуваннi властивостей макроскопiчних
систем.

Об’єктом дослiдження є системи макроскопiчного числа квантових ча-
стинок, в тому числi, рiзного сорту та одиничнi атоми в розрiджених бозе-
конденсатах. Предметом дослiдження є термодинамiчнi та надплиннi характе-
ристики бозе-систем та їх сумiшей в просторах рiзної вимiрностi, параметри спе-
ктра бозе-поляронiв, сили Казимира мiж статичними частинками, кiлькачастин-
ковi зв’язанi стани.

Методи дослiдження. Для вивчення дипольних бозе-конденсатiв — метод
iнтегралiв за траєкторiями в гiдродинамiчному формулюваннi. Дiаграмнi методи
використовувались для розрахунку функцiй Грiна домiшок в бозе-середовищах;
для дослiдження низьковимiрних бозонiв — методи ефективної теорiї поля; ме-
тод 1/N -розкладiв застосовано для аналiзу властивостей тривимiрних бозе-систем
при скiнченних температурах; у задачах про бозе-полярони — наближення сере-
днього поля; t-матричнi пiдходи — у задачах зi статичними домiшками в бозе-
конденсатах; реноргруповi та методи ефективної теорiї поля — для дослiдження
умов появи композитних частинок i у пов’язаних з ними задачах.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi отри-
мано низку нових результатiв, що стосуються низькотемпературної поведiнки ди-
польних бозе-систем та їх сумiшей, властивостей бозонiв у нижчих вимiрностях,
спектрiв домiшкових атомiв занурених у розрiдженi бозе-гази рiзної вимiрностi i
у всiй областi температур.

1. Для великого числа бозонiв з ненульовим дипольним моментом вперше отри-
мано ряд асимптотично точних спiввiдношень для спектра та загасання ква-
зiчастинок у довгохвильовiй областi, явний вигляд ведучого низькотемпера-
турного внеску у розмиття конденсату, рiвняння макроскопiчної гiдродина-
мiки.

2. У випадку сумiшей дипольних бозе-конденсатiв знайдено точний зв’язок
мiж поведiнкою вершинних функцiй в iнфрачервонiй областi з макроско-
пiчними вимiрювальними характеристиками системи. Отримано загальний
вигляд анiзотропних швидкостей звуку двох вiток спектра.

3. Обґрунтовано застосовнiсть гiдродинамiчного формулювання в методi iнте-
гралiв за траєкторiями для розрахункiв термодинамiчних та надплинних
властивостей бозе-систем. В наближеннi Боголюбова розраховано частку
бозе-конденсату та матрицю надплинних густин двовимiрної бозе-сумiшi iз
короткодiючим вiдшовхуванням. Знайдено зв’язок мiж матрицею надплин-
них густин та показниками одночастинкових матриць густини у фазi BKT.

4. Уперше отримано точнi унiверсальнi спiввiдношення для одновимiрних бозе-
газiв з тричастиковою взаємодiєю. Проаналiзовано можливiсть виявлення
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тричастинкових сил в експериментах з ультрахолодними бозе-газами в пас-
тцi.

5. Уперше розраховано час життя елементарних збуджень зi скiнченними iм-
пульсами в D-вимiрному розрiдженому бозе-газi у всiй областi температур.

6. Встановлено, що метод 1/N -розкладiв у своєму найпростiшому наближеннi
здатний коректно описати температурну поведiнку термодинамiчних фун-
кцiй, бозе-конденсатної фракцiї та надплинної густини, а також передбачити
поведiнку критичної температури бозе-газiв з короткодiючим вiдштовхува-
нням мiж частинками; а у випадку бозонних сумiшей — передбачити ефект
температурної стабiлiзацiї щодо розшарування.

7. Уперше показано, що спектральна густина домiшкових частинок у двовимiр-
них бозе-газах за скiнченних температур, нижчих переходу Березiнського–
Костерлiца–Таулесса, має нелоренцiвський характер в околi пiку. Схожа по-
ведiнка домiшкової функцiї Грiна знайдена й у випадку атома, зануреного
в бозе-газ поблизу точки фазового переходу в надплинний стан.

8. Уперше проаналiзовано загальнi риси поведiнки домiшкового атома в одно-
вимiрному бозе-газi з дво- та тричастинковою взаємодiєю. Вперше отрима-
но загальну формулу для середньопольової ефективної маси домiшкового
атома у бозе-газi довiльної вимiрностi. Знайдено точну, в межах наближен-
ня середнього поля, залежнiсть енергiї одиничної домiшки в розрiдженому
одновимiрному бозе-газi вiд її iмпульсу.

9. Уперше передбачено єфiмовську поведiнку зв’язаних станiв в секторах з
чотирма та п’ятьма частинками для системи бозонiв з тричастинковою кон-
тактною взаємодiєю у дробових вимiрностях.

10. Уперше знайдено температурнi залежностi сил Казимира, що виникають
мiж важкими домiшками, зануреними в три- та квазiдвовимiрний iдеальнi
бозе-гази.
Практичне значення отриманих результатiв. Виконанi дослiдження

мають фундаментальний характер. Результати отриманi для низькоенергетичної
поведiнки квазiчастинок в дипольних бозе-конденсатах можуть були використа-
нi для iнтерпретацiї вимiрювань динамiчних та статичних структурних факторiв
системи. Розрахунки енергiї основного стану та матрицi надплинних густин дво-
компонентних бозе-систем з дипольною взаємодiєю мiж частинками можна ви-
користати для з’ясування умов виникнення та розрахунку параметрiв квантово-
крапельного стану таких систем. Експерименти в цьому напрямi вже проводяться.
Результати, що стосуються поведiнки одновимiрних бозонiв з тричастинковою вза-
ємодiєю можуть бути корисними для експериментального виявлення тричастин-
кових сил i з’ясування їх ролi у формуваннi властивостей макроскопiчних бозе-
систем. Передбачена поведiнка двовимiрних бозе-поляронiв при низьких темпе-
ратурах та тривимiрних в околi точки Бозе-Айнштайнiвської конденсацiї потен-



5

цiйно може спостерiгатись в експериментах з холодними газами. Температурна
стабiлiзацiя двокомпонентних бозе-систем може бути використана при плануван-
нi майбутнiх експериментiв. Обчисленi в роботi ефективнi, iндукованi бозе-газами
потенцiали взаємодiї мiж важкими домiшками потенцiйно можуть використову-
ватись при проектуваннi квантових пристроїв.

Особистий внесок здобувача. Всi викладенi в дисертацiї результа-
ти отримано автором самостiйно або за його безпосередньої участi. Працi
[1,10,11,15,17,18,20,21,23,25–28], написанi без спiвавторiв. У статтях з О. Григор-
чаком [8,13,19,24] i Г. Паночко [14] здобувачевi належить постановка задач, а та-
кож виведення кiнцевих формул: для стiйкостi сумiшей [8], густини надплинної
компоненти [14], для бозе-конденсату та iзотермiчної сприйнятливостi [19], для
1/N -поправки до критичної температури та її аналiтичний розрахунок в двох
граничних випадках [24], для ефективної маси 1D бозе-полярона та енергiї до-
мiшки при ненульових iмпульсах [14]. У роботi з П. Конєтiним [22] здобувачевi
належить постановка задачi, iдея перенормування “голої” константи взаємодiї,
виведення формул для густин конденсату та надплинної компоненти, розрахунок
показникiв одночастинкових матриць густини. В статтi у спiвавторствi з М. Ва-
лiєнте [16], здобувачевi належить виведення вiрiальної теореми. В [29], здобувач
здiйснив розрахунок ефективної маси атомiв He-4. У [9,12] здобувачевi належить
постановка задач, виведення формули для середньопольової ефективної маси до-
мiшкового атома в довiльнiй вимiрностi простору [12], узагальнення формул для
домiшок в унiтарному бозе-газi [9]. У статтях з Г. Паночко [6,7] здобувачевi нале-
жить постановка задач, результати для двох домiшок у [7] та для двовимiрного
випадку в [6]. У статтях з О. Григорчаком [3-5] постановка задач, виведення фор-
мул у [5], квазiдвовимiрний випадок у [3], i результати з бiльшiстю фермiонiв у
фазi з димерами [4]. У роботi з А. Нiколаєвою [2] паралельний вивiд формул i
чисельнi результати.

Апробацiя роботи. Основнi результати дисертацiйної роботи автор особи-
сто доповiдав на таких конференцiях: Bogolyubov Conference “Problems of Theoreti-
cal Physics” dedicated to the 50th anniversary of the Bogolyubov Institute for Theoreti-
cal Physics of the NAS of Ukraine (Kyiv, Ukraine 2016); 7th International Conference
“Physics of Liquid Matter: Modern Problems” (Kyiv, Ukraine 2016); “Workshop on
Current Problems in Physics: Zielona Gora – Lviv” (Zielona Gora, Poland 2016);
“Workshop on Current Problems in Physics”, (Lviv, Ukraine 2018); The 5th Conference
“Statistical Physics: Modern Trends and Applications”, dedicated to the 110th anni-
versary of the birth of M. M. Bogolyubov (Lviv, Ukraine 2019); Рiздвянi дискусiї
2023 (Львiв, Україна 2023).

Також поданi в роботi результати обговорювались на наукових семiнарах
кафедри теоретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана
Франка, семiнарах Лабораторiї статистичної фiзики складних систем Iнституту
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фiзики конденсованих систем НАН України (2019–2024) та були темами звiтних
конференцiй ЛНУ (2014–2024).

Публiкацiї. Перелiк публiкацiй налiчує 29 статей. Зокрема, 9 статей вiдне-
сенi до квартилю Q1 [1,7,4,10,16,23,25,27,28]; 13 до квартилю Q2 [6,9,12,14,15,17,19–
22,24,25,26]; 5 до квартилю Q3 [3,8,13,18,29]; 1 стаття вiднесена до квартилю Q4
[11]. Цi 28 робiт iндексуються мiжнародними наукометричними базами Web of
Science та/або Scopus. Стаття [2] опублiкована в науковому фаховому виданнi
України. Додатково внесено 8 тез доповiдей на конференцiях.

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з ано-
тацiї, вступу, семи роздiлiв, загальних висновкiв, списку використаних лiтера-
турних джерел iз 485 бiблiографiчних посилань. Обсяг дисертацiї становить 428
сторiнки, в тому числi 102 рисунки.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi наголошено на актуальностi дослiдження, сформульовано його
мету i задачi, вiдзначено наукову новизну i практичне значення отриманих ре-
зультатiв, охарактеризовано особистий внесок здобувача, наведено iнформацiю
про публiкацiї внесених до дисертацiйної роботи.

У першому роздiлi коротко описано iсторiю становлення фiзики багатобо-
зонних систем вiд вiдкриття надплинностi рiдкого 4He i перших спроб теоретично-
го опису в серединi минулого столiття до сучасної епохи квантових газiв. Здiйсне-
но огляд лiтератури стосовно властивостей бозе-систем як в основному станi, так
i за скiнченних температур, впливу просторової вимiрностi та наявностi домiшок
у них, особливостей поведiнки сумiшей надплинних систем. В контекстi холодних
газiв, зокрема, пiдкреслено важливiсть значення ефектiв за межами наближен-
ня середнього поля — квантових флуктуацiй у формуваннi квантово-крапельного
стану бозе-конденсатiв з дипольною взаємодiєю та у сумiшах бозе-газiв; схаракте-
ризовано унiверсальнi спiввiдношення, що пов’язують параметр ведучої асимпто-
тики розподiлу частинок за iмпульсами — так званий, параметр Тана з термоди-
намiкою та структурними функцiями системи.

Велику частину цього роздiлу присвячено огляду робiт з бозе-поляронiв —
домiшкових станiв у розрiджених бозе-системах. Описано сучасний стан експери-
ментальних дослiджень, детально оглянуто теоретичнi методи: теоретико-польовi,
варiацiйнi та чисельнi, переважно, Монте Карло симуляцiї опису бозе-поляронiв
та результати їх передбачень.

У другому роздiлi обговорюються властивостi низькоенергетичних збу-
джень бозе-систем (одно- та двокомпонентних) з дипольною взаємодiєю мiж ча-
стинками. Зокрема, показано, що низькотемпературна фiзика системи диполiв
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контролюється двома параметрами, а саме iзотермiчною стисливiстю та iнтенсив-
нiстю дипольної взаємодiї. Результати, отриманi в однокомпонентному випадку,
поширюються на однорiдну тривимiрну двокомпонентну бозе-сумiш з дипольною
взаємодiєю.

Розглянемо систему N безспiнових частинок в об’ємi V з перiодичними гра-
ничними умовами i попарною взаємодiєю мiж частинками, заданою потенцiалом
Φ(r). Окрiм дипольної взаємодiї

Φd(r) =
3gd
4π

{
1

r3
− 3z2

r5

}
, (1)

двочастинковий потенцiал Φ(r) мiстить ще будь-яку короткодiйну вiдштовхуваль-
ну взаємодiю мiж частинками для стабiлiзацiї системи. Отриманi нижче резуль-
тати не залежать вiд конкретного вигляду цiєї частини потенцiалу. Щоб уникнути
iнфрачервоних розбiжностей працюючи на мовi вторинного квантування з польо-
вими операторами, що задовольняють звичнi бозоннi комутацiйнi спiввiдношення
[ψ(r), ψ†(r′)] = δ(r− r′), [ψ(r), ψ(r′)] = 0, уведемо оператор фази φ(r) та густини
n(r) = ψ†(r)ψ(r) так: ψ(r) = eiφ(r)

√
n(r), ψ†(r) =

√
n(r)e−iφ(r) з комутатором

[n(r′), φ(r)] = iδ(r − r′). На цiй парi канонiчно-спряжених дiйсних полiв можна
побудувати стандартне файнманiвське формулювання теорiї за допомогою iнте-
гралiв за траєкторiями. Евклiдова дiя такої моделi є функцiоналом φ(x), n(x)
(тут x — точка в чотиривимiрному “просторi-часi”). Переходом до фур’є-образiв
φK i nK [K = (ωk,k), де ωk — бозонна мацубарiвська частота] флуктуацiй фази
i густини в околi рiвноважного значення n = N/V отримується ефективна гi-
дродинамiчна дiя, яка визначає властивостi системи. Цей спосiб побудови теорiї
бозе-систем передбачає, що диференцiювання голої вершини будь-якого порядку
за n додає до неї додаткову nK лiнiю в границi K → 0. Легко показати, що такi
ж спiввiдношення виконуються i для точних вершин. Зокрема, для вершини з
двома зовнiшнiми nK-лiнiями Dnn(K) отримуємо

Dnn(K → 0) =

(
∂µ

∂n

)
T

{
1 + ϵ(3k2z/k

2 − 1)
}
, (2)

де (∂µ/∂n)T є оберненою iзотермiчною стисливiстю системи i для зручностi вве-
дено позначення ϵ = gd/ (∂µ/∂n)T . Для термодинамiчної стiйкостi важливо, щоб
ϵ < 1. Вищi вершиннi функцiї з довiльною кiлькiстю зовнiшнiх nK-лiнiй в iн-
фрачервонiй областi можна обчислити як похiднi вiд густини вiльної енергiї f
системи за n. Зокрема, необхiдна для розрахунку низькоенергетичної (i низько-
температурної) поведiнки загасання елементарних збуджень вершинна функцiя
третього порядку Dnnn(0, 0, 0) =

(
∂3f/∂n3

)
T
=

(
∂2µ/∂n2

)
T
. Другий клас тото-

жностей отримується в припущенi, що дослiджувана система рухається як одне
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цiле зi швидкiстю v, що рiвнозначно локальному калiбрувальному перетворен-
ню φ(x) → φ(x) − mvr/ℏ полiв. Залишкова аксiальна симетрiя системи фiксує
iнварiанти v2⊥ i v2z , тому для густини вiльної енергiї рухомої бозе-системи маємо

fv(n) = f(n) +
m

2

{
n⊥s v

2
⊥ + nzsv

2
z

}
+ o(v2z , v

2
⊥). (3)

В низькотемпературнiй границi та за вiдсутностi безладу уся система є надплин-
ною, а надплиннi густини n⊥s = nzs = n. Тодi останнiй доданок в (3) тотожньо
рiвний нулевi, вiдновлюючи галiлей-iнварiантнiсть функцiї fv(n). Неважко зба-
гнути, що диференцiальний оператор ℏ

imk
∂
∂v дiючи на голу вершинну функцiю,

додає φK лiнiю з нульовою частотою iз зникаюче малим k. Цi ж висновки спра-
ведливi i для точних вершин. Зокрема, для функцiй другого порядку отримуємо

Dφφ(K → 0) =
ℏ2

m

{
n⊥s k

2
⊥ + nzsk

2
z

}
, Dφn(K → 0) = ωk. (4)

Спiввiдношення (2), (4) визначають точну iнфрачервону асимптотику спектру
квазiчастинкових збуджень в дипольнiй бозе-системi Ek = ℏkck з анiзотропною
швидкiстю звуку

c2k =
1

m

(
∂µ

∂n

)
T

{
n⊥s + (nzs − n⊥s )k

2
z/k

2
}{

1 + ϵ(3k2z/k
2 − 1)

}
, (5)

а також ведучi низькотемпературнi внески у нормальнi густини

n⊥n =
2π2

45

T 4

mc2(ℏc)3
1

(1− ϵ)2
√
1 + 2ϵ

, nzn = n⊥n
1− ϵ

1 + 2ϵ
, (6)

де mc2 = n (∂µ/∂n)T , i розмиття бозе-конденсату

n0|T→0

n0|T=0
= 1− mT 2

24ℏ3nc
1√
3ϵ

ln

[√
1 + 2ϵ+

√
3ϵ

√
1 + 2ϵ−

√
3ϵ

]
. (7)

Подальший аналiз асимптотик вищих вершинних функцiй в поєднаннi з умовами
унiтарностi дозволяють знайти ведучi внески у загасання елементарних збуджень.

Аналогiчно до однокомпонентного випадку можна узагальнити розгляд на
бозе-бозе сумiшi (сорту A та B) з дипольною взаємодiєю i отримати вiдповiднi
тотожностi. Єдина модифiкацiя попереднiх викладок пов’язана з особливостями
макроскопiчного руху сумiшей квантових рiдин. Коли кожна компонента системи
рухається зi швидкiстю va, то густина вiльної енергiї

fv = f +
1

2

∑
a,b

(
ρ⊥abv

⊥
a v

⊥
b + ρzabv

z
av

z
b

)
+ . . . , (8)
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Рис. 1. Однопетлевi поправки до вершин Dab
φφ(K). Стрiлками позначено фазовi поля φa

K , а
суцiльнi лiнiї — поля флуктуацiй густин na

K .

не є дiагональною квадратичною формою за швидкостями, а визначається си-
метричними матрицями ρzab, ρ

⊥
ab, що задають надплиннi масовi густини в поздов-

жньому i в поперечному напрямках до орiєнтацiї диполiв. У границi нульової тем-
ператури вся двокомпонентна система є надплинною i закон збереження струму∑

b ρ
z
ab =

∑
b ρ

⊥
ab = mana, редукує кiлькiсть незалежних компонент матриць

ρ
z(⊥)
ab = δabmana −∆ρ

z(⊥)
ab , (9)

де ∆ρ
z(⊥)
AA = ∆ρ

z(⊥)
BB = −∆ρ

z(⊥)
AB . В дисертацiйнiй роботi вперше облислено ∆ρ

z(⊥)
AB в

першому порядку теорiї збурень для двокомпонентних дипольних бозе-сумiшей з
використанням однопетлевих поправок (див. рис. 1) до Dab

φφ(K) вершин.
У третьому роздiлi дослiджено кiлька- i багатобозоннi системи з дво- та

тричастинковою взаємодiями у рiзних вимiрностях простору. Проведено пертурба-
тивнi розрахунки властивостей слабонеiдеальних двовимiрних сумiшей бозе-газiв.
Проаналiзовано властивостi низьковимiрних безспiнових фермiонiв з контактною
p-хвильовою взаємодiєю, якi, як вiдомо, в 1D є дуальними до системи бозонiв з
δ-вiдштовхуванням. Виявлено ефект типу Єфiмова у кiлькачастинкових систе-
мах бозонiв з тричастинковою взаємодiєю. Детально вивчено загасання боголю-
бiвських збуджень D-вимiрних бозонiв при всiх значеннях хвильового вектора i
температури системи.

У двох просторових вимiрах матриця надплинних густин ρab бозе-сумiшей
з iзотропною контактною взаємодiєю мiж частинками визначає показники степе-
невої поведiнки одночастинкових матриць густини

Fab(|r− r′|) = ⟨ψ†
a(r)ψb(r

′)⟩ = ⟨
√
na(x)nb(x′)e

−iφa(x)+iφb(x
′)⟩|τ→τ ′, (10)

на великих вiдстанях мiж частинками, коли T ̸= 0. Зокрема, використовуючи
результати другого роздiлу для рiзних вершин, легко показати, що точна асим-
птотична поведiнка Fab(r) така:

Fab(r → ∞) ∝ δab
rηa
, ηa =

m2
aT

2πℏ2
ρ−1
aa , (11)

що вказує на фазу Березiнського-Костерлiца-Таулесса (тут ρ−1
ab — елементи обер-

неної матрицi). При дуже низьких температурах розмиттям надплинної густини
(для двовимiрних систем воно порядку T 3) можна знехтувати, i тодi показни-
ки ηa повнiстю визначаються ∆ρAA = ∆ρBB = −∆ρAB = ∆ρ. Для розрiдженої
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двовимiрної сумiшi бозонiв ηa = mT
2πℏ2na

[1 + ∆ρ/(mna) + . . .], а вираз для ∆ρ мо-
жна явно записати через елементарнi функцiї. Аналiтично рахується i розмиття
бозе-конденсату кожної з компонент. Явнi вирази наведено в дисертацiї.

Гiдродинамiчне формулювання теорiї взаємодiючих бозе-систем дозволяє не
лише отримувати асимптотично точнi спiввiдношення для спектру колективних
збуджень системи, але й дослiджувати її термодинамiку. У роботi показано, що
двопетлевi результати для енергiї 2D бозонiв з двочастинковою контактною вза-
ємодiєю вiдтворюють вiдомi розрахунки для моделi з видiленим конденсатом8.
В нашому пiдходi також легко узагальнюються на двовимiрний випадок точнi
спiввiдношення Тана для енергiї9 i зв’язку енергiї з параметром контакту10. Роз-
рахунок розмиття бозе-конденсату у вищому за наближення Боголюбова порядку
є ускладненим в стандартному пiдходi, в той час, як в гiдродинамiчному форму-
люваннi розрахунки вiдносно простi

n0
n

= 1− 1

| lnna2|+ ln | lnna2|+ CN0
1 + . . .

, (12)

де a — довжина двочастинкового s-розсiювання i CN0
1 = − ln π − 2γ − 1− constN0

(тут γ = 0.5772 . . . — стала Ейлера-Маскеронi ) i чисельно оцiнено constN0
≃ 1.63.

Вiдомо, що боголюбiвський спектр Ek є добре визначеним для слабонеiде-
ального бозе-газу у фононнiй областi при низьких температурах. Цiкаво проана-
лiзувати характеристичне вiдношення загасання Γk до Ek

Γk/Ek = γD/2ik̃(τ), (13)

(де γ = ng/[ℏ2n2/D/m] — параметр неiдеальностi) для всiх хвильових векторiв
k̃ = k/(2n1/D

√
γ) = ℏk/(2mc) i температур τ = T/(ng) = T/(mc2). Розгляд цi-

єї задачi зручно виконати в гiдродинамiчному формулюваннi iз заiнтегрованими
фазовими полями. Результати представлено на рис. 2. Помiтно, що загасання не-
велике, навiть коли взаємодiя не є слабкою (γ ∼ 1). Максимальне значення Γk

для D = 2 становить приблизно три сотих вiд значення спектра збудження. Це
вказує на те, що квазiчастинки Боголюбова добре визначенi, тобто час життя
цих збуджень великий. Ситуацiя рiзко змiнюється при скiнченних температурах,
де для вимiрностей D ≤ 3/2 коефiцiєнт загасання низькоенергетичних збуджень
розбiгається. Для D = 3/2 ця розбiжнiсть є логарифмiчною ik̃(τ) ∼ ln(k̃), а в
одновимiрному випадку ik̃(τ) ∼ 1/k̃. Отже, через розвиненi флуктуацiї при скiн-
ченних температурах, пертурбативний розгляд не має сенсу для таких систем.

8Ch. Mora and Y. Castin, Phys. Rev. Lett. 102, 180404 (2009).
9Sh. Tan, Ann. Phys. 323, 2952 (2008); E. Braaten and L. Platter, Phys. Rev. Lett. 100, 205301 (2008).

10F. Werner and Y. Castin, Phys. Rev. A 86, 053633 (2012).
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Рис. 2. Залежнiсть функцiї ik̃(0) вiд хвильового вектора в границi нульової температури i для
рiзних вимiрностей простору D (злiва). Знерозмiрене загасання фононiв з майже нульовим
iмпульсом як функцiя температури (справа).

Розглядаємо систему N безспiнових частинок маси m в 1D об’ємi L з перi-
одичними граничними умовами i ефективним гамiльтонiаном

Heff =

∫
dz ψ†(z)

{
− ℏ2

2m
∂2z − µ

}
ψ(z) +

1

3!

∫
dz T3[ψ†(z)]3[ψ(z)]3, (14)

де залежна вiд параметра ультрафiолетового обрiзання константа зв’язку T −1
3 =

t−1
3 − 1

L2

∑
k,q

1
εk+εq+εk+q+ϵ (тут εk = ℏ2k2/2m) виражається через тричастинкову

t-матрицю t−1
3 = m

2
√
3πℏ2 ln

∣∣ϵ3
ϵ

∣∣ (з нульовим iмпульсом передачi), яка безпосере-
дньо пов’язана з енергiєю зв’язаного стану трьох частинок11 ϵ3 = −4e−2γℏ2

ma23
(a3

є тричастинковою довжиною розсiювання) i довiльним параметром ϵ з розмiр-
нiстю енергiї. Використовуючи ефективний гамiльтонiан (14), а також теорему
про диференцiювання за параметром термодинамiчних потенцiалiв, ми можемо
обчислити повну енергiю системи як суму середньої кiнетичної −m ∂

∂m⟨Heff⟩ та
потенцiальної t3 ∂

∂t3
⟨Heff⟩ енергiй

E

L
=

ℏ2C3
4πm

ln
∣∣∣ϵ3
ϵ

∣∣∣+ 1

L

∑
k

εk

{
Nk −

C3
k2
√
k2 + k2ϵ

}
, (15)

де для зручностi використано позначення k2ϵ = 4mϵ/3ℏ2. Введений тут параметр

C3 =
1

3
√
3

(
mT3
ℏ2

)2

⟨[ψ†(z)]3[ψ(z)]3⟩, (16)

є одновимiрним тричастинковим аналогом параметра контакту, що визначає по-
ведiнку розподiлу частинок Nk при великих k. З iншого боку, цей параметр точно

11G. Guijarro et al., Phys. Rev. A 97, 061605 (2018).
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пов’язаний з енергiєю основного стану спiввiдношенням 1
L

∂E
∂ ln a3

= ℏ2C3
2πm . Зауважи-

мо, що C3 залишається скiнченним з урахуванням процедури регуляризацiї T3 в
кожному порядку розкладу за t3, а енергiя основного стану (15) не залежить вiд
масштабу ϵ. Точна ультрафiолетова асимптотика розподiлу частинок за iмпуль-
сами Nk дозволяє отримати унiверсальну поведiнку матрицi густини бозонiв з
тричастинковим вiдштовхуванням на малих вiдстанях

⟨ψ†(0)ψ(z)⟩|z→0 = n+
C3
2π
z2 ln |z|+ . . . . (17)

Помiстимо систему з гамiльтонiаном (14) в зовнiшнiй гармонiчний потенцiал
Vtrap(z) = 1

2mω
2z2. Переходом до координат Якобi X = (z1 + z2 + z3)/3, x =

(z1 − z2)/
√
2 та y =

√
2/3(z3 − z1 − z2) в гамiльтонiанi трьох бозонiв вiддiляємо

рух центра мас HCM = − ℏ2
6m∂

2
X + 3

2mω
2X2 вiд вiдносного руху

Hr = − ℏ2

2m
(∂2x + ∂2y) +

1

2
mω2(x2 + y2) +

T3√
3
δ(x)δ(y). (18)

Модель є точно розв’язуваною, а тому спектр трьох бозонiв з тричастинковою
взаємодiєю в гармонiчному потенцiалi є вiдомим i для s-станiв визначається рiв-
нянням ψ

(
1−E
2

)
= ln

[
2e−2γl2/a23

]
= 2/gω (тут l =

√
ℏ/mω — осциляторна дов-

жина). У вiдсутностi взаємодiї найнижча мода для трьох частинок має енергiю
E = 3ℏω. ЇЇ називають найнижчою модою стиснення12 з не взаємодiючою часто-
тою збудження ω

(0)
C = 2ω. Взаємодiя не впливає на дипольну моду з енергiєю

E = 2ℏω. Ми дослiдили зсув вiдношення R = ω2
C/ω

2
D через наявнiсть тричастин-

кової взаємодiї, який означено як ∆ = R −
(
ω
(0)
C

ωD

)2

= R − 4. Результати наведено
на рис. 3 для рiзних значень ефективної константи зв’язку. В багаточастинковiй
границi проведено аналiз властивостей бозонiв з тричастинковою взаємодiєю в
гармонiчному потенцiалi за допомогою наближення локальної густини. Викори-
стовуючи отриманий в дисертацiї вираз для енергiї основного стану однорiдної
системи, записуємо рiвняння для концентрацiї бозонiв у пастцi

µ = −
√
3πℏ2

2m

[n(z)]2

ln[n(z)a3]
+

1

2
mω2z2. (19)

У границi слабкої взаємодiї n(z) пiд логарифмо можна замiнитим на середню
густину бозонiв, яку знаходимо самоузгоджено n = ⟨n(z)⟩. Далi, розрахувавши
⟨z2⟩ та скориставшись формулою ω2

C = −2 ⟨z2⟩
d⟨z2⟩
dω2

для моди стиску, отримуємо (див.

рис. 3) вiдношення R = (ωC/ωD)
2 як функцiю знерозмiреної константи зв’язку

12Ch. Menotti and S. Stringari, Phys. Rev. A 66, 043610 (2002).
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Рис. 3. Вiдношення R = (ωC/ωD)
2 мiж частотами найнижчої моди стиснення та дипольної

моди. Злiва — в задачi трьох тiл. Чорнi суцiльнi, червонi пунктирнi та синi пунктирнi лiнiї
вiдповiдають R, розрахованим з точним спектром збудження, пiдходом правил сум i в границi
слабкого зв’язку. Справа — в наближеннi середнього поля, як функцiя константи зв’язку gω.
Чорнi суцiльнi, червонi пунктирнi, синi пунктирнi та зеленi штрихпунктирнi вiдповiдають чи-
слам частинок N = 250, 500, 1000 та 2000. Пурпурова подвiйно пунктирна лiнiя — результат
слабкого зв’язку R ≈ 4 + gω.

gω = −
√
3π
2

1
ln(na3)

. Отже, для вiдштовхувальної тричастинкової взаємодiї роль ано-
малiї полягає в тому, щоб змiстити частоту моди найнижчого стиску вгору не
тiльки в кiлькачастинковiй границi, але i в наближеннi середнього поля, для ба-
гатьох частинок. Бiльш того, зсув ∆ = R− 4 у цьому випадку є лiнiйним за кон-
стантою зв’язку. В границi кiлькох тiл зсув, хоча є додатнiм, але квадратичний
за константою зв’язку gω. В границi сильного розрiдження, результат R ≈ 4 + gω
в наближеннi докальної густини, стає незалежними вiд числа частинок. З експе-
риментальними значеннями для частот пасток в роботi13, разом з теоретичним
значенням a3 у прикладi14, можемо очiкувати змiщення значення R приблизно на
3-4% вiд масштабно-iнварiантного випадку R = 4. Отже, якщо експерименталь-
нi невизначеностi для R зменшуються в границi слабкого зв’язку i, якщо число
атомiв можна збiльшити N ∼ 10, аномальнi зсуви повиннi бути чiтко помiтними.

Перепишемо евклiдовий лагранжiан бозонiв з тричастинковою взаємодiєю
у D вимiрах

L = ψ∗{∂τ − ε+ µ}ψ +
g−1
3,Λ

3!
Ψ∗Ψ− 1

3!
{Ψ∗ψ3 + c.c.}, (20)

ввiвши допомiжне комплексне поле Ψ(x) тримерiв. В границi мiкроскопiчного чи-
сла частинок (хiмiчний потенцiал µ = 0) задача має точний розв’язок. Зокрема,
розрахунок ⟨Ψ∗Ψ⟩-корелятора дозволяє здiйснити перенормування “голої” кон-
станти зв’язку g3,Λ, тобто, знайти її залежнiсть вiд параметра UV обрiзання Λ,
щоб отримати рiвно один тричастинковий зв’язаний стан з енергiєю ϵ3 = − ℏ2

ma23
.

13E. Haller et al., Science 325, 1224 (2009).
14M. Valiente, Phys. Rev. A 100, 013614 (2019).
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Бiльш цiкавими є стани з бiльшою кiлькiстю частинок, особливо в масштабно-
iнварiантнiй границi a−1

3 = 0, де тричастинкова система володiє ще й конформною
симетрiєю. Зокрема, розв’язок чотиричастинкової задачi знаходимо розглянувши
атом-тримерну вершинну функцiю, лiнiйне iнтегральне рiвняння для якої пред-
ставлено на рис. 4. Розв’язок для хвильової функцiї в iмпульсному представленнi

Рис. 4. Iнтегральне рiвняння для атом-тримерної вершини (сiрий прямокутник). Суцiльна i
пунктирна лiнiї позначають пропагатори бозона i тримера вiдповiдно.

sin
(
η0 ln

q
Λ∗

)
/q1−D/2 у вимiрностях 1.04 < D < 2 володiє дискретною масштабною

iварiантнiстю q → qeπl/η0 (з цiлими l) в границi унiтарностi, сигналiзуючи про
появу єфiмовської фiзики — безмежної сукупностi чотиричастинкових зв’язаних
станiв з енергiями ϵ3−1(l) ∝ ℏ2Λ2

∗
m e−2πl/η0. Важливо, що цей ефект є унiверсальним

— незалежним вiд мiкроскопiчних деталей тричастинкової взаємодiї з показником
η0, що дається уявними розв’язками алгебраїчного рiвняння

1
3 = −Γ( 1−D/2−η

2 )Γ( 1−D/2+η
2 )

(8/9)
D−1

Γ(1−D)Γ(D/2) 2F1

(
1−D/2−η

2 , 1−D/2+η
2 ;D/2; 1/9

)
, (21)

де 2F1 (a, b; c; z) — гiпергеометрична функцiя. Iдентична поведiнка спостерiгається
в п’ятичастинковому секторi. Енергiї зв’язаних станiв утворюють геометричну
прогресiю i вiдрiзняються вiд вiдповiдних значень для чотиричастинкових станiв
на унiверсальну константу

ϵ3−2(l)

ϵ3−1(l)
= e2(δd0−δ0)/η0, (22)

в границi великих l поблизу точки унiтарностi. Отриманi результати мають суттє-
вий вплив на багаточастинкову поведiнку системи. Зокрема, через набiр констант,
що залежать вiд густини, вони фiксують унiверсальний хвiст розподiлу частинок
за iмпульсами. Беручи до уваги результати для одновимiрного випадку, можна
наївно узагальнити ведучу асимптотику Np = C3/p4−D, де C3 — тричастинковий
параметр контакту. У вищих вимiрностяхD > 1.04 слiд очiкувати, що через появу
фiзики Єфiмова з’являться логарифмiчно-перiодичнi члени наступного порядку.
Окрiм того, для коректного опису як кiлькачастинкової фiзики так i властивостей
системи в термодинамiчнiй границi, лагранжiан (20) потрiбно доповнити додан-
ками, що зберiгають U(1) симетрiю i описують прямi бозон-тримернi взаємодiї

L → L− g3−1,ΛΨ
∗ψ∗ψΨ− 1

4
g3−2,ΛΨ

∗(ψ∗)2ψ2Ψ, (23)
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де Λ-залежнi константи зв’язку g3−1,Λ та g3−2,Λ знайдено в дисертацiї.
У четвертому роздiлi застосовано вiдомий теоретико-польовий пiдхiд роз-

кладу за великими N (де N — кiлькiсть iдентичних компонент бозонiв) для
тривимiрної бозе-системи з короткодiйним вiдштовхуванням мiж частинками.
Зокрема, для модельного потенцiалу, який характеризується лише довжиною s-
розсiяння a, в 1/N -наближеннi чисельно розраховано критичу температуру, а та-
кож скiнченно-температурну поведiнку термодинамiчних функцiй, розмиття бозе-
конденсату та надплинної густини.

Iдея методу полягає в замiнi початкової моделi бозонiв з U(1) симетрiєю на
SU(N)-симетричну. Щоб зберегти термодинамiчнiсть системи в границi N → ∞,
необхiдно перемасштабувати константу зв’язку g → g/N . Виявляється, що дина-
мiчний структурний фактор i власноенергетична частина одночастинкової фун-
кцiї Грiна рахується вiдносно просто в головному наближеннi за 1/N . Основнi
внески походять вiд петель “частинка-дiрка” несконденсованих частинок. Зага-
лом, 1/N -наближення збiгається з теорiєю Боголюбова при абсолютному нулi, i
нетривiальним чином враховує флуктуацiї густини поза бозе-конденсатних части-
нок при скiнченних температурах.

Умова появи полюса одночастинкової функцiї Грiна G(P ) на нульовiй ча-
стотi i при нульовому iмпульсi дозволяє знайти критичну температуру. З точнiстю
до доданкiв порядку 1/N , зсув критичної температури, порiвняно з температурою
бозе-конденсацiї iдеального газу

Tc − T0
T0

=
1

N
f (1)(an1/3) + o(1/N), (24)

де функцiю f (1)(an1/3) можна обчислити аналiтично в границi an1/3 → 015

f (1)(an1/3) =
8π

3[ζ(3/2)]4/3
an1/3 + . . . . (25)

В роботi показано, що головна асимптотика функцiї f (1)(an1/3) в границi сильного
зв’язку an1/3 ≫ 1 така:

f (1)(an1/3) = −64

45

√
a3n

π
+ . . . . (26)

Основний механiзм формування такої поведiнки — збiльшення ефективної (iнер-
цiйної) маси частинок. Таким чином, 1/N -поправка до критичної температури є
немонотонною функцiєю, що i пiдтверджено чисельними розрахунками на рис. 5.
Там ж наведено порiвняння отриманої залежностi з результатами Монте Карло

15G. Baym, J.-P. Blaizot, and J. Zinn-Justin, EPL 49, 150 (2000).
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Рис. 5. Злiва: 1/N -зсуву критичної температури. Вставка демонструє лiнiйну поведiнку (25) в
границi сильного розрiдження. Справа: порiвняння наших 1/N -розрахункiв (кружечки) крити-
чної температури з результатами Монте Карло симуляцiї (квадратики та трикутники).

симуляцiї16. У фазi зi спонтанно порушеною симетрiєю з’являється бозе-конденсат,
кiлькiсть якого рахується стандартним чином

n0 = n− lim
τ→+0

T

V

∑
P

eiτωpG(P ). (27)

Окрiм того, система стає надплинною. Стандартну процедуру отримання густини
надплинної компоненти, описану вище, слiд узагальнити на випадок великого ка-
нонiчного ансамблю. Технiчно проблема зводиться до зсувiв вихiдного хiмiчного
потенцiалу та мацубарiвських частот у формулi для Ω-потенцiалу рухомої системи

Ωv = Ω(µ→ µ−mv2/2, ωk → ωk + iℏvk). (28)

Коефiцiєнт бiля v2 у розкладi Ωv→0 = Ω+NV nsmv
2/2+o(v2) при малих швидко-

стях руху системи визначає ns. З розрахункiв випливає кiлька важливих виснов-
кiв: по-перше, термодинамiчнi характеристики N -компонентних бозонiв з повнi-
стю симетричною взаємодiєю виражаються (у границi великих N) як система-
тичний розклад у ряд за цiлими степенями 1/N ; по-друге, з отриманих виразiв
випливає, що надплиннiсть у ведучому порядку при великих N зникає зi зникне-
нням бозе-конденсату, тобто, температура переходу в надплинний стан збiгається
з критичною температурою бозе-конденсацiї — що пiдтверджує загальноприйняте
уявлення про природу надплинностi в тривимiрних бозе-системах. В околi крити-
чної температури поведiнка мiстить логарифмiчнi особливостi

n0
n

∝ δt− 4

π2N
δt ln δt+ . . . ≃ (δt)2β,

ns
n

∝ δt− 16

3π2N
δt ln δt+ . . . ≃ (δt)2βs, (29)

де δt = Tc−T
Tc

— знерозмiрене вiдхилення вiд критичної температури. Результати
чисельних розрахункiв температурної залежностi, як ns, так i n0, наведено на
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Рис. 6. Надплинна (суцiльна лiнiя) та густина бозе-конденсату (пунктирна лiнiя) для a3n = 10−4

(злiва) i a3n = 10−2 (справа) в порiвняннi з результатами Монте Карло (кружки для ns i
квадрати для n0). Вставка показує залежнiсть n0 (перемасштабованої на Монте Карло результат
для основного стану) вiд температури.

рис. 6 для двох значень газового параметра 10−4 i 10−2. Символи — результа-
ти квантових симуляцiй Монте-Карло, взятих з дисертацiї Пiлатi. Представленi
результати чисельних обчислень наочно демонструють природну тенденцiю: в цi-
лому збiльшення сили взаємодiї погiршує збiг iз даними Монте Карло. Кiлькiсна
узгодженiсть, як показано на рис. 6, виявляється гiршою iз ростом двочастинково-
го вiдштовхування. Це й не дивно, адже для a3n = 10−2 навiть квантове розмиття
бозе-конденсату, передбачене нашим пiдходом розкладу за 1/N (який при T = 0
— еквiвалентний теорiї Боголюбова), iстотно вiдрiзняється вiд результатiв Монте
Карло симуляцiй. Однак, обчисленi температурнi залежностi бозе-конденсату є
якiсно правильними. Щоб показати це, на вставцi до рис. 6 побудувано темпе-
ратурну поведiнку густини бозе-конденсату, перемасштабовану на n0, отриману
в симуляцiях17 при T = 0. Порiвняння режимiв рiзних констант зв’язку для ns
та n0 приводить до висновку, що крiм розмиття в основному станi, температурна
поведiнка бозе-конденсату є менш чутливою до впливу взаємодiї. Останнє вказує
на те, що навiть для промiжних взаємодiй, 1/N -розклад у своєму найпростiшому
наближеннi здатний вхопити температурну поведiнку густини бозе-конденсату,
тодi як механiзми, вiдповiдальнi за формування спостережуваної температурної
залежностi надплинної компоненти в бозе-системах з неслабким вiдштовхуванням
мiж частинками, потребують подальших дослiджень.

Дослiдимо стiйкiсть двокомпонентних сумiшей (сортiв A i B) бозе-систем
методом розкладiв за 1/N . Зосередимося на симетричному випадку, коли маса

16S. Y. Bronin et al., EPL 103, 60010 (2013); T. T. Nguyen et al., Phys. Rev. Lett. 112, 170402 (2014).
17S. Giorgini, J. Boronat, and J. Casulleras, Phys. Rev. A 60, 5129 (1999).
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частинок обох сортiв, константи зв’язку взаємодiї всерединi одного сорту та гу-
стини рiвнi, тобто mA = mB = m, gAA = gBB = g i nA = nB = n. Припускаємо, що
константа мiжсортової взаємодiї gAB (позначимо g̃) вiдрiзняється вiд g, i нижче
скрiзь вважається g > g̃. Термодинамiчна стiйкiсть системи в змiшаному одно-
рiдному станi забезпечується умовами ∂µa

∂na
> 0, ∂µA

∂nA

∂µB

∂nB
− ∂µA

∂nB

∂µB

∂nA
> 0, якi для

симетричного випадку спрощуються до
∂µA
∂nA

− ∂µA
∂nB

> 0. (30)

Збiльшення двочастинкового вiдштовхування, через вплив ефектiв за межами на-
ближення середнього поля, призводить до квантово-механiчної стабiлiзацiї сумiшi.
Але для малих g (i g̃ вiдповiдно) взаємовплив квантових i термiчних флуктуацiй,
особливо в областi, не надто далекiй вiд точки BEC-переходу, рiзко змiнює фа-
зову дiаграму. Фiксуючи величину взаємодiї a3n всерединi сорту та вiдношення
g−
g (тут g− = g − g̃), знаходимо температуру фазового переходу першого роду Ts
розшарування сумiшi з умови порушення нерiвностi (30)

Ts
T0

= 1− an1/3τs

(
g−
g

)
, (31)

де T0 — температура бозе-переходу iдеального газу, а знерозмiрена функцiя
τs(g−/g) представлена на рис. 7 (злiва). Цей результат свiдчить, що навiть за
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Рис. 7. Злiва: порiвняння знерозмiреної функцiї, яка визначає лiнiйний (при малому an1/3)
1/N -зсув температури фазового подiлу Ts [див. (31)] (суцiльна лiнiя) з передбаченням теорiї
Боголюбова (пунктирна лiнiя). Справа: приклад фазової дiаграми в змiнних (g−/g, t = T/Tc)
для симетричної бозе-сумiшi при a3n = 10−4. Суцiльнi та пунктирнi лiнiї вiдображають на-
шi розрахунки, виконанi за допомогою розкладiв при великих N , та результат в наближеннi
Боголюбова. Областi фазового розшарування PS знаходяться справа вiд вiдповiдних кривих.

дуже слабкої взаємодiї мiж частинками a3n ∼ 10−6 ÷ 10−4, характерний темпера-
турний зсув (T0−Ts)/T0 ∼ 10−2÷10−1 має бути помiтним. На практицi, однак, ця
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оцiнка справедлива для дуже розрiджених систем, а область фазового розшару-
вання спочатку зростає зi збiльшенням g, досягає максимуму при a3n = 9× 10−5,
а потiм починає зменшуватись. На рис. 7 (справа) продемонстровано типову фа-
зову дiаграму двокомпонентної симетричної бозе-сумiшi для значення параметра
взаємодiї a3n = 10−4. Цi результати демонструють, що скiнченно-температурнi
флуктуацiї, вiдповiдальнi за формування нетривiальної критичної поведiнки в
точцi конденсацiї Бозе-Айнштайна, частково стабiлiзують бозе-сумiш.

У п’ятому роздiлi детально дослiджено низькоенергетичний спектр рухо-
мої домiшки в одновимiрному бозонному середовищi. Зокрема, розглядається ви-
падок двох середовищ: розрiджений бозе-газ, де можна використовувати методи
теорiї збурень для низьковимiрних бозе-систем, та випадок газу Тонкса–Жирардо,
для якого застосовано звичайний дiаграмний розклад з точнiстю до другого по-
рядку. Обговорено властивостi домiшки, зануреної у розрiджений двовимiрний
бозе-газ при низьких, але скiнчених температурах. За допомогою 1/N -розкладу
дослiджено функцiю Грiна домiшкового атома зануреного в D-вимiрну бозе-
систему в околi температури переходу Бозе-Айнштайна. Розглянуто термодина-
мiчно стабiльнi низькотемпературнi фази сумiшей бозонiв i безспiнових фермiонiв
у вимiрностях 2 < D < 4.

Розглянемо один домiшковий атом, занурений у бозе-середовищах рiзної ви-
мiрностi. Щоб скористатись методами теорiї поля, як модель виберемо дуже розрi-
джену систему спiн-поляризованих фермiонiв у бозе-газi. Функцiя Грiна домiшки
G(P ) = ⟨ψ∗

PψP ⟩ мiстить повну iнформацiю про вплив бозон-домiшкової взаємодiї
(яку ми вважаємо контактною) на властивостi системи

G−1(P ) = iνp − ξI(p)− Σ(P ), (32)

де ξI(p) = εI(p) − µ̃I , [тут εI(p) = ℏ2p2/2mI ] позначає спектр домiшок iз хiмi-
чним потенцiалом, змiщеним на його середньопольове значення. Пiсля аналiти-
чного продовження, Σ(P )iνp→ν+i0 = ΣR(ν, p) + iΣI(ν, p) визначає перенормований
домiшковий спектр

ξ∗I (p) = ξI(p) + ΣR(ξ
∗
I (p), p), (33)

а також квазiчастинковий лишок

Z−1
I (p) = 1− ∂ΣR(ξ

∗
I (p), p)

∂ξ∗I (p)
. (34)

за умови, що загасання

ΓI(p) = −ZI(p)ΣI(ξ
∗
I (p), p), (35)

мале.
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Застосовуючи однопетлеве наближення до двовимiрному випадку, в роботi
вперше обчислено першi поправки до енергiї занурення та ефективної маси бозе-
полярона при низьких температурах, далеких вiд точки переходу Березiнського-
Костерлiца-Таулесса. Проте, найбiльш несподiваною виявилась поведiнка лишку
квазiчастинок при ненульових температурах. Зокрема, Z−1

I (p) розбiгається при
будь-яких iмпульсах. Логарифмiчний характер цих розбiжностей пiдказує форму
особливостi запiзнюючої функцiї Грiна бозе-полярона

lim
p→0

Gret(ν, p)|ν→ξ∗I (p)
∝ 1

[ν − ξ∗I (p)]
1−η

. (36)

iз показником η = η(1) = mT
2πℏ2n

t̃2

t2 (тут t та t̃ — ефективнi константи бозон-бозонної i
бозон-домiшкової взаємодiй), розрахованим на рiвнi однiєї петлi в довгохвильовiй
границi. Тобто, iснування двовимiрного бозе-полярона при скiнченних темпера-
турах є пiд великим питанням. Хоча енергiя занурення i ефективна маса є скiн-
ченними, а загасання експонентно мале у низькотемпературнiй областi, степенева
особливiсть функцiї Грiна бозе-полярона суттєво змiнює густину станiв.

Iснування квазiдалекого порядку в системах 2D бозонiв при скiнченних тем-
пературах i 1D бозе-газах при абсолютному нулi, наводить на думку, що степе-
невих особливостей типу (36) (але з iншим значенням показника) слiд очiкувати
i для одновимiрних бозе-поляронiв. В границi, коли мiжбозонна взаємодiя є ду-
же слабкою, зручно скористуватись гiдродинамiчним формулюванням (див. роз-
дiл 2) з явно введеними операторами породження та знищення боголюбiвських
збуджень. Власноенергетична частина функцiї Грiна домiшки Σ(P ) дається дво-
ма дiаграмами на рис. 8 (злiва) з вершинами з точнiстю до однiєї петлi представ-
леними на рис. 9 (злiва). У границi безмежного δ-вiдштовхування мiж бозонами —

Рис. 8. Точне дiаграмне зображення власноенергетичної частини Σ(P ) для домiшки: в сла-
бовзаємодiючому бозе-газi (злiва), жирна суцiльна лiнiя — точна одночастинкова фермiонна
функцiя Грiна, пунктирна — бозонний пропагатор у наближеннi Боголюбова (злiва); в газi
Тонкса–Жирардо (справа).

газ Тонкса–Жирардо, система є еквiвалентною до 1D фермi-полярона. Дiаграми
для власноенергетичної частини i вершини в наближеннi однiєї петлi представле-
но на рис. 8 (справа) i рис. 9, вiдповiдно. Детальний аналiз пiдтвердив iснуван-
ня неполюсної особливостi функцiї Грiна домiшки в обох випадках. Бiльш того,
пертурбативний розгляд з точнiстю до другого порядку за константою взаємодiї
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Рис. 9. Однопетлевi дiаграми для вершинних функцiй домiшки: в слабонеiдеальному бозе-газi
(злiва); в газi Тонкса–Жирардо (справа).

дозволив запропонувати точне значення показника

η =
n

2πℏmc3

(
∂µI
∂n

)2

, (37)

у формулi (36) для одновимiрного бозе-полярона.
Для дослiдження властивостей домiшки в критичному D-вимiрному бозе-

газi застосовано метод 1/N розкладiв з точнiстю до першого порядку. Константи
мiжбозонної та бозон-домiшкової взаємодiй в D-вимiрному випадку пов’язанi з
довжинами s-розсiяння так: g = 4πD/2ℏ2aD−2

Γ(D/2−1)m i g̃ = 2πD/2ℏ2ãD−2(m+mI)
Γ(D/2−1)mmI

. За умови слабкої
взаємодiї an1/D, ãn1/D → 0, всi розрахунки можна виконати аналiтично. Зокрема,
вони продемонстрували, що енергiя занурення i загасання початкової дiлянки спе-

ктру поляронiв в D-вимiрному бозе-газi величини одного порядку ∝
(
an1/D

) (D−2)2

4−D

(для a ≈ ã). Зовсiм iнша ситуацiя реалiзуються при обчисленнi поправки до ефе-
ктивної маси домiшки [розкладом ΣR(ξI(p), p) з точнiстю до квадратичних членiв
за p], де вiдповiдний iнтеграл розбiгається логарифмiчно у будь-якiй просторовiй
вимiрностi. Ця проблема також з’являється пiд час обчислень ефективної маси
бозе-частинок в критичнiй точцi, де цi розбiжностi можна трактувати як натяк
на степеневу поведiнку p2−ηε одночастинкового спектра. Критичний iндекс ηε в
цьому випадку є унiверсальним, тобто, залежним лише вiд глобальних параме-
трiв системи. Якщо припустити якiсно таку ж поведiнку для перенормованого
дисперсiйного спiввiдношення полярона, то

lim
p→0

[ε∗I(p)− ε∗I(0)] ∝ p2−ηε, (38)

з неунiверсальним показником у прийнятому наближеннi (тут γ = m/mI)

ηε =
1

N

(
ã

a

)2(D−2)

ηε(γ). (39)

Не дивно, що i квазiчастинковий лишок (34) характеризується неаналiтичною за-
лежнiстю вiд хвильового вектора в довгохвильовiй границi. Це дозволяє постулю-
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Рис. 10. Знерозмiренi функцiї ηz(γ = m/mI) (суцiльна лiнiя) та ηε(γ) (штрихована крива) для
D = ln(20)/ ln(3) (злiва) i 3D випадку (справа).

вати степеневу поведiнку (36) для запiзнюючої функцiї Грiна домiшки з показни-
ком

ηz = − 1

N

(
ã

a

)2(D−2)

ηz(γ). (40)

Розглянемо систему безспiнових бозонiв та спiн-поляризованих фермiонiв
в D-вимiрному об’ємi LD з перiодичними граничними умовами. Взаємодiєю мiж
бозонами нехтуємо, але припускаємо наявнiсть контактного бозон-фермiонного
(псевдо)потенцiалу, що характеризується голою константою зв’язку g−1

Λ = g−1 −
1
LD

∑
|p|<Λ

2mbf

p2 . Для додатнiх значень перенормованої («спостережуваної») кон-

станти зв’язку g−1 = −Γ(1−D/2)
(2π)D/2 m

D/2
bf |εc|D/2−1 модель має єдиний двочастинковий

зв’язаний стан у вакуумi з енергiєю εc = − 1
2mbfa2

(m−1
bf = m−1

b + m−1
f — бозон-

фермiонна приведена маса, де всi m з одним iндексом позначають масу атомiв або
композитних частинок). Евклiдова дiя, яка явно включає композитнi фермiони,
отримується перетворенням Хаббарда-Стратоновича оригiнальної бозон-фермiон
взаємодiї введенням допомiжних грассманових полiв

S =

∫
x

b† {∂τ − ξb} b+
∫
x

f † {∂τ − ξf} f + g−1
Λ

∫
x

c†c−
∫
x

{
c†fb+ b†f †c

}
, (41)

де ξb(f) = − ∇2

2mb(f)
− µb(f) – вакуумнi спектри, зсунутi на хiмiчнi потенцiали µb(f).

В роботi18 вперше зазначено, що строго в D = 4 димери не взаємодiють нi мiж
собою, нi з iншими частинками. Бiльше того, в околi чотирьох вимiрiв, лишок

18Z. Nussinov and S. Nussinov, Phys. Rev. A 74, 053622 (2006).
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димерного пропагатора в полюсi лiнiйно зникає з ϵ = 4 −D. Цей факт дозволяє
побудувати теорiю збурень, навiть для сильно взаємодiючих систем (g−1 = 0),
використовуючи ϵ як малий параметр. Нехтуючи бозон-бозонною взаємодiєю, ми
обмежуємо наш розгляд випадком не бозе-cконденсованих основних станiв систе-
ми, тобто жоден одночастинковий енергетичний рiвень макроскопiчно не зайня-
тий бозе-атомами. Наявнiсть бозе-конденсату обов’язково призводить до колапсу
сумiшi. Це означає, що всi бозони повиннi бути зв’язанi з фермiонними атомами,
утворюючи димери, тримери тощо. Зокрема, димер-фермiонна сумiш залишається
стiйкою за умови

nf
nb

≥ 1 +

(
mf

mc

)D/2

+ ϵ
mf

mb

[
mc

mb
+
mf

mc
− mc

2mf
−

m2
f

2m2
c

]
, (42)

отриманої в лiнiйному порядку за ϵ. Зауважимо, що поправка може бути як завго-
дно великою для великих вiдношень мас mb ≪ mf , змiщуючи умову стабiльностi
у бiк бiльшої густини фермiонiв. В роботi показано, що в околi D = 4 вакуум-
ний тримерний (два бозони + фермiон) пропагатор набуває полюсного вигляду,
сигналiзуючи про появу тричастинкового зв’язаного стану. Iснування мiлких три-
мерiв доповнює фазову дiаграму бозе-фермi сумiшi областю зi спiвiснуванням
тримерiв, димерiв i незв’язаних фермiонних атомiв. Простий розмiрний аналiз у
близьких до D = 4 вимiрах, що спирається на комбiнацiї бозонних i фермiонних
хiмiчних потенцiалiв, приводить до висновку, що не може бути тримерiв без ди-
мерiв, принаймнi у ведучому порядку розкладу за ϵ. Енергiю основного стану цiєї
трикомпонентної фермi-сумiшi майже невзаємодiючих частинок можна записати
(з точнiстю до неважливого знерозмiреного коефiцiєнта) так:

E

LD
∝ (nf − nc − nt)

2/D+1

2mf
+
n
2/D+1
c

2mc
+
n
2/D+1
t

2mt
, (43)

де nc i nt — густини димерiв i тримерiв вiдповiдно. Їх рiвноважнi значення зна-
ходимо мiнiмiзуючи E з умовою nb = nc + 2nt (усi бозони йдуть на утворення
або димерiв, або тримерiв). Таким чином, лише одна густина (скажiмо, nt) невi-
дома в E, i розв’язуючи рiвняння ∂E/∂nt = 0, знаходимо як nt, так i nc. Тодi
легко продемонструвати, що будь-який iз розв’язкiв реалiзує мiнiмум E (оскiльки
∂2E/∂n2t > 0). Нашi розрахунки показали (див. рис. 11), що тримери виникають
нижче (тобто при менших густинах фермiонiв nf)

nf
nb

= 1 +

(
2mf

mc

)D/2

, (44)

i їх кiлькiсть монотонно зростає до точки переходу Бозе-Айнштайна, яка в цьому
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випадку реалiзується при

nf
nb

=
m

D/2
f +m

D/2
c +m

D/2
t

m
D/2
c + 2m

D/2
t

, (45)
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u n s t a b l e  ( t e t r a m e r s ,  p e n t a m e r s , . . . ? )
f e r m i o n s + d i m e r s + t r i m e r s

n f  / n b

m b / m f

f e r m i o n s + d i m e r s

Рис. 11. Фазова дiаграма чотиривимiрної бозе-
фермi сумiшi з резонансною двочастинковою
взаємодiєю. Верхня та нижня суцiльнi лiнiї вiд-
повiдають (44) та (45), вiдповiдно. Пунктирна
лiнiя показує умову стiйкостi без можливостi
появи тримерiв.

а для нижчих фермiонних густин си-
стема стає нестiйкою щодо колапсу.
Максимальне значення nt, яке досяга-
ється в (45):

nt
nb

=
m

D/2
t

m
D/2
c + 2m

D/2
t

. (46)

Варто пiдкреслити, що наведений ви-
ще аналiз i отриманi рiвняння (44)-
(46) справедливi лише поблизу чоти-
рьох вимiрiв. Трохи нижче D = 4
система в нормальнiй (не надплиннiй)
фазi є трикомпонентним фермi-газом
зi слабкою взаємодiєю мiж частинка-
ми. Переходячи вiд високих темпера-
тур (T ≪ µf,c,t, але T > 0), слiд очiку-
вати утворення фермiон-димерних та

димер-тримерних куперiвських пар з p-хвильовою симетрiєю.
Шостий роздiл присвячено застосуванню наближення середнього поля до

задачi домiшки зануреної в бозе-середовища рiзної вимiрностi простору. Це на-
ближення передбачає, що всi бозони знаходяться в одному станi, який шукається
варiацiйно мiнiмiзацiєю енергiї системи з домiшкою.

Розглянемо домiшковий атом, занурений у D-вимiрне бозе-середовище при
абсолютному нулi. Дослiдимо властивостi напiвфеноменологiчної моделi з гамiль-
тонiаном

H = − ℏ2

2mI

∂2

∂r2I
+

∫
dr

{
− ℏ2

2m
ψ†(r)∇2ψ(r) + E [n]

}
+

∫
drΦ(|rI − r|)n(r), (47)

тут перший доданок — кiнетична енергiя домiшки з координатою rI i масою mI ,
другий — гамiльтонiан бозе-пiдсистеми описує N бозонiв масою m, причому E [n]
— нормально впорядкована густина енергiї однорiдної системи в станi спокою.
Обираючи вiдповiдним чином E [n], можна моделювати рiзнi бозе-середовища. Мi-
кроскопiчно обгрунтований вибiр E [n] = g

2n
2 вiдповiдає моделi слабонеiдеального

газу у просторi будь-якої вимiрностi. Третiй доданок у гамiльтонiанi (47) описує
взаємодiю бозе-середовище-домiшка з двочастинковим потенцiалом Φ(r). Перший
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та третiй доданки у (47) не комутують мiж собою, тому скористаємось перетво-
ренням Лi-Лоу-Пайнса19, HU = U+HU , де U = exp {irI(p−P)/ℏ}, p — iмпульс
домiшки, а оператор P =

∫
drψ†(r)(−iℏ∇)ψ(r) позначає iмпульс бозе-частинок.

Пiсля цього унiтарного перетворення гамiльтонiан стає незалежним вiд змiнних
домiшки, проте мiстить додатковi члени

∆HU = −pP

mI
+

P2

2mI
. (48)

В наближеннi середнього поля мiнiмiзуємо енергiю системи ⟨Ψ|HU |Ψ⟩ на станi

|Ψ⟩ =

(
b̃†0

)N

√
N !

|vac⟩, b̃†0 =
1√
N

∫
drϕ(r)ψ†(r), (49)

(тут |vac⟩ — нормований вакуумним стан), а ϕ(r) — пробна одночастинкова хви-
льова функцiя. Зосередимось на дослiдженнi властивостей майже нерухомих до-
мiшок p → 0, коли енергiя домiшкового атома зростає параболiчно

εI(p) = εI +
p2

2m∗
I

+O(p4), (50)

де m∗
I — ефективна маса, яка враховує взаємодiю iз бозе-середовищем. В роботi

показано, що

m∗
I

mI
= 1 +∆D, ∆D =

mr

mI

∫
dr

(δn)2

Dn̄+ δn
, (51)

де δn(r) = n(r) − n̄ — вiдхилення вiд середнього значення локальної густини
n(r)) = |ϕ(r)|2 бозонiв з p = 0. Таким чином, як енергiя занурення εI , так i
ефективна маса домiшки в наближеннi середнього поля повнiстю визначається
профiлем густини бозонiв з нерухомою домiшкою.

Виявляється, що для моделi одновимiрного слабонеiдеального бозе-газу,
функцiю ϕ(r) можна знайти аналiтично для δ-подiбної бозон-домiшкової взає-
модiї (з константою g̃). Аналiз спектра бозе-полярона (див. рис. 12) показав, що
завжди iснує критичне значення iмпульсу домiшки pc таке, що рiвняння на ϕ(r) не
має дiйсних розв’язкiв. Для порiвняння з результатами Монте Карло симуляцiй20,
на рис. 13,14 зображено отриманi кривi низькоенергетичних параметрiв спектру
(енергiї занурення та ефективної маси) домiшки в одновимiрному бозе-газi у гра-
ницях слабкої взаємодiї i газу Тонкса–Жирардо (TG), де E [n] = π2ℏ2

6m n3. Отриманi

19T. D. Lee, F. E. Low, and D. Pines, Phys. Rev. 90, 297 (1953).
20L. Parisi and S. Giorgini, Phys. Rev. A 95, 023619 (2017).
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Рис. 12. Залежнiсть вiд iмпульсу p̃ = ℏp/mc (де c =
√
n̄g/m — швидкiсть звуку в 1D розрiдже-

ному бозе-газi) знерозмiреної енергiї (в одиницях n̄g) притягального (злiва) i вiдштовхувального
(справа) бозе-поляронiв для трьох рiзних спiввiдношень мас w = m/mI = 1/2, 1, 2 i фiксованих
параметрах взаємодiй γ = mg

ℏ2n̄ , η = 2g̃mr

ℏ2n̄ . Пунктирними лiнiями показано наближення ефектив-
ної маси (50) для спектра домiшки.
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Рис. 13. Енергiя зв’язку вiдштовхувального (злiва) i притягального (справа) бозе-поляронiв (в
одиницях енергiї Фермi) як функцiя знерозмiреної константи бозон-домiшкового зв’язку η в
границi рiвних мас i для γ = 0.02 (точки), γ = 0.2 (суцiльна), γ = 4 (пунктирна) i γ = ∞
(штрих-пунктирна). Символи вiдповiдають результатам Монте-Карло симуляцiй.

результати приводять до висновку, що наближення середнього поля здатне вхо-
плювати якiсно правильну поведiнку вiдштовхувального i слабкозв’язаного при-
тягального одновимiрних бозе-поляронiв, тодi як межа великих вiд’ємних g̃ зали-
шається недосяжною.

Як правило, вважається, що наближення середнього поля має працювати
ефективнiше для сильно розрiджених бозе-середовищ. Густина енергiї слабонеi-
деального бозе-газу в 2D i 3D вiдповiдно E [n] = 2πℏ2n2/m

| lnna2| i E [n] = 2πℏ2a
m n2 (тут
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Рис. 14. Ефективна маса mI/m
∗
I мобiльної домiшки, як функцiя η розрахована для одновимiр-

ної бозонної ванни в рiзних режимах взаємодiї: вiд слабкої (злiва) до нескiнченного точкового
вiдштовхування (справа).

a — довжина s-розсiяння бозонiв). Цiкаво протестувати нашi результати, порiв-
нюючи з Монте-Карло симуляцiями для дво-21 та тривимiрного22 бозе-поляронiв.
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Рис. 15. Енергiя занурення вiдштовхувально-
го 3D бозе-полярона як функцiя вiдношення
aI/a для двох значень знерозмiреного параме-
тра бозон-бозонної взаємодiї na3 = 10−5 (суцiль-
на лiнiя) i na3 = 10−4 (штрихована лiнiя). Ква-
дратики позначають результати Монте-Карло
симуляцiй для моделi твердих сфер.

В 3D випадку рис. 15 параметри зафi-
ксовано так: na3 = 10−5, mI = m. Для
порiвняння також побудовано енергiю
домiшки для дещо сильнiшої взаємо-
дiя мiж бозонами na3 = 10−4. У цьо-
му випадку розрахунки в наближен-
нi середнього поля також є правиль-
ними, оскiльки поправка до хiмiчно-
го потенцiалу однорiдної бозе-системи,
зумовлена квантовими флуктуацiями,
становить лише 6%. В 2D для знерозмi-
реного параметра мiжбозонної взаємо-
дiї в Монте Карло симуляцiях обрано
na2 = 10−40, а бозон-домiшкова взає-
модiя врахована двовимiрним аналогом
граничної умови Бете-Пайєрлса. Цей

псевдопотенцiал приблизно моделює сферично-симетричну яму, i за умови ма-
лих довжин розсiяння, може ефективно використовуватись замiсть потенцiалу
твердих сфер. Але це не зовсiм пiдходить для нашого середньопольового форму-
лювання, де нелiнiйнi доданки в рiвняннi на функцiю ϕ(r) дають особливостi при
r → 0. Чисельнi результати середньо-польових розрахункiв разом з кривими в
першому порядку теорiї збурень для параметрiв спектра бозе-полярона представ-
лено на рис. 16 (розглядається випадок рiвних мас mI = m i введено параметр
k0 =

√
2πn̄). Хоча взаємодiя твердих сфер не еквiвалентна псевдопотенцiалу, який

21L. A. Peña Ardila, G. E. Astrakharchik, and S. Giorgini, Phys. Rev. Research 2, 023405 (2020).
22L. A. Peña Ardila and S. Giorgini, Phys. Rev. A 92, 033612 (2015).
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Рис. 16. Енергiя занурення (злiва) i ефективна маса (справа) домiшкового атома в 2D бозе-газi
(na2 = 10−40) як функцiя знерозмiреного параметра ln(k0aI). Суцiльнi лiнiї — нашi розрахунки,
квадратики позначають MC результати, а пунктирнi лiнiї – розрахунки в першому порядку
теорiї збурень [20].

задається граничною умовою Бете-Пайєрлса, i взагалi кажучи, не може описати
систему за умови великих додатнiх ln(k0aI), бачимо, що наше наближення кра-
ще узгоджується з результатами Монте-Карло симуляцiй, нiж звичайна теорiя
збурень, особливо коли бозон-домiшкова взаємодiя зростає.

Найнесподiванiшим наслiдком середньопольового аналiзу домiшки, зануре-
ної в 2D i 3D бозе-гази, є гiрша узгодженiсть з результатами Монте-Карло симу-
ляцiй, порiвняно з 1D випадком. Це може виглядати особливо дивним, оскiльки
вiдомо, що це наближення працює краще у вищих вимiрах. Тому постає питан-
ня трактування результатiв наближення середнього поля. Наголосимо, що сама
фiзика бозе-газу набагато складнiша у вищих вимiрах, нiж у одновимiрному ви-
падку. Навiть коли система сильно розрiджена, внесок багаточастинкових ефектiв
вiдчутний при описi термодинамiчних властивостей бозонiв. Щоб аргументувати
останнє твердження, нагадаємо, що пертурбативний результат для енергiї основ-
ного стану одновимiрного бозе-газу має значно ширшу область застосовностi, нiж
його аналоги у вищих вимiрах. Це свiдчить про те, що квантовi кiлькачастинко-
вi ефекти у вищих вимiрах, якi зазвичай не беруться до уваги при використаннi
наближення середнього поля, також повиннi впливати на властивостi поляронiв.

У сьомому роздiлi точно розраховується температурна залежнiсть сил
Казимира, що виникають мiж двома статичними домiшками, зануреними в три-
та квазiдвовимiрний iдеальнi бозе-гази.

Розглянемо модель кiлькох статичних (нескiнченної маси) домiшок, зануре-
них в iдеальний BEC. Гамiльтонiан системи

H =
∑
k,q

⟨k|ε+
∑

1≤j≤N

Φ(r−Rj)|q⟩ψ†
kψq, Φ(r) =

2πℏ2a
m

δ(r)
∂

∂r
r, (52)
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де ε = p2

2m —– оператор кiнетичної енергiї бозона; другий доданок — потенцiаль-
на енергiя взаємодiї з N домiшками, розмiщеними в точках з координатами Rj.
Термодинамiчнi функцiї системи можна переписати через дiагональнi елементи
T -матрицi. Прирiст енергiї системи при внесенi однiєї домiшки, коли система за-
лишається в рiвномiрному (розсiювальному) BEC-станi

∆E1 =
2πℏ2a
m

n+

∞∫
0

dk

(2π)2
k2

eεk/T − 1

(ak)2

1 + (ak)2

 . (53)

де T0 — температура BEC, а EMF = 2πℏ2|a|n/m — модуль середньо-польової енер-
гiї (яка стає точною для однiєї домiшки при T = 0). Типова температурна по-
ведiнка ∆E1 представлена на рис. 17 (злiва), а справа побудовано енергiю однiєї
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Рис. 17. Злiва: приклади температурної залежностi t = T/T0 однодомiшкової енергiї. Справа:
залежнiсть однодомiшкової енергiї (53) вiд газового параметра an1/3.

частинки при кiлькох фiксованих температурах як функцiю знерозмiреної кон-
станти зв’язку an1/3. Явна формула для дводомiшкової енергiї ∆E2(R12) бiльш
громiздка, але можна визначити ефективну потенцiальну енергiю взаємодiї мiж
двома домiшками Φ

(2)
eff (R12) = ∆E2(R12)−∆E2(∞) з дуже простим виразом

Φ
(2)
eff (R12)

∣∣∣
T→0

=
4πℏ2a
m

n

[
1

1 + a/R12
− 1

]
, (54)

в абсолютному нулi температури. Тепловi ефекти у сили Казимира можна враху-
вати лише чисельно (див. рис. 18). Ефективний потенцiал побудовано лише для
двох температур T = 0 i T = T0, оскiльки для всiх iнших температур кривi знахо-
дяться мiж цими двома. Чiтко проглядається тенденцiя сил Казимира: потенцi-
альна яма поглиблюється зi збiльшенням температури. Якiсно цей ефект можна
зрозумiти, використовуючи аргументи квазiчастинкового опису. У найпростiшо-
му наближеннi ефективна двочастинкова взаємодiя мiж домiшками, яка виникає
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Рис. 18. Залежнiсть ефективного потенцiалу Φ
(2)
eff (R12) вiд вiдстанi (в одиницях |a|) мiж домi-

шками при температурах T = 0 (пунктирнi лiнiї) i T0 (суцiльнi лiнiї).

внаслiдок обмiну квазiчастинками (незалежно вiд знаку a), тим iнтенсивнiша, чим
бiльше бозонiв знаходиться у збуджених станах. Тому пiдвищення температури
закономiрно приводить до збiльшення числа квазiчастинок i, у свою чергу, до по-
глиблення потенцiйної ями для притягальних i пiдвищення потенцiйного бар’єру
для вiдштовхувальних мiждомiшкових взаємодiй.

ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

1. Спектр та загасання елементарних збуджень бозе-системи з дипольною вза-
ємодiєю в довгохвильовiй областi переписано через стисливiсть та константу
дипольної взаємодiї. Отримано точнi низькотемпературнi асимптотики роз-
миття бозе-конденсату та анiзотропної надплинної густини дипольних бозе-
систем.

2. Знайдено точний зв’язок мiж iнфрачервоною анiзотропною поведiнкою
одночастинкових функцiй Грiна i динамiчних структурних факторiв з ма-
кроскопiчними параметрами двокомпонентних дипольних бозе-конденсатiв.
Розглянуто задачу про макроскопiчний рух двокомпонентних надплинних
систем з дипольною взаємодiєю при низьких температурах та отримано, в
наближеннi локальної густини, вiдповiдну систему гiдродинамiчних рiвнянь.

3. Отримано точнi тотожностi типу Тана для одновимiрних бозонiв з коро-
ткодiючою тричастинковою взаємодiєю. Вказано на спосiб спостереження
тричастинкових сил в експериментах з ультрахолодними газами. Вперше
виявлено ефект типу Єфiмова в дробових вимiрностях у системi з чотирьох
i п’яти частинок. З’ясовано роль тетрамерiв i пентамерiв у формуваннi ма-
кроскопiчної поведiнки системи.

4. Обчислена методом 1/N -розкладiв критична температура бозе-газу виявляє
немонотонну залежнiсть вiд газового параметра; розрахованi температур-
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нi залежностi густини надплинної компоненти та розмиття бозе-конденсату
узгоджуються з результатами Монте-Карло симуляцiй. Продемонстровано
температурну стабiлiзацiю двокомпонентних бозе-систем щодо розшаруван-
ня.

5. Показано, що спектр домiшкового атома у середовищi двовимiрних бозо-
нiв є добре визначений при температурi нижче точки переходу Березiнсько-
го–Костерлiца–Таулесса, в той час як квазiчастинковий лишок завжди лога-
рифмiчно розбiгається. Запропоновано iнтерпретацiю цих розбiжностей як
неполюсну поведiнку домiшкової функцiї Грiна з неунiверсальним показни-
ком, який обчислено у першому порядку теорiї збурень. Cхожi особливо-
стi виявлено в системi одновимiрних бозонiв з домiшкою. Використовуючи
отриманi пертурбативнi результати, запропоновано загальну формулу для
неунiверсального показника, що визначає цю поведiнку.

6. Розгляд властивостей рухомої домiшки, зануреної в D-вимiрний бозе-газ в
околi критичної температури, вперше виявив, що енергiя занурення та час
життя бозе-полярона залишаються скiнченними в цiй областi, а його ефе-
ктивна маса розбiгається. Також встановлено, що iнфрачервона асимпто-
тика функцiї Грiна домiшки виявляє особливiсть типу точки галуження в
критичнiй областi.

7. Вперше виявлено термодинамiчно стiйку фазу зi спiввiснуванням фермi-
атомiв, фермiонних димерiв та тримерiв сумiшах невзаємодiючих бозонiв
з макроскопiчною кiлькiстю спiнполяризованих фермiонiв. За допомогою
ϵ-розкладу в околi чотирьох вимiрiв, вперше отримано фазову дiаграму си-
стеми.

8. В наближеннi середнього поля, вперше отримано загальну формулу для ефе-
ктивної маси домiшки в одно-, дво- та тривимiрному бозе-газах. Знайдено
середньопольовi параметри спектра домiшкового атома, що взаємодiє через
потенцiал твердих сфер з дво- та тривимiрними розрiдженими бозонами.
Отримано iмпульсну залежнiсть енергiї точкової домiшки в одновимiрно-
му бозе-газi. Виявлено, що практично у всiх важливих випадках, енергiю
рухомого полярона можна апроксимувати квадратичною функцiєю, а по-
рiвняння обчислених низькоенергетичних параметрiв домiшкового спектра
з результатами Монте Карло симуляцiй, продемонструвало несподiвану аку-
ратнiсть наближення середнього поля для вiдштовхувальної вiтки енергiй
бозе-полярона.

9. Проаналiзовано параметри спектра домiшкового атома в унiтарних три- та
квазiодновимiрному бозе-газах.

10. Дослiджено температурну залежнiсть сил Казимира мiж двома статичними
домiшками, зануреними в iдеальний тривимiрний бозе-газ нижче точки кон-
денсацiї Бозе-Айнштайна. Виявлено немонотонну температурну залежнiсть
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ефективного попарного потенцiалу мiж важкими домiшками в квазiдвови-
мiрному бозе-газi.
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АНОТАЦIЯ

Пастухов В. С. Вплив скiнченних температур, вимiрностi простору та
домiшок на властивостi розрiджених бозе-систем. — На правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.04.02 — теоретична фiзика, Львiвський нацiональний
унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2025.

Дисертацiйна робота привсячена актуальним проблемам фiзики багато-
частинкових систем, якi можна реалiзувати на базi ультрахолодних бозе-газiв.
Зокрема, маються на увазi поведiнка макроскопiчної кiлькостi бозе-частинок з
ненульовим дипольним моментом; властивостi дипольних бозе-бозе сумiшей; унi-
версальнi властивостi бозе-газiв i їх двокомпонентних сумiшей у нижчих вимiрно-
стях; термодинамiчнi характеристики одновимiрних бозе-газiв з тричастинковою
контактною взаємодiєю; стани кiлькох бозонiв та колективнi збудження системи
багатьох бозе-частинок з тричастинковою взаємодiєю в зовнiшньому гармонiчно-
му потенцiалi; чотири- i п’ятичастинковим зв’язаним станам бозонiв з контактною
потрiйною взаємодiєю; аналiз загасання боголюбiвських збуджень при скiнчен-
них iмпульсах та температурах в просторах довiльної вимiрностi; використання
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1/N -розкладiв для розрахунку властивостей тривимiрних бозе-систем у всiй обла-
стi температур, включно з температурою переходу Бозе-Айнштайна; аналiз пове-
дiнки домiшок в сильноскорельованих бозе-рiдинах; властивостi бозе-поляронiв в
нижчих вимiрностях та при скiнченних температурах; особливостi сил Казимира
мiж важкими домiшками в iдеальних i слабонеiдеальних бозе-конденсатах у всiй
областi температур.

Ключовi слова: конденсацiя Бозе-Айнштайна, дипольна взаємодiя, бозе-
сумiшi, спiввiдношення Тана, тричастинкова взаємодiя, 1/N -розклад, бозе-
конденсатна фракцiя, надплинна густина, бозе-полярон, ефект Єфiмова, ренор-
малiзацiйна група, ϵ-розклад.

ABSTRACT

V. S. Pastukhov. The influence of finite temperatures, spatial dimensional-
ity, and impurities on the properties of diluted Bose systems. — Manuscript.
Thesis submitted for the degree of Doctor of Sciences in physics and mathematics, spe-
cialty 01.04.02 — theoretical physics, Ivan Franko National University of Lviv, Lviv,
2025.

The dissertation is devoted to actual problems of physics of many-body systems,
which can be realized on the basis of ultracold Bose gases.

An exact relationship between the parameters of the low-energy spectrum of Bose
particles and bosonic mixtures interacting via dipole-dipole interaction with the macro-
scopic characteristics of the system, such as isothermal susceptibility and anisotropic
superfluid density, is found. The susceptibilities, the elements of matrices of anisotropic
superfluid densities, and the Bose condensate depletion of both components at zero
temperature are calculated for Bose gases in the one-loop approximation.

The exact Tan-like identities have been obtained for one-dimensional bosons with
short-range three-particle interactions. A method for observing three-particle forces
in experiments with ultracold gases has been indicated. In fractional dimensions in a
system of four and five particles, the Efimov-like effect has been discovered. The role
of tetramers and pentamers in shaping the macroscopic behavior of the system has
been elucidated.

The critical temperature of the Bose gas calculated by the 1/N -expansion
method exhibits a non-monotonic dependence on the gas parameter; the calculated
temperature dependences of the superfluid density and the Bose condensate depletion
are consistent with the results of Monte Carlo simulations. The temperature stabiliza-
tion of two-component Bose systems with respect to stratification is demonstrated.

The spectra of impurity atoms in 1D bosons at absolute zero and in 2D at
temperatures below the Berezinskii–Kosterlitz–Thouless transition are well-defined,
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while the quasiparticle residues always diverge logarithmically. An interpretation of
these divergences is proposed as the branch-point singularity of the impurity Green’s
function with non-universal exponents, which were calculated perturbatively. A mobile
impurity immersed in aD-dimensional Bose gas near the critical temperature possesses
finite binding energy and lifetime, but its effective mass diverges. The Green function
of the impurity reveals a branch point-type feature in the critical region.

In mixtures of non-interacting bosons with a macroscopic number of spin-
polarized fermions, a thermodynamically stable phase with the coexistence of fermi
atoms, fermionic dimers, and trimers has been discovered. Using the ϵ-expansion in a
neighborhood of four dimensions, a phase diagram of the system has been obtained.

The generalization of the mean-field theory of one-dimensional Bose polarons in
the case of mobile impurities is presented. A general formula for the effective mass
of an impurity in one-, two-, and three-dimensional Bose gases was obtained. The
parameters of a spectrum of an impurity immersed in the one-dimensional Bose system
with two- and three-particle interactions were calculated, and the full dependence of
the impurity energy on its momentum in Bose gas with weak pairwise interaction
between particles was found. The obtained results are generalized to two- and three-
dimensional cases.

The Casimir forces arising between static (infinite mass) impurities immersed in
Bose condensates were investigated. A nonmonotonic dependence of the induced pair
interaction potential between heavy particles on temperature was revealed.

Keywords: Bose–Einstein condensation, dipole interaction, Bose mix-
tures, Tan’s relations, Tan’s contact, three-body interaction, 1/N -expansion, Bose-
condensate fraction, superfluid density, Bose polaron, Efimov effect, renormalization
group, ϵ-expansion.


