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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Квантовi багаточастинковi системи посiда-

ють важливе мiсце в сучаснiй експериментальнiй i теоретичнiй фiзицi.

Одним iз напрямкiв є вивчення макроскопiчних квантових явищ, до

яких належать, зокрема, надплиннiсть, надпровiднiсть, а також кван-

товий ефект Голла [1–3]. Розвиток експериментальних методiв досягне-

ння наднизьких температур i технiки керування нейтральними атома-

ми дозволив зрештою отримати в 1995 роцi новий стан матерiї — кон-

денсат Бозе–Айнштайна — в лазерно-охолоджених розрiджених газах

лужних металiв [4, 5].

Цiкавим показником популярностi певної тематики може бути кiль-

кiсть опублiкованих праць. Можна прослiдкувати, наприклад, у вида-

ннях Американського фiзичного товариства (серiя Physical Review),

що до середини 1990-х рокiв в анотацiях термiни ‘бозе-конденсат’,

‘бозе-конденсацiя’ траплялися 1–2 рази на кожну тисячу статей, у дру-

гiй половинi 1990-х рокiв цей показних майже досягнув значення 8, а

пiсля 2000 року стабiльно тримається в межах 15–17 статей на 1000.

Першими системами, в яких експериментально досягли стану бозе-

конденсацiї, стали iзотопи 87Rb [4], 23Na [5] та 7Li [6]. Згодом перелiк

розширився iншими лужними й лужноземельними iзотопами, ланта-

ноїдами та деякими iншими елементами [7], i сьогоднi вiдомо про бозе-

конденсацiю в системi атомiв калiю, цезiю, кальцiю, хрому, стронцiю,

iтербiю, диспрозiю, ербiю, а також у спiн-поляризованого атомарного

водню [8].

Експериментальнi успiхи в дослiдженнi цього макроскопiчного кван-

тового явища дали новий поштовх зусиллям, спрямованим на побудо-

ву теоретичних моделей опису бозе-систем [9]. Для вивчення слабко-

взаємодiючих бозе-систем застосовують методи квантової теорiї поля,
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якi пов’язанi з використанням формалiзму операторiв породження–

знищення [10–12], а також — набагато ширше — з нелiнiйним рiвнян-

ням Шрьодiнґера (вiдомим як рiвняння Ґросса–Пiтаєвського [13]), пор.

[14, 15]. Активно застосовують i числовi методи [16, 17].

Складнiсть i вiдповiдно висока вартiсть експериментальних устано-

вок для дослiдження конденсацiї Бозе–Айнштайна спричинили зацi-

кавлення бозе-системами в нижчих розмiрностях — дво- й одновимiр-

них [17–19]. В окремий напрямок також можна видiлити вивчення дво-

компонентних [20–22] i багатокомпонентних [23, 24] бозе-конденсатiв.

Використання цих систем може бути зокрема пов’язане з квантовими

обчисленнями [25].

Жвавий iнтерес як експериментаторiв, так i теоретикiв рiзних до-

слiдницьких груп нинi викликають дослiдження квантових вихорiв у

конденсатах [21, 24, 26, 27], а також iнших нелiнiйних явищ, напри-

клад, квантової турбулентностi [27–29].

Можливiсть того, що у двовимiрному просторi частинки можуть

пiдлягати статистицi, вiдмiннiй вiд бозонної чи фермiонної, було про-

демонстровано 1977 року [30]. Виявляється, що завдяки топологiчним

особливостям двовимiрного руху перестановка двох частинок може

спричиняти змiну фазового множника хвильової функцiї, вiдмiнну

вiд ±1: ψ(x2, x1) = eiπαψ(x1, x2), де α — довiльне число. Звiдси й

походить термiн енiони (англ. anyon, вiд any — ‘будь-який’) [31].

Протягом останнiх десятилiть до поняття дробової статистики для

опису квантових систем використовують цiлу низку пiдходiв [32, 33].

Системи з дробовою статистикою набувають щораз ширшого застосу-

вання як ефективнi моделi в рiзних галузях фiзики, вiд високотемпе-

ратурної надпровiдностi [34] до космологiї [35]. Такий перелiк зокрема

включає дробовий квантовий ефект Голла [36], холоднi атомнi гази [37],

ядерну матерiю [38] i навiть моделi темної матерiї [39]. Цiкаво, що та-
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кож iснують працi, де темну матерiю розглядають як бозе-конденсати

рiзного типу [40–42].

Так звану виключну статистику (англ. exclusion statistics) можна

пов’язати iз взаємодiями в одновимiрних системах [43], для опису уль-

трахолодних газiв використовують енiонно-фермiонне вiдображення

[44]. Найновiшi дослiдження в галузi енiонної та дробової статисти-

ки включають вивчення так званих неабелевих енiонiв [45–47], якi є

аналогами парастатистики Ґрiна [48], а також застосування виключної

статистики до рiзних систем [49, 50]. В окрему гiлку можна видiлити

неекстенсивнi узагальнення статистичної механiки [51, 52].

Вивчення дробових статистик, окрiм самостiйного теоретичного iн-

тересу, має також важливе практичне значення. Такi статистики до-

зволяють описувати квантовi бозе- та фермi-системи iз рiзними типа-

ми взаємодiй на досить простому математичному рiвнi. Самi ж такi

квантовi системи вiдiграють важливу роль в галузi сучасних iнфор-

мацiйних технологiй [53]. Зокрема, на даний час iснують пропозицiї

щодо реалiзацiї квантових обчислень за допомогою енiонiв [54, 55]. Се-

ред майбутнiх технологiй запису iнформацiї також розглядають бозе-

конденсати, у яких фактично на макроскопiчному рiвнi проявляються

квантовi властивостi. Також важливою дiлянкою застосування бозе-

конденсатiв є високоточна iнтерферометрiя [56, 57], яка виявляється

на два порядки точнiшою за традицiйнi оптичнi методи.

Важливою рисою сучасної науки є мiждисциплiнарний характер ба-

гатьох її галузей. Фiзичнi методи — насамперед, розвинутi в межах

статистичної фiзики — активно застосовують не лише в математицi

[58–60] чи природничих науках, зокрема в бiологiї [61–63], але й для

встановлення закономiрностей певних явищ у гуманiтарних [64–67] i

суспiльних науках [68–71].

Процеси, якi є предметом опису гуманiтарних i суспiльних наук, i
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макроскопiчнi квантовi явища, окрiм можливих спiльних пiдходiв на

математичному рiвнi, поєднує також те, що всi вони є проявом емер-

джентностi (вiд англ. emergence ‘виникнення’). Це поняття належить

до теорiї систем i означає iснування в певної системи нових властиво-

стей, що не характернi для її окремих елементiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами,

темами. Дисертацiйна робота виконана у Львiвському нацiональ-

ному унiверситетi iменi Iвана Франка та згiдно держбюджетних тем

Фф-150Ф “Розробка нових математичних методiв дослiдження кванто-

вих систем” (2003–2005 рр., номер держреєстрацiї 0100U001446), Фф-

55Ф “Теоретичнi дослiдження нових квантових систем” (2006–2008 рр.,

номер держреєстрацiї 0106U001294), Фф-14Ф “Новi методи дослiдже-

ння квантових систем декiлькох i багатьох частинок” (2009–2011 рр.,

номер держреєстрацiї 0109U002096), Фф-110Ф “Новi ефекти у кванто-

вих рiдинах i газах та системах з деформованою алгеброю Гайзенбер-

ґа” (2012–2014 рр., номер держреєстрацiї 0112U001275), проект ДФФД

Ф64 “Класичнi та квантовi системи за межами стандартних пiдхо-

дiв” (2015–16 рр., номери держреєстрацiї 0115U004838, 0116U005055);

Фф-30Ф “Класичнi i квантовi системи з нестандартними комутацiйни-

ми спiввiдношеннями i статистиками” (2016 р., номер держреєстра-

цiї 0116U001539), частину мiждисциплiнарних дослiджень зроблено

за проектом М/6-2009 “Створення збалансованого текстового банку

даних української мови” (2009–2010 рр., номер держреєстрацiї

0109U001786) в межах програми мiжнародного науково-технiчного спiв-

робiтництва мiж Україною та Австрiйською Республiкою.

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є роз-

робка нових пiдходiв до вивчення систем бозонiв та систем iз рiзними

типами дробової статистики, дослiдження впливу взаємодiї на явище

бозе-конденсацiї, встановлення вiдповiдностей зв’язку мiж параметра-
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ми статистики та характеристиками бозе-систем для ефективного ви-

вчення останнiх.

Основними завданнями вивчення систем iз дробовою статистикою

було створення теорiї, на пiдставi якої можна дослiджувати простiши-

ми методами ефекти в бозонних системах, пов’язанi iз мiжчастинко-

вою взаємодiєю, впливом скiнченностi кiлькостi частинок та ефектив-

ної змiни вимiрностi простору внаслiдок впливу зовнiшнього поля.

Об’єктом дослiджень є квантовi багаточастинковi системи з рi-

зними типами взаємодiй та статистики. Предметом дослiджень є

термодинамiчнi функцiї та енерґетичний спектр багатобозонних си-

стем, термодинамiчнi функцiї систем iз дробовою статистикою, вла-

стивостi складних систем, якi можна вивчати фiзичними методами.

Для досягнення зазначеної мети використано такi методи дослi-

джень: у межах квантової теорiї поля — метод функцiй Ґрiна та на-

ближене вторинне квантування, для вивчення властивостей систем з

рiзними типами статистики — термодинамiчний пiдхiд, вiрiальне i кла-

стерне розвинення, для аналiзу сумiжних задач теорiї чисел та класи-

фiкацiї складних систем застосовано аналогiю з вiдповiдними фiзи-

чними системами.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй ро-

ботi отримано низку нових результатiв, що стосуються квантових ба-

гаточастинкових систем з рiзними типами статистики та кiлькох су-

мiжних задач, для яких може бути встановлена аналогiя з фiзичними

системами.

Для бозонiв зi сильною мiжчастинковою взаємодiєю запропоновано

новi способи розрахунку спектра елементарних збуджень, зокрема по-

казано можливiсть коректного вiдтворення фононної дiлянки спектра

рiдкого гелiю-4 без застосування поняття ефективної маси.

Метод наближеного вторинного квантування застосовано для си-



13

стеми бозонiв у пастцi. Вперше запропоновано процедуру побудови

ефективного гамiльтонiана у виглядi квадратичної форми, яку легко

дiагоналiзувати стандартними способами. При цьому внески вiд до-

данкiв, вищих за квадратичнi, враховано за допомогою наближень iз

використанням чисел заповнення.

Вперше розраховано термодинамiчнi функцiї слабковзаємодiючих

гармонiчних осциляторiв, що пiдлягають дробовiй (промiжнiй) стати-

стицi Джентiле. Також вперше вдалося встановити вiдповiднiсть мiж

системою зi статистикою Джентiле i бозе-системою зi скiнченною кiль-

кiстю частинок.

Вперше встановлено зв’язок комплексного параметра дробової ста-

тистики Полiхронакоса з дисипативною частиною спектра та розгля-

нуто системи осциляторiв, що пiдкоряються такiй статистицi. Для них

уперше розраховано термодинамiчнi функцiї, передбачено iснування

фазових переходiв зроблено аналiтичнi та числовi оцiнки критичних

температур та оцiнки про можливiсть експериментального вимiрюва-

ння передбачених стрибкiв теплоємностi.

Двопараметричнi дробовi статистики вперше використано для мо-

делювання слабковзаємодiючих та скiнченних бозе-систем, а також

iдеального газу енiонiв. Еквiвалентностi статистик досягнуто з точнi-

стю до третього вiрiального коефiцiєнта.

У межах мiждисциплiнарних застосувань моделей на основi стати-

стики Бозе уточнено головну асимптотику кiлькостi одновимiрних та

вперше отримано вираз для кiлькостi плоских розбиттiв натуральних

чисел з обмеженою кiлькiстю частин.

На пiдставi аналогiї мiж ранґово-частотним розподiлом (на прикла-

дi текстiв) i розподiлом Бозе запропоновано новий пiдхiд для аналiзу

i класифiкацiї складних систем.
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Практичне значення одержаних результатiв. Виконанi дослi-

дження мають фундаментальний характер.

Результати розрахункiв спектра елементарних збуджень бозонних

систем можуть бути використанi для iнтерпретацiї експериментiв в

галузi фiзики конденсованих систем. Отриманi аналiтичнi та число-

вi результати щодо властивостей слабковзаємодiючих систем мають

перспективи застосування зокрема в дослiдженнях бозе-конденсатiв у

пастках.

Результати, що стосуються дробової статистики Полiхронакоса з

комплексним параметром, можна використати для пояснення експе-

риментiв у системах з малою дисипативною частиною спектра еле-

ментарних збуджень. Двопараметричнi дробовi статистики дають змо-

гу вивчати квантовi системи з рiзними типами взаємодiй на пiдста-

вi простих математичних моделей. Знаходження квантовомеханiчного

зображення вiдповiдної наближеної моделi енiонiв може бути кори-

сним у галузi квантової iнформатики та квантових обчислень.

Розробленi мiждисциплiнарнi застосування статистико-механiчних

пiдходiв є важливими в дослiдженнях складних систем з погляду пе-

редбачення їх поведiнки чи класифiкацiї за певними ознаками. Так, на

даний момент у нас є певнi попереднi напрацювання щодо можливостi

класифiкацiї дiагнозiв на пiдставi частотних характеристик електро-

кардiограм, якi, однак, ще вимагають додаткового аналiзу. Зрозумiло,

що результати в таких дiлянках можуть мати не лише науковий ефект,

але й важливе практичне значення.

Особистий внесок здобувача. Всi викладенi в дисертацiї ори-

гiнальнi результати отримано автором самостiйно або за його безпо-

середньої участi. У статтi [72] автор обговорював результати та їх iн-

терпретацiю, а також здiйснював консультування щодо чисельних роз-

рахункiв. У рештi спiльних публiкацiй авторовi дисертацiї належить
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постановка задач та вибiр методiв дослiдження. Також у статтях [73–

76] автор здiйснював перевiрку аналiтичних i числових розрахункiв, а

у статтях [77, 78] виконував розрахунки та брав участь в iнтерпретацiї

результатiв. Решту праць написано без спiвавторiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисер-

тацiйної роботи автор особисто доповiдав на таких конференцiях i се-

мiнарах:

• Конференцiя молодих учених та аспiрантiв IЕФ’2003, 10–12 вере-

сня 2003 р. (Ужгород);

• QFS2004: International Symposium on Quantum Fluids and Solids,

5–10 July 2004 (Trento, Italy);

• Statistical Physics 2005: Modern Problems and New Applications.

Annual Conference in Ukraine. 28–30 August 2005 (Lviv);

• Рiздвянi дискусiї 2006, 4–5 сiчня 2006 р. (Львiв);

• QFS2006: International Symposium on Quantum Fluids and Solids,

1–6 August 2006 (Kyoto, Japan);

• QFS2007: International Symposium on Quantum Fluids and Solids,

1–6 August 2007 (Kazan, Russia);

• Рiздвянi дискусiї 2008, 4–5 сiчня 2008 р. (Львiв);

• 4th International Conference “Physics of Liquid Matter: Modern Prob-

lems”, 23–26 May 2008 (Kyiv);

• IV Лiтня школа “Квантова iнформацiя”, 7–8 червня 2008 р.

(смт. Верхнє Синьовидне Львiвської обл.);

• Workshop on Theoretical Physics, 5–8 July 2009 (Lviv);

• Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Góra – Lviv, 19–

21 October 2009 (Zielona Góra, Poland);

• Рiздвянi дискусiї 2010, 9–10 сiчня 2010 р. (Львiв);

• 3rd Workshop on Current Problems in Physics, 5–9 July 2010 (Lviv);

• QFS2010: International Symposium on Quantum Fluids and Solids,

1–7 August 2010 (Grenoble, France);
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• LT26: The 26th International Conference on Low Temperature Phy-

sics, 10–17 August 2011 (Beijing, China);

• Seminarium Instytutu Badań Fizykomedycznych (Puszczykowo /

Poznań), 18–20 września 2011 r.;

• 4th Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Góra – Lviv,

24–26 October 2011 (Zielona Góra, Poland);

• XII Всеукраїнська школа-семiнар i Конкурс молодих вчених зi

статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (30 травня

2012 р.), запрошена лекцiя;

• 5thWorkshop on Current Problems in Physics, 10–11 July 2012 (Lviv);

• QFS2012: International Conference on Quantum Fluids and Solids,

15–21 August 2012 (Lancaster University, United Kingdom);

• Рiздвянi дискусiї 2013, 3–4 сiчня 2013 р. (Львiв);

• 6th Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Góra – Lviv,

23–25 September 2013 (Zielona Góra, Poland);

• VI International Conference “Physics of Disordered Systems”, 14–16

October 2013 (Lviv);

• Рiздвянi дискусiї 2014, Львiв, 9–10 сiчня 2014 р. (Львiв);

• Семiнар Лабораторiї статистичної фiзики складних систем Iнсти-

туту фiзики конденсованих систем НАНУ (15 сiчня 2014 р., Львiв);

• 7th Workshop on Current Problems in Physics, 8–9 July 2014 (Lviv);

• Arithmetic Methods in Mathematical Physics and Biology, 3–8 August

2014 (Banach Center, B ↪edlewo, Poland);

• International School andWorkshop “Anyon Physics of Ultracold Atomic

Gases”, 12–15 December 2014 (Technische Universität Kaiserslautern,

Germany), запрошенi лекцiї;

• Рiздвянi дискусiї 2015, Львiв, 12–13 сiчня 2015 р. (Львiв);

• 20th International Conference on Control Systems and Computer Sci-

ence CSCS 2015, 27–29 May 2015 (Bucharest, Romania);
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• 8th Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Góra – Lviv,

19–22 October 2015 (Zielona Góra, Poland);

• Seminarium Instytutu Fizyki Uniwersytetu Zielonogórskiego,

12 kwietnia 2016 r.;

• Звiтна конференцiя ЛНУ (2003–2015).

Результати були темами семiнарiв кафедри теоретичної фiзики

Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка (2003–2016).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в роботах

[72–99]. Цей список робiт, який мiстить основнi положення дисертацiї,

налiчує 27 статей та 1 препринт, iз яких 23 — у фахових журналах за

фiзико-математичним напрямком [72–94], а решта вiдображають ре-

зультати мiждисциплiнарних дослiджень. Частково матерiали висвi-

тлених у роботi дослiджень увiйшли також до авторського посiбни-

ка “Фiзика бозе-систем” [100]. Зазначений перелiк публiкацiй включає

17 статей, iндексованих у Web of Science [75–77, 80–84, 86, 88–94, 96],

та додатково 6, iндексованих у Scopus [72–74, 78, 87, 98]. Вибранi тези

наведено в [101].

Виклад матерiалу в дисертацiйнiй роботi має таку структуру.

У роздiлi 1 подано iсторичний огляд становлення дослiджень кван-

тових систем з рiзними типами статистики, а також окреслено сучаснi

напрямки у цiй галузi. Особливу увагу тут придiлено саме дробовим

статистикам [87], зважаючи на те, що бозоннi системи належать наза-

гал до вiдомiших фiзичних об’єктiв.

У роздiлi 2 методи квантової теорiї поля застосовано для аналiзу ба-

гатобозонних систем. Зокрема, знайдено енерґетичний спектр елемен-

тарних збуджень, отримано вирази для обчислення термодинамiчних

функцiй та розраховано конденсатну фракцiю модельної системи. Та-

кож дослiджено бозе-газ зi слабкою мiжчастинковою взаємодiєю.
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Роздiл 3 мiстить аналiз властивостей бозе-системи зi слабкою взає-

модiєю у пастцi за допомогою методу наближеного вторинного кван-

тування. Також тут подано докладне виведення термодинамiчних фун-

кцiй невзаємодiючого бозе-газу для простору довiльної вимiрностi

(зокрема дробової, якою можна моделювати пористе середовище), отри-

мано результати для термодинамiки слабковзаємодiючої системи з дро-

бовою статистикою Джентiле в осциляторнiй пастцi.

У роздiлi 4 запропоновано узагальнення дробової статистики По-

лiхронакоса з використанням комплексного параметра, розраховано

термодинамiчнi функцiї системи гармонiчних осциляторiв з такою ста-

тистикою та передбачено iснування фазових переходiв, пов’язаних iз

комплекснозначнiстю цього параметра.

У роздiлi 5 запропоновано низку двопараметричних дробових ста-

тистик, за допомогою яких можна наближено моделювати iдеальну

енiонну систему. Параметри однiєї з таких статистик пов’язанi з ефе-

ктами взаємодiї та скiнченною кiлькiстю частинок у бозе-системi зi

слабкою взаємодiєю.

Роздiли 6 i 7 присвячено мiждисциплiнарним застосуванням мето-

дiв дослiдження бозе-систем. Зокрема, у роздiлi 6 на пiдставi анало-

гiї мiж кiлькiстю мiкростанiв квантової бозе-системи i математичною

задачею про так званi розбиття натуральних чисел отримано оцiнки

кiлькостi деяких типiв розбиттiв з фiзичних мiркувань. Також анало-

гiю мiж розподiлом Бозе i частотним розподiлом у текстах використа-

но в роздiлi 7 для вивчення можливостi класифiкацiї складних систем.

Завершується робота загальними висновками, у яких стисло пiдсу-

мовано основнi результати та коротко вказано можливостi їх застосу-

вання i подальшого розвитку вiдповiдних напрямкiв дослiджень.
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РОЗДIЛ 1

СТАНОВЛЕННЯ I СУЧАСНИЙ СТАН

ДОСЛIДЖЕНЬ

1.1. Вступ

Основи сучасної статистичної фiзики було закладено переважно у дру-

гiй половинi XIX столiття у працях Рудольфа Клаузiуса, Джеймса

Клерка Максвелла, Людвiґа Больцмана, Джосаї Вiлларда Ґiббса та iн.

Протягом 1850-х–1860-х рр. Клаузiус сформулював поняття ентропiї,

увiвши сам термiн 1865 р. [102]. Розподiл молекул за швидкостями в

iдеальному газi отримав Максвелл [103], результати якого узагальнив

Больцман [104, 105]. Згодом Больцман запропонував спосiб розрахун-

ку кiлькостi мiкростанiв [106], фактично пов’язавши з ним ентропiю,

проте вiдомий вираз S = k logW уперше явно з’явився у працi Макса

Планка 1901 р. [107]. На парадокс, який пов’язаний iз пiзнiшим кванто-

вомеханiчним принципом тотожностi частинок, уперше увагу звернув,

мабуть, Ґiббс [108], йому ж належать уведення поняття статистикоме-

ханiчних ансамблiв i виведення формули для розподiлу ймовiрностей

[109], що становить основу класичної статистики Больцмана–Ґiббса.

Iсторiя квантових розподiлiв бере початок у працях Сат’єндраната

Бозе [110] й Альберта Айнштайна [111, 112], що з’явилися у 1924–25

роках. Бозе застосував комбiнаторний пiдхiд до квантiв свiтла й за йо-

го допомогою вивiв розподiл Планка. Цю iдею Айнштайн узагальнив

на частинки з ненульовою масою, внаслiдок чого передбачив явище
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накопичення макроскопiчної кiлькостi частинок у станi з нульовим iм-

пульсом — явище, яке називають конденсацiєю Бозе–Айнштайна.

1925 року Вольфґанґ Паулi з метою пояснення правила заповнення

електронних оболонок атомiв хiмiчних елементiв увiв правило [113], вi-

доме зараз як принцип заборони, названий його iменем. Роком пiзнiше

Енрiко Фермi [114] та Поль Дiрак [115] отримали функцiю розподiлу

для частинок, якi пiдкоряються принциповi заборони Паулi, що вiдпо-

вiдає антисиметричним хвильовим функцiям.

Iдея Паулi спонукала до введення нового квантового числа, яке на-

звали спiном [116, 117]. Маркус Фiрц [118] сформулював у 1939 р. твер-

дження, вiдоме як теорема про зв’язок спiну зi статистикою. Система-

тичнiший пiдхiд до цього питання було дано у працях Паулi [119] i

Юлiана Швiнґера [120]. У спрощеному виглядi теорема звучить так:

хвильова функцiя системи тотожних частинок iз цiлим спiном симе-

трична щодо їх перестановок, а для частинок iз пiвцiлим спiном хви-

льова функцiя є антисиметричною щодо перестановок. Частинки iз

цiлим спiном описує статистика Бозе–Айнштайна, вiдповiдно їх нази-

вають бозонами; для частинок iз пiвцiлим спiном справедлива стати-

стика Фермi–Дiрака, тому їх називають фермiонами.

Згаданi два типи частинок вичерпують можливi варiанти як зна-

чень спiну, так i статистики квантових частинок. Дихотомiя мiж бозо-

нами i фермiонами, як буде сказано нижче, порушується лише в разi

переходу вiд три- до двовимiрного простору. Не позбавленим сенсу є

й припущення про те, що в реальних багаточастинкових системах вiд-

хилення вiд цiєї дихотомiї можливе як ефективний наслiдок взаємодiї.

Такi мiркування дають пiдстави розглядати певнi узагальнення кван-

тових статистик Бозе i Фермi.

Спрощено можна видiлити два пiдходи до таких узагальнень: пер-
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ший ґрунтується переважно на квантовомеханiчному розглядi, тобто

аналiзi властивостей хвильової функцiї, комутацiйних спiввiдношень

тощо, а другий — пов’язаний з методами статистичної фiзики, тобто

пiдрахунком кiлькостi мiкростанiв, узагальненням поняття ентропiї та

iн. Треба вiдзначити, що такий подiл є досить умовним, оскiльки мiж

обома пiдходами iснує доволi тiсний зв’язок [87].

Першу вiдому спробу узагальнення статистики зробив Джованнi

Джентiле (мол.) у 1940 р. [121]. Вiн запропонував промiжну стати-

стику, у якiй максимально дозволене заповнення рiвня було обмеже-

не деяким числом d. Також Джентiле та його колеги зробили спробу

застосувати цю статистику для пояснення деяких властивостей рiдко-

го гелiю [122], див. також [123] i поклики там. Аналiз труднощiв, якi

виникають iз квантовомеханiчним пiдходом до статистики Джентiле,

можна знайти у працi Борселлiно [124].

Цiкаво, що Леон Брiллюен у своїй книзi [125, див. особливо роз-

дiл VI] наводить загальний вираз для кiлькостi мiкростанiв у рiзних

квантових статистиках, обмежуючись однак аналiзом лише традицiй-

них значень певного параметра, що вiдповiдають статистикам Бозе,

Фермi, i Больцмана (з урахуванням тотожностi частинок; у термiноло-

гiї Брюллюена — статистика Планка). Значно пiзнiше довiльне значен-

ня параметра статистики у такому ж виразi для кiлькостi мiкростанiв

допустив Алєксiос Полiхронакос [126].

Герберт Сиднi Ґрiн запропонував 1953 р. узагальнення, вiдоме як

парастатистика [48]. Певнi модифiкацiї комутацiйних спiввiдношень

мiж операторами породження–знищення дозволяють розглядати си-

туацiї, коли хвильовi функцiї k > 1 парабозонiв є антисиметричними

при перестановцi не бiльше k частинок, i вiдповiдно k парафермiонiв

залишаються симетричними за таких перестановок [127, Гл. 4]
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Цiла низка модифiкацiй алґебри операторiв породження–знищення

приводить до рiзноманiтних промiжних статистик, див. [128] i покли-

ки там. Часто використовують так званi q-деформованi комутатори

або q-мутатори [a, a†]q = aa† − qa†a, порiвн. [129–131]. При цьому для

роботи необхiдний вiдповiдний математичний апарат, який називають

q-численням або квантовим аналiзом [132]. Варто вiдзначити також

вивчення термодинамiки у просторах iз деформованими комутацiй-

ними спiввiдношеннями для операторiв координати та iмпульсу, що

приводять до iснування мiнiмальної довжини [133].

1977 року Йон Манне Лайнос i Ян Мiргайм [30] показали, що у

двовимiрнiй системi фаза хвильової функцiї при перестановцi двох ча-

стинок може набувати довiльних значень, на вiдмiну вiд тривимiрного

випадку. Як уже згадувалося у Вступi, Френк Вiлчек у 1982 р. [31]

запропонував для таких частинок назву енiони. У 1975 р. було теоре-

тично передбачено [134], а 1980 експериментально вiдкрито [135] кван-

товий ефект Голла — явище квантування за низьких температур у дво-

вимiрному електронному газi голлiвської провiдностi σH = νe2/h, де ν

— цiле число. Пiсля вiдкриття у 1982 р. дробового квантового ефекту

Голла (ν — рацiональний дрiб) [136] було запропоновано кiлька теорiй

цього явища, якi ґрунтувалися на моделях збуджень iз дробовим за-

рядом [137–140]. Виявилося, що вiдповiднi квазiчастинки можуть бути

енiонами [138, 140].

Данкан Голдейн у 1991 р. ввiв узагальнення принципу заборони Па-

улi, запропонувавши iнтерполяцiйний мiж бозонною i фермiонною гра-

ницями вираз для пiдрахунку кiлькостi мiкростанiв [141]. Йон-Шi Ву

у 1994 р. отримав функцiю розподiлу у цiй статистицi [142], що отри-

мала назву дробової виключної статистики (англ. fractional exclusion

statistics). Виявилося, що такi ж вирази для термодинамiчного потен-
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цiалу i рiвняння стану вiдповiдають задачi про енiони на найнижчому

рiвнi Ландау [143]. Однак, незважаючи на цей результат i на те, що

пiдхiд Голдейна є альтернативною моделлю для опису дробового кван-

тового ефекту Голла, безпосереднього зв’язку мiж енiонною i дробо-

вою виключною статистикою немає [33, Chap. 5]. Iснують також iншi

способи запису кiлькостi мiкростанiв систем iз дробовою статистикою

[126, 144], один iз яких буде проаналiзовано детальнiше.

В окрему галузь можна видiлити пiдходи, пов’язанi з узагальнення-

ми означення ентропiї, започатковане у працях, присвячених поняттю

iнформацiйної ентропiї, зокрема Альфреда Реньї [145] та Золтана Да-

роцi [146]. Константiно Цаллiс у 1988 р. запропонував неекстенсивну

статистику [147], яка, за задумом, може стосуватися систем iз неади-

тивною ентропiєю, тобто таких, де суттєво проявляється далекодiя,

спостерiгаються ефекти “пам’ятi”, суттєво немаркiвськi процеси тощо

[148]. Розвиток цих iдей вiдображено у працях Курадо i Цаллiса [149],

Цаллiса та iн. [150], Башкiрова [151], Олємского та iн. [51, 152].

Зрозумiло, що навiть у досить об’ємному оглядi неможливо розгля-

нути всi способи узагальнення квантової статистики. У наступному

пiдроздiлi коротко проаналiзовано деякi найбiльш популярнi кванто-

вомеханiчнi пiдходи до цього питання. Пiдроздiл 1.3 присвячено де-

тальному аналiзовi кiлькох статистико-механiчних варiантiв уведення

дробової статистики. Окремо в пiдроздiлi 1.4 розглянуто неекстенсив-

ну статистику Цаллiса та пов’язанi з нею аналоги квантових розподi-

лiв. Пiдроздiл 1.5 присвячено короткому аналiзовi сучасних напрямкiв

дослiдження бозонних систем.
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1.2. Квантовомеханiчний пiдхiд

1.2.1. Енiони. Iснування лише двох можливостей для хвильової фун-

кцiї системи багатьох частинок — симетричної або антисиметричної —

пов’язане з властивiстю оператора перестановки P . Розгляньмо для

простоти хвильову функцiю двох (тотожних!) частинок ψ(1, 2), яка

при замiнi їх мiсцями внаслiдок дiї оператора P12 набуває додаткової

фази:

P12ψ(1, 2) = ψ(2, 1) = eiπαψ(1, 2). (1.1)

Повторна дiя оператора P12 дає

P 2
12ψ(1, 2) = e2iπαψ(1, 2) = ψ(1, 2), (1.2)

звiдки отримуємо α = 0 або 1, що вiдповiдає симетричнiй (бозони) або

антисиметричнiй (фермiони) хвильовiй функцiї. Цей факт пов’язаний

iз тим, що подвiйна перестановка зводиться до тотожної (одиничної)

операцiї, P 2
12 = I. Виявляється, однак, що така властивiсть характерна

для тривимiрного простору, але порушується у двовимiрних задачах

[33, 153]. Справдi, якщо уявити операцiю перестановки як перемiщення

однiєї частинки навколо iншої, то замкнений шлях можна неперервно

стиснути в точку лише у просторi з розмiрнiстю 3, а на площинi цього

зробити не можна, зважаючи на тверду серцевину (частинки не мо-

жуть просто проникати одна через одну), див. рис. 1.1.

Отже, у двовимiрному випадку подвiйна перестановка P 2
12 6= I i не

iснує обмеження на фазу хвильової функцiї πα. Звiдси, як уже було

згадано у Вступi, й походить назва таких частинок — енiони.

Якщо у тривимiрному просторi маємо справу iз групою переста-

новок SN , то вiдповiдником у двовимiрному буде так звана група кiс

(англ. ‘braid group’) BN [33, 153]. Деякi її властивостi, якi виявляю-
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Рис. 1.1. Подвiйна перестановка у двовимiрному просторi (лiворуч) не зводиться

до одиничної операцiї, як у тривимiрному просторi (праворуч). Iлюстрацiю класи-

чних траєкторiй можна переформулювати на квантовий випадок шляхом переходу

до iнтеґралiв за траєкторiями.

ться багатшими порiвняно зi звичайною групою перестановок, можна

проiлюструвати за допомогою такого графiчного зображення. Ґене-

раторами групи кiс є оператори σi. Поставивши у вiдповiднiсть i-тiй

частинцi струну, що з’єднує i-тi точки, розташованiй на двох впоряд-

кованих множинах (прямих), зобразимо дiю оператора σi, як показа-

но на рис. 1.2. Такий оператор вiдповiдає перестановцi частинок 1 i 2

(взагалi кажучи, у визначеному напрямку — наприклад, проти годин-

никової стрiлки).

Рис. 1.2. Дiя оператора σ1. Струна, що виходить iз точки, що вiдповiдає частинцi

1 на нижнiй прямiй, до точки, що вiдповiдає частинцi 2 на верхнiй, пролягає над

iншою [33, 154].

Як далi показано на рис. 1.3, повторна дiя σ1 не дає початкової

конфiґурацiї — коса “заплiтається”, тобто топологiчно σ2
1 6= σ−1

1 σ1 = I.

Ґенератори групи кiс σi задовольняють такi властивостi (спiввiдно-

шення Артiна, Artin relations) [33, 154, 155]:

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, (1.3)
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Рис. 1.3. Подвiйна перестановка не зводиться до одиничної операцiї — дiя опера-

тора σ2
1 6= σ−11 σ1 = I.

σiσj = σjσi, якщо |i− j| ≥ 2. (1.4)

Вiдповiднi графiчнi зображення наведено на рис. 1.4 i 1.5.

Рис. 1.4. Графiчне зображення властивостi операторiв групи кiс σiσi+1σi =

σi+1σiσi+1 [33, 155].

Рис. 1.5. Графiчне зображення властивостi операторiв групи кiс σiσj = σjσi, |i−
j| ≥ 2.

Можна також навести мiркування про те, що спiн у двовимiрнiй

задачi може набувати довiльних значень, а не лише цiлих або пiвцiлих

(в одиницях ~). Квантування спiну у тривимiрному просторi пов’язане
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з некомутативною алґеброю спiнових операторiв

[Sj, Sk] = i~εjklSl, j, k, l = 1, 2, 3, (1.5)

де εjkl — символ Левi–Чiвiти [33, Chap. 2], див. також [156, Розд. VI]. У

двовимiрному просторi вiдповiдна алґебра стає тривiальною, оскiльки

зводиться до лише одного оператора (наприклад, S3, який вiдповiдає

обертанню навколо осi z). Очевидно, що один оператор комутує сам

iз собою, отже, iз самих його комутацiйних властивостей не випли-

ває квантування його власних значень — для їх знаходження потрiбно

врахувати граничнi умови, якi задовольняє хвильова функцiя. При пе-

рестановцi двох частинок, що вiдповiдає дiї оператора повороту, вона

набуває фази e2πis, де цiлi значення s = 0,±1, . . . визначають симе-

тричну хвильову функцiю (бозони), а пiвцiлi s = ±1/2,±3/2, . . . —

антисиметричну (фермiони). Оскiльки у двовимiрному просторi фаза

2πs, яка пов’язана iз власними значеннями оператора повороту, може

бути довiльною, то її можна ототожнити з довiльним спiном.

Хвильову функцiюN енiонiв можна записати у виглядi [157, Chap. 4]:

ψ(z1, . . . , zN) =
∏
i<j

(zi − zj)αφ(z1, . . . , zN), (1.6)

де положення k-ої частинки на площинi з координатами xk, yk зру-

чно описувати комплексною координатою zk = xk + iyk, а φ — одно-

значна певним чином симетризована функцiя. Сама функцiя ψ вже

буде багатозначною, її не вдається записати як добуток одночастинко-

вих хвильових функцiй: навiть для iдеального газу енiонiв характерна

своєрiдна далекосяжна взаємодiя, пов’язана з топологiєю траєкторiй

взаємного руху частинок [31]. Це, зокрема, показує, що розв’язування

задачi N iдеальних енiонiв не зводиться до вiдповiдної одночастинко-

вої задачi [158, 159]. Також не є простим перехiд до вторинного кванту-

вання для енiонiв: з цiєю метою застосовують, наприклад, формалiзм
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так званих визначникiв Слетера [160] або вершиннi оператори моделi

Калоджеро [161].

Першу фiзичну модель, яка вiдповiдає енiонам, запропонував Вiл-

чек у виглядi композитiв магнiтного потоку i зарядженої частинки

[162]. Про спостереження iнтерференцiйної картини, яка вiдповiдала

лафлiнiвським квазiчастинкам (елементарним збудженням iз дробо-

вим зарядом, характерним для дробового квантового ефекту Голла,

якi вважають одними з кандидатiв на енiони), повiдомили у 2005 р. Ка-

мiно та iн. [163]. Також експериментальнi реалiзацiї енiонiв у системi,

що складається iз надпровiдної плiвки, вирощеної на напiвпровiднико-

вому гетеропереходi, запропонували Вiкста iн. [164], а в одновимiрних

оптичних ґратках — Кайльман та iн. [165].

1.2.2. q-деформацiї. Як було зазначено у Вступi, комутацiйнi спiв-

вiдношення мiж операторами породження–знищення a†, a можна iн-

терполювати мiж фермiонами (антикомутатор) i бозонами (звичайний

комутатор), увiвши q-деформованi комутатори або q-мутатори. Най-

простiшим узагальненням буде так звана куонна (англ. ‘quon’) алґебра

[166–168]:

[aj, a
†
k]q = aja

†
k − qa

†
kaj = δjk, (1.7)

де −1 ≤ q ≤ 1 забезпечує неперервну iнтерполяцiю мiж q = −1, що

вiдповiдає фермiонам, i q = 1 — бозонами.

Якщо ввести оператор “кiлькостi частинок” N , доповнюючи

q-мутатор вiдповiдними спiввiдношеннями, то можна отримати таку

алґебру q-бозонних операторiв [129, 169]:

aa† − qa†a = 1, [a, a] = [a†, a†] = 0, (1.8)

[N, a†] = a†, [N, a] = −a. (1.9)
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Ортонормовану систему власних станiв оператора N записують так:

|n〉 =
1√
[n]q!

(a†)n|0〉, a|0〉 = 0, (1.10)

де q-факторiал

[n]q! = [n]q[n− 1]q . . . [1]q (1.11)

= (qn−1 + . . . q + 1)(qn−2 + . . . q + 1) . . . (q2 + q + 1)(q + 1)1;

[0]q! = 1

означено через так званi q-числа, якi переходять у звичайнi числа в

бозоннiй границi q = 1:

[n]q =
qn − 1

q − 1
, [n]1 = n. (1.12)

Дiють цi операторiв на власнi стани так:

a†|n〉 =
√

[n+ 1]q |n+ 1〉, (1.13)

a|n〉 =
√

[n]q |n− 1〉, (1.14)

N |n〉 = n|n〉, (1.15)

причому

a†a = [N ]q, aa† = [N + 1]q, (1.16)

а для оператора N формально запишемо:

N =
1

ln q
ln (1 + (q − 1)a†a). (1.17)

Можна також показати, що у великому канонiчному ансамблi для чи-

сел заповнення i-того рiвня з енерґiєю εi матимемо [169]:

ni =
1

ln q
ln

(
z−1eβεi − 1

z−1eβεi − q

)
, (1.18)

де, як звичайно, z = eβµ — активнiсть, µ — хiмiчний потенцiал, а

β = 1/T — обернена температура. Варто звернути увагу, що тут i далi

стала Больцмана дорiвнює одиницi, kB = 1.
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Подiбно до описаного вище, декiлька рiзних алґебр для q-фермiонних

операторiв розглянули Алґiн [170, 171], Алґiн i Сенай [172].

Р.-Монтейро та iн. [173] розглянули таку q-бозонну алґебру:

aa† − qa†a = q−N ,

[N, a†] = a†, [N, a] = −a, (1.19)

i для гамiльтонiана

H = ~ωA†A, A† = a†qN/2, A = qN/2a, (1.20)

у границi q →∞ отримали фермiоноподiбний вираз для чисел запов-

нення:

〈N〉 ' 1 + 2e−~ωβq
2

1 + e~ωβ + e−~ωβq2
. (1.21)

Чан i Чень [174] у межах алґебри (1.19) для q-деформованих бозе-

осциляторiв iз гамiльтонiаном

H =
∑
k

~ωk
2

(
aka

†
k + a†kak

)
(1.22)

за допомогою функцiй Ґрiна отримали такий формальний результат

для функцiї розподiлу:

n(ε) =

{
exp

~ωβ(qN+1 + q−(N+1))

2
− 1

}−1

. (1.23)

Розглядають також так званi (p, q)-деформацiї [175, 176], напри-

клад,

aa† − qa†a = p−N , aa† − p−1a†a = qN ,

[N, a†] = a†, [N, a] = −a, (1.24)

причому звичайний комутатор мiж операторами a, a† зводиться до

[a, a†] = [N + 1]p,q − [N ]p,q, де [x]p,q =
p−x − qx

p−1 − q
. (1.25)
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Можливi також i багатопараметричнi узагальнення подiбного типу

[176].

На завершення цього пункту вiдзначимо ще двi алґебри, у яких ав-

тори розглядали комплексний параметр q на одиничному колi

|q| = 1. У працi Дутта та iн. [177] брали спiввiдношення мiж опе-

раторами породження–знищення q-фермiонiв у виглядi:

fqf
†
q + q

1
2f †qfq = q−

1
2Nf , (1.26)

[Nf , fq] = −fq, [Nf , f
†
q ] = f †q . (1.27)

В iншiй працi Ян та iн. [178] запропонували такий варiант:

aqa
†
q − qa†qaq = 1, aq∗a

†
q∗ − q∗a

†
q∗aq∗ = 1. aq = (a†q∗)

†, (1.28)

де q = e2πi/(s+1) — (s + 1)-ий корiнь iз одиницi, а зiрочка позначає

комплексне спряження.

Подiбно до операторiв fq iз [177], можна показати, що цi оператори

володiють такою властивiстю нiльпотентностi:

(aq)
n = (aq∗)

n =
(
a†q
)n

= (a†q∗)
n = 0, якщо n ≥ s+ 1. (1.29)

Отже, така алґебра вiдповiдає обмеженню на заповнення одного кван-

тового стану не бiльше за s, тобто статистицi Джентiле [121], про яку

йтиметься у наступному роздiлi.

1.3. Статистико-механiчнi узагальнення

У межах статистичної фiзики дробовi (промiжнi) статистики можна

отримати, ґрунтуючись на виразах для кiлькостi мiкростанiв Wi, що

забезпечуватимуть iнтерполяцiю мiж бозонами (B) i фермiонами (F):

WB
i =

(Gi +Ni − 1)!

Ni! (Gi − 1)!
, W F

i =
Gi!

Ni! (Gi −Ni)!
, (1.30)
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де Gi — ступiнь виродження i-того рiвня, а Ni — кiлькiсть частинок

на цьому рiвнi.

Для знаходження чисел заповнення ni = Ni/Gi (функцiї розподiлу),

що вiдповiдають певнiй статистицi, можна скористатися таким мето-

дом. Ентропiя системи S пов’язана з кiлькiстю мiкростанiвW вiдомим

спiввiдношенням:

S = lnW, де W =
∏
i

Wi(Ni). (1.31)

Вираз для ni отримуємо внаслiдок знаходження екстремуму цього фун-

кцiонала за додаткових умов, що фiксують кiлькiсть частинок у систе-

мi

N =
∑
i

Ni, (1.32)

та повну енерґiю

E =
∑
i

εiNi, (1.33)

де εi — енерґiя i-того рiвня.

Таким чином, потрiбно розв’язати задачу на умовний екстремум:

δS + αδN − βδE = 0, (1.34)

де варiацiю беремо за Ni, а множники Лаґранжа пов’язанi з темпера-

турою T i хiмiчним потенцiалом µ: α = µ/T , β = 1/T , в чому легко пе-

реконатися на пiдставi стандартних термодинамiчних спiввiдношень.

1.3.1. Статистика Джентiле. Можна постулювати певний промi-

жний розподiл, у якому максимальна заселенiсть рiвня буде обмежена

якимось числом d. Вiдповiдна статистика має назву статистики Джен-

тiле [121]. Зрозумiло, що при d = 1 матимемо граничний випадок роз-

подiлу Фермi, а d =∞ вiдповiдає розподiловi Бозе.
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Вираз для чисел заповнення у статистицi Джентiле можна отрима-

ти, виходячи з виразу для кiлькостi способiв розподiлу частинок за

всiма можливими енерґетичними рiвнями:

W =
∏
i

Gi!

ni(0)!ni(1)! . . . ni(d)!
,

де

Gi =
d∑
j=0

ni(j) (1.35)

— ваговий множник i-того стану, кiлькiсть частинок на i-тому рiвнi

буде

Ni =
d∑
j=0

jni(j). (1.36)

Внаслiдок цього отримуємо варiацiйну задачу (1.34), де кiлькiсть ча-

стинок та енерґiю задано виразами (1.32) i (1.33), див., наприклад,

[127, Гл. 3, 4]. З її розв’язкiв будемо мати числа заповнення:

nG
i =

1

z−1eεi/T − 1
− d+ 1

z−(d+1)e(d+1)εi/T − 1
, (1.37)

де z = eµ/T — активнiсть. Нескладно переконатися, що справдi d = 1

дає розподiл Фермi, а d =∞ — розподiл Бозе.

Цiкавою рисою статистики Джентiле є те, що високотемпературна

поведiнка системи в нiй наближається до результатiв статистики Бо-

зе, тодi як в низькотемпературнiй границi спостерiгають прояви, хара-

ктернi для статистики Фермi. Зокрема, iз самого означення статисти-

ки випливає iснування аналога рiвня Фермi εG: при T = 0 функцiя nG
i

має сходинкоподiбну форму, тобто всi частинки перебувають у станах

з енерґiєю, меншою за εG.

Рiвняння стану iдеального D-вимiрного газу N частинок з диспер-

сiєю εp = aps, якi пiдкоряються статистицi Джентiле, можна записати
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так [33, p. 160–161]:

pV

NT
=

∞∑
j=1

(
N

AD,sV TD/s

)j−1

bG
j , (1.38)

де стала

AD,s =
2a−D/s

(4π~2)D/2
Γ(D/s)

sΓ(D/2)
, (1.39)

а вiрiальнi коефiцiєнти bG
j визначаються вiдповiдними вiрiальними ко-

ефiцiєнтами такої ж системи зi статистикою Бозе bB
j :

bG
j = bB

j , якщо j ≤ d,

bG
d+1 = bB

d+1 +
d

(d+ 1)D/s
, (1.40)

див. також [177].

У високотемпературнiй границi теплоємнiсть такої системи CV та-

кож пов’язана з теплоємнiстю вiдповiдного бозе-газу CB
V [33, 177]:

CV
N

=
CB
V

N
− 1

(d+ 1)D/s
Dd

s

(
Dd

s
− 1

)(
N

AD,sV TD/s

)d
+ . . . . (1.41)

Хоча фiзична реалiзацiя статистики Джентiле в реальних системах

є досить сумнiвною, ця модель становить не лише академiчний iнтерес

[179]. Зважаючи на вiдносну простоту виразу для чисел заповнення

i прозорiсть iнтерпретацiї параметра d, статистику Джентiле зручно

використовувати як певне узагальнення з подальшим переходом до

бозонної й фермiонної границь [180, 181]. Цю статистику було засто-

совано до розв’язування задачi про обмеженi розбиття в теорiї чисел

[182]. Можна також показати, що вiдповiдний пiдбiр параметра стати-

стики d дозволяє моделювати скiнченну бозе-сиcтему [83].

Як показали Дай i Сє [183], для отримання розподiлу Бозе–Айн-

штайна граничний перехiд за параметром статистики Джентiле

d → ∞ потрiбно виконувати перед термодинамiчним граничним пе-

реходом за кiлькiстю частинок N → ∞. Особливостi термодинамiки,
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зокрема температурну поведiнку теплоємностi та хiмiчного потенцiа-

лу, системи слабковзаємодiючих одновимiрних осциляторiв з цiєю ста-

тистикою було проаналiзовано у працi [74]. Шень та iн. [184] дослi-

джували зв’язок мiж статистикою Джентiле й енiонною статистикою

та визначили, за яких умов мiж ними можна встановити певну (непов-

ну) еквiвалентнiсть. Також межi застосовностi статистики Джентiле

до задач, пов’язаних зi статистикою Голдейна–Ву, обговорювали Ван

та iн. [185], зазначаючи математичну простоту виразу для функцiї

розподiлу в першiй.

1.3.2. Статистика Голдейна–Ву. Голдейн [141] запропонував по-

няття параметра статистичної взаємодiї

g = −dN+∆N − dN
∆N

, (1.42)

де dN — розмiрнiсть простору одночастинкових станiв системи N ча-

стинок за умови, що координати решти N − 1 частинок фiксованi.

Зрозумiло, що g = 1 для фермiонiв (додавання однiєї частинки за-

бирає один стан, вiдповiдно до принципу Паулi) i g = 0 для бозонiв

(через вiдсутнiсть обмеження на заповнення станiв). На параметр g

накладено лише очевидне обмеження g > 0, натомiсть статистики з

g > 1, що виходять за межi iнтерполяцiйного iнтервалу g ∈ [0; 1],

цiлком можна розглядати. Фактично, пропозицiя Голдейна полягає в

постулюваннi деякого узагальненого принципу Паулi, який може сто-

суватися не одного, а декiлькох станiв.

Для кiлькостi мiкростанiв станiв Wi, у яких можуть перебувати Ni

iдентичних частинок, що займають Gi станiв, можна використати таку

комбiнаторну iнтерполяцiйну формулу [142]:

Wi =
[Gi + (Ni − 1)(1− g)]!

Ni! [Gi − gNi − (1− g)]!
(1.43)
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яка у границях g = 0 i g = 1 переходить у стандартнi вирази для

бозонiв WB
i i фермiонiв WF

i вiдповiдно (1.30).

Середнi числа заповнення ni = Ni/Gi виражаються так:

nHW
i =

1

w
(
e(εi−µ)/T

)
+ g

, (1.44)

де функцiя w(x) задовольняє трансцендентне рiвняння

wg(x) [1 + w(x)]1−g = x ≡ e(εi−µ)/T . (1.45)

Легко переконатися, що при g = 0 отримаємо w(x) = x − 1 — тобто

розподiл Бозе, а при g = 1 будемо мати w(x) = x, тобто розподiл

Фермi. Зазначмо, що такий вираз для чисел заповнення у промiжнiй

статистицi було отримано й ранiше, зокрема, його можна знайти у

працi Капура [186].

У границi x→∞ розв’язком рiвняння (1.45) буде w(x) ' x, що дає

ni = e−(εi−µ)/T (1.46)

— розподiл Больцмана, який, як бачимо, не залежить вiд параметра

статистики g, чого й треба було очiкувати.

З того, що x у рiвняннi (1.45) завжди додатне, випливає, що також

w > 0, отже

nHW
i ≤ 1/g. (1.47)

Як нескладно переконатися, при T = 0 поведiнка чисел заповнення

буде нагадувати статистику Фермi:

nHW
i =

 1/g, якщо εi < µ0,

0, якщо εi > µ0,
(1.48)

де µ0 — аналог енерґiї Фермi.
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Рiвняння (1.45) можна розв’язати аналiтично для деяких значень

g, що вiдрiзняються вiд фермiонної i бозонної границь, а саме: g =

1
2 , 2,

1
3 , 3,

1
4 , 4. Найпростiший результат отримаємо для так званих се-

мiонiв (англ. semion) iз g = 1/2:

ni =
1√

1/4 + e2(εi−µ)/T
. (1.49)

Загалом, для частинок, що пiдкоряються статистицi Голдейна–Ву, ви-

користовують назви ексклюзон (англ. excluson) або g-он.

Як згадувалося у Вступi, дробова статистика може виникати ефе-

ктивно у системах iз взаємодiєю. Виявляється, що взаємодiючi фермiо-

ни в моделi Калоджеро–Сазерленда [187–190] з гамiльтонiаном (~ =

m = 1)

H =
N∑
i=1

(
−1

2

∂2

∂x2
i

+
1

2
ω2x2

i

)
+

∑
1≤i<j≤N

λ

(xi − xj)2
, λ =

g(g − 1)

2
,

вiдповiдають iдеальному газовi ексклюзонiв (1.44) [191]. Також цiєю

статистикою можна описувати двовимiрний електронний газ iз корот-

косяжними взаємодiями [192], хоча тут iдентифiкацiя параметра ста-

тистики через значення рiвня Фермi допускає й iншi варiанти (ста-

тистика Джентiле, Полiхронакоса). Цiкаво, що тричастинкова модель

Калоджеро з −1/4 < λ < 0 дозволяє емулювати енiонну статистику

[193].

Розрахунок термодинамiчних функцiй системи частинок зi стати-

стикою Голдейна–Ву можна провести стандартним способом. Нижче

наведено результат для рiвняння стану двовимiрного iдеального га-

зу N частинок з дисперсiєю εk = ~2k2/2m у границi eµ/T � 1, коли

функцiя w(x) = x+ g − 1 [142]:

p

T
= ρ2

(
1 +

2g − 1

4
ρ2λ

2

)
, (1.50)



38

де p — тиск, T — температура ρ2 = N/V2 — двовимiрна густина. Цей

вираз, який фактично є вiрiальним розкладом, буде використано в

роздiлi 5.3 для встановлення зв’язку мiж рiзними типами статистик.

Як легко зауважити, “статистична взаємодiя” є вiдштовхувальною при

g > 1/2 i притягальною при g < 1/2 [142].

Нескладно отримати високотемпературний розклад теплоємностi

D-вимiрного iдеального газу ексклюзонiв iз дисперсiєю εp = aps [33,

p. 154]:

CV
N

=
D

s

[
1 +

g − 1/2

2D/s
ρD

AD,sTD/s

(
1− D

s

)
+ . . .

]
, (1.51)

де ρD — D-вимiрна густина, AD,s — константа (1.39).

Термодинамiку iдеального газу зi статистикою Голдейна–Ву вивча-

ли рiзнi групи, зокрема Iсаков та iн. [194], Джойс та iн. [195]. Аоя-

ма [196], розглядаючи модель сильного зв’язку на ґратцi (tight-binding

model), показав, що теплоємнiсть вiдповiдного двовимiрного газу хара-

ктеризується певними особливостями, на вiдмiну вiд звичайної систе-

ми, в якiй не проявляється залежнiсть вiд параметра статистики. Цiнь

i Чень [197] аналiзували швидкiсть звуку i стисливiсть газу ексклюзо-

нiв у гармонiчнiй пастцi. Анґель та iн. [38] застосували дробову ви-

ключну статистику для розрахунку термодинамiчних характеристик

релятивiстської ядерної матерiї.

Статистика Голдейна–Ву також виявилася корисною у математи-

чних задачах: зокрема, з її допомогою було отримано деякi спiввiдно-

шення для так званого дилогарифма Роджерса [198].

1.3.3. Статистика Полiхронакоса. У 1996 роцi Полiхронакос [126]

запропонував таку реалiзацiю дробової статистики: нехай перша ча-

стинка в системi може зайняти один iз G станiв, друга вже має на
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вибiр (G−γ) станiв, третя — (G−2γ) станiв i т. д. Повну кiлькiсть мi-

кростанiв, що комбiнаторно вiдповiдає кiлькостi способiв розмiщення

Ni частинок по Gi станах, можна записати так:

W =
∏
i

Gi(Gi − γ)(Gi − 2γ) . . . (Gi − (Ni − 1)γ)

Ni!
. (1.52)

Переписавши кiлькiсть мiкростанiв у виглядi [126]

Wi = γN
(Gi/γ)!

N !(Gi/γ −Ni)!
, (1.53)

де пiд факторiалом нецiлого числа мають на увазi узагальнення через

гамма-функцiю x! = Γ(x+ 1), можна стандартним способом показати,

що середнi числа заповнення ni = Ni/Gi у цiй статистицi виражаються

простим спiввiдношенням:

nP
i =

1

e(εi−µ)/T + γ
. (1.54)

Зокрема, Ачар’я i Нараяна Свамi [199] розглядали цей вираз як про-

стий варiант статистикомеханiчного опису енiонiв з коректною гра-

ничною поведiнкою в бозоннiй i фермiоннiй границях. Легко бачити,

що граничнi значення γ = ±1 виразу для кiлькостi мiкростанiв (1.52)

вiдповiдають розподiлам Фермi та Бозе (1.30).

Зважаючи на математичну подiбнiсть виразу (1.54) до функцiй роз-

подiлу у статистиках Бозе–Айнштайна i Фермi–Дiрака, нескладно отри-

мати рiвняння стану та результати для вiрiальних коефiцiєнтiв iдеаль-

ного D-вимiрного газу з дисперсiєю εp = aps у статистицi Полiхрона-

коса [33, p. 163]:

bP
j (γ) = |γ|j−1bB

j , якщо γ < 0,

bP
j (γ) = γj−1bF

j , якщо γ > 0, (1.55)

де bB,F
j — j-ий вiрiальний коефiцiєнт бозе- або фермi-системи вiдповiд-

но, див. також [199].
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Як i у статистицi Джентiле, функцiя розподiлу (1.54) може вини-

кати в контекстi q-деформованих алґебр [200]. Статистику Полiхро-

накоса також неодноразово аналiзували одночасно з деякими iнши-

ми видами дробових статистик, насамперед це стосується узагальнень

Джентiле й Голдейна–Ву [33, 201, 202].

Мiрза i Могаммадзаде [202] вивчали так звану термодинамiчну гео-

метрiю [203] кiлькох типiв дробової статистики. Зокрема, було виявле-

но явище, подiбне до бозе-конденсацiї в iдеальному газi зi статистикою

Полiхронакоса. Заре та iн. [204] розглядали бозе-газ на розтягнутому

горизонтi чорних дiр Шварцшiльда i Керра, використовуючи стати-

стику Полiхронакоса для моделювання взаємодiї у газi ґравiтонiв.

Плавний перехiд у рiвняннi (1.54) мiж фермi- i бозе-статистикою,

минаючи так звану квантову статистику Больцмана (α = 0), можна

забезпечити вибором параметра γ у виглядi комплексного числа γ =

eiπν, ν = 0 ÷ 1. Виявляється, що зокрема у бозоннiй границi така

система буде вiдповiдати бозе-газовi з енерґетичним спектром εp, який

мiстить малу розсiювальну (уявну) частину εp = εp+iκp, яка пов’язана

з параметром статистики ν: κp ' πνT [86]. Особливостi одновимiрної

системи осциляторiв iз такою статистикою проаналiзовано в [88].

1.4. Неекстенсивна статистика

Традицiйно ентропiю вводять як логарифм кiлькостi мiкростанiв:

S = lnW, (1.56)

причому звiдси майже автоматично випливає адитивнiсть ентропiї:

S(A+B) = S(A) + S(B), (1.57)
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де A i B позначають пiдсистеми, а логарифм добутку їх iмовiрностей

(що вiдповiдає системi A+B) зводиться до суми логарифмiв.

Цю ентропiю, вiдому як ентропiя Больцмана–Ґiббса, можна пере-

писати через iмовiрностi pj реалiзацiї j-го стану вiдомим способом:

S = −
∑
j

pj ln pj. (1.58)

Виявляється, що адитивнiсть ентропiї, яка є майже iнтуїтивною,

може порушуватися для рiзноманiтних систем, що мають певнi осо-

бливостi. Зокрема, до таких особливих належать фрактальнi структу-

ри та системи, в яких присутня далекодiюча взаємодiя (у бiльшостi

“традицiйних” об’єктiв у взаємодiях беруть безпосередню участь лише

близькi сусiди). Iншим прикладом можуть бути суттєво немаркiвськi

процеси (системи з “пам’яттю”). Окрiм суто фiзичних явищ, викладе-

ний нижче пiдхiд [148, Chap. 1] може бути застосований i в суспiльних

дисциплiнах (моделi фiнансових ринкiв, лiнгвiстичнi закони тощо).

Так звана неекстенсивна статистика, описана в цьому роздiлi, сто-

їть дещо осiбно порiвняно з наведеними в попереднiх. Взагалi кажучи,

iснує щонайменше зо два десятки способiв узагальнити означення ен-

тропiї Больцмана–Ґiббса (1.58). Один iз них, який запропонував Цал-

лiс [147], розглянемо нижче.

Можна ввести узагальнену ентропiю спiввiдношенням

Sq =
1

q − 1

(
1−

W∑
n=1

pqn

)
,

W∑
n=1

pn = 1, q ∈ R. (1.59)

Нескладно переконатися, що в границi q → 1 отримаємо звичну ен-

тропiю Больцмана–Ґiббса (1.58). Справдi,

pq−1
n = e(q−1) ln pn ' 1 + (q − 1) ln pn
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й ентропiя набуває вигляду

Sq =
1

q − 1

(
1−

W∑
n=1

pqn

)
= . . . = −

W∑
n=1

pn ln pn,

що збiгається з очiкуваним виразом (1.58).

Замiсть умови адитивностi (екстенсивностi), заданої формулою (1.57),

ентропiя (1.59) задовольняє спiввiдношення

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) + (1− q)Sq(A)Sq(B), (1.60)

тобто є неекстенсивною величиною. При цьому iндекс q є фактично

мiрою неекстенсивностi.

Як i звичайна ентропiя, Sq досягає максимуму за умови рiвних iмо-

вiрностей pn = 1/W ∀n (т. зв. принцип Лапласа):

Sq =
W 1−q − 1

1− q
. (1.61)

У границi q → 1 звiдси отримаємо вiдоме спiввiдношення Больцмана

S = lnW .

Вводячи q-логарифм

lnq x ≡
x1−q − 1

1− q
, ln1 x = lnx, (1.62)

можна записати ентропiю Цаллiса у больцманоподiбнiй формi

Sq = lnqW. (1.63)

Легко показати, що оберненою до q-логарифма буде така q-експонента:

expq(x) = [1 + (1− q)x]1/(1−q), (1.64)

яка у границi q → 1 переходить у звичайну експоненту.

Варто звернути увагу, що q-експонента Цаллiса вiдрiзняється вiд q-

експонент, що виникають в деяких iнших задачах, зокрема пов’язаних



43

iз q-деформованими комутаторами:

expq x ≡ exq =
∞∑
j=0

xj

[j]q!
, Expq x ≡ Ex

q =
∞∑
j=0

qj(j−1)/2 xj

[j]q!
, (1.65)

де q-факторiал задано формулою (1.11). Зрозумiло, що

ex1 = Ex
1 = ex (1.66)

Для знаходження ймовiрностей pn скористаємося стандартним ме-

тодом множникiв Лаґранжа. Екстремум ентропiї Sq визначимо з умови

δ

{
1

q − 1

W∑
n=1

(pn − pqn)− α
W∑
n=1

pn − β
W∑
n=1

εnpn

}
= 0,

де одиницю в означеннi Sq розписано як 1 =
W∑
n=1

pn. Отримаємо оста-

точно

pn =

{
1− (q − 1)(α + βεn)

q

} 1
q−1

. (1.67)

За допомогою узагальненої статистичної суми

Zq =

{
1− (q − 1)α

q

}− 1
q−1

, (1.68)

з якою вiльна енерґiя пов’язана спiввiдношенням

F = − q
β

lnq Zq = −(1 + α)
1

β
, (1.69)

визначимо температуру як

T =
1− (q − 1)α

β
=

1

Zq−1
q

1

β
. (1.70)

Тепер iмовiрнiсть pn набуває звичного “ґiббсiвського” вигляду:

pn =
1

Zq
expq

(
−εn
T

)
. (1.71)

Додатковий коефiцiєнт у зв’язок (1.70) мiж T i β насправдi ускла-

днює опис систем за допомогою ентропiї Цаллiса. З метою уникнення



44

вiдповiдних проблем було запропоновано низку модифiкацiй описано-

го пiдходу, вiдомих як статистики (Цаллiса–)Мендеса–Пластiно [150],

Курадо(–Цаллiса) [149], Башкiрова [151] та iн.

Iснують також q-узагальнення розподiлiв Фермi–Дiрака й Бозе–

Айнштайна [205–207]:

ni =
1

{1 + (q − 1)β(εi − µ)}
1
q−1 ± 1

=
1

expq[β(εi − µ)]± 1
. (1.72)

Модифiкацiю виразу для ентропiї застосував Ван зi спiвавторами

[207–209] для побудови статистико-механiчних узагальнень на пiдставi

так званої неповної iнформацiйної теорiї. Наприклад, неповна умова

нормування

W∑
i=1

pqi = 1 (1.73)

i вiдповiдно утворена узагальнена ентропiя

Sq = −
W∑
i=1

pqi ln pi (1.74)

дають змогу отримати вираз для чисел заповнення бозе- або фермi-

подiбних збуджень у так званiй екстенсивнiй неповнiй статистицi (ex-

tensive incomplete statistics) [208]:

ni =
1

eq(εi−µ)/T ± 1
. (1.75)

Неекстенсивнi аналоги [207, 209] можна утворити подiбно до розпо-

дiлiв Фермi та Бозе у статистицi Цаллiса (1.72):

ni =
1

{1 + (q − 1)β(εi − µ)}
q
q−1 ± 1

=
1

expq[qβ(εi − µ)]± 1
(1.76)

Загалом, неекстенсивна статистика допускає й багато iнших узагаль-

нень квантових розподiлiв, а їх детальний аналiз потребує окремого

розширеного огляду, що виходить далеко за межi тематики цiєї працi.
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1.5. Системи бозонiв

У розглянутих далi в цiй працi пiдходах особливе мiсце займає ста-

тистика Бозе–Айнштайна: саме на її основi, зокрема, побудовано уза-

гальнення дробової статистики Полiхронакоса в роздiлах 4 i 5. На ана-

логiях з розподiлом Бозе ґрунтуються пiдходи до розв’язування задач

теорiї чисел у роздiлi 6 та лiнґвiстики у роздiлi 7. Iнтерес до багато-

бозонних систем пов’язаний насамперед iз тим, що в них на макроско-

пiчному рiвнi проявляється квантовомеханiчний принцип тотожностi

частинок — явище конденсацiї Бозе–Айнштайна.

Зважаючи на велике розмаїття напрямкiв дослiдження бозонних

систем, тут коротко розглянемо лише тi теми, якi мають безпосере-

днiй стосунок до роботи, а також деякi основнi найцiкавiшi сучаснi

експерименти з бозе-конденсатами.

Однiєю з класичних задач фiзики низьких температур i зокрема

теорiї бозе-систем є розрахунок спектра елементарних збуджень, який

став важливим складником у формулюваннi теорiї надплинностi рiд-

кого гелiю-4. Феноменологiчно спостульований Ландау [210, 211], цей

спектр також було розраховано з мiкроскопiчних мiркувань у працях

Бейля [212], Боголюбова [10], Файнмана i Коена [213, 214]. Протягом

наступних десятилiть з’явилися численнi працi на цю тему, порiвн.

[215–224]. Зазвичай у таких теорiях використовують параметри для

пiдгонки, наприклад, у статтi [219] доброго узгодження з експеримен-

том досягнуто для обмеженої областi навколо ротонного мiнiмуму, а

в [220] спектр було добре пiдiгнано за допомогою двох параметрiв.

Вивчення багатобозонних систем отримало новий поштовх пiсля

експериментального вiдкриття у 1995 роцi конденсацiї Бозе–Айнштайна

в ультрахолодних розрiджених газах лужних металiв 87Rb i 23Na [4, 5],
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а згодом i в iнших речовинах [7]. Це вiдкрило шлях пошуку теорети-

чних методiв, за допомогою яких можна передбачити вiдповiднi яви-

ща. Зокрема, майже вiдразу з’явилися працi, в яких дослiджували

питання колективних збуджень у таких системах [225–227].

Бозе-конденсацiю пiд впливом зовнiшнього гармонiчного потенцi-

алу (пастки) обговорювали в [228–230], квазiодновимiрним системам

присвячено працю [231]. Огляди, що стосуються вiдповiдних кванто-

вих багаточастинкових явищ як з експериментального, так i з теоре-

тичного боку, можна знайти в низки авторiв [7, 14, 232, 233].

Цiкавим об’єктом дослiджень можуть бути дво- та багатокомпонен-

тнi бозе-сумiшi, якi не лише характеризуються багатством фiзичних

явищ, але й безпосередньо пов’язанi з технологiями, про що докладнi-

ше сказано трохи далi. Вперше таку сумiш було отримано iз двох станiв
87Rb, що вiдрiзнялися надтонкою структурою [234], згодом — з рiзних

iзотопiв 85Rb i 87Rb [235] та з рiзних хiмiчних елементiв [236, 237].

Вiдзначимо також експерименти з iтербiєвими сумiшами, що можуть

складатися як iз фермiонiв i бозонiв, так i з самих бозонних iзотопiв

[238]. Вiдповiднi теоретичнi методи дослiджень перебувають на стадiї

розробки.

Опис збуджень у бозонних системах, що перебувають у пастках, за-

раз не можна вважати повнiстю розв’язаною проблемою, коли йдеться

про вихiд за межi наближення середнього поля чи рiвняння Ґросса–

Пiтаєвського [239, 240]. Наприклад, спектри елементарних збуджень

у низькорозмiрних бозе-системах за допомогою теорiї Лiба–Лiнiґера

[241, 242] вивчали у [243, 244]. Для аналiзу бозе-конденсатiв ув опти-

чних ґратках часто застосовують модель Бозе–Габбарда [245–247]. Ма-

тематичнi аспекти наближення Боголюбова [10] для спектра елемен-

тарних збуджень бозонiв зi слабкою мiжчастинковою взаємодiєю обго-
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ворювали у працях [248, 249]. Теоретичний опис збуджень типу Бого-

любова в екситонно-поляритонних конденсатах подано в [250].

Повiдомлення про експериментальне спостереження збуджень бого-

любiвського типу в екситонно-поляритонних бозе-конденсатах зробили

Уцономiя та iн. [251]. Такi системи [252, 253] є, поруч iз розрiдже-

ними газами лужних металiв, добрими об’єктами для спостереження

конденсацiї Бозе–Айнштайна [9]. Досить своєрiднi експерименти з так

званої нерiвноважної бозе-конденсацiї екситонiв-поляритонiв у полiме-

рi за кiмнатної температури описано в працi [254].

В окремий напрямок можна видiлити дослiдження бозе-конденсатiв,

що обертаються [255]. Вiдповiднi експерименти зокрема забезпечують

вивчення так званої квантової турбулентностi, яка полягає в появi

квантових вихорiв [256–258]. Незважаючи на квантову природу, це яви-

ще вдається описувати за допомогою досить простих математичних

моделей, а отже його можна розглядати як своєрiдну лабораторiю для

аналiзу класичної турбулентностi [258, 259] — важливого складника

гiдро- та аеродинамiки.

Бозе-системи зi скiнченною кiлькiстю частинок N стали предметом

низки теоретичних праць [260–262], у яких було знайдено вiдповiднi

поправки до термодинамiчних функцiй, спричиненi скiнченнiстю N .

Ще одним важливим об’єктом дослiджень є бозоннi системи в пори-

стому середовищi, зокрема, властивостi гелiю-4 в пористих стеклах

[263], аероґелi [264, 265], нанопористому склi Gelsil [266, 267] або вай-

корi (Vycor) [268, 269]. Один iз можливих пiдходiв до аналiзу бозонiв

полягає в моделюваннi пористого середовища простором iз фракталь-

ною вимiрнiстю [270, 271].

З експериментами над гелiєм-4 у вайкорi пов’язана цiкава епопея:

у 2004 р. Кiм i Чан [272] зробили повiдомлення про можливi ефекти
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надплинностi у твердому гелiї-4 (вiдповiдний стан називають

supersolid). Кiлька рокiв пошукiв пiдтвердження такої особливої пове-

дiнки не принесли успiхiв жоднiй з експериментальних груп, i 2012 ро-

ку Чан визнав, що спостереження було помилковим [273].

До дещо несподiваних експериментiв належить досягнення стану

бозе-конденсацiї фотонiв [274]. Зрозумiло, що через вiдсутнiсть в них

маси спокою спостереження цього явища можливе лише за певних

умов — наприклад, у мiкропорожнинах iз дзеркальними стiнками, що

забезпечують скiнченну (ненульову) масу спокою [275].

Конденсати Бозе–Айнштайна застосовують для моделювання рi-

зних фiзичних систем i явищ. Наприклад, квантовi симуляцiї з ви-

користанням ультрахолодних фермiонiв i бозонiв описано в [54, 276].

Моделi з бозе-конденсатами належать до квантових аналогiв ґравiта-

цiї [277]. Нещодавно в бозе-конденсатi 87Rb за допомогою топологiчних

дефектiв було земульовано отримання iзольованих магнiтних монопо-

лiв [278].

Поступово набувають поширення технологiї з використанням бозе-

конденсатiв. Передбачено їх застосування у квантових обчисленнях,

метрологiї, iнтерферометрiї. Наприклад, у працi [25] запропоновано ре-

алiзацiю квантових алгоритмiв на пiдставi колективних станiв двоком-

понентних конденсатiв. Гiбриднi пристрої для опрацювання квантової

iнформацiї з використанням ультрахолодних атомiв, якi перебувають

в оптичних мiкропорожнинах на магнiтнiй плiвцi, описано в [279]. У

працi [280] показано можливiсть квантової телепортацiї когерентного

спiнового стану за допомогою бозе-конденсатiв.

Схеми з використанням ультрахолодних атомiв цезiю [281] та ру-

бiдiю [282] застосовано у квантовiй метрологiї [283]. Iнтерферометр

Маха–Цендера на бозе-конденсатi атомiв рубiдiю-87 в умовах мiкро-
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ґравiтацiї сконструювала експериментальна група у Бременi [56]. Ви-

сокої контрастностi вдалося досягти iншiй групi за допомогою iнтер-

ферометра Ремсi, також на рубiдiєвому конденсатi [57]. Так званий

контрастний iнтерферометр з використанням бозе-конденсату iзото-

пiв iтербiю 174Yb дає перспективи високоточних вимiрювань до однiєї

частини на мiльярд [284].

У роздiлах 6 та 7 розглянуто можливостi застосування методiв, якi

ґрунтуюся на використаннi статистики Бозе i дробових статистик, до

розв’язування деяких проблем iз сумiжних галузей науки. Насампе-

ред, це теоретико-числовi задачi про розбиття натуральних чисел, а

також питання класифiкацiї складних систем.
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РОЗДIЛ 2

ОДНОРIДНI БОЗЕ-СИСТЕМИ

ЗI ВЗАЄМОДIЄЮ

2.1. Вступ

Гамiльтонiан системи N бозе-частинок масою m з координатами rj в

об’ємi V з урахуванням багаточастинкових взаємодiй має вигляд:

H = − ~2

2m

N∑
j=1

∆j +
∑

1≤j<l≤N

Φ(rj − rl) +
∑

1≤j<l<s≤N

Φ3(rj, rl, rs) + . . . , (2.1)

де ∆j — оператор Лапласа щодо j-ї координати, Φ(r1 − r2)

i Φ3(r1, r2, r3) = Φ3(r1− r2, r2− r3, r3− r1) — парний i тричастинковий

потенцiали вiдповiдно, а крапки вiдповiдають доданкам з чотирича-

стинковими й вищими взаємодiями в потенцiальнiй енерґiї.

У зображеннi колективних змiнних [285]

ρk =
1√
N

N∑
j=1

e−ikrj , ∂−k ≡
∂

∂ρk
, де k 6= 0, (2.2)

якщо врахувати тричастинковi взаємодiї [81], матимемо:

Ĥ =
∑
k6=0

{
εk (ρk∂−k − ∂k∂−k) +

N

2V
ν̃kρkρ−k

}
+

+
1√
N

∑
k 6=0

∑
q 6=0

k+q 6=0

{
~2

2m
kq ρk+q∂−k∂−q +

+
N 2

6V 2
ν3(k + q,−k,−q)ρk+qρ−kρ−q

}
, (2.3)
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де εk — енерґетичний спектр вiльної частинки εk = ~2k2/2m, а νk та

ν3(k + q,−k,−q) — фур’є-зображення вiдповiдно дво- i тричастинко-

вого потенцiалу, що залежать вiд хвильових векторiв k,q, при цьому

ν̃k = νk +
N

V
ν3(k,−k, 0)− 1

V

∑
q 6=0

ν3(k + q,−k,−q). (2.4)

Надалi всi вирази записано у наближеннi, наступному пiсля хаоти-

чних фаз (RPA). Це вiдповiдає двом сумам за хвильовим вектором у

гамiльтонiанi i, вiдповiдно, однiй сумi у виразах ля операторiв, якi в

нього входять.

Для обчислення енерґетичного спектру застосуємо метод фактори-

зацiї гамiльтонiана взаємодiючої багатобозонної системи. Подiбнi ре-

зультати було отримано також у працi [286] шляхом уведення поняття

ефективної маси i використання технiки двочасових температурних

функцiй Ґрiна. Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [73,

79–81, 93].

2.2. Енерґетичний спектр взаємодiючої бозе-системи

2.2.1. Факторизацiя гамiльтонiана. Гамiльтонiан бозе-системи мо-

жна записати через колективнi змiннi (ρk, ∂k) або (ρk, π̂k) [80], де ко-

лективний ‘потiк’

π̂k =
1√
N

N∑
j=1

e−ikrj
(
~
m

)
(kp̂j)

пов’язаний з оператором ∂k таким чином:

εk∂k =
1

2
π̂k +

1√
N

∑
q 6=0

k+q 6=0

~2

2m
kq ρk+q∂−q.

У цих спiввiдношеннях p̂j — iмпульс j-ої частинки.
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Нижче ми покажемо, що гамiльтонiан системи можна переписати

за допомогою спряжених операторiв Âq i Âq
† :

Ĥ =
∑
q 6=0

Âq
† Âq + ∆Ĥ, (2.5)

де недiагональна частина ∆Ĥ необов’язково дорiвнює нулевi. Її по-

ява спричинена тим, що вихiдний гамiльтонiан (2.3) є неермiтовим

(з одиничною ваговою функцiєю; цю проблему можна обiйти, вико-

ристовуючи оператори ρq, π̂q замiсть ρq, ∂q, але останнi зручнiшi

для аналiтичних перетворень). У наближеннi, яке ми використовує-

мо, ∆Ĥ = 0.

Спробуймо шукати оператор Âq у такому виглядi:

Âq = uq ρq + vq ∂q +
∑
q′ 6=0

q′+q6=0

[wq′,q ρq′+qρ−q′ + yq′,q ρq′+q∂−q′] , (2.6)

де коефiцiєнти uq, vq, wq′,q i yq′,q — дiйснi функцiї. Оператор, спряже-

ний до ∂q, у наближеннi, наступному пiсля RPA, запишеться:

∂q
† = ρ−q − ∂−q +

1√
N

∑
q′ 6=0

q′+q 6=0

~2

2m
q′q

1

εq
ρ−q′−qρq′.

Можна показати, що спряжений оператор Âq
† задається виразом

Âq
† = ũq ρ−q + ṽq ∂−q +

∑
q′ 6=0

q′+q 6=0

[w̃q′,q ρ−q′−qρq′ + ỹq′,q ρ−q′−q∂q′] ,

де

ũq = uq + vq, ṽq = −vq,

ỹq′,q = −yq′,q, w̃q′,q = wq′,q + yq′,q +
1√
N

~2

2m
q′q

vq
εq
.

Енерґетичний спектр отримаємо з комутатора

[Âq, Âq
† ] = Êq.
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Оператор Êq складається з неоператорної частини E(0)
q (яка приводить

до звичайного, боголюбiвського, спектру) плюс доданки операторної

природи.

Порiвнюючи вирази (2.5) i (2.3), можна отримати такий результат

для коефiцiєнтiв у (2.6):

uq =

√
εq

2
(αq − 1) , vq =

√
εq , де αq =

√
1 +

2N

V

νq
εq
,

yq′,q = − 1√
N

~2

2m
q′q

1

2
√
εq
,

wq′,q =
1√
N

1

αq
√
εq

[
N 2

6V 2
ν3(q

′ + q,−q′,−q)− ~2

2m
q′q

(αq − 1)

4

]
.

У термодинамiчнiй границi N →∞ комутатор набуває вигляду

[Âq, Âq′
† ] = δq′,q

{
E(0)
q +

1

N

∑
k 6=0

k+q 6=0

[W (k,q) ρkρ−k + Y (k,q) ρk∂−k]
}
, (2.7)

де

E(0)
q = εqαq,

W (q′,q) = y−q′−q,q [w−q′−q,q + w̃−q′−q,q + wq′,q + w̃q′,q] ,

Y (q′,q) = −2y−q′−q,qyq′,q.

2.2.2. Обчислення спектра. Оператори колективних змiнних пiд

сумою за хвильовим вектором можна подати через оператори Âq, Âq
†,

записанi в наближеннi хаотичних фаз:

Âq = uqρq + vq∂q, Â−q
† = (uq + vq)ρq − vq∂q.
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Пiсля нескладних алґебраїчних перетворень отримаємо такi вирази:

ρq =
1

αq
√
εq

[
Âq + Â−q

†
]

(2.8)

∂q =
1
√
εq

[(
1

αq
+ 1

)
Âq +

(
1

αq
− 1

)
Â−q
†
]

(2.9)

Отже, гамiльтонiан дорiвнює

Ĥ =
∑
k 6=0

Âk
†Âk, (2.10)

а комутацiйнi спiввiдношення мають вигляд:

[Âk, Âk′
† ] = δk′,k

{
E

(0)
k +

1

N

∑
q 6=0

k+q 6=0

[
B(k,q)

(
ÂqÂ−q + Âq

† Âq

)
+

+ C(k,q)
(
Â−q
† Âq

† + ÂqÂq
†
) ]}

, (2.11)

[Âk, Âk′] = 0, [Â†k, Â
†
k′] = 0. (2.12)

Таким чином, маємо досить складну нелiнiйну алґебру. Коефiцiєнтнi

функцiї B(k,q) i C(k,q) повнiстю визначаються мiжатомними вза-

ємодiями. Вирази для них легко вiдтворити з (2.7)–(2.9). Одним зi

способiв їх застосування є розширення пiдходу деформованої алґебри

для багатовимiрного випадку (порiвн. [287]).

Найпростiшим шляхом застосування комутатора (2.7) видається усе-

реднення вiдповiдних виразiв з метою переходу вiд операторiв до зви-

чайних функцiй у правiй частинi. Тому пропонуємо переписати (2.7) у

наближенiй формi:

[Âq, Âq
† ] = E(0)

q +
1

N

∑
q′ 6=0

q′+q 6=0, q′<Q

[W (q′,q)Sq′ + Y (q′,q)Dq′] (2.13)

з такими позначеннями для середнiх:

Sq = 〈ρqρ−q〉 =
1

αq
Dq = 〈ρq∂−q〉 =

1

2

(
1

αq
− 1

)
.
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Верхня межа Q суми за хвильовим вектором визначається з умови, що

кiлькiсть ступенiв вiльностi в системi дорiвнює 3N , порiвн. [288]:

3N =
∑

q′ 6=0, q′<Q

1; Q =

(
18π2N

V

)1/3

,

останнє спiввiдношення вiдповiдає переходовi вiд пiдсумовування до

iнтеґрування за стандартним правилом
∑

q → V
∫
dq/(2π)3 i наступ-

ному використанню сферичних координат.

Подiбний вираз можна отримати за допомогою формалiзму фун-

кцiй Ґрiна. А саме, якщо в рiвняннi руху для функцiї 〈〈Âk
† |Âk〉〉 роз-

щепити функцiї 〈〈ρqρ−qÂk
† |Âk〉〉 так: 〈ρqρ−q〉 〈〈Âk

† |Âk〉〉 i т. д. Спектр

визначається як полюси функцiї Ґрiна.

2.2.3. Результати й обговорення. Енерґетичний спектр взаємодi-

ючої бозе-системи матиме вигляд:

Eq = E(0)
q +

1

N

∑
q′ 6=0

q′+q 6=0, q′<Q

[
W (q′,q)

1

αq′
+ Y (q′,q)

1− αq′
2αq′

]
. (2.14)

На рис. 2.1 зображено результати розрахункiв для рiдкого 4He. Ви-

дно, що поправка до E(0)
q (другий доданок у (2.14)) суттєво покращує

спектр, особливо в околi так званого “ротонного мiнiмуму”.

Ми також оцiнили внесок тричастинкових взаємодiй. У грубому

конволюцiйному наближеннi для ν3 (див. [81]) спостерiгається опуска-

ння кривої в напрямку до експериментальних значень.

Цiкаво, що врахування тричастинкових ефектiв також уточнює ре-

зультати розрахункiв структурних функцiй, що можна проiлюструва-

ти на прикладi парної функцiї розподiлу на рис. 2.2.
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Рис. 2.1. Енерґетичний спектр 4He. 1 — експериментальнi значення [289]; 2 — на-

ближення хаотичних фаз, або боголюбiвське, результат E(0)
q ; 3 — ця робота, без

врахування тричастинкових взаємодiй; 4 — ця робота, з урахуванням тричастин-

кових взаємодiй (якiсний результат).
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Fig. 1 Pair distribution function for He4. 1 — experiment at 1.38 K [23]; 2 — two-body effects
included; 3 — three-body effects included.

Рис. 2.2. Парна функцiя розподiлу 4He: 1 — експериментальнi значення при 1.38K

[290]; 2 — врахування лише двочастинкових взаємодiй; 3 — врахування тричастин-

кових взаємодiй [81].
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2.3. Розрахунок спектра бозе-системи

в довгохвильовiй границi

У цьому пiдроздiлi розглянемо взаємодiючу бозе-систему за допомо-

гою двочасових температурних функцiй Ґрiна на колективних змiн-

них. Буде проаналiзовано двi системи: рiдкий гелiй-4 i бозе-рiдина з

потенцiалом Юкави, що може слугувати моделлю ядерної матерiї [93].

2.3.1. Рiвняння руху для функцiй Ґрiна. Для операторiв A та B

у зображеннi Гайзенберґа двочасовi температурнi функцiї визначають

так [291]:

〈〈A(t)|B(t′)〉〉 = iθ(t− t′) 〈[A(t), B(t′)]〉 , (2.15)

де θ(t) — одинична сходинка Гевiсайда, а [·, ·] позначає комутатор.

Рiвняння руху у частотному зображеннi записують у виглядi

~ω〈〈A|B〉〉 =
1

2π
〈[A,B]〉+ 〈〈[A,H]|B〉〉, (2.16)

звiдки пiсля нескладних перетворень, використовуючи гамiльтонiан

(2.3), отримаємо таку систему:

~ω〈〈ρk|ρ−k〉〉 = −εk〈〈ρk|ρ−k〉〉+ 2εk〈〈∂k|ρ−k〉〉

− 2√
N

∑
q 6=0

k+q 6=0

~2

2m
kq〈〈ρk+q∂−q|ρ−k〉〉,

(2.17)
~ω〈〈∂k|ρ−k〉〉 =

1

2π
+ εk〈〈∂k|ρ−k〉〉+ nνk〈〈ρk|ρ−k〉〉

+
1√
N

∑
q 6=0

k+q6=0

[ ~2

2m
kq〈〈∂k+q∂−q|ρ−k〉〉 −

n2

2
ν3(k,q)〈〈ρk+qρ−q|ρ−k〉〉

]
.

Вiдкидаючи триоператорнi функцiї Ґрiна, тобто у наближеннi RPA,
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отримаємо такий вираз для одного з розв’язкiв системи (2.17):

〈〈ρk|ρ−k〉〉 =
εk
π

1

(~ω)2 − ε2
kα

2
k

, (2.18)

що вiдразу дає спектр Боголюбова iз полюсiв функцiї Ґрiна щодо ~ω:

EB
k = εkαk, де αk = (1 + 2nνk/εk)

1/2 . (2.19)

Можна також записати рiвняння руху для триоператорних фун-

кцiй, однак iз їх розв’язкiв не вдасться отримати виразу для спектра

елементарних збуджень у замкненому виглядi. Тому у наступному пун-

ктi ми розглянемо iнший спосiб розрахунку, який виявляється дещо

простiшим.

2.3.2. Розщеплення функцiй Ґрiна i спектр елементарних

збуджень. Оскiльки функцiї Ґрiна типу 〈〈AB|C〉〉 використовують

для розрахунку середнiх вiд добутку трьох операторiв 〈CAB〉, то мо-

жна запропонувати розщеплення

〈〈A1B2|C3〉〉 = λ(1, 2)〈〈A1+2|C3〉〉+ µ(1, 2)〈〈B1+2|C3〉〉 (2.20)

з такими коефiцiєнтами:

λ(1, 2) = (1− η)
〈C3A1B2〉
〈C3A1+2〉

, µ(1, 2) = η
〈C3A1B2〉
〈C3B1+2〉

, (2.21)

де значення параметра η = 0÷ 1 виберемо згодом. Числами 1,2,3 для

скорочення позначено хвильовi вектори k1,k2,k3 вiдповiдно.

У роботi було проаналiзовано два наближення для середнiх:

〈C3A1B2〉s =
1

6

(
〈CA〉1〈CB〉2〈AB〉3 + симетр. за iндексами

)
(2.22)

iз шiстьма доданками в дужках, звiдки й походить позначення “s” (вiд

англ. six ), та

〈C3A1B2〉f =
1

4

[
(〈AB〉1〈CA〉2 + 〈AB〉2〈CA〉1)〈CB〉3 + (2.23)

+ (〈AB〉1〈CB〉2 + 〈AB〉2〈CB〉1)〈CA〉3
]
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з чотирма доданками в дужках (позначення “f ” — вiд англ. four).

Щоб розщепити функцiї, якi входять у рiвняння (2.17), потрiбно

знати такi середнi:

〈ρ−kρk+qρ−q〉s,f =
1√
N
〈ρ−qρq〉〈ρ−k−qρk+q〉〈ρ−kρk〉, (2.24)

що вiдповiдає так званому конволюцiйному наближенню i є однаковим

для обох типiв розщеплення, зазначених вище,

〈ρ−kρk+q∂−q〉s =
1

3
√
N

(〈ρ−qρq〉〈ρ−k−q∂k+q〉〈ρ−k∂k〉+ (2.25)

+ 〈ρ−q∂q〉〈ρ−k−qρk+q〉〈ρ−k∂k〉+ 〈ρ−q∂q〉〈ρ−k−q∂k+q〉〈ρ−kρk〉),

〈ρ−k∂k+q∂−q〉s =
1

3
√
N

(〈∂−q∂q〉〈ρ−k−q∂k+q〉〈ρ−k∂k〉+ (2.26)

+ 〈ρ−q∂q〉〈∂−k−q∂k+q〉〈ρ−k∂k〉+ 〈ρ−q∂q〉〈ρ−k−q∂k+q〉〈∂−k∂k〉),

а також

〈ρ−kρk+q∂−q〉f = (2.27)

=
1

2
√
N

(〈ρ−qρq〉〈ρ−k−q∂k+q〉〈ρ−k∂k〉+ 〈ρ−q∂q〉〈ρ−k−qρk+q〉〈ρ−k∂k〉),

〈ρ−k∂k+q∂−q〉f = (2.28)

=
1

2
√
N

(〈∂−q∂q〉〈ρ−k−q∂k+q〉〈ρ−k∂k〉+ 〈ρ−q∂q〉〈∂−k−q∂k+q〉〈ρ−k∂k〉).

Парнi середнi легко розрахувати в наближеннi RPA за допомогою

вiдповiдних розв’язкiв системи (2.17) [286]:

〈ρ−kρk〉 =
1

αk
, 〈ρ−k∂k〉 =

1

2

(
1

αk
− 1

)
,

〈∂−k∂k〉 =
1

4

(
1

αk
− αk

)
. (2.29)

Застосовуючи розщеплення в (2.17), отримаємо таку систему рiв-

нянь руху:

~ω〈〈ρk|ρ−k〉〉 = −ε(1)
k 〈〈ρk|ρ−k〉〉+ 2ε

(2)
k 〈〈∂k|ρ−k〉〉
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(2.30)

~ω〈〈∂k|ρ−k〉〉 =
1

2π
+ ε

(3)
k 〈〈∂k|ρ−k〉〉+ nν

(∗)
k 〈〈ρk|ρ−k〉〉,

де

ε
(1)
k = εk +

2√
N

∑
q 6=0

k+q 6=0

~2

2m
kqX(k,q), (2.31)

ε
(2)
k = εk +

1√
N

∑
q 6=0

k+q 6=0

~2

2m
kqY (k,q), (2.32)

ε
(3)
k = εk +

2√
N

∑
q 6=0

k+q 6=0

~2

2m
kqZ(k,q), (2.33)

ν
(∗)
k = ν̃k +

1√
N

∑
q 6=0

k+q6=0

ν3(k,q)T (k,q). (2.34)

Тут використано такi позначення:

X(k,q) = (1− η)
〈ρ−kρk+q∂−q〉
〈ρ−kρk〉

, Y (k,q) = −η 〈ρ−kρk+q∂−q〉
〈ρ−k∂k〉

,

(2.35)

Z(k,q) =
〈ρ−k∂k+q∂−q〉
〈ρ−k∂k〉

, T (k,q) =
〈ρ−kρk+qρ−q〉
〈ρ−kρk〉

Спектр елементарних збуджень тепер буде розв’язком бiквадратно-

го рiвняння:

Ek =
1

2

{
ε

(3)
k − ε

(1)
k +

√[
ε

(1)
k

]2

+
[
ε

(3)
k

]2

+ 2ε
(1)
k ε

(3)
k + 8ε

(2)
k nν

(∗)
k

}
. (2.36)

Якщо у цьому виразi вiдкинути доданки, що мiстять суму за хвильо-

вим вектором, то отримаємо результат Боголюбова (2.19), як i повинно

бути.
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2.3.3. Результати розрахункiв. Спектр елементарних збуджень

було розраховано для двох бозе-систем: рiдкого гелiю-4 та бозе-рiдини

з потенцiалом Юкави, що може слугувати моделлю ядерної матерiї.

Оскiльки даних про тричастинковi взаємодiї у цих системах досить

мало, внесок вiд ν3(k,q) не враховано. Як було сказано у попередньому

пiдроздiлi, у випадку рiдкого гелiю-4 такий пiдхiд не впливає суттєво

на довгохвильову дiлянку спектра [80].

У чисельних розрахунках пiдсумовування за хвильовим вектором у

формулах (2.31)–(2.33) зручно замiнити на iнтеґрування за правилом

1

N

∑
q

. . . =
1

N

V

(2π)3

∫
dq . . . . (2.37)

Вирази, якi можна безпосередньо використати для чисельних роз-

рахункiв, мають такий вигляд:

S1 =
1

αq
, L1 =

S1 − 1

2
, D1 =

1

4

(
S1 −

1

S1

)
, де q = |q|;

S2 =
1

αp
, L2 =

S2 − 1

2
, D2 =

1

4

(
S2 −

1

S2

)
, де p = |k + q|;

S3 =
1

αk
, L3 =

S3 − 1

2
, D3 =

1

4

(
S3 −

1

S3

)
, де k = |k|. (2.38)

Для розщеплення s-типу:

ε
(1)
k = εk +

(1− η)

(2π)3

1

n

~2

m

∫
dq (kq)

S1L2L3 + L1S2L3 + L1L2S3

3S3
,

ε
(2)
k = εk −

η

(2π)3

1

n

~2

2m

∫
dq (kq)

S1L2L3 + L1S2L3 + L1L2S3

3L3
, (2.39)

ε
(3)
k = εk +

1

(2π)3

1

n

~2

2m

∫
dq (kq)

D1L2L3 + L1D2L3 + L1L2D3

3L3
.
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Для розщеплення f -типу:

ε
(1)
k = εk +

(1− η)

(2π)3

1

n

~2

m

∫
dq (kq)(S1L2 + L1S2)

L3

2S3
,

ε
(2)
k = εk −

η

(2π)3

1

n

~2

2m

∫
dq (kq)

S1L2 + L1S2

2
, (2.40)

ε
(3)
k = εk +

1

(2π)3

1

n

~2

2m

∫
dq (kq)

D1L2 + L1D2

2
.

Iнтеґрування у цих формулах зручно проводити у сферичних коорди-

натах.

Для розрахункiв спектра рiдкого гелiю-4 використано такi значення

параметрiв:

m = 4.0026 a.m. u., n = 0.02185 Å−3
. (2.41)

Данi про мiжчастинковий потенцiал νk взято з працi [292]. Треба за-

уважити, що точнi парнi потенцiали, якi ґрунтуються на квантовоме-

ханiчних або напiвфеноменологiчних розрахунках [293–295], не дуже

добре пiдходять для наших обчислень. Потенцiал iз працi [292] було

отримано самоузгодженим способом у пiдходi колективних змiнних, i

вiн є в певному сенсi ефективним парним потенцiалом, який враховує

також внески вiд багаточастинкових взаємодiй. Це уподiбнює його до

розглянутого нижче потенцiалу Юкави, який можна трактувати як

екранований кулонiвський потенцiал.

Результати для спектра елементарних збуджень гелiю-4, якi вiдпо-

вiдають рiвнянню (2.36), показано на рис. 2.3 у порiвняннi з набли-

женням хаотичних фаз (спектром Боголюбова) та експериментальни-

ми даними. Параметр η взято η = 1, оскiльки для менших значень

поправка до RPA виявляється недостатньою, щоби правильно вiдтво-

рити нахил фононної гiлки (лiнiйної у границi k → 0). Це означає,
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що функцiя 〈〈ρk+q∂−q|ρ−k〉〉 = µ(k,q)〈〈∂k|ρ−k〉〉, а включення доданка

з 〈〈ρk|ρ−k〉〉 приводить до небажаної взаємної компенсацiї вiдповiдних

поправок.
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Рис. 2.3. Спектр елементарних збуджень рiдкого гелiю-4. На нижньому графiку у

збiльшеному виглядi зображено видiлену прямокутну область верхнього графiка.

Суцiльна лiнiя — результат RPA (спектр Боголюбова); штрихова — спектр (2.36)

iз розщепленням s-типу, η = 1; пунктирна — спектр (2.36) iз розщепленням f -типу,

η = 1. кружечки (з “вусами”) — експериментальнi данi [289].
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Таблиця 2.1. Спектр елементарних збуджень рiдкого гелiю-4. Обчисленi значення

у наближеннi Боголюбова EB
k та з використанням двох типiв розщеплення (s i f)

подано у порiвняннi з експериментальними даними [289]. Одиниця вимiрювання

енерґiї — кельвiни.

k, Å−1 EB
k Es−type

k Ef−type
k Eexp

k ∆Ek

0.2 4.21 3.79 3.69 3.70 ± 0.5

0.3 6.31 5.60 5.44 5.65 ± 0.20

0.4 8.53 7.48 7.21 7.40 ± 0.20

0.5 10.84 9.37 8.97 9.15 ± 0.20

0.6 13.27 11.32 10.75 10.75 ± 0.20

0.7 15.80 13.31 12.52 11.75 ± 0.20

0.8 18.26 15.22 14.17 12.65 ± 0.20

0.9 20.47 16.90 15.60 13.15 ± 0.20

1.0 22.14 18.13 16.59 13.55 ± 0.25

1.2 23.55 19.09 17.29 13.75 ± 0.25

1.4 22.83 18.78 17.17 12.95 ± 0.20

1.6 20.45 17.89 17.05 11.20 ± 0.20

1.8 18.23 18.12 18.43 9.25 ± 0.20

2.0 19.57 21.23 22.20 8.95 ± 0.20

Як s-, так i f -типи розщеплень можна застосовувати для опису

довгохвильової поведiнки спектра гелiю-4, не використовуючи поняття

ефективної маси, яка необхiдна в RPA, порiвн. [286]. З iншого боку,

запропонований метод i надалi не дає добрих результатiв при бiльших

значеннях хвильового вектора, i варто шукати подальшi модифiкацiї

для коректного вiдтворення так званих максонної та ротонної дiлянок.

Цiкавим також видається аналiз ядерної матерiї, у якiй передбача-

ють iснування рiзних типiв бозе-конденсацiї [296, 297]. Ядерну матерiю

можна моделювати потенцiалом Юкави [298]

Φ(r) = ε
e−r/σ

r
.
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Його фур’є-зображення має вигляд [299]

νk =
4πεσ3

1 + σ2k2
. (2.42)

Ядернiй матерiї вiдповiдають такi значення параметрiв [298]:

ε = 5725 MeV, σ = 0.244 fm−1, (2.43)

а також:

Λ∗ =
2π~
σ
√
εm

= 1.08, n = 0.16 fm−3. (2.44)
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Рис. 2.4. Спектр елементарних збуджень бозе-рiдини з потенцiалом Юкави; па-

раметри вiдповiдають ядернiй матерiї. Суцiльна лiнiя — результат RPA (спектр

Боголюбова); штрихова — спектр (2.36) iз розщепленням s-типу, η = 0; пунктирна

— спектр (2.36) iз розщепленням f -типу, η = 0; штрихпунктирна — спектр (2.36)

iз розщепленням f -типу, η = 0.1.

Результати розрахункiв спектра елементарних збуджень такої си-

стеми наведено на рис. 2.4. Отримана поправка до наближення RPA

змiнює форму кривої Ek, що дає добре якiсне узгодження з iншими

даними [299, 300]. Потрiбно зазначити, що у цьому випадку значення

параметра η близькi до нуля, оскiльки, починаючи вiд η & 0.2, вини-

кають нефiзичнi розбiжностi в областi мiнiмуму (k = 4÷ 6 fm−1).
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2.3.4. Обговорення. Пiдсумовуючи результати цього пiдроздiлу, вiд-

значимо, що було запропоновано пiдхiд до вивчення взаємодiючих бозе-

систем, який дає добрий опис спектра елементарних збуджень у довго-

хвильовiй границi. При цьому коректний опис фононної дiлянки спе-

ктра рiдкого гелiю-4 отримано без застосування поняття ефективної

маси. Як показує проведений аналiз, у двох розглянутих моделях по-

трiбно брати рiзнi значення параметра розщеплення η: η = 1 для

рiдкого гелiю-4 й η = 0 для юкавiвської бозе-рiдини. Вибiр параметра

залежить вiд типу взаємодiй: у випадку короткосяжного потенцiала в

гелiї вiдбувається ефективна змiна доданка, вiдповiдального з взаємо-

дiю ε
(2)
k νk у виразi (2.36), а вiдносно далекосяжний потенцiал Юкави

вимагає змiни “кiнетичних” доданкiв ε(1,3)
k .

2.4. Мiжатомнi потенцiали розрiдженої

багатобозонної системи

Хоча в багатьох випадках для встановлення властивостей розрiдженої

системи достатньо задати лише основнi параметри мiжатомної взає-

модiї, такi, наприклад, як радiус (при моделюваннi твердими кулька-

ми), все ж з’ясування деталей потенцiальної кривої становить iнте-

рес з огляду на перспективу точнiших розрахункiв термодинамiчних

i структурних функцiй, а також конденсатної фракцiї. Дослiдження

парного потенцiалу, його зв’язку зi структурою, проводилося для рi-

зних речовин. Оскiльки розрахунки здiйснено для рубiдiю-87, то цi-

каво зазначити деякi працi, що стосуються цього газу. В основному

такi дослiдження виконували за суттєво iнших умов порiвняно з ти-

ми, що вiдповiдають бозе-конденсацiї [301–303]. Скажiмо, у працi [301]

значення температури становить 1900 К, а в [303] — 185 К. Фактично
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йдеться про рiдкий рубiдiй, а нас цiкавитиме газ при температурах

∼ 1 нК. Зважаючи на порiвняну новизну в цьому питаннi, вiдповiдних

експериментальних i теоретичних даних для порiвняння бракує.

На пiдставi отриманих ранiше результатiв для багатобозонної си-

стеми на прикладi гелiю-4 [292, 304, 305] запишемо вирази для мiжа-

томного потенцiалу сильно-розрiдженої системи. Вiдповiдне рiвняння

для фур’є-зображення потенцiалу νk отримується в межах формалiзму

колективних змiнних. Воно має вигляд [292, 304, 305]:

N

2V
νk + εk a2(k)− εk a2

2(k)− 1

2N

∑
q 6=0

εq a4(q,−q,k,−k) +

+
1

N

∑
q 6=0

~2

2m
q(−k− q) a3(k,q,−k− q) = 0, (2.45)

тут εk — енерґiя вiльної частинки, N — кiлькiсть частинок, V — об’-

єм системи. Коефiцiєнтнi функцiї a3, a4 складним чином виражаються

через структурний фактор.

Якщо у всiх спiввiдношеннях зберегти лише доданки, лiнiйнi за гу-

стиною N/V (таке наближення є цiлком виправданим, зважаючи на

типове значення густини ∼ 10−11 Å−3 [4]), то для фур’є-зображення

мiжатомного потенцiалу ν(x) у знерозмiренiй формi отримаємо

ν(x) = ν0(x) +
1

x

∫ ∞
0

dy

∫ x+y

|x−y|
dp py

ν(p)

p2
×

×
[
ν(x)

x2
(x2 + p2 − y2) +

ν(y)

y2
(x2 + p2 + y2)

]
, (2.46)

при цьому, попри позiрну розбiжнiсть, насправдi цей iнтеґрал виявля-

ється збiжним, що можна показати за допомогою детального аналiзу.

У цьому виразi одиницею вимiрювання Фур’є-зображення потенцiалу
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виступає 4π~2a/m, а хвильового вектора — 2π/a, де a — параметр

довжини, змiст якого з’ясовано нижче. Така форма запису дозволяє

вiдразу отримати результати для рiзних речовин, що вiдповiдає рiзним

значенням a та m.

Початкове наближення для ν0(x) можна вибрати, виходячи з по-

тенцiалу “майже твердих сфер” [306]. У данiй роботi з цiєю метою ви-

користано пробну функцiю Маєра у виглядi

f(R) = exp
[
−
( a
R

)n]
− 1, n = 36. (2.47)

У випадку Rb87 взято значення a = 58.2 Å (довжина розсiяння

s-хвилi) [9]. При цьому, виходячи з форми кривої, яка отримується

внаслiдок iтерацiйного розв’язування iнтеґрального рiвняння, можна

сказати, що розв’язок для Фур’є-зображення потенцiалу парної взає-

модiї потрiбно шукати у виглядi суперпозицiї функцiй типу

cos 2nπx

x2m
,

sin 2nπx

x2m+1

iз деяким загасаючим множником. Попереднiй аналiз вказує, що до-

статньо обмежитися значеннями m,n < 4. Однак, через складнiсть

аналiтичних викладок, а також через неможливiсть отримати аналi-

тичнi результати навiть на промiжних етапах розв’язування рiвняння

(2.46) (це пов’язано з його нелiнiйнiстю), було застосовано iтерацiйну

процедуру, аналогiчну до [292].

Початкове наближення ν(0)
q виражається через структурний фактор

Sq так [292]:

ν(0)
q =

~2q2

2m

V

2N

(
1

S2
q

− 1

)
, (2.48)

тут вжито розмiрнi величини.
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Обмежуючись лише доданками, лiнiйними за густиною, можна по-

казати, що

ν(0)
q = −4π

~2

2m
q

∫ ∞
0

dR Rf(R) sin qR, (2.49)

де f(R) — функцiя Маєра (2.47) (див., наприклад, [307], де наведено

вираз для парної функцiї розподiлу у виглядi ряду за густиною).

Обчислення проведемо, пiдставляючи в iнтеґральний доданок у фор-

мулi (2.46) на мiсце ν(y) i ν(p) початкове наближення, вiдповiдно, ν0(y)

i ν0(p). Перейшовши потiм до координатного простору

Φ(R) =
1

V

∑
q

eiqRνq (2.50)

для потенцiалу Φ(R) матимемо криву, зображену на рис. 2.5.

 
 

Рис. 2.5. Потенцiал взаємодiї мiж атомами Rb87. 1 — початкове наближення, 2 —

перша iтерацiя.

Треба зауважити, що, незважаючи на сильне вiдштовхування у мо-

делi, така процедура, пов’язана з Фур’є-перетворенням, є коректною —

згадаймо, наприклад, псевдопотенцiал для твердих сфер [308]. Зазна-

чмо ще мiж iншим, що початкове наближення ν0(x), отримане в моделi

твердих сфер, не можна безпосередньо використовувати для iтерацiй,
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оскiльки iнтеґральний доданок у рiвняннi (2.46) виявляється розбi-

жним. Проте цю незручнiсть можна обiйти, вводячи певний обрiзую-

чий множник — експоненту з малим показником. Як видно з рис. 2.5,

на потенцiальнiй кривiй з’являється мiнiмум, що означає притяган-

ня мiж атомами. Така поведiнка потенцiалу свiдчить про те, що за-

стосоване наближення є кращим вiд, скажiмо, наближення звичайних

твердих сфер, у якому присутнє тiльки короткосяжне вiдштовхуван-

ня. Що стосується нульових чи вiд’ємних значень потенцiалу на малих

мiжатомних вiддалях i можливостi квантовомеханiчного тунелюван-

ня крiзь потенцiальний бар’єр, то ймовiрнiсть такої подiї при малих

температурах (нанокельвiновий дiапазон), коли спостерiгається бозе-

конденсацiя, є нехтовно малою.

Здiйснення точнiшого (неiтерацiйного) розв’язування рiвняння (2.46)

може бути предметом окремого дослiдження, так само як i вивчення

впливу параметрiв моделi початкового наближення на результати роз-

рахункiв. На даному етапi можна стверджувати, що поведiнка першої

iтерацiї стосовно початкової якiсно вiдображає спостережуваний ранi-

ше ефект у випадку гелiю-4 [292], що дає пiдстави розвивати запропо-

новану методику.

2.5. Вплив слабкої взаємодiї на властивостi бозе-газу

Незважаючи на те, що бiльшiсть вiдомих бозе-систем є взаємодiючими,

модель iдеального бозе-газу часто можна використати як базову для

побудови теорiї, особливо, коли взаємодiю можна вважати слабкою. У

цьому роздiлi ми спочатку коротко пiдсумуємо основнi вiдомостi про

термодинамiчнi функцiї iдеального бозе-газу, розглянемо вплив зовнi-

шнього потенцiалу на властивостi цiєї системи, i зрештою розглянемо
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властивостi слабковзаємодiючого бозе-газу, у якому мiжатомний по-

тенцiал враховано в моделi твердих сфер з використанням енерґети-

чного спектра Боголюбова [10].

2.5.1. Iдеальний D-вимiрний бозе-газ. Розглядатимемо систему

N бозонiв, якi можуть перебувати у станах з енерґiями ε0, ε1, . . . , εn, . . . .

Тодi, враховуючи функцiю розподiлу у статистицi Бозе–Айнштайна,

запишемо:

N =
∑
n

gn
e(εn−µ)/T − 1

. (2.51)

Ця рiвнiсть задає хiмiчний потенцiал µ як функцiю числа частинок N

i температури T .

З мiркувань загальностi можна вважати простiр D-вимiрним. Рiзнi

значення вимiрностi простору можуть виникати у фiзичних задачах

ефективно, наприклад, унаслiдок врахування впливу зовнiшнього по-

тенцiалу. Загалом, D може бути й дробовим, що використовують при

моделюваннi пористих середовищ чи знову ж таки для систем у зов-

нiшньому потенцiалi. Тому далi буде використано вирази у формi, що

дають змогу узагальнювати отриманi результати на випадок неперерв-

них значень D, хоч би й зовсiм формально.

Нехай частинки перебувають в об’ємi VD. Пiдсумовування за ста-

нами можна замiнити сумою за iмпульсами p = (p1, . . . , pD) i спi-

нами s, причому εp = p2/2m, де m — маса частинки; p = |p| =

=
√
p2

1 + . . .+ p2
D . Враховуючи, що за великого об’єму дискретнiстю

iмпульсу можна знехтувати, отримаємо вираз:
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N =
∑
p,s

gp,s
e(εp−µ)/T − 1

= (2σ + 1)
VD

(2π~)D

∫
(dp)

e(εp−µ)/T − 1
=

= (2σ + 1)

∫
dτ

e(εp−µ)/T − 1
, (2.52)

де VD — D-вимiрний об’єм, а елемент фазового об’єму

dτ =
(dp)(dq)

(2π~)D
, VD =

∫
(dq),

(dp) = dp1 . . . dpD, (dq) = dq1 . . . dqD.

Величина (2σ+1) — це мультиплетнiсть. Для спрощення у подальших

розрахунках вважатимемо бозони безспiновими, σ = 0.

Рiвнiсть (2.52) можна записати, ввiвши функцiю густини станiв

g(ε):

N =

∞∫
0

g(ε) dε

e(ε−µ)/T − 1
. (2.53)

Враховуючи, що енерґiя частинки εp залежить лише вiд модуля iм-

пульсу p, пiсля переходу в (2.52) до iнтеґрування за (гiпер-)сферичними

координатами, dp1 . . . dpD = pD−1dp dΩD, де ΩD = 2πD/2/Γ(D2 ) — пов-

ний тiлесний гiперкут у D-вимiрному просторi, матимемо остаточно:

g(ε) = VD
πD/2

Γ(D/2)

(2m)D/2

(2π~)D
εD/2−1. (2.54)

Важливим результатом тут є показник степеня густини станiв iдеаль-

ного D-вимiрного бозе-газу:

g(ε) ∼ εD/2−1, (2.55)

який можна використовувати для iнтерпретацiї ефективної вимiрностi

простору в низцi задач.
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Пiсля нескладних перетворень вираз (2.53) мрожна звести до ви-

гляду:

N

VD
=

πD/2

Γ(D/2)

(2m)D/2

(2π~)D

∞∫
0

εD/2−1 dε

e(ε−µ)/T − 1
=

1

λD
LiD/2

(
eµ/T

)
, (2.56)

де

λ =

(
2π~2

mT

)1/2

, (2.57)

— довжина теплової хвилi де Бройля, а так званий полiлогарифм, або

функцiя Бозе, визначається рядом:

Liα(z) =
∞∑
n=1

zn

nα
. (2.58)

У граничному випадку z = 1 ця функцiя переходить у дзета-функцiю

Рiмана:

ζ(α) =
∞∑
n=1

1

nα
= Liα(1). (2.59)

Увiвши для величини N/VD, яка за змiстом є густиною (чи, точнi-

ше, концентрацiєю), позначення ρD = N/VD, запишемо у компактнiй

формi рiвняння, з якого визначатимемо хiмiчний потенцiал як фун-

кцiю температури i густини:

ρDλ
D = LiD/2(z). (2.60)

Якщо при заданiй густинi ρD зменшувати температуру газу, то хi-

мiчний потенцiал µ, що встановлюється з рiвностi (2.60), зменшувати-

меться за модулем i досягне значення µ = 0 за критичної температури,

що визначається виразом

T (D)
c =

2π~2

m

(
ρD

ζ(D/2)

)2/D

. (2.61)
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При T < T
(D)
c рiвняння для обчислення N не має фiзичних розв’яз-

кiв — ця точка вiдповiдає явищу конденсацiї Бозе–Айнштайна (бозе-

конденсацiї). Це означає, що найнижчий одночастинковий стан (ε = 0)

стає макроскопiчно заселеним iз кiлькiстю частинок N0 ∼ N . Внесок

вiд цього стану потрiбно врахувати явно пiд час переходу до густини

станiв:

N = N0 +

∞∫
0

g(ε)dε

e(ε−µ)/T − 1
, (2.62)

оскiльки при D > 2 функцiя g(ε) не дає змоги врахувати макроскопi-

чну заселенiсть стану ε = 0, див. (2.55). Кiлькiсть частинок у цьому

станi (бозе-конденсат) легко отримати у виглядi:

N0 = N

[
1−

(
T

T
(D)
c

)D
2

]
. (2.63)

При D = 2 в iдеальному бозе-газi бозе-конденсацiї не вiдбуває-

ться [309, 310]. Математично це випливає з того, що у виразi (2.61)

ζ-функцiя дає розбiжний внесок у виглядi

ζ(1) =
∞∑
n=1

1

n
=∞,

а отже T (2)
c = 0. Не спостерiгається бозе-конденсацiя й при D < 2.

Обчисливши µ з (2.60), енерґiю E i теплоємнiсть CV системи роз-

рахуємо за спiввiдношенням:

E =
∑
n

εngn
e(εn−µ)/T − 1

=

∫ ∞
0

εg(ε)dε

e(ε−µ)/T − 1
, CV =

(
∂E

∂T

)
V

. (2.64)

Зокрема, залежнiсть питомої теплоємностi CV /N вiд T ≤ Tc можна

записати так:

CV
N

=
D(D + 2)

4

ζ
(
D
2 + 1

)
ζ
(
D
2

) (
T

T
(D)
c

)D
2

, (2.65)
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а класична границя T →∞ буде
CV
N

=
D

2
. (2.66)

Поведiнку ж теплоємностi, як i енерґiї, при промiжних температурах

(T > Tc) вже не можна з’ясувати на пiдставi простого аналiзу. Особли-

вий iнтерес становить безпосереднiй окiл критичної точки T → Tc + 0,

який i стане предметом подальшого розгляду.

Результати розрахункiв теплоємностi для рiзних вимiрностей про-

стору наведено на рис. 2.6. Дробове значенняD = ln 20/ ln 3 = 2.726 . . .

вiдповiдає фрактальнiй вимiрностi т. зв. губки Сєрпiнського або Ме-

нґера (див. рис. 2.7), якою можна моделювати, наприклад, пористе

середовище.
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Рис. 2.6. Питома теплоємнiсть CV /N iдеального бозе-газу в D-вимiрному просторi.

Верхнiй лiвий графiк вiдповiдаєD = 2, верхнiй правий —D = ln 20/ ln 3 = 2.726 . . .

— вимiрнiсть губки Менґера; у нижньому ряду лiворуч D = 3 i праворуч D = 4.
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Рис. 2.7. Губка Менґера (джерело: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:

Menger-Schwamm-einfarbig.jpg).

2.5.2. Слабковзаємодiючий газ. Для дослiдження бозе-конденсацiї

в розрiджених газах можна використати спрощену теорiю слабковза-

ємодiючого бозе-газу, яка була вперше розвинена зi сподiванням по-

яснити властивостi рiдкого гелiю [10].

Незважаючи на багато зусиль, проблема визначення залежностi тем-

ператури бозе-конденсацiї слабковзаємодiючого бозе-газу вiд взаємодiї

все ще не знайшла остаточної вiдповiдi [311], порiвн. [312]. Вiдомо, що

температура Tc переходу в конденсатний стан, несуттєво вiдрiзняється

вiд температури, передбаченої для iдеального газу. Це вказує на те, що

взаємодiї незначно змiнюють протiкання цього явища. Їхнiй вплив на

температуру переходу становить декiлька вiдсоткiв, тому таку систему

дуже часто можна трактувати як iдеальну в головному наближеннi.

Без взаємодiї всi N частинок системи заселяють стан з нульовою

енерґiєю та з нульовим iмпульсом (для вимiрностi простору бiльше

двох). У цьому випадку кiлькiсть конденсованих частинокN0 дорiвнює

загальнiй кiлькостi частинок. Коли вмикається взаємодiя, частинки



77

можуть покинути конденсат, тому N0 природно зменшується [311].

У розрiдженiй системi враховуємо тiльки двочастинкову взаємодiю,

оскiльки ймовiрнiсть багаточастинкових зiткнень мiзерна. Розгляньмо

слабковзаємодiючий газ у наближеннi твердих сфер, потенцiал яких

найбiльш пристосований до вивчення газiв iз низькими густинами че-

рез його формальну простоту [313].

Пояснити поведiнку газу твердих сфер можна, використавши енер-

ґетичний спектр Боголюбова для слабконеiдеального газу [10]

ε(p) =
p2

2m

√
1 +

2%νp
p2/2m

, (2.67)

де ε — енерґiя, p = |p| — абсолютне значення iмпульсу частинки;

% = N/V — густина системи, νp — фур’є-зображення потенцiалу мiж-

атомної взаємодiї, νp = ν0 = const для моделi твердих сфер.

Iз дисперсiйного спiввiдношення (2.67) виходить, що в довгохвильо-

вiй межi боголюбiвськi квазiчастинки поводяться як фонони зi швид-

кiстю звуку c =
√

%ν0
m та при низькiй температурi термодинамiка бозе-

конденсованої системи визначається її фононним спектром. На про-

тивагу цьому в короткохвильовiй межi квазiчастинки поводяться як

вiльнi частинки з енерґiєю p2/2m.

Розглядаючи слабковзаємодiючий газ твердих сфер, ми розвинемо

за степенями ν0 густину станiв, що може бути корисним для дослiдже-

ння розрiджених багатобозонних систем.

Для опису слабковзаємодiючої системи бозонiв у зовнiшньому по-

тенцiалi застосуємо метод, який ґрунтується на теорiї iдеального бозе-

газу, описанiй у пунктi 2.5.1. Зв’язок мiж енерґiєю та iмпульсом ча-

стинки масою m можна записати, використовуючи результат Боголю-

бова для спектра елементарних збуджень слабковзаємодiючого бозе-

газу (2.67).
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Для конкретизацiї задачi розглядатимемо двовимiрну систему.

У випадку твердих сфер потенцiал взаємодiї у борнiвському набли-

женнi можна записати

Φ(r) = ν0δ(r).

Вигляд потенцiалу взаємодiї визначає мiнiмальне значення енерґiї

(2.67), тобто енерґiї основного стану. При p = 0

ε ' p2

2m

(
4m%ν0

p2

)1/2

= p

√
%ν0

m
,

ε
∣∣∣
p→0

= 0.

Обчислимо основнi термодинамiчнi функцiї.

Густина станiв

g(ε) dε =
(dp)

∫
dV

(2π~)2
=

Ω2V

(2π~)2
p dp,

p(ε) =
√

2

√√
m2ε2 +m2%2ν2

0 −m%ν0,

p(ε) dp = m2ε(m2ε2 +m2%2ν2
0)−1/2dε.

Функцiю g(ε) запишемо, використовуючи розклад за параметром вза-

ємодiї ν0:

g(ε) = g0(ε) + ν0g1(ε) + ν2
0g2(ε) + · · ·

Зважаючи на рiзнi дiлянки збiжностi функцiї p(ε), розгляньмо два

випадки:

1) ε < %ν0

Можна записати

p dp =
mε

%ν0

(
ε2

%2ν2
0

+ 1

)−1/2

dε =
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= m

[
ε

%ν0
+
∞∑
n=1

(−1)n

n!

(2n− 1)!!

2n

(
ε

%ν0

)2n+1
]
dε. (2.68)

2) ε > %ν0

p dp = m

(
1 +

%2ν2
0

ε2

)−1/2

dε =

= m

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)n

n!

(2n− 1)!!

2n

(%ν0

ε

)2n
)
dε. (2.69)

Кiлькiсть частинок визначаємо з (2.62):

N = N0 +

∫ ∞
0

g(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

= N0 +

∫ %ν0

0

gε<%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

+

∫ ∞
%ν0

gε>%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

.

Змiст iндексiв бiля g(ε) очевидний.

Перепишiмо iнтеґрал для першого випадку так:∫ %Φ

0

gε<%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

=
V

2π~2

(
m

%ν0

∫ %ν0

0

ε dε

e
ε−µ
T − 1

− m

2%3ν3
0

∫ %ν0

0

ε3 dε

e
ε−µ
T − 1

+

+
3m

8%5ν5
0

∫ %ν0

0

ε5 dε

e
ε−µ
T − 1

− · · ·
)
.

Розгляньмо окремо iнтеґрал∫ %ν0

0

ε dε

e
ε−µ
T − 1

=

= −1

2
%2ν2

0 + T%ν0 ln
(

1− e
%ν0−µ
T

)
+ T 2

[
Li2

(
e
%ν0−µ
T

)
− Li2

(
e
−µ
T

)]
,

Розписуючи полiлогарифм (2.58), матимемо

Li2

(
e
%ν0−µ
T

)
− Li2

(
e
−µ
T

)
=

∞∑
n=1

e
−nµ
T

n2

(
e
n%ν0
T − 1

)
=

=
∞∑
n=1

e
−nµ
T

n2

(
n
%ν0

T
+

1

2
n2%

2ν2
0

T 2
+ · · ·

)
=

=
%ν0

T

∞∑
n=1

e
−nµ
T

n
+

1

2

%2ν2
0

T 2

∞∑
n=1

e
−nµ
T +O(%3ν3

0) =
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= −%ν0

T
ln
(

1− e
−µ
T

)
+
%2ν2

0

2T 2

e
−µ
T

1− e−µT
+O(%3ν3

0).

Тут враховано, що
∞∑
n=1

en
−µ
T

n
= − ln

(
1− e

−µ
T

)
,

∞∑
n=1

e
−nµ
T =

e
−µ
T

1− e−µT
.

Остаточно отримаємо значення iнтеґрала∫ %ν0

0

ε dε

e
ε−µ
T − 1

=
1

2

%2ν2
0

e−µ/T − 1
+O(%3ν3

0).

Аналогiчно обчислюємо наступнi iнтеґрали.∫ %ν0

0

gε<%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

=
mV

2π~2

{1

2

%ν0

e−µ/T−1
− 1

2
· 1

4

%ν0

e−µ/T − 1
+

+
3

8
· 1

6

%ν0

e−µ/T − 1
+O(%2ν2

0)
}
. (2.70)

Пiсля перетворень можна записати (з точнiстю до лiнiйних доданкiв):∫ %ν0

0

gε<%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

=
mV

2π~2
%ν0

1

e−µ/T − 1

[
1

2
+
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!!

n!2n(2n+ 2)

]

=
mV

2π~2
%ν0

1

e−µ/T − 1

[
1

2
+
∞∑
n=1

(−1)n

n!

1√
π

Γ(n+ 1/2)

2n+ 2

]

=
mV

2π~2
%ν0

1

e−µ/T − 1

(√
2− 1

)
.

Для ε > %ν0, використовуючи зазначений вище спосiб, можемо за-

писати:∫ ∞
%ν0

gε>%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

=
mV

2π~2

∞∑
n=1

{
T

1

n
en(µ−%ν0)/T − 1

2
enµ/T%ν0 +

+
3

8
· 1

3
enµ/T%ν0 −

5

16
· 1

5
enµ/T%ν0 +

35

128
· 1

7
enµ/T%ν0 + . . .+

+ +%2ν2
0 ln

n%ν0

T

enµ/Tn

T
+ . . .

}
.
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Пiсля перетворень, аналогiчних виконаним для першого iнтеґрала,∫ ∞
%ν0

gε>%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

= − mV
2π~2

T ln
(

1− e
µ−%ν0
T

)
+

+
mV

2π~2
%ν0

1

e−µ/T − 1

(
1−
√

2
)
. (2.71)

Для розрахунку хiмiчного потенцiалу та критичної температури за-

пишемо повну кiлькiсть частинок

N = N0 +

∫ %ν0

0

gε<%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

+

∫ ∞
%ν0

gε>%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

= N0 +
mV

2π~2

[
−T ln

(
1− e

µ−%ν0
T

)
+
∞∑
n=1

%2ν2
0

enµ/T

T
n ln

n%ν0

T

]
. (2.72)

Пiсля перетворень маємо

N = N0 +
mV

2π~2

[
−T ln

(
1− e

µ−%ν0
T

)
+

1

4T sh2 µ
2T

%2ν2
0 ln

%ν0

T

]
. (2.73)

Це — рiвняння для визначення хiмiчного потенцiалу, яке зручнiше пе-

реписати у виглядi:

−T ln
(

1− e
µ−%ν0
T

)
+

1

4T sh2 µ
2T

%2ν2
0 ln

%ν0

T
=

2π~2

m
%,

де враховано, що при наближеннi до точки бозе-конденсацiї справа

N0 = 0. Бачимо, що при µ → 0 другий доданок стає розбiжним, що,

зокрема, вказує на iснування фазового переходу.

Для оцiнки хiмiчного потенцiалу в лiнiйному наближеннi запишемо

його так:

µ = µ0 + ∆µ.

Тут µ0 — хiмiчний потенцiал iдеального газу, а ∆µ — доданок, який

враховує взаємодiю в системi. Знаходимо його з рiвняння

−T ln
(

1− e
µ−%ν0
T

)
+ o(ρν0) = −T ln

(
1− e

µ0
T

)
.
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Отже, ∆µ = %ν0:

µ = µ0 + ∆µ = µ0 + %ν0.

Тепер можна визначити Tc як точку, в якiй потенцiал iдеального

бозе-газу набуває значення (−%ν0):

−Tc ln
(

1− e
−%ν0
Tc

)
=

2π~2

m
%. (2.74)

Отже, для Tc отримаємо трансцендентне рiвняння. Для малих ν0:

Tc ' −
2π~2%/m

ln
(
ν0/

2π~2
m

) → 0, (2.75)

що збiгається з Tc = 0 для iдеального двовимiрного бозе-газу.

У таблицi 2.2 наведено порiвняння числових розрахункiв критичної

температури зi значенням, яке дає вираз (2.75).

Таблиця 2.2. Залежнiсть критичної температури однорiдного слабковзаємодiючого

бозе-газу вiд параметра взаємодiї ν0. Значення параметрiв: 2π~2/m = 1, % = 1.

ν0 Числовий результат Оцiнка (2.75)

1.0 0.95 ∞

0.5 0.74 1.44

0.25 0.58 0.72

0.125 0.47 0.48

0.0625 0.39 0.36

0.03125 0.32 0.29

Розгляньмо далi поведiнку системи у просторi вимiрностi D = 4.

Як ми побачимо в наступному роздiлi, це ефективно вiдповiдає iде-

альному двовимiрному газовi в зовнiшньому квадратичному потенцi-

алi. У цьому випадку показник ε у густинi станiв збiльшується на 1,
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див. (2.55). Для ε < %ν0 найнижчi степенi — %2ν2
0 , тобто нелiнiйнi за

%ν0.

Згiдно з попереднiми наближеннями,

∫ ∞
%ν0

gε>%ν0(ε) dε

e
ε−µ
T − 1

= T 2
∞∑
n=1

enµ/T

n2
+O(%2ν2

0 ln %ν0)

= T 2 Li2

(
e
µ
T

)
+O

(
%2ν2

0 ln %ν0

)
. (2.76)

Тобто, у наближеннi, лiнiйному за ν0, хiмiчний потенцiал збiгається

з результатом для iдеального бозе-газу. Поправки матимуть порядок

%2ν2
0 ln %ν0.

2.6. Висновки до роздiлу 2

У роздiлi проаналiзовано бозе-системи з рiзними типами мiжчастин-

кових взаємодiй. Для випадку сильних взаємодiй застосовано два рiзнi

пiдходи до розрахунку спектра елементарних збуджень, один iз яких

дає добрий опис спектра елементарних збуджень у довгохвильовiй гра-

ницi, а iнший — в областi бiльших значень хвильового вектора. При

цьому досягнуто коректного опису фононної дiлянки спектра рiдко-

го гелiю-4 отримано без застосування поняття ефективної маси, а для

системи бозонiв iз потенцiалом Юкави отримано якiсний збiг з резуль-

татами iнших авторiв.

Детальнiше вивчення точних комутацiйних спiввiдношень для опе-

раторiв Âq, Â
†
q, за допомогою яких розраховано спектр у пiдроздiлi 2.2,

може бути предметом окремих дослiджень.

Ми очiкуємо, що подальший розвиток обчислень мiжатомних по-

тенцiалiв покращить розрахований енерґетичний спектр. Отриманi за-

гальнi вирази можна застосовувати до вивчення iнших бозе-систем,
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насамперед тих, де вiдомi фур’є-зображення потенцiалiв (напр., розрi-

дженi бозе-гази з потенцiалом у виглядi δ-функцiї чи зарядженi бозе-

системи [314]). Для покращення опису рiдкого гелiю поза довгохвильо-

вим наближенням потрiбно зокрема враховувати тричастинковi взає-

модiї та застосовувати iншi способи розщеплення триоператорних фун-

кцiй.

Для слабковзаємодiючого бозе-газу розраховано потенцiал взаємо-

дiй мiж атомами рубiдiю. У модельнiй системi твердих сфер обчислено

густину станiв, кiлькiсть частинок, критичну температуру та хiмiчний

потенцiал iз використанням теорiї iдеального газу на пiдставi спектра

Боголюбова. Для двовимiрного газу отримано розклади за параметром

взаємодiї ν0, якi можна узагальнити для довiльної вимiрностi. Пока-

зано, що критична температура Tc ∼ −1/ ln ν0 й очiкувано прямує до

нуля, а хiмiчний потенцiал газу в пастцi з точнiстю до лiнiйних за ν0

доданкiв дорiвнює хiмiчному потенцiаловi iдеального газу й вiдрiзня-

ється вiд нього доданками типу %2ν2
0 ln %ν0.
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РОЗДIЛ 3

СИСТЕМИ ЧАСТИНОК

У ЗОВНIШНЬОМУ ПОТЕНЦIАЛI

3.1. Вступ

Наявнiсть зовнiшнього потенцiалу (пастки, вiд англ. trap) забезпечує

сприятливi умови для контролю за розрiдженими охолодженими газа-

ми та дослiдження їхнiх властивостей. Поведiнку бозе-систем визна-

чають не лише просторова вимiрнiсть та кiнематичнi характеристики

частинок, але й форма зовнiшнього поля [315]. Саме тому важливо

спочатку пiдсумувати деякi загальнi вiдомостi про iдеальнi бозе-гази

в пастках.

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [74, 82, 84, 94].

3.1.1. Iдеальний газ у зовнiшньому потенцiалi. Енерґiю ча-

стинки у D-вимiрному просторi можна подати в такому загальному

виглядi

ε = αpβ +
D∑
i=1

bi

∣∣∣∣xiai
∣∣∣∣ηi . (3.1)

Для характеристики явища конденсацiї Бозе–Айнштайна доцiльно вве-

сти параметр χ [316]:

χ =
D

β
+

D∑
i=1

1

ηi
> 1. (3.2)

Величина (χ−1) — це показник степеня у функцiї густини станiв (див.

зокрема [100]), яка вiдповiдає проаналiзованому далi квазiкласичному

наближенню, g(ε) ∼ εχ−1 порiвняно з g(ε) ∼ εD/2−1 для iдеального
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D-вимiрного газу вiльних частинок. Лише за умови (3.2) у системi

може вiдбуватися бозе-конденсацiя. Легко бачити, що в означення χ

входить не тiльки вимiрнiсть простору D та кiнематичнi характери-

стики частинок β (для iдеального газу β = 2), але також i форма

зовнiшнього потенцiалу, яку визначають показники ηi. Для бозе-газу

з D/β ≤ 1 зовнiшнiй потенцiал має визначальну роль для можли-

востi переходу системи у стан бозе-конденсату. Наприклад, у нереля-

тивiстському двовимiрному бозе-газi (D = 2, β = 2), згiдно з (3.2)

бозе-конденсацiя вiдсутня, якщо система вiльна; це забезпечують зна-

чення ηi →∞ — границя, яка вiдповiдає вертикальним стiнкам [309].

Але якщо система помiщена в зовнiшнiй гармонiчний потенцiал, то-

дi ηi = 2 i бозе-конденсацiя вiдбувається. Критерiй (3.2) показує, що

вибором потрiбного потенцiалу можна забезпечити iснування конден-

сацiї Бозе–Айнштайна у просторi довiльної вимiрностi. Коли зовнiшнiй

потенцiал симетричний, тобто η1 = η2 = . . . = ηD = η, то умова спро-

щується:
D

β
+
D

η
> 1.

Можна показати, що теплоємнiсть системи при температурi T < Tc

залежить вiд χ так [315]:

CT<Tc = Nχ(χ+ 1)
ζ(χ+ 1)

ζ(χ)

(
T

Tc

)χ
, (3.3)

а в безпосередньому околi критичної температури при T > Tc —

CT>Tc = Nχ(χ+ 1)
ζ(χ+ 1)

ζ(χ)

(
T

Tc

)χ
− χ2 ζ(χ)

ζ(χ− 1)
. (3.4)

Якщо задовольняється критерiй (3.2), то теплоємнiсть у точцi Tc

розривається i вiдбувається фазовий перехiд. Якщо χ задовольняє

умову 1 < χ ≤ 2 , то теплоємнiсть в Tc буде неперервною. Легко

бачити, що коли D/β ≤ 2, саме зовнiшнiй потенцiал системи визначає

поведiнку теплоємностi системи.
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3.1.2. Приклад застосування квазiкласичного наближення.

Виявляється, що система в зовнiшньому полi ефективно поводиться

так, як такий самий iдеальний газ вищих вимiрностей [310]. Наявнiсть

зовнiшнього потенцiалу не дає змоги просто замiнити координатну ча-

стину об’єму фазового простору (dq) в (2.52) на об’єм системи V . У ква-

зiкласичному трактуваннi рух вiдбувається мiж класичними точками

повороту [310], тобто межi R просторового iнтеґрування визначаються

з умови U(x) = ε, див. схематичний рис. 3.1.

Рис. 3.1. Зовнiшнiй потенцiал i класичнi точки повороту.

Розгляньмо для прикладу двовимiрний iдеальний бозе-газ у пастцi

U(x, y) =
m

2
(ω2

xx
2 + ω2

yy
2). (3.5)

Енерґiя частинки вiдповiдно дорiвнюватиме

ε(p) = p2/2m+ U(x, y). (3.6)

Кiлькiсть частинок

N =

∫
dx dy dpx dpy

(2π~)2

1

e
ε−µ
T − 1

. (3.7)

Iмпульс системи

p =
√

2m(ε− U(x, y)), dpx dpy = 2πp dp, (3.8)

Iнтеґрал ∫
dx dy = S
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просто обчислюємо з умови p = 0 (мiж класичними точками повороту)

ε = U(x, y) =
m

2
(ω2

xx
2 + ω2

yy
2).

Легко бачити, що це рiвняння елiпса, тому

S =
2πε

mωxωy
,

тобто в задачi виникає певна ефективна площа.

Отже, кiлькiсть частинок

N =
1

(~ωx)(~ωy)

∫ ∞
0

ε dε

e(ε−µ)/T − 1
. (3.9)

Зауважимо принагiдно, що зi спiввiдношення (2.62) густина станiв

ρ(ε) =
ε

(~ωx)(~ωy)
∝ ε.

У загальному випадку (2.55) ρ ∝ ε
D
2 −1, тобто тут маємо ефективну

вимiрнiсть D = 4.

Критична температура двовимiрного iдеального бозе-газу в потен-

цiалi загальнiшого вигляду U(r) = U0(r/a)η, встановлена з умови

µ = ε0 при T = Tc, буде [310]

Tc
2D =

[
2N~2U

2/η
0

ma2Γ(2/η + 1)ζ(2/η + 1)

]η/(2+η)

. (3.10)

У D-вимiрному просторi в такому ж степеневому потенцiалi нижче вiд

критичної температури кiлькiсть частинок у конденсатi N0 6= 0, якщо

виконується умова (3.2), i температурна залежнiсть для конденсатної

фракцiї має вигляд [317]:

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)D(η+2)/2η

. (3.11)

Для гармонiчного потенцiалу η = 2, результати для вiльної системи

(у скриньцi) обчислюють, приймаючи η → ∞. Якщо D = 2, то бозе-

конденсацiя в останньому випадку не вiдбувається, оскiльки Tc → 0 з

формули (3.10) через ζ(1) =∞.
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3.2. Бозони в пористому середовищi

пiд впливом зовнiшнього поля

У цьому пiдроздiлi вплив пористого середовища враховано шляхом

уведення дробової (фрактальної) просторової вимiрностi [270, 271].

3.2.1. Загальна схема розрахункiв. Для розрахунку термодина-

мiчних функцiй системи бозонiв використаємо таку просту схему. Кiль-

кiсть частинок N пов’язана з активнiстю z i температурою T спiввiд-

ношенням:

N = N0 +
∞∑
n=1

gn
z−1eεn/T − 1

, (3.12)

де N0 = z/(1 − z) — заповнення найнижчого енерґетичного рiвня, εn

— енерґетичний спектр одночастинкових збуджень (причому ε0 = 0),

а gn — виродження n-ого рiвня. Величина N0 є макроскопiчною лише

тодi, коли вiдбувається бозе-конденсацiя.

Рiвняння (3.12) неявно задає z як функцiю N i T . Далi активнiсть

можна використати для розрахунку енерґiї

E =
∞∑
n=1

εngn
z−1eεn/T − 1

, (3.13)

де враховано, що енерґiя найнижчого рiвня дорiвнює нулевi. Похiдна

енерґiї за температурою дасть теплоємнiсть C = dE/dT .

3.2.2. Система осциляторiв у D вимiрах. Нехай задано систе-

му N гармонiчних осциляторiв, що перебувають в iзотропнiй пастцi.

Одночастинковий енерґетичний спектр такої системи буде εn = ~ωn.

В одновимiрному просторi виродження рiвнiв дорiвнює gn = 1, у дво-

вимiрному — gn = n+1, а у тривимiрному gn = (n+1)(n+1)/2. Тобто
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у випадку D вимiрiв його визначає бiномiальний коефiцiєнт

gn = CD−1
n+D−1 =

(n+D − 1)!

n!(D − 1)!
. (3.14)

Природним є таке узагальненням цього виразу для неперервних D,

порiвн. [318]:

gn =
Γ(n+D)

Γ(D)Γ(n+ 1)
. (3.15)

Отже, вираз (3.12) набуває вигляду

N =
z

1− z
+

z

Γ(D)

∞∑
n=1

Γ(n+D)

Γ(n+ 1)

1

e~ωn/T − z
. (3.16)

Подiбне спiввiдношення можна записати також для енерґiї (3.13).

3.2.3. Напiвкласичний пiдхiд. При напiвкласичному пiдходi не-

хтують дискретнiстю енерґетичних рiвнiв, а доступний для частин-

ки у зовнiшньому потенцiалi простiр визначають класичнi точки по-

вороту [310]. В осциляторнiй задачi енерґiя частинки дорiвнює ε =

p2/2m + mω2q2/2, де p — модуль її iмпульсу, а q — модуль її коорди-

нати.

Пiсля нескладних перетворень отримаємо аналог (3.12):

N = N0 +

(
T

~ω

)D
LiD(z), (3.17)

де LiD(z) — полiлогарифм (2.58).

Критичну температуру Tc (точку, в якiй починається бозе-конден-

сацiя) визначають двi умови, N0 = 0 i z = 1. Iз (3.17) отримуємо

Tc = ~ω
[
N

ζ(D)

]1/D

. (3.18)

Зауважмо, що цей результат справедливий лише для D > 1, а також,

що нiяких ознак бозе-конденсацiї в гармонiчнiй пастцi при D ≤ 1 не

спостерiгається.
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Конденсатна фракцiя дорiвнює

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)D
, (3.19)

а енерґiя

E = ~ωD
(
T

~ω

)D+1

LiD+1(z). (3.20)

При T < Tc теплоємнiсть має вигляд

C = D(D + 1)

(
T

~ω

)D
ζ(D + 1). (3.21)

3.2.4. Точнi результати: 1/N-розклади. Перед тим, як перейти

до точних розрахункiв за формулою (3.16), варто з’ясувати, якою є

термодинамiчна границя у цiй задачi. Пiдказку дає формула (3.18): Tc

залишається сталою, якщо ωN 1/D = const. Таку ж умову можна отри-

мати з iнших мiркувань [14, 311]. Для спрощення розрахункiв зручно

використовувати ~ω як одиницю енерґiї й температури. Також позна-

чимо

T0 =

[
1

ζ(D)

]1/D

. (3.22)

Критична температура системи з дискретним спектром визначає-

ться з умови

N =
1

Γ(D)

∞∑
n=1

Γ(n+D)

Γ(n+ 1)

1

en/Tc − 1
, Tc = T0N

1/D. (3.23)

Щоб його перетворити, можна скористатися формулою Стiрлiнґа для

Γ-функцiї й отримати:

Γ(n+D)

Γ(n+ 1)
≈ nD−1

{
1 +

1

n

D(D − 1)

2
+ . . .

}
. (3.24)

Цей вираз є асимптотичним.
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У границi великих N пiдсумовування в першому доданку можна

зробити за формулою Ейлера–Маклорена:
∞∑
n=1

nD−1

en/Tc − 1
= TDc

∫ ∞
1/Tc

xD−1 dx

ex − 1
+

1

2
Tc + . . . =

= TDc

∫ ∞
0

xD−1 dx

ex − 1
− TDc

∫ 1/Tc

0

xD−1 dx

ex − 1
+

1

2
Tc + . . . =

= TDc Γ(D)ζ(D) + Tc

[
1

2
− 1

D − 1
+ . . .

]
+ o(Tc),

де крапки позначають малi поправки до другого та наступних доданкiв

у формулi Ейлера–Маклорена.

Другий доданок у (3.24) дає такий внесок:
∞∑
n=1

nD−2

en/Tc − 1
= Tc

∞∑
n=1

nD−3 + o(Tc) = Tcζ(3−D) + o(Tc).

Цей розклад є правильним при D < 2.

Решту доданкiв у (3.24) можна розрахувати аналогiчно, проте вони

дають малi поправки й ними можна знехтувати.

Збираючи розрахованi суми, запишемо розклад для критичної тем-

ператури N -частинкової системи T (N)
c = T

(N)
0 N 1/D :

T
(N)
0 =

[
1

ζ(D)

]1/D {
1−BDN

1/D−1 + o(N 1/D−1)
}
, (3.25)

де

BD =

(
1

ζ(D)

)1/D
1

2Γ(D + 1)
×

×
[
1− 2

D − 1
+D(D − 1)ζ(3−D) + . . .

]
. (3.26)

3.2.5. Числовi розрахунки. Числовий аналiз проведено для ви-

падку килимка Сєрпiнського, об’єкта iз гаусдорфiвською вимiрнiстю

D = ln 8/ ln 3 = 1.892789 . . . . Результати наведено на рис. 3.2 i 3.3.
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Рис. 3.2. Конденсатна фракцiя системи бозонiв у просторi з дробовою вимiрнiстю

D = 1.892789 . . ., що вiдповiдає фракталовi “килимок Сєрпiнського”. Суцiльною

лiнiєю показано результати напiвкласичного наближення (3.19). На врiзцi пока-

зано окiл температури фазового переходу Tc. Одиницi вимiрювання зафiксовано

умовою ~ωN1/D = 1.

Рис. 3.3. Теплоємнiсть системи бозонiв у просторi з дробовою вимiрнiстю D =

1.892789 . . ., що вiдповiдає фракталовi “килимок Сєрпiнського”. Суцiльною лiнi-

єю показано результати напiвкласичного наближення (3.21). На врiзцi показано

окiл температури фазового переходу Tc. Одиницi вимiрювання зафiксовано умо-

вою ~ωN1/D = 1.
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3.3. Метод наближеного вторинного квантування

для бозонiв у пастцi

У цьому пiдроздiлi викладено метод, який є узагальненням пiдходу Бо-

голюбова [10] на випадок слабковзаємодiючого D-вимiрного бозе-газу

у гармонiчному зовнiшньому потенцiалi. З цiєю метою до гамiльтонiа-

на вихiдної системи застосовано метод наближеного вторинного кван-

тування на власних функцiях D-вимiрного гармонiчного осцилятора.

Унаслiдок дiагоналiзацiї гамiльтонiана отримано систему матричних

рiвнянь, що дозволило врештi розрахувати конденсатну фракцiю та

енерґiю [82].

3.3.1. Дiагоналiзацiя гамiльтонiана. Розглядатимемо D-вимiрну

систему N слабковзаємодiючих бозонiв масою m кожен, якi перебува-

ють у гармонiчному зовнiшньому потенцiалi (пастцi)

V (x1, . . . , xD) =
m

2

(
ω2

1x
2
1 + . . .+ ω2

Dx
2
D

)
. (3.27)

Потенцiал мiжатомної взаємодiї має вигляд U(x1, . . . , xD) = gδ(x),

який вiдповiдає борнiвському наближенню в моделi твердих сфер, де

вектор x = (x1, . . . , xD), а g — параметр взаємодiї.

Гамiльтонiан задачi має вигляд

Ĥ =
N∑
j=1

[
p̂2
j

2m
+ V (xj)

]
+

∑
1≤j<l≤N

U(xj − xl) = Ĥ0 + Û . (3.28)

У цьому виразi p̂j — оператор iмпульсу j-ої частинки, xj — її коорди-

ната.

Вторинне квантування можна побудувати з використанням власних

функцiй |n〉 = |n1, . . . , nD〉 оператора Ĥ0, що вiдповiдає звичайномуD-

вимiрному гармонiчному осциляторовi. Для спрощення вимагатимемо,
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щоб вiдношення частот ω1, . . . , ωD не було рацiональним числом — цим

уникнемо випадкового виродження енерґетичних рiвнiв.

Нехай â†n, ân — оператори породження–знищення стану |n〉. Вiдпо-

вiднi енерґетичнi рiвнi εn = ~ (ω1n1 + . . .+ ωDnD) . У такому зобра-

женнi гамiльтонiан (3.28) дорiвнює

Ĥ =
∑
n

εnâ
†
nân +

1

2

∑
m,m′,n,n′

〈mn|U |m′n′〉â†mâ†nâm′ân′. (3.29)

Оператори задовольняють стандартнi бозоннi комутацiйнi спiввiдно-

шення: [
ân′, â

†
n

]
= δnn′ (3.30)

Застосуємо наближене вторинне квантування вiдповiдно до [10]. Не-

хай N0 — кiлькiсть частинок на найнижчому енерґетичному рiвнi ε0.

Оскiльки взаємодiя слабка, то поведiнка бозонiв не буде суттєво вiд-

рiзнятися вiд iдеальної системи. Тобто при низьких температурах мо-

жна очiкувати конденсацiї Бозе–Айнштайна, а отже N0 — макроско-

пiчна величина. Враховуючи, що вона є власним значенням оператора

â†0â0, можемо вважати â†0 i â0 c-числами: â†0â0 = N0, â0â
†
0 = N0 + 1 '

N0, â†0 '
√
N0, â0 '

√
N0. З метою отримання загальнiших фiзи-

чних результатiв ми не покладатимемо N0 = N . Зауважмо ще, що при

D < 3 бозе-конденсацiя можлива лише в пастках [310].

Далi, за Боголюбовим, знехтуємо доданками, що мають бiльше нiж

два оператори з ненульовим iндексом. Оскiльки власнi функцiї |n〉 дiй-

снi, то матричнi елементи в другому доданковi (3.29) при рiзних комбi-

нацiях операторiв збiгаються: 〈m0|U |n0〉 = 〈mn|U |00〉 = 〈00|U |mn〉 ≡

g cmn, де

cmn =
( mω

2π2~

)D/2 D∏
j=1

(−1)(3mj+nj)/2
1√

mj!nj!
Γ

(
mj + nj + 1

2

)
, (3.31)
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якщо mj + nj парне для всiх j i cmn = 0 в iншому випадку. Тут вико-

ристано позначення ω = (ω1. . . ωD)
1
D .

Матричнi елементи з трьома нулями дорiвнюють

〈n0|U |00〉 ≡ g dn = g
( mω

2π2~

)D/2 D∏
j=1

(−1)nj/2
1√
nj!

Γ

(
nj + 1

2

)
, (3.32)

якщо nj парне для всiх j.

Гамiльтонiан (3.29) набуває вигляду

Ĥ = const +
∑
n

εnâ
†
nân + gN

3/2
0

∑
n

dn
(
â†n + ân

)
+

+ g
N0

2

∑
m,n

cmn

(
4â†mân + â†mâ

†
n + âmân

)
, (3.33)

де ‘const’ позначає доданки неоператорного типу, якi ми далi вiдки-

немо. Для скорочення запису умову n 6= 0,m 6= 0 не виписано явно.

Зауважмо появу лiнiйних доданкiв ∼ â†, ∼ â, яких не було у боголю-

бiвському пiдходi [10] через закон збереження iмпульсу.

Нехай iндекси m,n нумерують усi стани, якi позначали векторнi iн-

дексиm,n. Для отримання енерґетичного спектра гамiльтонiана (3.33)

застосуємо процедуру дiагоналiзацiї. Для цього зобразимо гамiльтонi-

ан (3.33) у такiй матричнiй формi:

Ĥ = â†E â + 2λ
√
N0

(
â†d + âTd

)
+ λ

(
4â†Câ + â†Câ†T + âTCâ

)
, (3.34)

де â та d — вектори безмежної розмiрностi:

âT = (â1, â2 . . .) , â† =
(
â†1, â

†
2, . . .

)
, dT = (d1, d2, . . .) ,

дiагональна матриця

E =


ε1 0 0 . . .

0 ε2 0 . . .
... . . .

 ,
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а елементами матрицi C є коефiцiєнти cmn. Також для скорочення

запису введено позначення g N0/2 = λ.

Щоб отримати гамiльтонiан в дiагональному виглядi

Ĥ =
∑
n

εnα̂
†
nα̂n = α̂†E α̂, (3.35)

де E — дiагональна матриця з елементами εn, можна застосувати уза-

гальнення вiдомих u–v перетворень Боголюбова у такiй формi:

â = Xα̂ + Y α̂†T + z, â† = α̂†X + α̂TY + zT . (3.36)

Тут X та Y — квадратнi матрицi безмежної розмiрностi, вимагати-

мемо, щоби вони були ермiтовими (симетричними й дiйсними), а z —

вектор з дiйсними компонентами. З комутацiйних спiввiдношень (3.30)

випливає, що X та Y задовольняють таку умову:

X2 − Y 2 = I, (3.37)

де I — одинична матриця.

Легко показати, що лiнiйнi доданки (вирази в перших дужках) у рiв-

няннi (3.34) спричиняють лише зсув енерґетичних рiвнiв, не змiнюючи

вiдстанi мiж ними. Тому далi братимемо до уваги лише квадратичнi

за â й α̂ доданки в гамiльтонiанi.

Щоб занулити лiнiйнi за α̂ члени в Ĥ, вектор z мусить дорiвнювати

z = −2λ
√
N0 (E + 6λC)−1d. (3.38)

Вимагаючи вiдсутностi в гамiльтонiанi членiв типу α̂†mα̂
†
n i α̂mα̂n,

отримаємо такi матричнi рiвняння:

XEY + 4λXCY + λXCX + λY CY = 0, (3.39)

Y EX + 4λY CX + λXCX + λY CY = 0. (3.40)
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Матриця E дорiвнює

E = XEX + Y EY + 4λ(XCX + Y CY ) + 2λ(XCY + Y CX), (3.41)

а її власнi значення визначають шуканий енерґетичний спектр.

Якщо у системi вимкнути мiжатомну взаємодiю (g = 0), то розв’яз-

ки матимуть вигляд X = I, Y = 0. Тому розкладемо матрицi X та Y

в ряд за параметром λ:

X = I + 2λ2χ2 + . . . , Y = λυ + λ2υ1 + . . . . (3.42)

Матрицi χ, υ, υ1 можна знайти з рiвнянь (3.37)–(3.40):

υ = 2χ; χ = −E−1C/2; υ1 = 4 E−1CE−1C. (3.43)

З точнiстю до λ2 отримаємо для матрицi E:

E = E + 4λC +
λ2

2

{(
E−1C

)2 E − 3CE−1C − 2E−1C2
}
, (3.44)

а енерґетичнi рiвнi εn = εn + 4λcnn + O(λ2), як i треба очiкувати з

(3.33).

Систему рiвнянь (3.37)–(3.40) у загальному випадку розв’язувати

складно, оскiльки вони є нелiнiйними щодо безмежних матриць. Їх

можна трактувати як систему матричних рiвнянь Рiккатi:

XAY +XBX + Y BY = 0, (3.45)

Y AX +XBX + Y BY = 0, (3.46)

X2 − Y 2 − I = 0, (3.47)

де A = E + 4λC, B = λC. Чисельне (непертурбативне) розв’язування

такої задачi вимагає спецiальних пiдходiв [319–321].
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3.3.2. Результати розрахункiв. При бозе-конденсацiї хiмiчний по-

тенцiал µ системи наближається до нуля, а повне число частинок ви-

значається виразом:

N = N0 +
∑
n>0

1

exp(εn/T )− 1
, (3.48)

де N0 — заповнення найнижчого енерґетичного рiвня. Тому, знаючи

N та енерґетичний спектр εn = εn(λ) = εn(gN0) з власних значень

(3.44), можна розрахувати N0 як функцiю температури T . Таким чи-

ном, приходимо до самоузгодженої задачi, розв’язки якої дають змогу

розрахувати енерґiю

E = E0 +
∑
n>0

εn
exp(εn/T )− 1

(3.49)

та iншi термодинамiчнi функцiї.

На рис. 3.4 наведено температурнi залежностi конденсатної фракцiї

N0/N та енерґiї (E − E0)/N для одновимiрного газу. Для простоти

розрахунки здiйснено для модельної системи з такими параметрами:

~ = ω = 1, m = 2π2, N = 1000, g = 0.0002.
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Рис. 3.4. (Лiворуч) — конденсатна фракцiя N0/N як функцiя температури T ; (пра-

воруч) — енерґiя як функцiя температури. Штрихова лiнiя вiдповiдає взаємодiю-

чiй системi, суцiльна — iдеальному бозе-газовi.
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Оскiльки cnn > 0, то взаємодiя зсуває енерґетичнi рiвнi вгору, що

ефективно вiдповiдає легшим частинкам. Отже, температура бозе-

конденсацiї зростає. Проте варто зазначити, що запропонований пiд-

хiд не є коректним для вищих температур — у цьому випадку потрiбно

враховувати бiльше доданкiв у гамiльтонiанi (3.33).

3.4. Ефективний гамiльтонiан i спектр елементар-

них збуджень бозонiв у гармонiчнiй пастцi

Головна iдея цього пiдроздiлу полягає в тому, щоби запропонувати ма-

тематично просте наближення для врахування поправок вищих поряд-

кiв у гамiльтонiанi бозонiв у гармонiчнiй пастцi. Цього можна досягти,

пов’язавши певним феноменологiчним способом добутки операторiв

породження–знищення з вiдповiдними числами заповнення.

Як показано в попередньому пiдроздiлi, доданки, лiнiйнi за опера-

торами â† чи â, дають лише сталий зсув енерґетичних рiвнiв [82], тому

їх можна не враховувати в подальшому аналiзi. Вiдкидаючи також

неоператорнi доданки, отримаємо з (3.29) такий гамiльтонiан:

Ĥ =
∑
j6=0

εjâ
†
j âj +

N0

2

∑
j,k 6=0

cjk(4â†j âk + â†j â
†
k + âjâk) +

(3.50)

+ N
1/2
0

∑
j,k,l 6=0

cjkl(â
†
j â
†
kâl + â†j âkâl) +

1

2

∑
j,k,l,m 6=0

cjklm â
†
j â
†
kâlâm,

де, враховуючи дiйснiсть власних функцiй гармонiчного осцилятора,

cjk = 〈 j0|U |k0〉 = 〈 jk|U |00〉 = 〈00|U |jk〉, (3.51)

cjkl = 〈 jk|U |l0〉 = 〈 j0|U |kl〉, (3.52)

cjklm = 〈 jk|U |lm〉. (3.53)
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3.4.1. Процедура дiагоналiзацiї. Щоб отримати з (3.50) квадра-

тичну форму за операторами â†, â, придатну для подальшої дiаго-

налiзацiї, можна застосувати таку процедуру. Число заповнення, що

вiдповiдає становi |j〉, дорiвнює

nj = 〈â†j âj〉. (3.54)

На цiй пiдставi пропонуємо замiнити оператори в доданках, що мiстять

добутки трьох i чотирьох â†, â:

â†j → nxj , âj → n1−x
j , (3.55)

де параметр x визначатимемо згодом.

Пiсля цiєї процедури отримаємо задачу про дiагоналiзацiю квадра-

тичної форми загального вигляду∑
j,k

(
Ajkâ

†
jâk +Bjkâ

†
jâ
†
k +B∗jkâjâk

)
, (3.56)

яку розглядали в деяких працях [82, 322–324].

Певного математичного спрощення вдається досягти, застосовую-

чи подальшi наближення, а саме пов’язуючи оператори породження–

знищення з рiзними iндексами через деякий множник,

âk = fkjâj, â†k = f ∗kjâ
†
j . (3.57)

Беручи до уваги (3.55), отримаємо:

fkj =

(
nk
nj

)1−x
, f ∗kj =

(
nk
nj

)x
. (3.58)

Оскiльки числа заповнення nj — дiйснi i додатнi, то f ∗kj = fkj i тому

x = 1/2. Для спрощення будемо далi застосовувати також позначення:

hj = nxj =
√
nj. (3.59)
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Триоператорнi доданки замiнимо так:

cjkl

(
â†j â
†
kâl + â†j âkâl

)
→ cjkl

3

(
â†j â
†
khl + â†j âlhk + â†kâlhj) +

+
cjkl
3

(â†j âkhl + â†j âlhk + âkâlhj

)
, (3.60)

а для чотириоператорних будемо мати вiдповiдно

cjklm â
†
j â
†
kâlâm →

cjklm
6

(
â†j â
†
khlhm + âlâmhjhk + â†j âlhkhm +

+ â†kâmhjhl + â†kâlhjhm + â†j âmhkhl

)
. (3.61)

Зважаючи на симетрiю коефiцiєнтiв cjk, cjkl i cjklm за всiма iндекса-

ми, пiсля нескладних перетворень, описаних вище, отримаємо ефек-

тивний гамiльтонiан у виглядi:

Ĥeff =
∑
j6=0

â†j âj

[
εj + 2N0

∑
k 6=0

fkjcjk +

+
4

3

√
N0

∑
k,l 6=0

fkjcjklhl +
1

3

∑
k,l,m 6=0

fkjcjklmhlhm

]
+

+
∑
j 6=0

(
â†j â
†
j + âjâj

) [N0

2

∑
k6=0

fkjcjk +

+
1

3

√
N0

∑
k,l 6=0

fkjcjklhl +
1

12

∑
k,l,m 6=0

fkjcjklmhlhm

]
. (3.62)

Запропонованi перетворення зручно проiлюструвати за допомогою

формалiзму функцiй Ґрiна. Розгляньмо рiвняння руху для двочасових

температурних функцiй Ґрiна 〈〈âq|â†q〉〉:

~ω〈〈âq|â†q〉〉 =
1

2π
+ 〈〈[âq, Ĥ]|â†q〉〉 =

=
1

2π
+ εq〈〈âq|â†q〉〉+N0

∑
k 6=0

cqk

(
2〈〈âk|â†q〉〉+ 〈〈â†k|â

†
q〉〉
)

+

+
√
N0

∑
k,l 6=0

cqkl

(
2〈〈â†kâl|â

†
q〉〉+ 〈〈âkâl|â†q〉〉

)
+
∑

k,l,m6=0

cqklm〈〈â†kâlâm|â
†
q〉〉
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Використовуючи ефективний гамiльтонiан (3.62) отримаємо натомiсть:

~ω〈〈âq|â†q〉〉 =
1

2π
+ 〈〈[âq, Ĥeff ]|â†q〉〉 =

=
1

2π
+ εq〈〈âq|â†q〉〉+N0

∑
k 6=0

cqk

(
2fkq〈〈âq|â†q〉〉+ fkq〈〈â†q|â†q〉〉

)
+

+
2

3

√
N0

∑
k,l 6=0

cqkl

(
2fkqhl〈〈âq|â†q〉〉+ fkqhl〈〈â†q|â†q〉〉

)
+

+
1

12

∑
k,l,m 6=0

cqklmfkqhlhm

(
〈〈â†q|â†q〉〉+ 〈〈âq|â†q〉〉

)
.

Отже, пропонована замiна операторiв приводить до замкненої систе-

ми рiвнянь руху (для 〈〈âq|â†q〉〉 i 〈〈â†q|â†q〉〉) внаслiдок того, що вдалося

позбутися позадiагональних функцiй∑
k 6=0

cqk〈〈âk|â†q〉〉 → 〈〈âq|â†q〉〉
∑
k 6=0

cqkfkq ≡ G0(q)〈〈âq|â†q〉〉,

а також розщепити функцiї вищих порядкiв∑
k,l 6=0

cqkl〈〈â†kâl|â
†
q〉〉 → G1(q)〈〈âq|â†q〉〉+G2(q)〈〈â†q|â†q〉〉 тощо,

де коефiцiєнтиG1,2(q) пов’язанi з fkq i hl. Перше з наведених спiввiдно-

шень можна до певної мiри пов’язати з так званою умовою збереження

квантового числа [325]

〈â†kâq〉 = δk,q〈â†qâq〉,

тодi як друге є наближенням типу середнього поля. Подiбний пiдхiд

було успiшно застосовано для моделювання спектра сильновзаємодiю-

чої бозе-системи у роздiлi 2, див. також [93].

Нижче ми використовуватимемо такi позначення:

γj =
N0

2

∑
k 6=0

fkjcjk; (3.63)
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ηj =
1

3

√
N0

∑
k,l6=0

fkjcjklhl; (3.64)

ϕj =
1

12

∑
k,l,m6=0

fkjcjklmhlhm. (3.65)

Гамiльтонiан вiдповiдно запишемо у виглядi

Ĥeff =
∑
j6=0

{
(εj + 4Qj) â

†
j âj +Qj

(
â†j â
†
j + âjâj

)}
, (3.66)

де

Qj = γj + ηj + ϕj. (3.67)

До цiєї квадратичної форми далi застосуємо стандартне u–v перетво-

рення Боголюбова.

Оператори кожної моди (стану) виразимо так:

âj = ujb̂j + vjb̂
†
j , â†j = u∗j b̂

†
j + v∗j b̂j. (3.68)

З бозонного комутатора [
âj, â

†
j

]
= 1, (3.69)

вимагаючи вiдсутностi позадiагональних добуткiв b̂jb̂j i b̂†j b̂
†
j в остато-

чних виразах, отримаємо гамiльтонiан у виглядi

Ĥeff =
∑
j 6=0

Ej b̂
†
j b̂j, (3.70)

де спектр елементарних збуджень

Ej =
√
ε2
j + 8εjQj + 12Q2

j . (3.71)

Подальшi розрахунки не можна провести без конкретизацiї функцiо-

нальних залежностей fj i hj. З iншого боку, коефiцiєнти c (матричнi

елементи оператора потенцiальної енерґiї) мають вигляд:

cjk = cj1k1 . . . cjDkD , cjkl = cj1k1l1 . . . cjDkDlD ,

cjklm = cj1k1l1m1
. . . cjDkDlDmD

(3.72)



105

завдяки тому, що власнi функцiї D-вимiрного гармонiчного осцилято-

ра факторизуються на одновимiрнi.

3.4.2. Одновимiрна задача. Як приклад розрахункiв iз запропо-

нованим ефективним гамiльтонiаном розглянемо одновимiрну задачу.

Власнi функцiї гармонiчного осцилятора з масою m i частотою ω ма-

ють вигляд:

|j〉 =
1√
2jj!

(mω
π~

)1/4

e−mωx
2/2~Hj

(√
mω

~
x

)
, j = 0, 1, 2, . . . , (3.73)

де Hj(ξ) — полiноми Ермiта.

Використовуючи природну в цiй задачi одиницю довжини

aho =

√
~
mω

, (3.74)

яку ще називають довжиною гармонiчного осцилятора, для матричних

елементiв (3.51)–(3.53) отримаємо:

cjk =
g

aho

1√
2j+kj! k!

1

π

∫ ∞
−∞

= e−2ξ2Hj(ξ)Hk(ξ) dξ =

=
g

aho

1

π
√

2

(−1)(j−k)/2√
j! k!

Γ

(
j + k + 1

2

)
. (3.75)

cjkl =
g

aho

1√
2j+k+lj! k! l!

1

π

∫ ∞
−∞

e−2ξ2Hj(ξ)Hk(ξ)Hl(ξ) dξ =

=
g

aho

1

π2
√

2

1√
j! k! l!

Γ

(
j + k − l + 1

2

)
Γ

(
j − k + l + 1

2

)
×

× Γ

(
k − j + l + 1

2

)
, (3.76)

cjklm =
g

aho

1√
2j+k+l+mj! k! l!m!

1

π

∫ ∞
−∞

e−2ξ2Hj(ξ)Hk(ξ)Hl(ξ)Hm(ξ) dξ =
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=
g

aho

1

π
√

2

(−1)(k−j+m−l)/2√
j! k! l!m!

Γ
(
j+k+l−m+1

2

)
Γ
(
j−k+l+m+1

2

)
Γ
(
j−k+l−m+1

2

) ×

× 3F2

 −j, −l, k−j+m−l+1
2 ;

m−j−k−l+1
2 , k−j−l−m+1

2 ;
1

 . (3.77)

Iнтеґрування цих виразiв у замкненiй формi можна здiйснити, як пока-

зано, наприклад, у працях [227, 326–328]. У наведених формулах Γ(z)

— це гамма-функцiя Ейлера, а 3F2(a1, a2, a3; b1, b2; z) — гiпергеометри-

чна функцiя. Потрiбно також зазначити, що суми iндексiв у коефiцiєн-

тах c (тобто j+k, j+k+l та j+k+l+m) мусять бути парними числами,

iнакше вiдповiднi iнтеґрали дорiвнюють нулевi завдяки властивостям

полiномiв Ермiта.

Моделi множникiв fkj i hj використовують числа заповнення nj:

fkj =

√
nk
nj
, hj =

√
nj. (3.78)

Загалом, для гармонiчних осциляторiв

nj =
1

z−1e~ωj/T − 1
, (3.79)

а активнiсть z можна наближено вважати рiвною одиницi при малих

температурах, що вiдповiдають режимовi бозе-конденсацiї.

У границi ~ω � T матимемо

nj ' e−~ωj/T . (3.80)

Натомiсть бiльшiсть експериментiв iз холодними атомними газами вiд-

буваються за протилежних умов, ~ω � T , див. [225, 329]. Тобто

nj '
T

~ωj
. (3.81)
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На пiдставi цих простих виразiв зробимо числовi розрахунки. Зале-

жностi fkj i hj набудуть вигляду:

fkj =

√
j

k
, hj =

√
T

~ωj
. (3.82)

Це означає зокрема вiдсутнiсть температурної залежностi в γj, проте

поправки ηj та ϕj будуть пропорцiйними вiдповiдно до
√
T i T .

У станi бозе-конденсацiї заповнення найнижчого рiвня N0 набли-

жається до загальної кiлькостi частинок N , тому покладемо N0 = N

у виразах для γj i ηj:

γj =
gN

aho
γ̄j, (3.83)

ηj =
g

aho

√
NT

~ω
η̄j, (3.84)

ϕj =
g

aho

T

~ω
ϕ̄j, (3.85)

де γ̄j, η̄j i ϕ̄j — безрозмiрнi коефiцiєнти, отриманi внаслiдок пiдста-

новки (3.75)–(3.77) з fkj i hj iз (3.78) в одновимiрнi аналоги рiвнянь

(3.63)–(3.65).

Спектр (3.71) в одновимiрному випадку з εj = ~ωj буде

Ej = ~ωj

√
1 + 8

γj + ηj + ϕj
~ωj

+ 12

(
γj + ηj + ϕj

~ωj

)2

. (3.86)

Вводячи безрозмiрнi параметри

x =
gN

aho

1

~ω
, y =

T

~ωN
, (3.87)

отримаємо

Ej = ~ωj

√
1+8

xγ̄j + x
√
y η̄j + yϕ̄j

j
+12

(
xγ̄j + x

√
y η̄j + yϕ̄j

j

)2

. (3.88)

Числовi значення γ̄j, η̄j, i ϕ̄j наведено в табл. 3.1. Залежностi енерґiй

перших трьох рiвнiв j = 1, 2, 3 вiд значень x та y показано на рис. 3.5.
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Таблиця 3.1. Значення безрозмiрних коефiцiєнтiв у рiвняннях (3.83)–(3.85) зале-

жно вiд номера рiвня j.

j γ̄j η̄j ϕ̄j

1 0.074987 0.020906 0.041237

2 0.049719 0.047775 0.073939

3 −0.067169 0.045062 0.087680

4 −0.044015 −0.022696 0.081353

5 0.041606 −0.044378 0.056191

6 0.030211 0.005830 0.036522

7 −0.023169 0.030029 0.039952

8 −0.018589 0.000509 0.049381

9 0.012314 −0.017838 0.045257

10 0.010780 −0.001987 0.035160

11 −0.006394 0.009961 0.033071

12 −0.006034 0.001827 0.036096

13 0.003288 −0.005385 0.035395

14 0.003311 −0.001339 0.031684

15 −0.001702 0.002872 0.029970

16 −0.001815 0.000955 0.030215

17 0.000926 −0.001549 0.029776

18 0.001035 −0.000784 0.028471

19 −0.000590 0.000883 0.027376

20 −0.000678 0.000844 0.026641

25 0.000843 −0.000360 0.023545

30 0.001743 −0.004430 0.023388

50 0.007818 0.000009 0.025675

100 −0.000160 0.000125 0.000214
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Рис. 3.5. Енерґiї перших трьох збуджених рiвнiв E1, E2, E3 (вертикальна вiсь, в

одиницях ~ω) з рiвняння (3.88) як функцiї параметрiв x та y (3.87). Червона по-

верхня — E1, зелена — E2, синя — E3. Сiрi площини вiдповiдають енерґiям невза-

ємодiючих осциляторiв ε1, . . . , ε4.

Зауважмо, що коли x досягає значень понад 2, то виникає перетин

енерґiй E2 i E3. Подiбна поведiнка можлива для деяких iнших рiвнiв,

оскiльки γ̄j i η̄j можуть бути як додатними, так i вiд’ємними.

Зрозумiло, що справедливiсть наближення зменшується для додан-

кiв, що мiстять ηj i ще бiльше у випадку ϕj. Це пов’язано з кiлькiстю

застосованих спрощень порiвняно з доданками, якi мiстять γj.

Бiльш послiдовний пiдхiд може полягати в отриманнi виразiв для

hj та fkj, що вимагає розв’язування варiацiйної задачi типу Ґросса–

Пiтаєвського, однак вищого порядку. Так, оператор â можна розбити

на суму неоператорної частини h i малої поправки α̂, тобто â = h+ α̂.

Вiдповiдний аналiз спричиняє значнi математичнi ускладнення порiв-

няно з наведеним пiдходом, а отже суперечить початковiй iдеї ефе-

ктивного спрощення проблеми дiагоналiзацiї.

3.4.3. Двосортова бозе-сумiш. Слабковзаємодiючi бозе-сумiшi в

гармонiчних пастках протягом останнього часу стали предметом актив-

них експериментальних i теоретичних дослiджень, зокрема, йдеться
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про сумiшi iзотопiв iттербiю [238, 330] або рубiдiю з деякими iншими

елементами [330, 331], див. також [332].

Нехай система мiстить два сорти бозонiв, a i b, якi характеризую-

ться параметрами взаємодiї ga, gb i gab, причому останнiй вiдповiдає

мiжсортовiй взаємодiї. Одночастинковi задачi будуть однаковими для

кожного сорту:

Ĥ1a = Ĥ0a + Ua; Ĥ1b = Ĥ0b + Ub, (3.89)

де невзаємодiючi гамiльтонiани дорiвнюють

Ĥ0a = K̂a + Va; Ĥ0b = K̂b + Vb (3.90)

iз потенцiалами пасток

Va,b(x) =
ma,b

2

(
ω2

1x
2
1 + . . .+ ω2

Dx
2
D

)
. (3.91)

Доданки взаємодiї будуть

Ua = gaδ(x); Ub = gbδ(x); Uab = gabδ(x). (3.92)

У формалiзмi чисел заповнення отримаємо:

Ĥ =
∑

Ĥ1a +
∑

Ĥ1b +
∑

Uab =

=
∑
na

εnaâ
†
na
âna +

∑
na

εnb b̂
†
nb
b̂nb + U, (3.93)

де суми пробiгають усi вiдповiднi частинки, а U — повна потенцiальна

енерґiя системи. Отже, нас особливо цiкавитиме такий гамiльтонiан:

Ĥ ′ =
∑
mn

(
Amnâ

†
mân +Bmnb̂

†
mb̂n + Cmnâ

†
mâ
†
n + C∗mnâmân +

+Dmnb̂
†
mb̂
†
n +D∗mnb̂mb̂n + Fmnâ

†
mb̂
†
n + F ∗mnâmb̂n +

+ Gmnâ
†
mb̂n +G∗mnb̂

†
mân

)
. (3.94)
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Його отримуємо вiдкиданням три- i чотириоператорних доданкiв, як

показано в попередньому пунктi. Дiагоналiзований гамiльтонiан

Ĥ ′′ =
∑
j

Ej ξ̂
†
j ξ̂j =

∑
m

E(α)
m α̂†mα̂m +

∑
n

E(β)
n β̂†nβ̂n (3.95)

можна отримати, безпосередньо застосовуючи процедуру дiагоналiза-

цiї, подiбну до описаної у працях [82, 322–324]. Вона є досить складною

технiчно i вимагає розв’язування нелiнiйних рiвнянь для безмежних

матриць; доброю альтернативою може бути пертурбативний розв’я-

зок.

З iншого боку, можна застосувати описану вище процедуру й отри-

мати гамiльтонiан у виглядi

Ĥ ′′ =
∑
j

ĥj, (3.96)

де дiагоналiзацiя квадратичної форми у кожнiй модi ĥj просто зводи-

ться до розв’язування бiквадратного рiвняння.

Для спрощеного одномодового виразу

ĥ = εaâ
†â+ εbb̂

†b̂+

+ λa(4â
†â+ â†â† + ââ) + λb(4b̂

†b̂+ b̂†b̂† + b̂b̂) +

+ λab(â
†b̂+ âb̂†), (3.97)

де λa, λb та λab пов’язанi з параметрами взаємодiї ga, gb та gab i також

мiстять певнi ефективнi внески, пов’язанi зi спрощеннями вихiдного

гамiльтонiана, можна отримати такi двi гiлки спектра елементарних

збуджень:

E(1,2) =

√
p

2
±
√
p2

4
− q, (3.98)

де

p = (εa + 4λa)
2 + (εb + 4λb)

2 − λ2
a − λ2

b + 2λ2
ab (3.99)
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i

q = (εa + 4λa)
2(εa + 4λa)

2 −

− λ2
a(εb + 4λb)

2 − λ2
b(εa + 4λa)

2 − λ2
aλ

2
b −

− 2λ2
ab(εa + 4λa)(εb + 4λb)− 2λaλbλ

2
ab − λ4

ab. (3.100)

3.5. Одновимiрнi слабковзаємодiючi гармонiчнi

осцилятори зi статистикою Джентiле

У цьому пiдроздiлi розглядатимемо одновимiрну систему гармонiчних

осциляторiв зi статистикою Джентiле [121], див. пункт 1.3.1 на стор. 32.

Для неї є характерним особливе заповнення енерґетичних рiвнiв: кiль-

кiсть частинок на певному енерґетичному рiвнi обмежена деяким скiн-

ченним числом M , яке називають порядком статистики. Виявляється,

зокрема, що можна показати зв’язок мiж властивостями такої системи

та скiнченної системи бозонiв [83].

Аналiз проводитимемо за близької до нуля температури. Iнтерес до

системи гармонiчних осциляторiв пов’язаний зокрема з тим, що те-

пер досить активно вивчають властивостi бозонiв у зовнiшньому полi

(так звана гармонiчна пастка) [9]. Використовуючи зв’язок функцiї

розподiлу частинок iз термодинамiчними величинами, дослiдимо тер-

модинамiку системи для iдеального випадку та при включеннi слабкої

мiжчастинкової взаємодiї.

3.5.1. Вихiднi вирази. Вираз для чисел заповнення у статистицi

Джентiле має вигляд [33, 121, 127]:

fM (εi, µ) =
1

e(εi−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(εi−µ)/T − 1
, (3.101)
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де εi — енерґiя i-го рiвня, µ — хiмiчний потенцiал, T — температура

системи. Як сказано вище, на кожному рiвнi може перебувати не бiль-

ше нiжM частинок. Легко показати, що в граничних випадкахM = 1

таM →∞ вiн переходить у функцiї розподiлу Фермi–Дiрака fFD(ε, µ)

та Бозе–Айнштайна fBE(ε, µ) вiдповiдно:

fM (ε, µ) =

{
fFD (ε, µ) ,

fBE (ε, µ) ,

M = 1

M →∞
. (3.102)

Цiкаво вiдзначити поведiнку функцiї fM (ε, µ) у границях

(ε − µ)/T → 0 та T → 0. У першому випадку одержуємо спiввiд-

ношення:

lim
ε−µ
T →0

fM (ε, µ) =
M

2
. (3.103)

Для другої границi T → 0 пiсля нескладних перетворень маємо:

lim
T→0

fM (εi, µ) =

{
M,

0,

ε < µ0

ε > µ0

. (3.104)

Ця “сходинка” розмивається з пiдвищенням температури подiбно до

функцiї розподiлу Фермi–Дiрака. При низьких температурах (T → 0)

хiмiчний потенцiал µ практично дорiвнює енерґiї µ0, яка вiдiграє роль

аналога рiвня Фермi.

Далi покажемо, як можна врахувати слабку взаємодiю в системi

осциляторiв. Нехай потенцiал взаємодiї має вигляд

U(x) = gδ (x) , (3.105)

де x — координата частинки в одновимiрному просторi, а g — параметр

взаємодiї; при g = 0 взаємодiя вiдсутня.

Тодi запишемо вираз для гамiльтонiана нашої системи:

Ĥ =
N∑
j=1

[
p̂j
2m

+
m

2
ω2x2

j

]
+

N∑
1≤j<l≤N

U (xj − xl) = Ĥ0 + Û , (3.106)
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де p̂j — iмпульс j-ої частинки, m — маса однiєї частинки, ω — частота

осциляцiй, що вiдповiдає зовнiшньому потенцiалу пастки. Ĥ0 — це га-

мiльтонiан iдеальної системи за вiдсутностi мiжчастинкової взаємодiї,

а Û — оператор взаємодiї.

Енерґетичний спектр системи εn такий:

εn = ~ωn+ λcn, (3.107)

тут n — номер енерґетичного рiвня, ~ — стала Планка, λ — параметр

взаємодiї, пропорцiйний до g, а параметр cn — функцiя складної стру-

ктури [82] (див. рис. 3.6). Вiдраховуватимемо рiвнi вiд ~ω/2 та покла-

демо ~ω рiвним одиницi. Щоб знайти енерґетичний спектр системи,

можна також скористатися звичайною стацiонарною теорiєю збурень.

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5
n

n

Рис. 3.6. Енерґетичний спектр (3.107) при λ = 0.5.

Коефiцiєнт cn дорiвнює

cn =
1

n!
Γ

(
n+

1

2

)
. (3.108)

При великих n, використовуючи формулу Стiрлiнґа, матимемо:

cn →
1√
n
, n→∞. (3.109)
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Вiдзначмо, що для систем iз дробовою статистикою можливий дещо

iнший пiдхiд до розрахунку енерґетичного спектра на пiдставi кванто-

вомеханiчних мiркувань [333]. Автори цiєї працi розглядали гармонi-

чний осцилятор як систему, гамiльтонiан якої є квадратичною формою

Ĥ =
1

4

[
â†b̂+ e−2πi/(M+1)b̂â† + b̂†â+ e2πi/(M+1)âb̂†

]
за операторами породження â† i знищення b̂, що задовольняють таке

комутацiйне спiввiдношення:

[b̂, â†]
M
≡ b̂â† − e2πi/(M+1)â†b̂ = 1.

У наведених виразах збережено позначення M для порядку стати-

стики. Вирази для енерґетичних рiвнiв матимуть досить громiздкий

вигляд, проте числовi розрахунки, зробленi в нашiй працi, нескладно

провести i для iншої функцiональної форми спектра.

3.5.2. Розрахунок термодинамiчних функцiй. Повну кiлькiсть

частинок у системi задає спiввiдношення:

N =
∑
n

fM (εn, µ) , (3.110)

а енерґiя системи пов’язана з fM (εi, µ) так:

E =
∑
n

εnfM (εn, µ) . (3.111)

Iз формули (3.110) можна отримати залежнiсть хiмiчного потенцiалу

вiд температури T та вiд кiлькостi частинок у системi N .

Розгляньмо низькотемпературну границю виразу (3.110) для си-

стеми невзаємодiючих гармонiчних осциляторiв, енерґетичний спектр

якої εn = n. Щоб спростити аналiз, зручно перейти вiд дискретної
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суми до iнтеґрування за формулою Ейлера–Маклорена

b∑
n=a

f (n) ≈
b∫

a

f (t) dt+
1

2
[f (b) + f (a)] +

+
∞∑
k=1

B2k

(2k)!

[
f (2k−1) (b)− f (2k−1) (a)

]
, (3.112)

де B2k — числа Бернуллi; B2 = 1/6, B4 = −1/30, . . . .

У результатi нескладних обчислень матимемо для N

N = Mµ− T ln
1− e−µ/T

1− e−µ(M+1)/T
+

+
1

2

(
1

e−µ/T − 1
− M + 1

e−µ(M+1)/T − 1

)
+ . . . . (3.113)

Зокрема, у границi низьких температур буде такий зв’язок:

N = Mµ+M/2 + . . . ,

а при T = 0 це наближення дає

µ(T = 0) =
N

M
− 1

2
. (3.114)

Далi розгляньмо термодинамiчнi величини системи гармонiчних

осциляторiв зi слабкою мiжчастинковою взаємодiєю. Розрахуймо пер-

шi поправки за параметром взаємодiї λ у виразах для термодинамi-

чних функцiй. З цiєю метою зобразимо хiмiчний потенцiал у виглядi

µ = µid + ∆µ, (3.115)

де µid — хiмiчний потенцiал системи невзаємодiючих осциляторiв, а ∆µ

— поправка, спричинена взаємодiєю. Використовуючи розклади в ряд

за величинами λ i ∆µ, отримаємо для кiлькостi частинок у першому

порядку за поправками:

N =
∑
n

[
1

e(n−µid)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(n−µid)/T − 1

]
+ (3.116)
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+
∑
n

(∆µ− λcn)
e(n−µid)/T

T

[
1(

e(n−µid)/T − 1
)2 −

(M + 1)2eM(n−µid)/T(
e(M+1)(n−µid)/T − 1

)2

]
,

тут вираз пiд першою сумою — не що iнше, як функцiя розподiлу з

енерґiєю невзаємодiючих осциляторiв εn = n (λ = 0)

f id
M(n, µ) =

1

e(n−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(n−µ)/T − 1
, (3.117)

тому зрозумiло, що перший доданок у правiй частинi дорiвнює N i

вiдповiднi величини знищуються. Зручно ввести позначення для мно-

жника у другiй сумi:

hM(n) = e(n−µid)/T

[
1(

e(n−µid)/T − 1
)2 −

(M + 1)2eM(n−µid)/T(
e(M+1)(n−µid)/T − 1

)2

]
. (3.118)

Тодi поправка ∆µ (у першому наближеннi) матиме вигляд:

∆µ = λ

∑
n

cnhM(n)∑
n

hM(n)
. (3.119)

Для оцiнки значення ∆µ можна, взагалi кажучи, знехтувати другим

доданком у виразi (3.118).

Для енерґiї пiсля аналогiчних перетворень матимемо:

E =
∑
n

nf id
M(n, µ) + λ

∑
n

cn

[
f id
M(n, µ)− n

T
hM(n)

]
+ . . . =

= Eid + λ
∑
n

cn

[
f id
M(n, µ)− n

T
hM(n)

]
+ . . . . (3.120)

Розрахувавши енерґiю, можна обчислити й iншi термодинамiчнi фун-

кцiї, наприклад, теплоємнiсть системи:

C =
dE

dT
. (3.121)

3.5.3. Хiмiчний потенцiал при T = 0. Проаналiзуймо значення

µ0 хiмiчного потенцiалу при T = 0. Розгляньмо два випадки, коли

εn > µ0 та εn < µ0.
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1) εn > µ0, дослiдимо

f id
M(εn, µ) =

1

e(εn−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(εn−µ)/T − 1
.

Тодi показники експонент у знаменнику дорiвнюватимуть +∞, а

сам вираз — нулевi.

Нагадаймо, що енерґетичний рiвень εn модельної системи дорiвнює

εn = n + λcn, тож можемо зробити висновок, що при n, якi задо-

вольнятимуть умову n+ λcn > µ0, вираз пiд сумою у формулi (3.110)

дорiвнюватиме нулевi.

2) εn < µ0, за такої умови експоненти матимуть показник −∞, тож

вони дорiвнюватимуть нулевi, отже:

f id
M(εn, µ) =

1

e(εn−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(εn−µ)/T − 1
=

= −1− M + 1

−1
= M. (3.122)

Тобто для всiх значень n, таких, що n + λcn ≤ µ0 вираз пiд сумою у

формулi (3.110) дорiвнює M .

Можна показати [74], що без увiмкнення взаємодiї (λ = 0) хiмiчний

потенцiал µ0 (аналог рiвня Фермi) матиме вигляд:


µ0 =

N

M
− 1 + x,

{
N

M

}
= 0

µ0 =

[
N

M

]
+ x,

{
N

M

}
6= 0,

(3.123)

де x < 1, дужки [. . .] позначають цiлу, а {. . .} — дробову частини числа

вiдповiдно. Якщо загальна кiлькiсть частинок у системi N дiлиться на

M без остачi, тобто {N/M} = 0, то числовий аналiз поведiнки µ при

T → 0 дає для iдеальної системи x = 1/2. Цiкаво, що таке значення

x точно отримуємо, якщо в розрахунках замiнити суму на iнтеґрал i

застосувати формулу Ейлера–Маклорена.
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3.5.4. Результати числових розрахункiв. Використовуючи зв’я-

зок функцiї розподiлу з повним числом частинок у системi N (див.

формулу (3.110)), ми розрахували хiмiчний потенцiал µ як функцiю

температури.

У нашiй задачi вiдсутнiй такий параметр, як об’єм, тому звичну

умову термодинамiчної границi N/V = const застосувати не можна.

Для системи D-вимiрних осциляторiв роль термодинамiчної границi

виконує умова N 1/D = const. Її можна отримати на пiдставi рiзних

мiркувань [83, 311]. Тому такi величини, як енерґiя чи температура, в

одновимiрному випадку зручно нормувати з множником 1/N .

Числовi розрахунки для N = 100, M = 20 i λ = 0.1 та 0.5 наведено

на рис. 3.7–3.10. Суцiльною лiнiєю показано залежнiсть для iдеального

газу (λ = 0). Данi, за якими побудовано графiки, подано у табл. 3.2.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-6

-4

-2

0

2

4

 = 0.0 ( )

 = 0.1

 = 0.5

T /N

Рис. 3.7. Температурнi залежностi хiмiчного потенцiалу µ для λ = 0.1 (квадрати-

ки) λ = 0.5 (пунктирна лiнiя) та λ = 0 (суцiльна лiнiя).

Як бачимо, з графiка важко якiсно судити про вiдмiнностi в по-

ведiнцi µ з температурою для випадкiв iдеального газу та наявностi

взаємодiї. Графiчно вiдмiннiсть мiж двома кривими натомiсть можна

побачити лише на масштабованiй залежностi (рис. 3.8), де включено
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лише низькотемпературну область. Проте й тут чiтко не видно особ-

ливостi, яка простежується за табличними даними.

Таблиця 3.2. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ вiд температури.

T/N λ = 0 λ = 0.1 λ = 0.5

0.000 4.50000 4.54604 4.73021

0.005 4.49995 4.54619 4.73107

0.007 4.49981 4.54626 4.73184

0.008 4.49969 4.54622 4.73217

0.009 4.49951 4.54609 4.73240

0.010 4.49927 4.54585 4.73249

0.012 4.49830 4.54502 4.73225

0.015 4.49596 4.54285 4.73083

0.020 4.48962 4.53677 4.72588

0.050 4.38206 4.43113 4.62871

0.100 3.99287 4.04626 4.26267

0.200 2.60124 2.66193 2.90680

0.300 0.32952 0.39042 0.63345

0.310 0.04907 0.10968 0.35133

0.320 −0.24153 −0.18126 0.05886

0.350 −1.17535 −1.11633 −0.88161

0.400 −2.94485 −2.88847 −2.66472

0.500 −7.32411 −7.27408 −7.07579

1.000 −46.3626 −46.3354 −46.2273

З таблицi 3.2 видно, що для iдеального газу ми маємо спадну фун-

кцiю, а для значень λ = 0.1, 0.5 — незначне вiдхилення, а саме, зроста-

ння µ для малих температур (видiлено жирним шрифтом у таблицi).
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Рис. 3.8. Температурнi залежностi хiмiчного потенцiалу µ для λ = 0.1 (штрихова

лiнiя) λ = 0.5 (пунктирна лiнiя) та λ = 0 (суцiльна лiнiя) в областi низьких

температур.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

32

T / N

E / N

 = 0.0 ( )

 = 0.1

Рис. 3.9. Температурна залежнiсть повної енерґiї системи слабковзаємодiючих

одновимiрних гармонiчних осциляторiв зi статистикою Джентiле (кружечками по-

значено взаємодiючу систему, суцiльною лiнiєю — iдеальну систему).
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Наступним кроком був розрахунок енерґiї системи за виразом (3.111).

Температурну залежнiсть енерґiї системи слабковзаємодiючих однови-

мiрних гармонiчних осциляторiв за статистикою Джентiле показано на

рис. 3.9 i в табл. 3.3.

Таблиця 3.3. Залежнiсть енерґiї й теплоємностi вiд температури.

T Eid E(λ = 0.1) Cid C(λ = 0.1) C(λ = 0.5)

0.0 200.00 208.71 0.0000 0.0000 0.0000

0.05 200.00 208.72 0.0098 0.0102 0.0119

0.1 200.01 208.73 0.3469 0.3520 0.3733

0.2 200.09 208.82 1.2850 1.2925 1.3229

0.3 200.25 208.98 1.9756 1.9859 2.0289

0.4 200.49 209.21 2.6349 2.6497 2.7133

0.5 200.78 209.51 3.2907 3.3111 3.4018

0.7 201.57 210.30 4.5732 4.6059 4.7516

0.8 202.06 210.79 5.1859 5.2234 5.3885

0.9 202.60 211.34 5.7723 5.8132 5.9907

1.0 203.21 211.95 6.3298 6.3728 6.5565

2.0 211.82 220.60 10.549 10.583 10.717

5.0 257.00 265.87 19.363 19.391 19.506

10.0 387.24 396.27 32.452 32.486 32.619

20.0 822.87 832.01 53.586 53.565 53.450

30.0 1439.7 1448.4 68.949 68.875 68.568

40.0 2186.8 2194.6 79.795 79.701 79.330

50.0 3023.4 3030.2 86.983 86.890 86.528

100.0 97.266 97.234 97.105
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Розрахувавши енерґiю, можемо отримати графiк температурної по-

ведiнки теплоємностi, для цього беремо похiдну у виразi (3.121) рiзни-

цевим методом, тобто

C =
dE

dT
≈ E(T + ∆T )− E(T )

∆T

при малому значеннi ∆T . Аналiтично робити цi розрахунки немає сен-

су, оскiльки залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ вiд температури можна

одержати лише чисельно. Результати наведено на рис. 3.10.

При великих температурах графiк функцiї теплоємностi слабков-

заємодiючих осциляторiв має асимптоту C/N = 1, для прикладу, D-

вимiрний iдеальний газ має асимптоту D/2 (в одновимiрному випадку

матимемо 1/2). Така особливiсть виникає внаслiдок рiзної кiлькостi

ступенiв вiльностi в системах; система гармонiчних осциляторiв має

вдвiчi бiльше ступенiв вiльностi, нiж система iдеального газу, тож для

системи D-вимiрних гармонiчних осциляторiв при T → ∞ теплоєм-

нiсть системи C/N дорiвнює D. Енерґiя системи при великих темпе-

ратурах є лiнiйною функцiєю температури.
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Рис. 3.10. Температурна поведiнка теплоємностi в системi слабковзаємодiючих

одновимiрних гармонiчних осциляторiв зi статистикою Джентiле.
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Рис. 3.11. Температурна поведiнка теплоємностi системи невзаємодiючих однови-

мiрних гармонiчних осциляторiв з рiзними параметрами.

На рис. 3.11 наведено для iлюстрацiї результати розрахунку тепло-

ємностi iдеальної системи осциляторiв, що пiдпорядковуються стати-

стицi Бозе (суцiльнi лiнiї) та дробовiй статистицi Джентiле (штриховi

лiнiї) при рiзних значеннях N та M .

3.6. Висновки до роздiлу 3

Пiдхiд наближеного вторинного квантування Боголюбова узагальне-

но на випадок слабковзаємодiючого бозе газу в гармонiчнiй пастцi.

Внаслiдок цього задачу про дiагоналiзацiю гамiльтонiана зведено до

системи нелiнiйних матричних рiвнянь типу Рiккатi. Розв’язки для мо-

дельної одновимiрної системи отримано пертурбативним способом та

чисельно розраховано температурнi залежностi конденсатної фракцiї

й енерґiї.

Запропоновано спосiб отримання ефективного гамiльтонiана бозе-

системи в гармонiчнiй пастцi. Наближення, що полягає в замiнi недiа-

гональних добуткiв операторiв породження–знищення, â†kâj → fkjâ
†
j âj
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тощо, дало змогу дiагоналiзувати гамiльтонiан простими математи-

чними способами та розрахувати спектр елементарних збуджень. При

цьому множники fkj було пов’язано з числами заповнення. Числовi

розрахунки продемонстровано на прикладi одновимiрної системи. Та-

кож показано, як пропонований пiдхiд можна застосувати до двосор-

тових бозонних сумiшей.

Дослiджено термодинамiчнi функцiї iдеального бозе-газу в гармо-

нiчному потенцiалi у загальному випадку D-вимiрного простору iз

дробовим 1 < D < 2, що може вiдповiдати пористому середовищу.

Встановлено поведiнку теплоємностi в околi критичної температури,

зокрема вивчено вплив дискретностi спектра та скiнченностi кiлько-

стi частинок у системi. Числовi розрахунки проведено для вимiрностi

D = ln 8/ ln 3, яка вiдповiдає так званому килимковi Сєрпiнського.

Розглянуто систему одновимiрних слабковзаємодiючих гармонiчних

осциляторiв зi статистикою Джентiле. Аналiтично проаналiзовано низь-

котемпературну границю хiмiчного потенцiалу та поправки, пов’яза-

нi зi взаємодiєю. Чисельно розраховано температурнi залежностi хi-

мiчного потенцiалу, енерґiї та теплоємностi iдеальної системи та си-

стеми зi слабкою взаємодiєю. Виявлено незначне зростання темпера-

турної залежностi хiмiчного потенцiалу в областi низьких температур

за наявностi слабкої мiжчастинкової взаємодiї. Вiдповiднi результати

можна застосовувати при аналiзi фiзичних систем, для яких дробова

статистика Джентiле виникає ефективно, зокрема внаслiдок скiнчен-

ної кiлькостi частинок [83] або врахування мiжчастинкових взаємодiй.
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РОЗДIЛ 4

СТАТИСТИКА ПОЛIХРОНАКОСА

З КОМПЛЕКСНИМ ПАРАМЕТРОМ

4.1. Вступ

Протягом останнiх десятилiть було запропоновано низку модифiкацiй

звичайних статистик Бозе–Айнштайна та Фермi–Дiрака. Квантовоме-

ханiчнi узагальнення включають енiони [31, 334, 335], а також так званi

q-деформованi алґебри [129, 336]. Пiдходи, що ґрунтуються на стати-

стичнiй механiцi, представлено, наприклад, у працях [141, 142, 337].

У цьому роздiлi розглянуто узагальнення статистики Полiхрона-

коса [126, 202, 204]. Параметр статистики вважатимемо комплексним

числом [86]. Взагалi кажучи, комплекснозначнi фiзичнi величини мо-

жуть ефективно виникати в рiзних фiзичних системах, насамперед у

зв’язку з дисипативними процесами, що найкраще демонструє компле-

ксний показник заломлення у класичнiй фiзицi. Поняття комплексно-

го хiмiчного потенцiалу виникло в квантовiй хромодинамiцi [338, 339]

i згодом було застосоване також в деяких iнших областях [340, 341],

зокрема для вивчення розпаду бозе-конденсату [342]. Поняття компле-

ксної температури використовували в працях [343, 344], а деякi аспе-

кти застосування комплекснозначної енерґiї вiдображено в [345, 346].

За допомогою комплексного зовнiшнього потенцiалу можна описува-

ти взаємодiю лазерного свiтла з атомами, якi рухаються в кристалi

[347, 348], також комплекснi потенцiали використовують для аналiзу
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порушення PT -симетрiї [349]. У працi [350] було використано уявнi

доданки в дискретному нелiнiйному рiвняннi Шрьодiнґера для опи-

су бозе-конденсату в оптичних ґратках з витiканням. Автори працi

[351], вивчаючи деформований газ p, q-бозонiв, запропонували пов’я-

зати комплекснi параметри деформацiї з мiжчастинковими взаємодi-

ями. Переважно саме параметри дробових статистик, пов’язаних iз q-

деформованими алґебрами, покладають комплексними [170, 200, 352].

За певних умов такi статистики [178] безпосередньо пов’язанi зi ста-

тистикою Джентiле [121], в якiй числа заповнення обмеженi деяким

скiнченним числом d > 1. Отже, розмаїття реальних систем, для яких

використовують комплекснозначнi фiзичнi величини, дає пiдстави роз-

вивати й iншi пiдходи.

Дозволивши параметровi статистики вийти за межi дiйсних зна-

чень, ми суттєво збагатимо розмаїття явищ у таких системах. Ця за-

дача має не лише чисто академiчний чи математичний iнтерес. За її

допомогою для опису складних фiзичних процесiв можна застосову-

вати досить простi математичнi методи. Зокрема, передбаченi кiль-

ка фазових переходiв можуть бути математичною моделлю каскадних

фазових переходiв [353–355] або двох фазових переходiв у рiдкому гелiї

[356].

У наступних пiдроздiлах буде розраховано термодинамiчнi функцiї

системи D-вимiрних iзотропних гармонiчних осциляторiв, якi пiдкоря-

ються статистицi Полiхронакоса з комплексним параметром, та докла-

дно проаналiзовано особливостi їх поведiнки в рiзних температурних

областях.

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [86, 88, 89].
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4.2. Вихiднi вирази

У статистицi Полiхронакоса [126, 202] вираз для чисел заповнення j-го

рiвня з енерґiєю εj має вигляд

nj =
1

z−1eεj/T − α
, (4.1)

де z — активнiсть, а T — температура системи. Варто зауважити, що

таку ж форму для чисел заповнення a priori запропонували Ачар’я та

Нараяна Свамi для опису енiонiв [199].

З метою узагальнення параметр статистики α = eiπν = α′ + iα′′

вважатимемо комплексним числом. Змiна в дiапазонi значень ν = 0÷1

забезпечує гладкий перехiд мiж бозонною та фермiонною границями,

водночас дозволяючи уникнути точки α = 0, що вiдповiдає класичнiй

статистицi Больцмана, див. рис. 4.1 [86].

+1
Bose

–1
Fermi

α′

α′′

e
iπν

(Boltzmann)

α-plane

Рис. 4.1. Iлюстрацiя значень комплексного параметра статистики.

Зрозумiло, що загальнiшим був би пiдхiд, у якому комплексний па-

раметр статистики має вигляд α = a + ib (порiвн. [170, 352]), проте

саме одиничне коло є зручним способом зображення фiзично цiкавих

границь α → ±1, якi вiдповiдають статистикам Бозе–Айнштайна i

Фермi–Дiрака. До того ж, це скорочує кiлькiсть параметрiв до одного

ν замiсть пари a, b.

Особливу увагу в подальших розрахунках придiлено “бозоннiй”
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сторонi значень параметра статистики 0 ≤ ν ≤ 1/2 та зокрема гра-

ницi ν → 0, яка вiдповiдає статистицi Бозе–Айнштайна.

Розрахунки зроблено за такою простою схемою.

Вираз для кiлькостi частинок N має вигляд

N =
∑
j

gjnj =
∑
j

gj
z−1eεj/T − α

, (4.2)

де пiдсумовування вiдбувається за всiма енерґетичними рiвнями, а gj

— виродження j-го рiвня. Спектр елементарних збуджень εj вважа-

тимемо дiйсним. Оскiльки N — також дiйсне число (ImN = 0), то

активнiсть z = z′ + iz′′ мусить бути комплексною.

Енерґiю задано виразом

E =
∑
j

εjgjnj =
∑
j

εjgj
z−1eεj/T − α

= E + iΓ, (4.3)

у якому z = z(N, T ) визначається як розв’язок рiвняння (4.2). По-

трiбно зауважити, що лише такi значення параметра статистики ν та

iнших величин мають фiзичний сенс, коли виконується умова Γ� E .

В iншому випадку система стає суттєво нерiвноважною, що робить

увесь подальший розгляд некоректним.

Дiйсна й уявна частини теплоємностi дорiвнюють:

C =
dE
dT

, Θ =
dΓ

dT
. (4.4)

Особливостi температурної поведiнки фiзичних величин яскравiше ви-

раженi на кривих питомої теплоємностi, тому саме на неї в подальшому

звернемо особливу увагу.

4.3. Бозонна i фермiонна границi

Бозонну границю визначає умова ν → 0, отже, α = eiπν =

= 1 + iπν+ . . . . Нехай для визначеностi спектр εj є дiйсним i хiмiчний



130

потенцiал µ = µ′ + iµ′′, де µ′, µ′′ ∈ R. У границях, якi ми розглядає-

мо, уявна частина µ′′ — мала величина. Зауважмо, що перетворення у

цьому пiдроздiлi зручнiше проводити з хiмiчним потенцiалом µ замiсть

активностi z = eµ/T .

Розкладаючи вираз (4.2) для кiлькостi частинок N у ряд за малими

величинами ν та µ′′, у першому порядку отримаємо:

N =
∑
j

gj
e(εj−µ′)/T − 1

+ i
∑
j

gj(
e(εj−µ′)/T − 1

)2

(
πν +

µ′′

T
e(εj−µ′)/T

)
.(4.5)

Вiдкидаючи уявну частину, легко зауважити, що µ′ — це нiщо iнше як

хiмiчний потенцiал системи N бозонiв зi спектром εj, тобто µ′ = µBose,

де

N =
∑
j

gj
e(εj−µBose)/T − 1

. (4.6)

Пiсля нескладних розрахункiв з умови ImN = 0 отримаємо такий

вираз для µ′′:

µ′′ = −πνT p

N + p
, де p =

∑
j

gj(
e(εj−µ′)/T − 1

)2 . (4.7)

Якщо ж спектр є комплексним, εj = εj + iγj, а частинки пiдкоря-

ються звичайнiй статистицi Бозе, то малу дисипативну поправку γj

можна отримати подiбним до викладеного вище способом. Справдi,

прирiвнюючи енерґiю бозе-системи з комплексним спектром до енерґiї

системи, яка пiдкоряється визначенiй дробовiй статистицi, для доста-

тньо великих значень j отримаємо:

γj ∼ πνT. (4.8)

Фермiонну границю визначає умова ν → 1. Нехай ν = 1− ν̄, тоб-

то α = eiπ(1−ν̄) = −1 + iπν̄ + . . . . Подальшi перетворення збiгаються зi

зробленими у бозоннiй границi з точнiстю до замiни ν на ν̄. Крiм того,
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зрозумiло, що замiсть хiмiчного потенцiалу бозе-системи дiйсна части-

на µ′ природно визначатиметься його аналогом для фермi-розподiлу,

µ′ = µFermi, де

N =
∑
j

gj
e(εj−µFermi)/T + 1

, (4.9)

а знак в означеннi величини p вiдповiдно змiниться:

p =
∑
j

gj(
e(εj−µ′)/T + 1

)2 .

Варто зауважити, що перехiд мiж бозонною i фермiонною грани-

цями можна робити i в нижнiй пiвплощинi Imα < 0, при цьому фер-

мiонна границя буде ν → −1. Для визначеностi, однак, в подальшому

розглядi без втрати загальностi обмежуватимемося проаналiзованим

випадком Imα ≥ 0.

4.4. Система двовимiрних осциляторiв

з нефiксованою кiлькiстю частинок

Якщо кiлькiсть частинок у системi не зберiгається, що, наприклад,

вiдповiдає елементарним збудженням, якi можуть вiльно породжува-

тися або знищуватися, то хiмiчний потенцiал дорiвнює нулевi. Для

комплекснозначного хiмiчного потенцiалу змодифiкуємо цю умову так:

Reµ = 0. Таке спрощення дозволяє вiдразу застосувати схему розра-

хункiв, описану вище. Насамперед, з рiвняння, яке пов’язує кiлькiсть

частинок N i хiмiчний потенцiал µ = iµ′′, маємо

N = ReN + i ImN =
∑
j

gj
e(εj−iµ′′)/T − (cosπν + i sinπν)

, (4.10)

де параметр статистики записано явно у виглядi α = α′ + iα′′ =

cosπν + i sin πν. Вимагаючи, як зазначено ранiше, ImN = 0, отри-
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маємо спiввiдношення мiж уявною частиною хiмiчного потенцiалу µ′′

i параметром статистики ν.

Поки що всi вирази отримано в загальному виглядi, без конкрети-

зацiї фiзичної системи. Далi результати обчислень буде продемонстро-

вано на прикладi двовимiрної системи iзотропних гармонiчних осци-

ляторiв. Без втрати загальностi в цiй задачi можна знехтувати дискре-

тнiстю енерґетичних рiвнiв i замiнити пiдсумовування за рiвнями на

iнтеґрування, ввiвши вiдповiдну густину станiв. Для аналiзованої си-

стеми густина станiв g(ε) ∝ ε. Пiсля нескладних перетворень з умови

ImN = 0 отримаємо:

∫ ∞
0

(
eε/T sin µ′′

T + sin πν
)
ε dε

e2ε/T + 2eε/T
(
sin πν sin µ′′

T − cosπν cos µ′′

T

)
+ 1

= 0. (4.11)

Розв’язки цього рiвняння зручно зобразити графiчно, див. рис. 4.2.

–1.0 –0.5 0.5 1.0

–1.0

–0.5

0.5

1.0

Рис. 4.2. Графiчне розв’язування рiвняння (4.11). Величина ImN (вертикальна

вiсь) зображена як функцiя sin µ′′

T
(горизонтальна вiсь) для ν = 0.02. Два розв’язки

вiдповiдають двом рiзним можливим знакам величини cos µ′′

T
залежно вiд значення

температури T .
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Дiйсна частина E енерґiї E = E + iΓ, яку в загальному виглядi

визначає формула (4.3), у нашому випадку стає такою:

E =

∫ ∞
0

(
eε/T cos µ′′

T − cos πν
)
ε2 dε

e2ε/T + 2eε/T
(
sin πν sin µ′′

T − cos πν cos µ′′

T

)
+ 1

. (4.12)

Для спрощення за одиницю енерґiї i температури взято ~ω, де ω —

частота осцилятора, а наступним кроком покладено ~ω = 1.

Температурну залежнiсть енерґiї E зображено на рис. 4.3 у порiв-

няннi з фермi- та бозе-системами з тими самими значеннями параме-

трiв.
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Рис. 4.3. Енерґiя (4.12) (вертикальна вiсь) як функцiя температури T (горизон-

тальна вiсь) для рiзних значень параметра статистики ν. Вiдповiднiсть лiнiй (згори

донизу): бозе-система (чорна штрихова, тонка); ν = 0.2 (синя суцiльна, товста);

ν = 0.5 (чорна суцiльна, товста); ν = 0.7 (зелена штрихова, товста); фермi-система

(червона суцiльна, тонка). Одиницi умовнi.

Як бачимо з рис. 4.3, розрахована енерґiя модельної двовимiрної

системи iзотропних гармонiчних осциляторiв дає пiдстави стверджу-

вати, що запропонована статистика Полiхронакоса з комплексним па-

раметром забезпечує плавну iнтерполяцiю мiж статистиками Бозе–

Айнштайна i Фермi–Дiрака.



134

4.5. Одновимiрнi гармонiчнi осцилятори

У цьому пiдроздiлi розглядатимемо систему одновимiрних гармонi-

чних осциляторiв з частотою ω. Виродження j-го рiвня дорiвнює оди-

ницi, gj = 1. Спектр елементарних збуджень буде

εj = ~ωj, j = 0, 1, 2, 3, . . . . (4.13)

Як i ранiше, величину ~ω використовуватимемо також як одиницю

температури.

Одновимiрнi системи осциляторiв можна фiзично реалiзувати у силь-

но анiзотропних гармонiчних пастках [14] або в оптичних ґратках [357,

358].

З метою отримання результатiв ув аналiтичному виглядi замiни-

мо в рiвняннях (4.2)–(4.3) суму на iнтеґрал, увiвши функцiю густини

станiв g(ε):
∑
j

−→
∫
dε g(ε). Точнiсть такого наближення зростає,

якщо кiлькiсть частинок у системi є великою i якщо температура зна-

чно перевищує вiдстань мiж рiвнями, T � ~ω. Чисельне порiвняння

результатiв, отриманих з використанням точного пiдсумовування, з

результатами iнтеґрування вказує на дуже добре узгодження вже при

кiлькостi частинок N = 1000.

Для одновимiрної системи гармонiчних осциляторiв густина станiв

g(ε) = const, тому вона еквiвалентна, наприклад, до системи вiльних

частинок в зовнiшньому одновимiрному гармонiчному потенцiалi (у

напiвкласичному наближеннi [310]) або до двовимiрної системи вiль-

них частинок у скриньцi.

В аналiзованому випадку g(ε) = 1/~ω. Кiлькiсть частинок тодi до-

рiвнює

N =
1

~ω

∫ ∞
0

dε

z−1eε/T − α
= − T

~ωα
ln(1− zα), (4.14)
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що для активностi дає

z =
1

α

(
1− e−~ωNα/T

)
. (4.15)

Енерґiя дорiвнює

E =
1

~ω

∫ ∞
0

εdε

z−1eε/T − α
=

T 2

~ωα
Li2(zα) =

=
T 2

~ωα
Li2

(
1− e−~ωNα/T

)
, (4.16)

де Lis(x) — полiлогарифм (2.58):

Lis(x) =
∞∑
k=1

xk

ks
.

Це означення у виглядi ряду справедливе для всiх комплексних s i

комплексних x з |x| < 1; для iнших значень x використовують певне

аналiтичне продовження.

За допомогою очевидної властивостi

dLis(x)

dx
=

1

x
Lis−1(x)

i беручи до уваги, що Li1(x) = − ln(1−x), для теплоємностi отримаємо

C + iΘ =
dE

dT
= N

~ωNα/T
1− e~ωNα/T

+N
2T

~ωNα
Li2

(
1− e−~ωNα/T

)
. (4.17)

Як i треба очiкувати для екстенсивних величин, E ∝ N i C ∝ N , що не

є очевидним iз виразiв (4.16) та (4.17). Щоб забезпечити екстенсивнiсть

енерґiї та теплоємностi, потрiбно взяти до уваги термодинамiчну гра-

ницю. Вiдповiдна умова для системи одновимiрних гармонiчних осци-

ляторiв має вигляд ωN = const. Такий результат можна отримати

рiзними способами [14, 83], див. також [311]. Найпростiша iнтерпре-

тацiя цiєї умови для термодинамiчної границi така. Для D-вимiрної

системи в зовнiшньому гармонiчному потенцiалi з частотою ω класи-

чнi точки повороту утримують частинки в межах певної характерної
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довжини r ∝ 1/ω. Щоб забезпечити сталiсть середньої концентрацiї

N/rD, потрiбно забезпечити виконання умови NωD = const.

Тому в аналiзованому випадку

T

~ω
=

NT

~ωN
=

NT

const
. i

~ωN
T

=
const

T
,

отже, умови E ∝ N та C ∝ N виконано.

4.5.1. Критична температура i поведiнка термодинамiчних

функцiй. На розрахованих температурних залежностях енерґiї та

теплоємностi було виявлено розриви. Вони пов’язанi з Li2(zα), якщо

уявна частина арґумента функцiї змiнює знак.

Справдi, при обчисленнi iнтеґрала натрапляємо на синґулярнiсть

виду “1/0”, коли:

eε/T − zα = 0 = eε/T − 1 + e−~ωNα/T =

(4.18)

= eε/T − 1 + e−
~ωN
T α′

(
cos

~ωN
T

α′′ − i sin
~ωN
T

α′′
)
,

якщо

~ωN
T

α′′ = πn та cos πn = (−1)n < 0.

Таким чином, множина значень критичних температур визначається

так:

T (k)
c = ~ωN

α′′

(2k + 1)π
, k = 0, 1, 2, 3, . . . , (4.19)

див. рис. 4.4. Для спрощення в подальших перетвореннях iндекси “(k)”

не буде виписано.

Щоб оцiнити внесок синґулярностi в термодинамiчнi функцiї, мо-

жна застосувати таку процедуру. Нехай синґулярнiсть вiдповiдає та-

кiй енерґiї ε0, для якої виконується умова eε0/T = zα. Тодi енерґiю E
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Рис. 4.4. Дiйсна частина питомої теплоємностi C/N при ν = 0.25. Вертикальними

лiнiями показано критичнi температури. Крайня права лiнiя вiдповiдає k = 0.

можна подати у виглядi:

E =
z

~ω

∞∫
0

ε dε

eε/T − zα
=

z

~ω

ε0−∆∫
0

ε dε

eε/T − zα
+

z

~ω

∞∫
ε0+∆

ε dε

eε/T − zα
+

(4.20)

+
z

~ω

ε0+∆∫
ε0−∆

ε dε

eε/T − eε0/T
,

де ∆ — мале додатне число. У границi ∆→ 0 першi два доданки дають

гладку функцiю температури Esmooth, а останнiй доданок достатньо

виписати лише в першому порядку за (ε− ε0):

E = Esmooth(T ) +
zT

~ω
e−ε0/T

ε0+∆∫
ε0−∆

ε dε

ε− ε0
. (4.21)

Значення ε0 дiйсне в точцi T = Tc, але стає комплексним, щойно T

вiдхиляється вiд критичної точки. Знак уявної частини визначає вираз
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sin N
T α
′′, див. (4.18). Таким чином, знаменник (ε−ε0) потрiбно замiнити

на (ε − ε0 ∓ iη) для T = Tc ± 0, де η → +0. За допомогою формул

Сохоцького [359, p. 75–76] отримаємо

1

ε− ε0 ∓ iη
= v. p.

1

ε− ε0
± iπδ(ε− ε0), (4.22)

де “v. p.” позначає головне значення, а δ(ε − ε0) — це дельта-функцiя

Дiрака.

Отже, в околi критичних точок енерґiя дорiвнюватиме:

E(Tc ± 0) = Esmooth(Tc)± iπ
Tc
~ω
z(Tc)ε0e

−ε0/Tc. (4.23)

Для дiйсної частини матимемо

∆E(Tc) = E(Tc + 0)− E(Tc − 0) = −2π
Tc
~ω
z′′(Tc)ε0e

−ε0/Tc. (4.24)

Беручи до уваги означення критичної температури (4.19) i запису-

ючи параметр статистики у виглядi α = cosπν+i sin πν, пiсля простих

перетворень отримаємо такi вирази для стрибкiв значень дiйсних ча-

стин енерґiї i теплоємностi:

1

N

∆E(Tc)

~ωN
=

2 sin3 πν

(2k + 1)2π
ln
(

1 + e−(2k+1)π cotπν
)
, (4.25)

1

N
∆C(Tc) =

4 sin2 πν

(2k + 1)
ln
(

1 + e−(2k+1)π cotπν
)
. (4.26)

У бозоннiй границi ν → 0 матимемо:

1

N

∆E(Tc)

~ωN
=

2π2ν3

(2k + 1)2
e−(2k+1)/ν, (4.27)

1

N
∆C(Tc) =

4π2ν2

(2k + 1)
e−(2k+1)/ν. (4.28)

Цi стрибки — скiнченнi для всiх ν > 0, однак найвиразнiшим є той,

якому вiдповiдає k = 0, а наступнi значення дуже швидко спадають
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при k > 0, як показано в табл. 4.1. Варто зазначити, що для ν & 0.35

осциляцiї функцiї C(T ) в низькотемпературнiй областi зростають i

спричиняють появу нефiзичних результатiв з вiд’ємною теплоємнiстю.

Таблиця 4.1. Стрибки питомої теплоємностi C/N при критичних температурах.

Зрозумiло, що значення 10−14 i меншi не можна спостерiгати експериментально,

однак вони наведенi з метою демонстрацiї дуже швидкого спадання ∆C, коли

ν → 0 i/або k зростає.

ν k = 0 k = 1 k = 2

0.01 1.5× 10−46 7.5× 10−134 6.6× 10−221

0.05 2.4× 10−10 4.7× 10−28 1.7× 10−45

0.10 2.4× 10−5 3.2× 10−14 7.7× 10−23

0.15 1.7× 10−3 2.6× 10−9 6.7× 10−15

0.20 1.8× 10−2 1.1× 10−6 1.1× 10−10

0.25 8.5× 10−2 5.4× 10−5 6.0× 10−8

0.30 2.5× 10−1 9.3× 10−4 5.8× 10−6

0.34 5.0× 10−1 5.7× 10−3 1.1× 10−4

Низько- i високотемпературнi границi теплоємностi легко розраху-

вати, використовуючи розклади у формулах (4.16) або (4.17). Спосте-

режувана на рис. 4.5 та 4.6 в низькотемпературнiй областi лiнiйна за-

лежнiсть C ∝ T є такою:

C + iΘ

N
=

2T

~ωNα
Li2(1) =

T

~ωN
π2

3
(cosπν − i sin πν), (4.29)

де використано зв’язок мiж полiлогарифмом i дзета-функцiєю Рiмана:

Li2(1) = ζ(2) = π2/6.

Рiзне прямування до асимптотичного значення C/N → 1 (знизу

при ν < 1/4 i згори при ν > 1/4) визначається такою граничною

поведiнкою питомої теплоємностi:

C + iΘ

N
= 1− cos 2πν

36

(
~ωN
T

)2

− i sin 2πν

36

(
~ωN
T

)2

, (4.30)
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де залежний вiд температури доданок у дiйснiй частинi змiнює знак у

точцi ν = 1/4, а уявна частина залишається вiд’ємною для всiх ν, як

показано на рис. 4.5 i 4.6.

При ν = 1/4 вiдхилення дiйсної частини теплоємностi вiд асимпто-

тичного значення має вигляд:

C

N
= 1− 1

1200

(
~ωN
T

)4

. (4.31)
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Рис. 4.5. Дiйсна частина питомої теплоємностi C/N для рiзних значень параметра

статистики: ν = 0.0 (чорна, ——); 0.1 (червона, – – –); 0.2 (зелена, ···); 0.25 (синя,

— ·—); 0.3 (бузкова, - - - -); 0.34 блакитна, – ·· –).

4.5.2. Можливостi експериментальної перевiрки. Оскiльки вже

енерґiя як функцiя температури має розриви, то можна стверджувати,

що точки T
(k)
c вiдповiдають фазовим переходам першого роду. Цiка-

во оцiнити принципову можливiсть експериментальної перевiрки цього

ефекту.
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Рис. 4.6. Уявна частина питомої теплоємностi C/N для рiзних значень параметра

статистики: ν = 0.0 (чорна, ——); 0.1 (червона, – – –); 0.2 (зелена, ···); 0.25 (синя,

— ·—); 0.3 (бузкова, - - - -); 0.34 (блакитна, – ·· –).

Як вже згадувалося в пiдроздiлах 4.1 i 4.2, комплексний параметр

статистики можна отримати внаслiдок зовнiшнього впливу на систему

лазером або через ефективне врахування дисипацiї елементарних збу-

джень. Це означає, що варто очiкувати малих значень ν, тобто ν � 1.

Отже, лише найбiльша критична температура, що вiдповiдає k = 0,

Tc = ~ωN
sin πν

π
, (4.32)

виявляється релевантною для аналiзу, оскiльки стрибки теплоємно-

стi стають експериментально неспостережуваними, якщо k > 1, див.

табл. 4.1.

Вiдтворюючи сталу Больцмана kB, щоб отримати значення Tc в

кельвiнах,

kBTc = ~ωN
sinπν

π
, (4.33)
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можна таким способом зробити просту оцiнку. Припустимо, що точ-

нiсть експериментального вимiрювання теплоємностi становить 0.01%,

що вiдповiдає ν = 0.10 ÷ 0.15 (див. табл. 4.1). Нехай також часто-

та зовнiшнього гармонiчного потенцiалу-пастки дорiвнює ω = 1 кГц,

а кiлькiсть частинок N = 104. За таких параметрiв отримаємо кри-

тичну температуру Tc ∼ 10−5 K. Це означає, що вiдповiдний ефект

можна буде спостерiгати експериментально, щойно вдасться приготу-

вати систему, яку можна було б описувати статистикою Полiхронакоса

з комплексним параметром.

Цiкаво з наведених вище результатiв отримати певнi оцiнки щодо

однорiдної двовимiрної системи. Для частинок з нульовим спiном i

масоюm на площi S густину станiв легко розрахувати у виглядi g(ε) =

mS/2π~2 = const, що можна порiвняти з результатом для осциляторiв

g(ε) = 1/~ω i, як наслiдок, встановити таку ефективну вiдповiднiсть:

ωN =
2π~
m2

mN

S
. (4.34)

Отриманий вираз для критичної температури, як виявляється, має

структуру, подiбну до температури переходу Костерлiца–Таулеса TKT

[360]:

kBTc =
π~2

2m2
ρ2

2 sinπν

π
порiвняно з kBTKT =

π~2

2m2
ρ2s, (4.35)

де ρ2 = mN/S — двовимiрна густина, а ρ2s — густина надплинної ком-

поненти. Враховуючи значення двовимiрної концентрацiї ' 8·1018 м−2,

яке вiдповiдає нормальнiй густинi об’ємного гелiю 0.146 г/см3 [361],

для критичної температури матимемо Tc . 1 K. Треба зазначити, що

ця оцiнка справедлива для iдеального однорiдного бозе-газу з пара-

метрами рiдкого гелiю-4. Щоб застосувати описаний пiдхiд до реа-

лiстичних планарних систем, потрiбно виходити з вивчення фононiв,
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тобто збуджень з лiнiйною дисперсiєю. Це означає необхiднiсть вивче-

ння двовимiрної осциляторної задачi, а в ширшому сенсi — й задачi в

просторi з довiльною вимiрнiстю D > 1, про що детальнiше йтиметься

в наступних пiдроздiлах.

4.6. Термодинамiчнi функцiї

D-вимiрних осциляторiв

У цьому i наступних пiдроздiлах розглянемо систему D-вимiрних iзо-

тропних гармонiчних осциляторiв, якi пiдкоряються статистицi Полi-

хронакоса з комплексним параметром. Як i ранiше, активнiсть z ви-

значається кiлькiстю частинок N з рiвняння

N =
∑
j

gjnj =
∑
j

gj
z−1eεj/T − α

, (4.36)

де gj — виродження j-го рiвня. Отриману залежнiсть z = z(T,N)

можна далi використати для розрахунку енерґiї

E(T,N) =
∑
j

gjεjnj =
∑
j

gjεj
z−1eεj/T − α

(4.37)

та iнших термодинамiчних функцiй.

Для системи iзотропних гармонiчних осциляторiв у D-вимiрному

просторi виродження j-го енерґетичного рiвня буде [84, 318]:

εj = ~ωj, gj =
Γ(j +D)

Γ(j + 1)Γ(D)
, j = 0, 1, 2, 3, . . . , (4.38)

де вимiрнiсть простору D з мiркувань загальностi може бути дробо-

вою. Зокрема, як уже зазначалося, дробовi вимiрностi застосовують

для моделювання пористих середовищ [270, 271, 362], вони також ефе-

ктивно виникають внаслiдок врахування зовнiшнiх потенцiалiв [310].
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Щоб спростити аналiз, зручно замiнити в рiвняннях (4.36) i (4.37)

пiдсумовування на iнтеґрування, ввiвши густину станiв g(ε):

N =

∫ ∞
0

g(ε) dε

z−1eε/T − α
, (4.39)

E =

∫ ∞
0

εg(ε) dε

z−1eε/T − α
. (4.40)

Чисельне розв’язування рiвнянь (4.36)–(4.37) та (4.39)–(4.40) показує,

що така замiна приводить лише до незначного температурного зсуву

певних характерних точок термодинамiчних функцiй, а якiсно пове-

дiнка не залежить вiд того, який пiдхiд використано — дискретний чи

неперервний.

Переходячи вiд сум до iнтеґралiв, важливо виокремити внесок вiд

основного стану ε = 0 в явному виглядi, подiбно до стандартного ана-

лiзу явища бозе-конденсацiї у тривимiрному iдеальному газi. Справдi,

для вимiрностi простору D > 1 функцiя густини станiв

g(ε) =
1

Γ(D)

1

(~ω)D
εD−1 (4.41)

зникає в точцi ε = 0, тодi як вiдповiдний доданок у сумi — скiнченний:

N0 =
z

1− zα
. (4.42)

Варто зауважити, що така процедура не була потрiбна в одновимiрно-

му випадку, розглянутому в попереднiх пiдроздiлах, див. також [88].

Iнтеґрали в (4.39)–(4.40) можна виразити за допомогою полiлогари-

фма:

N =
z

1− zα
+

1

α

(
T

~ω

)D
LiD(zα), (4.43)

E = ~ω
D

α

(
T

~ω

)D+1

LiD+1(zα). (4.44)
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Диференцiюючи енерґiю за температурою, отримаємо теплоємнiсть

у такому виглядi:

C =
dE
dT

=
(4.45)

=
D

α

(
1

~ω

)D [
∂z/∂T

z
TD+1 LiD(zα) + (D + 1)TD LiD+1(zα)

]
.

Це рiвняння можна переписати через N та E:

C =
∂z

∂T

DT

z
(N −N0) + (D + 1)

E
T
, (4.46)

звiдки бачимо, що критична поведiнка може бути пов’язана з темпе-

ратурними залежностями як енерґiї, так i активностi.

Як i ранiше, використовуватимемо такi позначення для дiйсної й

уявної частин енерґiї та теплоємностi:

E = E + iΓ; C = C + iΘ, (4.47)

а також матимемо на увазi умову, що визначає термодинамiчну гра-

ницю для системи D-вимiрних гармонiчних осциляторiв [14, 83]:

ωDN = const, (4.48)

з якої вiдразу видно, що вирази (4.44), (4.45) визначають екстенсивнi

величини E , C ∝ N , як i треба було очiкувати.

4.6.1. Високотемпературна границя. Оскiльки при T →∞ зна-

чення N0 нехтовно мале, а арґумент полiлогарифма в (4.43) задоволь-

няє умову |zα| � 1, то

N =
1

α

(
T

~ω

)D
LiD(zα) =

1

α

(
T

~ω

)D(
zα +

(zα)2

2D
+ . . .

)
. (4.49)



146

Беручи до уваги лише перший доданок ряду, можна легко отримати

високотемпературну поведiнку активностi у такому виглядi:

z = N

(
~ω
T

)D
. (4.50)

Ця величина — дiйсна. Для з’ясування першого незникаючого внеску

вiд уявної частини активностi потрiбно взяти два доданки в рядi для

полiлогарифма в (4.49), що дасть у результатi:

z′′ = −α
′′

2D

[
N

(
~ω
T

)D]2

. (4.51)

З високотемпературної поведiнки активностi (4.50) вiдразу отрима-

ємо енерґiю та теплоємнiсть у цiй границi:

E = E = DNT, C = C = DN. (4.52)

Це — класичнi вирази для енерґiї i теплоємностi системи D-вимiрних

гармонiчних осциляторiв. Як i треба було очiкувати, у класичнiй гра-

ницi вiдсутнiй вплив статистики.

Першу поправку до класичних результатiв можна знайти, обертаю-

чи ряд для полiлогарифма, див. формулу (4.61) в наступних роздiлах.

Внаслiдок цього отримаємо

zα = Nα

(
~ω
T

)D
− 2−D

[
Nα

(
~ω
T

)D]2

+ . . . . (4.53)

Пiдставивши цей вираз у (4.44), пiсля нескладних перетворень мати-

мемо:

E = DNT

[
1− 2−D−1α

N(~ω)D

TD
+ . . .

]
. (4.54)

Цей ряд є аналогом вiрiального розкладу. Порiвнюючи його з вiдповiд-

ними результатами для деяких iнших типiв дробової статистики [33],
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можна встановити наближену вiдповiднiсть мiж аналiзованим узагаль-

ненням статистики Полiхронакоса та, наприклад, енiонами або стати-

стикою Голдейна–Ву (див. також наступний роздiл). Наприклад, бе-

ручи до уваги лише дiйсну частину енерґiї E двовимiрної системи i

зiставляючи її з результатами для iдеального енiонного газу, другий

вiрiальний коефiцiєнт якого b2 = −(1 − 4η + 2η2)/4, де η ∈ [0; 1] —

параметр статистики, або з газом Голдейна–Ву з b2 = (2g − 1)/4, де g

— параметр статистики, бачимо такi спiввiдношення:

α′ = cosπν ' 1− (πν)2

2
∝


1− 4η + 2η2 для енiонiв

1− 2g для статистики Голдейна–Ву
(4.55)

Подiбнi зв’язки можна встановити i для деяких iнших дробових ста-

тистик, включно з кiлькома моделями q-осциляторiв [351, 363–365].

4.6.2. Область фазового переходу. Критична температура.

Як продемонстрував одновимiрний випадок, в аналiзованiй задачi вiд-

буваються фазовi переходи, пов’язанi з комплекснозначнiстю параме-

тра статистики [88]. З математичного погляду це пов’язано з синґуляр-

нiстю в знаменнику iнтеґралiв у формулах (4.39), (4.40), якщо уявна

частина величини zα дорiвнює нулевi:

Im(zα) = 0. (4.56)

Для температур достатньо вiддалених вiд абсолютного нуля внесок

основного стану стає несуттєвим i рiвняння (4.43) зводиться до вигля-

ду:

Nα =

(
T

~ω

)D
LiD(zα). (4.57)

Його розв’язки можна формально записати через обернену до полiло-
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гарифма функцiю invLiD(w). Для активностi вiдразу отримаємо:

zα = invLiD

[
αN

(
~ω
T

)D]
. (4.58)

Отже, умова, з якої визначається критична температура T (k)
c (взагалi

кажучи, це може бути набiр, а не лише одне значення — як в однови-

мiрному випадку) набуває такого вигляду:

Im invLiD

[
αN

(
~ω
T

(k)
c

)D]
= 0. (4.59)

На жаль, для оберненого полiлогарифма не iснує виразу через еле-

ментарнi чи вiдомi спецiальнi функцiї, тому єдиним надiйним способом

аналiзу цiєї задачi залишається чисельне розв’язування. Однак за до-

помогою деяких наближених виразiв для invLiD(w) вдається отримати

добрi оцiнки критичної температури, як показано нижче.

Нехай обернений полiлогарифм invLiD(w) визначено так:

LiD(x) = w ⇒ invLiD(w) = x. (4.60)

В околi точки x = 0 найпростiшим способом є обертання степене-

вого ряду [366] для полiлогарифма, що дає:

invLi
{1}
D (w) = w − 2−Dw2 + (21−2D − 3−D)w3 + . . . . (4.61)

В околi точки x = 1 розклади в ряд виглядають по-рiзному залежно

вiд D:

LiD(x) = ζ(D) + Γ(1−D)(1− x)D−1 + . . . , 1 < D < 2, (4.62)

Li 2 (x) = ζ(2)− (x− 1) ln(1− x) + . . . , (4.63)

LiD(x) = ζ(D) + (x− 1)ζ(D − 1) + . . . , D > 2. (4.64)



149

Розв’язки з точнiстю до першого пiсля ζ(D) доданка будуть такими:

invLi
{2}
D (w) =


1−

[
w − ζ(D)

Γ(1−D)

]1/(D−1)

1 < D < 2

1 +
w − ζ(D)

ζ(D − 1)
D > 2.

(4.65)

У випадку D = 2 потрiбно використовувати так звану W -функцiю

Ламберта, що буде зроблено трохи далi.

Для цiлих n iснують розклади при |x| > 1 [367]:

Lin(x) = (−1)n−1
∞∑
j=1

1

jnxj
− lnn(−x)

n!
+

+ 2

bn/2c∑
j=1

Li2j(−1) lnn−2j(−x)

(n− 2j)!
, (4.66)

де Li2j(−1) =
(
21−2j − 1

)
ζ(2j). При n = 2 цей ряд набуває простої

форми:

Li2(x) = − ln2(−x)

2
− ζ(2)− 1

x
+ . . . , (4.67)

звiдки з урахуванням перших двох членiв матимемо:

invLi
{3}
2 (w) = −e

√
−2[w+ζ(2)] (4.68)

Вираз для n = 3 також має замкнену аналiтичну форму, проте вона

дуже громiздка.

Обернений полiлогарифм можна також записати черезW -функцiю

Ламберта [368], яка є багатозначною функцiєю, за допомогою якої

розв’язують таке рiвняння:

W (z)eW (z) = z, z ∈ C. (4.69)

При цiлих n ряд для Lin(x) в околi точки x = 1 має вигляд [367], див.

також [369, p. 30]:

Lin(x) = ζ(n) +
− ln(− lnx) + ψ(n) + γ

(n− 1)!
lnn−1 x+
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+
∞∑
j=1

j 6=n−2

ζ(n− j)
j!

lnj x, (4.70)

де ψ(n) — полiгамма-функцiя, а γ = 0.57721 . . . — це стала Ейлера–

Маскеронi. Якщо n = 2, то цей вираз спрощується до

Li2(x) = ζ(2)− lnx ln[− ln(x)] + ln x+ . . . , (4.71)

звiдки отримуємо

invLi
{4}
2 (w) = exp

[
−eWk(− ζ(2)+we )+1

]
, (4.72)

причому значення k потрiбно вибирати на пiдставi додаткових мiр-

кувань. Автори працi [368], наприклад, запропонували k = −1 для

iдеального 4-вимiрного бозе-газу.

Через функцiю Ламберта також можна записати розв’язок рiвнян-

ня (4.63):

invLi
{2}
2 (w) = 1− exp [Wk(w − ζ(2))] . (4.73)

Використовуючи розклад (4.61) з точнiстю до w2 включно, пiсля

нескладних перетворень отримаємо такий вираз для Tc:

Tc = ~ω
(2N cos πν)1/D

2
. (4.74)

Якщо взяти ряд до w3, то вийде досить громiздкий такий вираз:

N

(
~ω
Tc

)D
=

=
2−D sin 2πν −

√
2−2D sin2 2πν − 4 (21−2D − 3−D) sinπν sin 3πν

2 (21−2D − 3−D) sin 3πν
. (4.75)

Потрiбно сказати, що за деяких значень параметра статистики ν звiд-

си отримуємо комплекснi значення критичної температури Tc, як по-

казано в табл. 4.3–4.4. Це, однак, є виключно наслiдком використаного
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наближення — у задачi, яку ми розглядаємо, комплекснi температури

не використовуються.

З рiвняння (4.68) для критичної температури отримуємо вираз:

N

(
~ω
Tc

)2

=
π2

sin2 πν

(√
5 + cos 2πν

6
− cosπν

)
. (4.76)

Iншi наведенi вище наближення оберненого полiлогарифма не вдає-

ться звести до замкненого виразу для критичної температури. З фор-

мул (4.65), (4.73) розв’язок рiвняння

Im invLi
{2}
D

[
αN

(
~ω
Tc

)D]
= 0 (4.77)

iснує лише для D ≤ 2. Якщо вимiрнiсть простору можна подати у

виглядi D = 1 + 1/n, де n — натуральне число (n > 1), то (4.77) є

алґебраїчним рiвнянням n-го порядку вiдносно 1/TDc . Зокрема, для

D = 3/2 критична температура Tc збiгається (4.97).

Нарештi, ще одне значення Tc можна отримати внаслiдок чисель-

ного розв’язування рiвняння (4.72):

Im invLi
{4}
2

[
αN

(
~ω
Tc

)2
]

= 0. (4.78)

Порiвняння значень критичної температури, отриманих з рiзних на-

ближень, iз точними результатами, розрахованими чисельно, наведено

в табл. 4.2–4.5.

Як легко зауважити, дляD = 2 кiлька наближень дають задовiльну

оцiнку за рiзних значень параметра статистики. Можна використову-

вати навiть найпростiший вигляд, заданий формулою (4.74).

Для 1 < D < 2 рiвняння (4.77) видається найбiльш прийнятною

оцiнкою критичної температури. Дя вимiрностей простору D > 2 мо-

жна використовувати вирази (4.74)–(4.75).
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Таблиця 4.2. Оцiнки критичної температури з рiзних наближень для оберненого

полiлогарифма, D = 2. Значення подано для N = 1000 в одиницях ~ω.

ν точно р-ня (4.74) (4.75) (4.77) (4.76) (4.78) (4.97)

0.05 22.5 22.2 19.8 17.4 23.0 22.4 24.5

0.10 20.9 21.8 19.5 17.1 22.0 20.8 24.0

0.20 18.2 20.1 18.4 16.3 20.1 17.8 22.2

0.25 17.0 18.8 17.6 15.7 19.1 16.4 20.7

0.30 15.8 17.1 16.6 15.0 18.0 15.0 18.9

0.40 13.5 12.4 14.1 13.2 15.4 11.9 13.7

0.50 11.2 0 10.9 11.1 12.2 8.9 0

Таблиця 4.3. Оцiнки критичної температури з рiзних наближень для оберненого

полiлогарифма, D = 1.1. Значення подано для N = 1000 в одиницях ~ω.

ν точно р-ня (4.74) (4.75) (4.77) (4.97)

0.16 142 444 ∈ C 136 55.4

0.20 152 413 ∈ C 150 51.5

0.30 175 309 246 174 38.5

0.40 186 172 268 181 21.5

0.50 183 0 216 174 0

Таблиця 4.4. Оцiнки критичної температури з рiзних наближень для оберненого

полiлогарифма, D = 1.5. Значення подано для N = 1000 в одиницях ~ω.

ν точно р-ня (4.74) (4.75) (4.77) або (4.97)

0.10 52.7 76.8 ∈ C 51.0

0.20 50.2 68.9 ∈ C 45.8

0.30 46.8 55.7 50.0 37.0

0.40 42.3 36.3 47.5 24.1

0.50 36.8 0 38.6 0
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Таблиця 4.5. Оцiнки критичної температури з рiзних наближень для оберненого

полiлогарифма, D = 3. Значення подано для N = 1000 в одиницях ~ω.

ν точно р-ня (4.74) (4.75) (4.97)

0.05 7.63 6.27 6.71 9.37

0.10 6.83 6.20 6.62 9.25

0.20 5.65 5.87 6.22 8.76

0.30 4.73 5.28 5.44 7.88

0.40 3.91 4.26 ∈ C 6.36

0.50 3.19 0 ∈ C 0

4.6.3. Критичне значення параметра статистики. Можна по-

казати, що у границi малих ν уявна частина Im(zα) залишається до-

датною для всiх значень температури, тобто не спостерiгаємо нiякої

критичної точки Tc в цьому разi. Розв’язки рiвняння (4.43) вказують

на iснування певного критичного значення статистичного параметра

νc, такого, що при ν < νc не iснує Tc, натомiсть для ν > νc можна

знайти температуру, при якiй Im(zα) перетворюється в нуль. Якщо

параметр статистики менший за νc, то енерґiя й теплоємнiсть залиша-

ються неперервними за умови скiнченностi N , а вище за νc iснують

розриви, якi вiдповiдають за фазовi переходи.

За фiксованою вимiрностi простору D значення νc прямує до нуля,

коли кiлькiсть частинок N зростає. З iншого боку, за фiксованого N

значення νc збiльшується зi зменшенням D, див. табл. 4.6.

Значення критичного параметра статистики було отримано на пiд-

ставi чисельних розрахункiв. Найпростiшою формулою, якою можна

описати цi данi, є степенева залежнiсть:

νc = aN b. (4.79)

Обчислення для рiзних значень вимiрностi простору в дiапазонi зна-
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Таблиця 4.6. Критичнi значення параметра статистики νc для рiзної кiлькостi ча-

стинок N та вимiрностi простору D.

D N = 102 N = 103 N = 104 N = 105 N = 106

3.0 0.07355 0.02340 0.007241 0.001510 0.0002819

2.0 0.1013 0.03592 0.01256 0.004326 0.001471

1.5 0.1508 0.06674 0.03026 0.01389 0.006413

1.4 0.1687 0.07994 0.03936 0.01982 0.01012

1.3 0.1912 0.09781 0.05279 0.02947 0.01680

1.2 0.2199 0.1223 0.07280 0.04538 0.02915

1.1 0.2566 0.1560 0.1028 0.07171 0.05198

чень N = 102 ÷ 106 дали такi результати:

D = 1.1 : νc = (0.60± 0.04)N−0.19±0.01, (4.80)

D = 1.5 : νc = (0.76± 0.01)N−0.35±0.003, (4.81)

D = 2.0 : νc = (0.81± 0.01)N−0.45±0.002, (4.82)

D = 3.0 : νc = (0.75± 0.03)N−0.50±0.01. (4.83)

Отриманi значення показника b можуть вказувати на складнiшу зале-

жнiсть νc вiд кiлькостi частинок порiвняно з простою моделлю (4.79),

наприклад N lnN або й iншi комбiнацiї.

Незважаючи на те, що поки не вдалося знайти аналiтично виразу

для νc, виявляється можливим проаналiзувати запропоновану стати-

стику в бозоннiй границi малих ν з метою перевiрки твердження про

неперервнiсть термодинамiчних функцiй.

Рiвняння (4.43), що пов’язує активнiсть, температуру i кiлькiсть

частинок, у головному порядку дає

Nα =
zα

1− zα
+

(
T

~ω

)D
ζ(D). (4.84)

У границi ν → 0 параметр статистики дорiвнює α ' 1 + iπν, а
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низькотемпературну залежнiсть активностi можна подати як

z = 1 + ∆z = 1 + ∆z′ + i∆z′′, ∆z′ < 0, (4.85)

де ∆z′ i ∆z′′ — малi поправки до дiйсної й уявної частин z вiдповiдно.

Отже,

zα = 1 + ∆z′ + i∆z′′ + iπν, (4.86)

zα

1− zα
= − 1

∆z′ + i(∆z′′ + πν)
. (4.87)

Для дiйсної й уявної частин рiвняння Eq. (4.84) отримаємо:

N −
(
T

~ω

)D
ζ(D) = − ∆z′

(∆z′)2 + (∆z′′ + πν)2
, (4.88)

πνN =
∆z′′ + πν

(∆z′)2 + (∆z′′ + πν)2
. (4.89)

Розв’язки мають вигляд:

∆z′ = − 1[
N −

(
T
~ω
)D
ζ(D)

]
+ (πνN)2/

[
N −

(
T
~ω
)D
ζ(D)

] , (4.90)

∆z′′ + πν =
πνN[

N −
(
T
~ω
)D
ζ(D)

]2

+ (πνN)2

= Im(zα). (4.91)

Порiвняння цих виразiв iз точними розрахунками показано на рис. 4.7,

де видно дуже добре узгодження в низькотемпературнiй областi.

Як можна зауважити, у цьому наближеннi уявна частина Im(zα)

залишається додатною, отже, нiякої критичної температури в бозоннiй

границi ν → 0 немає. Це пiдтверджують i чисельнi розрахунки, якi

дають гладкi залежностi термодинамiчних функцiй вiд температури

при ν < νc.
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Рис. 4.7. Re z (вгорi) та Im z (внизу) двовимiрної системи порiвняно з наближен-

нями (4.90) i (4.91). Данi розраховано для N = 1000, ν = 0.01 (зеленi кружечки) i

ν = 0.02 (червонi квадратики). Наближення показано зеленою та червоною лiнiя-

ми, вiдповiдно.

4.6.4. Поведiнка термодинамiчних функцiй. На рис. 4.8 пока-

зано температурнi залежностi уявної i дiйсної частин величини zα в

околi точки переходу для значень параметра статистики безпосередньо

нижче i вище критичним νc у двовимiрному просторi. Результати для

деяких iнших просторових вимiрностей наведено на рис. 4.9. Цiкаво за-

уважити, що обчислення з дискретним пiдсумовуванням (4.36), (4.37)

замiсть неперервного пiдходу з iнтеґруванням приводять лише до зсу-
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ву температурних залежностей, зберiгаючи якiсно таку саму картину.

Цей зсув пропорцiйний до N−1/D, пор. аналiз для бозе-систем у працi

[370].
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Рис. 4.8. Уявна (вгорi) i дiйсна (внизу) частини zα для двовимiрної системи

з N = 1000 при значеннях параметра статистики ν, близьких до критичного

νc = 0.035917 . . . . Температуру T подано в одиницях ~ω. Штриховi лiнiї вiдпо-

вiдають дискретним пiдсумовуванням. Вертикальними лiнiями позначено темпе-

ратури бозе-конденсацiї без урахування скiнченностi кiлькостi частинок (T ' 24.7)

та з її врахуванням (T ' 23.6). Вiдповiднiсть кольорiв: зелений — ν = 0.03; черво-

ний — ν → νc − 0; синiй — ν → νc + 0; бузковий — ν = 0.037; чорний — ν = 0.04.

Тут i далi вертикальнi лiнiї, що з’єднують рiзнi гiлки графiкiв при критичних

температурах, показано для кращої вiзуалiзацiї.
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В околi Tc можна використати таке наближення:

zα = 1 + x+ iy, (4.92)

так що

zα

1− zα
= −1− x

x2 + y2
+ i

y

x2 + y2
, (4.93)

де x, y — малi величини. Подiбним способом для полiлогарифма отри-

маємо:

LiD(zα) = LiD(1 + x+ iy) = ζ(D) + ∆′ + i∆′′, (4.94)

де ∆′,∆′′ позначають малi поправки до дiйсної й уявної частин, вiдпо-

вiдно; ∆′,∆′′ ∝ xD−1 або ∆′ ∝ x lnx для D = 2.

При T → Tc поправка y → 0, тому в цьому випадку з рiвняння

(4.43), вiдкидаючи нехтовно малу одиницю в (4.93), отримаємо:

Nα′ +
1

x
=

(
T

~ω

)D
ζ(D), Nα′′ =

y

x2
. (4.95)

Отже, в головному наближеннi дiйсна частина Re(zα) буде

Re(zα) = 1 + x = 1 +
1(

T
~ω
)D
ζ(D)−Nα′

, (4.96)

тодi як Im(zα) = y залишається малою додатною величиною. Цей

розв’язок правильно вiдтворює спостережувану змiну знака поправки

x, див. рис. 4.10. Також звiдси бачимо, що для критичної температури

можна взяти грубе наближення у виглядi:

Tc = ~ω
(
Nα′

ζ(D)

)1/D

. (4.97)

Очевидно, що розв’язок, який визначається рiвнянням (4.96), дає до-

бре наближення лише для температур, що задовольняють умову∣∣∣∣∣
(
T

~ω

)D
ζ(D)−Nα′

∣∣∣∣∣ > 1. (4.98)
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Рис. 4.9. Величина Im(zα) для D = 1.1 (вгорi), D = 1.5 (посерединi), та D = 3

(внизу) при значеннях параметра статистики ν, близьких до критичного νc. Кiль-

кiсть частинок N = 1000. Вiдповiднiсть кольорiв: зелений — ν < νc; червоний

— ν → νc − 0; синiй — ν → νc + 0; бузковий —ν > νc. Вертикальнi лiнiї, що не

збiгаються з сiткою, позначають температури бозе-конденсацiї.
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Рис. 4.10. Величина Re(zα) в околi критичного параметра статистики νc при D = 2

порiвняно з аналiтичним наближенням з рiвняння (4.96) [чорнi пенктирнi лiнiї].

Iншi кольори — як на рис. 4.8.
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Рис. 4.11. Дiйсна частина питомої теплоємностi C/N для D = 2 при значеннях

статистичного параметра ν близьких до критичного νc. Вiдповiднiсть кольорiв як

на рис. 4.8.

Розрив функцiї z приводить до розриву на температурнiй залежно-

стi енерґiї, звiдки маємо натяк на критичну точку, що вiдповiдає фа-

зовому переходу першого роду.

Як видно з рис. 4.8, при критичному значеннi параметра статистики
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νc на температурнiй залежностi Im(zα) є пiк при певнiй температурi

Tp > Tc. Вiн повинен вiдповiдати iншому фазовому переходовi, цього

разу вже другого роду, див. рис. 4.11.

Треба також взяти до уваги, що гранична бозе-система (ν = 0) має

єдиний фазовий перехiд — бозе-конденсацiю — у границi N →∞ при

температурi

TBEC = ~ω
(

N

ζ(D)

)1/D

, (4.99)

де D > 1. Проте, лише для D > 3/2, що вiдповiдає умовi D > 3

у випадку однорiдної системи, спостерiгаємо розрив на кривiй C(T )

(пiк при D = 3), порiвн. рис. 4.12–4.13.
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Рис. 4.12. Питома теплоємнiсть бозе-системи осциляторiв у просторах вимiрностi

D = 1.3 з рiзною кiлькiстю частинок N . Чорнi лiнiї — N = 102; червонi — N = 103,

зеленi — N = 104, синi — N = 105, бузковi — N = 106.

Отже, для вимiрностей простору D > 1 повинна iснувати ще тре-

тя точка переходу, оскiльки в означенiй дробовiй статистицi у границi

N → ∞ критичний параметр νc → 0. Ця проблема ще вимагає окре-

мого детального аналiзу. Цiкаво зауважити, що про аналог конденсацiї

Бозе–Айнштайна у системах зi звичайною статистикою Полiхронакоса

(з дiйсним параметром) повiдомляли у працi [202].
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Рис. 4.13. Питома теплоємнiсть бозе-системи осциляторiв у просторах рiзної ви-

мiрностi D з рiзною кiлькiстю частинок N : D = 3/2 (вгорi), D = 2 (посерединi),

D = 3 (внизу). Для двох останнiх випадкiв у границi N → ∞ маємо розрив з

C|T→Tc−0 > C|T→Tc+0. Чорнi лiнiї — N = 102; червонi — N = 103, зеленi — N = 104,

синi — N = 105, бузковi — N = 106.
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4.6.5. Низькотемпературна область i узагальнення результа-

тiв. В низькотемпературнiй областi активнiсть залишається майже

сталою, причому zα близьке до одиницi, а полiлогарифм можна замi-

нити на дзета-функцiю Рiмана

LiD(zα) ' ζ(D) (4.100)

з точнiстю до поправок порядку 1/N у дiйснiй i уявнiй частинi.

Тому енерґiя з доброю точнiстю набуде вигляду:

E = (α′ − iα′′)~ωD
(
T

~ω

)D+1

ζ(D), (4.101)

а будь-якi суттєвi вiдхилення вiд цього наближення можливi лише в

безпосередньому околi критичної температури.

Низькотемпературна поведiнка теплоємностi аналiзованої системи

вiдтворює результати для D-вимiрного iдеального бозе-газу гармонi-

чних осциляторiв з точнiстю до множника α∗:

C = (α′ − iα′′)D(D + 1)

(
T

~ω

)D
ζ(D). (4.102)

На рис. 4.14 показано дiйсну частину питомої теплоємностi для

D = 2, N = 1000 у широкому дiапазонi температур, включно з висо-

котемпературною областю (вище вiд температури фазового переходу)

i областю низьких температур. Уявну частину питомої теплоємностi

наведено на рис. 4.15. Результати для деяких iнших вимiрностей про-

стору показано на рис. 4.16.
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Рис. 4.14. Дiйсна частина питомої теплоємностi C/N двовимiрної системи, N =

1000, для рiзних значень параметра статистики. Чорна лiнiя — ν = 0.0; червона —

ν = 0.1; свiтло-зелена — ν = 0.2; синя — ν = 0.3; блакитна — ν = 0.5. Пунктирнi

лiнiї вiдповiдають значенням, близьким до νc: ν = 0.03591 < νc (темно-зелена) i

ν = 0.03592 > νc (бузкова).
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Рис. 4.15. Уявна частина питомої теплоємностi C/N двовимiрної системи, N =

1000, для рiзних значень параметра статистики. Кольори як на рис. 4.14.
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Рис. 4.16. Дiйсна частина питомої теплоємностi C/N D-вимiрної системи, N =

1000, для рiзних значень параметра статистики. Верхнiй графiк — D = 1.1, се-

реднiй — D = 1.5, нижнiй — D = 3. Чорна лiнiя — ν = 0.0; червона — ν = 0.1;

свiтло-зелена — ν = 0.2; синя — ν = 0.3; блакитна — ν = 0.5. Пунктирнi лiнiї вiд-

повiдають значенням, близьким до νc: ν =< νc (темно-зелена) i ν > νc (бузкова).
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Зрозумiло, що фiзично цiкавими є лише тi системи, де уявна ча-

стина енерґiї мала, а отже розсiювання все ще дозволяє трактувати

систему як майже рiвноважну. З рiвняння (4.101) видно, що у низько-

температурнiй областi вiдповiдна умова |Γ/E| � 1 виконується, якщо

πν � 1, тодi як для високих температур уявна частина енергiї пря-

мує до нуля, див. пiдроздiл 4.6.1. Як демонструє рис. 4.17, вiдношен-

ня |Γ/E| насправдi контролюється низькотемпературною поведiнкою

енерґiї, порiвн. вираз (4.101), отже,∣∣∣∣ΓE
∣∣∣∣ . α′′

α′
= tanπν. (4.103)
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Рис. 4.17. Вiдношення уявної частини енерґiї до дiйсної Γ/E при D = 1.8 для

рiзних значень параметра статистики. Вiдповiднiсть кольорiв (лiнiї впорядковано

згори донизу): червоний — ν = 0.05, зелений — ν = 0.1, синiй — ν = 0.15, бузковий

— ν = 0.2, блакитний — ν = 0.25.

4.7. Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi зроблено докладний аналiз термодинамiчних власти-

востей системи D-вимiрних iзотропних гармонiчних осциляторiв, якi

пiдкоряються статистицi Полiхронакоса з комплексним параметром.
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Окремо дослiджено задачу в одновимiрному просторi, в якiй усi ре-

зультати можна отримати аналiтично, та випадок D > 1, де потрiбно

робити чисельнi розрахунки.

У високотемпературнiй границi, як i потрiбно очiкувати, отрима-

но класичнi результати, якi не залежать вiд параметра статистики ν.

Зi зниженням температури в системi передбачено iснування фазового

переходу першого роду за температури Tc, що визначається з умови

Im(zα) = 0. В одновимiрному випадку це приводить до множини зна-

чень критичних температур T (k)
c , з яких лише найвища T (0)

c вiдповiдає

фазовому переходу, який у принципi можна спостерiгати експеримен-

тально в межах досяжних точностей вимiрювань [88].

У просторi з D > 1 вiдповiдний фазовий перехiд вiдбувається лише

тодi, коли значення ν бiльше за деяке критичне νc, що визначається

кiлькiстю частинок i вимiрнiстю простору. У таких системах критична

температура Tc зменшується зi зростанням значення параметра стати-

стики ν для бiльшостi проаналiзованих вимiрностей простору. Це спiв-

вiдношення змiнюється лише з наближенням до D = 1 (у розрахунках

D = 1.1). Вiдповiднi аналiтичнi оцiнки можна зробити на пiдставi рiв-

няння (4.77).

Якщо ν = νc, то з неаналiтичностi температурної поведiнки актив-

ностi можна зробити висновок про iснування ще одного фазового пе-

реходу (другого роду) при температурi Tp > Tc.

У низькотемпературнiй границi спостерiгаємо бозе-подiбну поведiн-

ку термодинамiчних функцiй з точнiстю до множника α∗ = e−iπν. На

пiдставi цiєї границi можна також встановити умову застосовностi за-

пропонованої статистики у виглядi πν � 1, яка забезпечує малi зна-

чення уявної частини енерґiї системи.

Деякi питання на даний момент залишаються вiдкритими. Зокре-
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ма, до них належить послiдовне аналiтичне вивчення критичного зна-

чення параметра статистики та поведiнки термодинамiчних функцiй

в околi точки фазового переходу. З першим безпосередньо пов’язане

означення критичної температури Tp передбаченого переходу за типом

бозе-конденсацiї. Са́ме з’ясування аналiтичних властивостей νc дозво-

лить прояснити деталi цього фазового переходу. Окрiм того, уточнен-

ня поведiнки термодинамiчних функцiй поблизу Tc вимагає точнiших

виразiв для оберненого полiлогарифма.

Можливостi експериментальної перевiрки явищ, передбачених у цiй

роботi, впираються в проблему приготування реальної фiзичної систе-

ми, яку може описувати запропонована статистика Полiхронакоса з

комплексним параметром.

Як уже було зазначено, явища, описанi в цьому роздiлi, мають сто-

сунок до реальних фiзичних систем з малою дисипацiєю. Насампе-

ред, це можуть бути бозони в зовнiшньому потенцiалi, форма якого

визначає ефективну вимiрнiсть простору D [310]: бозе-система з ква-

дратичним спектром в S-вимiрному просторi, помiщена в зовнiшнiй

потенцiал V (r) ∝ rη, через функцiю густини станiв еквiвалентна до

системи гармонiчних осциляторiв у просторi з ефективною вимiрнiстю

D = S(1 + 2/η)/2. В експериментах найчастiше застосовують гармонi-

чнi пастки (η = 2), отже D = S, i тому найбiльший iнтерес становлять

випадки D = 3 та особливо D = 2.

До такої ж умови D = S приводять i системи з лiнiйним спектром,

який вiдповiдає, наприклад, фононнiй гiлцi спектру елементарних збу-

джень рiдкого гелiю-4. На додаток, змiну значення 2 < D < 3 можна

розглядати як плавний перехiд мiж плоскою й об’ємною геометрiями

для моделювання плiвок рiзної товщини з метою вивчення процесiв

та критичних явищ у гелiєвих плiвках [263, 361, 371] або поверхневих
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електронних системах [372].

Дробова просторова вимiрнiсть 2 < S < 3 також слугує як мо-

дель пористого середовища [271], а тому бозоннi системи з квадрати-

чним енерґетичним спектром вiдповiдають гармонiчним осциляторам

з 1 < D < 3/2.

Окрiм того, виявляється можливим встановити наближену вiдпо-

вiднiсть мiж запропонованою статистикою та деякими iншими типа-

ми статистик, зокрема з енiонами, статистикою Голдейна–Ву, а також

q-деформованими бозонами.
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РОЗДIЛ 5

ДВОПАРАМЕТРИЧНI ДРОБОВI

СТАТИСТИКИ

5.1. Вступ

Пiсля вiдкриття дробового квантового ефекту Голла [136], для поясне-

ння цього явища було запропоновано низку теорiй. Зокрема, моделi

збуджень iз дробовим зарядом розглядали Лафлiн [137], Галперiн [138],

Аровас та iн. [140]. Енiони вважали за можливих кандидатiв у такi

квазiчастинки [138, 140].

Узагальнений принцип Паулi, запропонований Голдейном [141], i по-

дальше виведення функцiї розподiлу в такiй новiй статистицi, яке здiй-

снив Ву [142], започаткували вивчення так званої дробової виключної

статистики (ДВС; англ. fractional exclusion statistics — FES ). Вияви-

лося, що вона описує енiони на найнижчому рiвнi Ландау [143], проте

повної вiдповiдностi мiж ДВС та енiонною статистикою встановити не

вдається.

Опис енiонiв в межах статистичної механiки поки що не можна вва-

жати повним. Труднощi виникають навiть у системi невзаємодiючих

енiонiв через присутнiсть статистичної взаємодiї [373]. Питання знахо-

дження виразу для функцiї розподiлу в енiоннiй статистицi залиша-

ється вiдкритим: вдається встановити певну наближену вiдповiднiсть

з кiлькома вiдомими типами дробової статистики на пiдставi виразу

для другого вiрiального коефiцiєнта, але всi вони не дають коректного
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результату вже на рiвнi третього вiрiального коефiцiєнта [33, Chap. 5].

Тому двопараметрична статистика видається доброю альтернативою

для побудови точнiшої статистико-механiчної моделi. Варто зауважи-

ти, що двопараметричнi узагальнення статистики недостатньо широко

вiдображенi в лiтературi. Переважно вони ґрунтуються на так зва-

них q-деформацiях комутацiйних спiввiдношень мiж операторами по-

родження i знищення, порiвн. [351, 374–378]. Деякi узагальнення, що

мають спiльнi риси iз запропонованими в цьому роздiлi, коротко про-

аналiзував Канiадакiс [379], проте на пiдставi дещо iнших мiркувань.

Розглянуту в цьому роздiлi двояку модифiкацiю статистики отри-

мують так. Насамперед, до пiдрахунку кiлькостi мiкростанiв викори-

стано пiдходи Полiхронакоса [126] та ДВС Голдейна–Ву [141, 142]. Це

приводить до змiни форми функцiї розподiлу порiвняно зi статисти-

кою Бозе або Фермi i дає один параметр моделi. Наступним кроком

виконано деформацiю ґiббсiвського множника, що забезпечує другий

параметр статистики. З цiєю метою можна використати q-експоненту

Цаллiса. Справдi, неекстенсивну статистичну механiку Цаллiса [147]

застосовують зокрема до систем iз далекосяжними взаємодiями [148]

— а саме така статистична взаємодiя присутня в системi енiонiв [31].

Зауважмо, однак, що деформацiя експоненти тут феноменологiчна i

на додаток також розглянуто так звану неповну статистику [208, 209].

Так званi неекстенсивнi узагальнення статистик Бозе–Айнштайна

та Фермi–Дiрака вiдомi досить давно [205, 206, 380, 381]. Проте тут

варто звернути увагу на тривале термiнологiчне непорозумiння щодо

неекстенсивностi та неадитивностi, про яке детально сказано в [382].

Вживаючи надалi термiн “неекстенсивнiсть” та похiднi вiд нього ма-

тимемо на увазi переважно неадитивну природу ентропiї i пов’язанi

з нею q-експоненти Цаллiса. На загал, однак, термiни неекстенсивна
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статистика та неадитивна статистика, продовжують спiвiснувати

у науковiй лiтературi як взаємозамiннi, порiвн. [383].

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [72, 76, 87, 90, 91].

5.2. Вiрiальне i кластерне розвинення

Для зручностi викладу варто нагадати зв’язок мiж вiрiальним i кла-

стерним розвиненнями у статистичнiй механiцi для конкретного ви-

падку двовимiрної системи.

Рiвняння стану двовимiрної системи у границi малих густин i висо-

ких температур можна записати у виглядi такого вiрiального розвине-

ння:

p

T
= ρ2

[
1 + b2 ρ2λ

2 + b3 (ρ2λ
2)2 + . . .

]
, (5.1)

де p — тиск, T — абсолютна температура, ρ2 = N/V2 — двовимiрна

густина (концентрацiя) системи, причому тут N — кiлькiсть частинок,

а V2 — площа, яка виступає аналогом об’єму. Величина

λ =

(
2π~2

mT

)1/2

— довжина теплової хвилi де Бройля частинки з масою m. Множники

bj — знерозмiренi j-тi вiрiальнi коефiцiєнти.

З iншого боку, велику статистичну суму Ξ можна записати у виглядi

кластерного розвинення, тобто ряду за активнiстю z = eµ/T , де µ —

хiмiчний потенцiал [33, Ch. 4]:

1

A
ln Ξ =

∞∑
`=1

B`z`. (5.2)

Коефiцiєнти розкладу B` називають кластерними iнтеґралами. За їх

допомогою можна розрахувати вiрiальнi коефiцiєнти завдяки термо-

динамiчним спiввiдношенням, що пов’язують тиск i густину з великою



173

статистичною сумою, а саме:

p

T
=

1

V2
ln Ξ(z, V2, T ), (5.3)

i

ρ2 =
N

V2
= z

∂

∂z

(
1

V2
ln Ξ

)
V2,T

. (5.4)

Застосовуючи кластерне розвинення (5.2) до рiвняння стану (5.3),

отримаємо:
∞∑
`=1

B`z` =

( ∞∑
`=1

`B`z`
)[

1 + b2 λ
2

( ∞∑
`=1

`B`z`
)

+ . . .

]
. (5.5)

Звiдси вiдразу маємо зв’язок:

b2λ
2 = −B2

B2
1

, (5.6)

i для вищих вiрiальних коефiцiєнтiв можна аналогiчно отримати ре-

зультати, прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях z [384]:

b3λ
4 = −2

B3

B3
1

+ 4
B2

2

B4
1

, (5.7)

b4λ
6 = −3

B4

B4
1

+ 18
B2B3

B5
1

− 20
B3

2

B6
1

, (5.8)

. . . .

Щоб знайти вираз для функцiї розподiлу (чисел заповнення) енiонiв

nj, такий що

N =
∑
j

gjnj, (5.9)

де сума пробiгає за всiма можливими рiвнями енерґiї з виродженнями

gj, перепишемо це рiвняння у виглядi:

N

V2
=

1

V2

∑
j

gjnj =
∞∑
`=1

`B`z`. (5.10)
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Оскiльки функцiональна залежнiсть nj вiд енерґiї рiвня εj невiдома,

ми розглядатимемо кiлька модифiкацiй статистики, перевiряючи при-

датнiсть моделi для опису енiонiв на пiдставi виразiв для другого i тре-

тього вiрiальних коефiцiєнтiв. Перед цим, однак, проаналiзуємо одно-

параметричнi дробовi статистики.

5.3. Зв’язок мiж рiзними типами

дробової статистики

5.3.1. Вiрiальне розвинення для енiонiв. Для подальшого ви-

кладу корисно пригадати вiрiальне розвинення iдеального двовимiр-

ного газу зi статистикою Фермi або Бозе:

p

T
= ρ2

(
1± 1

4
ρ2λ

2 + . . .

)
, (5.11)

де верхнiй знак вiдповiдає фермiонам, а нижнiй — бозонам, тобто другi

вiрiальнi коефiцiєнти будуть вiдповiдно:

bF
2 = +

1

4
, bB

2 = −1

4
. (5.12)

Зобразивши велику статистичну суму через статистичнi суми ZN

системи N частинок

Ξ =
∞∑
N=0

zNZN , Z0 ≡ 1, (5.13)

iз кластерного розвинення (5.2) матимемо:

B1 =
Z1

V2
, B2 =

2Z2 − Z2
1

2V2
, . . . , (5.14)

де враховано розклад логарифма ln(1 + x) = x − x2/2 ± . . ., або для

другого вiрiального коефiцiєнта:

b2 = −V2

λ2

2Z2 − Z2
1

2Z2
1

. (5.15)
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Iдеальний енiонний газ можна розглядати як взаємодiючий бозе-газ.

Зважаючи на те, що одночастинкова статистична сума Z1 не залежить

вiд статистики, перепишемо b2 у виглядi:

b2(α) = b2(0)− V2

λ2

Z2(α)− Z2(0)

Z2
1

, (5.16)

де b2(0), Z2(0) вiдповiдають iдеальному бозе-газовi, а параметр α ∈

[0; 1]. Варто зазначити, що усi цi вирази мають сенс лише в термоди-

намiчнiй границi V2 →∞.

Задачу далi зручно розглядати, помiстивши систему в осцилятор-

ний потенцiал iз частотою ω як реґулятор. Одночастинкову статисти-

чну суму легко рахуємо, зважаючи на спектр En = (n+1)~ω, причому

виродження n-го рiвня дорiвнює n+ 1:

Z1 =
∞∑
n=0

(n+ 1)e−(n+1)β~ω =
1

4 sinh2 β~ω
2

. (5.17)

У двочастинковiй задачi перейдемо до системи центра мас, записавши

зовнiшнiй потенцiал як

ω2(r2
1 + r2

2) = 2ω2R2 +
ω2

2
r2, (5.18)

де радiус-вектор центра мас R = (r1 + r1)/2, а r = r2 − r1 — вiдносна

вiддаль.

У двочастинковiй статистичнi сумi можна видiлити внесок центра

мас:

Z2 = Z1Z̃2, (5.19)

причому Z1 тут уже вiдповiдає одночастинковiй задачi з частотою

ω2
c.m. = 2ω2, див. (5.18). Зважаючи на те, що енерґетичний спектр за-

дачi двох енiонiв має двi гiлки,

E(1)
n = (2n+ 1 + α)~ω з виродженням n+ 1,

E(2)
n = (2n+ 1− α)~ω з виродженням n, де n = 0, 1, 2, 3 . . . , (5.20)
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отримаємо статистичну суму:

Z̃2 =
∞∑
n=0

[
(n+ 1)e−(2n+1+α)β~ω + ne−(2n+1−α)β~ω

]
=

=
cosh(1− α)β~ω

2 sinh2 β~ω
. (5.21)

Вираз (5.16) можна тепер переписати так:

b2(α) = b2(0)− V2

λ2

Z̃2(α)− Z̃2(0)

Z1
. (5.22)

Далi для спрощення перейдемо до термодинамiчної границi, що вiд-

повiдає ω → 0. Враховуючи, що з одночастинкової задачi можна вста-

новити зв’язок мiж статистичною сумою Z1 = V2/λ
2 i частотою зовнi-

шнього потенцiалу, матимемо з (5.17):

V2

λ2
=

1

β2~2ω2
=

2

β2~22ω2
= 2Z1, (5.23)

де через Z1 вже позначено вiдповiдник у двочастинковiй задачi. Тре-

ба зазначити, що внаслiдок реґуляризацiї осциляторним потенцiалом

у кластерних коефiцiєнтах потрiбно робити перехiд B` → `B` [33,

Chap. 4].

Пiсля елементарних перетворень, беручи до уваги другий вiрiаль-

ний коефiцiєнт iдеального бозе-газу (5.12) b2(0) = −1/4, остаточно

матимемо для другого iдеального енiонного газу:

b2(α) = −1

4
(1− 4α + 2α2). (5.24)

Цiкаво, що для α = 1 отримуємо правильну фермiонну границю (5.12)

b2(1) = +1/4.

Для вищих вiрiальних коефiцiєнтiв аналiтичнi результати не вiдомi

через складнiсть задачi N ≥ 3 енiонiв [385]. Варто вiдзначити, на-

приклад, таке точне спiввiдношення симетрiї для третього вiрiального
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коефiцiєнта [33, 386, 387]:

b3(α) = b3(1− α). (5.25)

Отриманi вирази для вiрiальних коефiцiєнтiв можна використати з

метою встановлення вiдповiдностi мiж енiонною статистикою та iнши-

ми видами дробових статистик. Виявляється, що жодне iз описаних

узагальнень квантової статистики не дає точної вiдповiдностi [33], i

вдається зiставити лише деякi види статистик з певною точнiстю.

Наприклад, iдеальний двовимiрний газ, що пiдкоряється статистицi

Джентiле з d ≥ 2, має другий вiрiальний коефiцiєнт (1.40), (5.12)

bG
2 = bB

2 = −1

4
, (5.26)

що нiяк не вдається зiставити з вiрiальним коефiцiєнтом енiонiв (5.24)

b2(α) = −1
4(1− 4α+ 2α2), за винятком хiба що тривiального значення

α = 0.

З рiвняння (1.50) другий вiрiальний коефiцiєнт iдеального двови-

мiрного газу зi статистикою Голдейна–Ву дорiвнює:

bHW
2 =

1

4
(2g − 1). (5.27)

Порiвнюючи його з другим вiрiальним коефiцiєнтом енiонiв (5.24),

отримаємо зв’язок мiж параметрами статистик g та α:

g = 2α− α2. (5.28)

Подiбно до цього, зiставляючи вiрiальний розклад енiонiв iз результа-

том для статистики Полiхронакоса (1.55)

bP
2 = −1

4
|γ|, (5.29)

де взято до уваги бозоноподiбний тип статистики з γ < 0, отримаємо

зв’язок мiж параметрами γ й α:

γ = 4α− 2α2 − 1. (5.30)
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Проте наведенi результати не дають змоги повнiстю ототожнити ста-

тистику енiонiв нi зi статистикою Голдейна–Ву, нi зi статистикою По-

лiхронакоса: вже третiй вiрiальний коефiцiєнт у них не буде збiгатися

[33, Chap. 5].

Також не вдається знайти повну аналогiю статистик, описаних у

роздiлi 1.3. Так, у високотемпературнiй границi рiвняння стану у ста-

тистицi Джентiле має лише бозоноподiбну поправку, на вiдмiну вiд

статистик Голдейна–Ву чи Полiхронакоса [201]. Наближено можна зi-

ставляти статистики на пiдставi значень аналога рiвня Фермi, що не

забезпечує вiдповiдностi в усьому температурному iнтервалi. Цiкаво,

що в певному наближеннi все ж можна знайти вiдповiднiсть статисти-

ки Голдейна–Ву i статистики Джентiле на пiдставi поведiнки чисел

заповнення [185].

5.3.2. Розклади за параметром статистики. Зв’язок мiж рiзни-

ми типами дробової статистики можна встановити, дослiджуючи малi

вiдхилення вiд певної традицiйної статистики (Бозе або Фермi). Для

визначеностi далi вiдштовхуватимемося вiд статистики Бозе. Нехай

аналiзована система характеризується одночастинковим спектром εj,

а Gj означає виродження j-го рiвня. Хiмiчний потенцiал вiдповiдної

бозе-системи µB пов’язаний з кiлькiстю частинок N i температурою T

так:

N =
∑
j

Gj

e(εj−µB)/T − 1
. (5.31)

Розгляньмо далi систему, що пiдкоряється статистицi Полiхронако-

са (1.54), у якiй параметр γ = a − 1, де a → 0. Хiмiчний потенцiал

такої системи µP визначає рiвняння

N =
∑
j

Gj

e(εj−µP)/T − 1 + a
, (5.32)
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i його можна записати, увiвши мале вiдхилення вiд хiмiчного потенцi-

алу бозе-системи:

µP = µB + ∆µP. (5.33)

Розкладаючи далi вираз пiд сумою в рiвняннi (5.32) в ряд за малими

величинами a та ∆µP з точнiстю до лiнiйних поправок, отримаємо:

N =
∑
j

Gj

e(εj−µP)/T − 1 + a
=

=
∑
j

Gj

e(εj−µB)/T − 1
+

+
∑
j

Gj[
e(εj−µB)/T − 1

]2 {∆µP

T
e(εj−µB)/T − a

}
. (5.34)

Звiдси, з урахуванням (5.31), матимемо:

∆µP

T
= a

P

N + P
, де P =

∑
j

Gj[
e(εj−µB)/T − 1

]2 , (5.35)

див. також [86].

Подiбним способом можна встановити поправку до хiмiчного потен-

цiалу системи з аналогом бозе-статистики в пiдходi Цаллiса (1.72):

N =
∑
j

Gj

e
(εj−µTs)/T
q − 1

=

=
∑
j

Gj

e(εj−µB)/T − 1
=

+
∑
j

Gje
(εj−µB)/T[

e(εj−µB)/T − 1
]2
{

∆µTs

T
−
(
εj − µB

T

)2
q − 1

2

}
, (5.36)

де q → 1, а хiмiчний потенцiал

µTs = µB + ∆µTs. (5.37)

Такi самi розклади можна записати для бозе-системи зi спектром

εj + ∆εj, де мала поправка ∆εj може бути, наприклад, спричинена



180

взаємодiєю. Вiдповiдний хiмiчний потенцiал µ буде мало вiдрiзнятися

вiд µB:

µ = µB + ∆µ, (5.38)

причому

N =
∑
j

Gj

e(εj+∆εj−µ)/T − 1
=

=
∑
j

Gj

e(εj−µB)/T − 1
+
∑
j

Gje
(εj−µB)/T[

e(εj−µB)/T − 1
]2 ∆µ−∆εj

T
. (5.39)

Беручи до уваги останнiй результат i порiвнюючи його з виразами

(5.34) i (5.36), можна говорити про те, що взаємодiючiй бозе-системi

з певною точнiстю вдається поставити у вiдповiднiсть системи iз дро-

бовими статистиками, параметри яких пов’язанi з поправкою до спе-

ктра ∆εj. Для отримання цього зв’язку, вимагатимемо, наприклад,

щоб енерґiї рiзних систем, розрахованi через числа заповнення nj у

вiдповiдних статистиках, збiгалися:

E =
∑
j

εjGjnj = EB + ∆E, (5.40)

де EB — енерґiя бозе-системи зi спектром εj:

EB =
∑
j

εjGj

e(εj−µB)/T − 1
, (5.41)

εj — одночастинковий спектр (у розглянутих випадках вiн дорiвнює

просто εj або εj + ∆εj), а ∆E — це й буде поправка, вирази для

якої потрiбно зiставляти. Через громiздкiсть остаточнi результати тут

не наведено, однак описаний ланцюжок мiркувань є достатнiм для їх

отримання, а також для поширення на деякi iншi типи статистик.
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5.4. Двопараметричнi модифiкацiї статистики

Розглядатимемо модифiкацiї дробової статистики на пiдставi таких

двох загальних виразiв. Перший,

nP
j =

1

z−1X(εj) + Y
, (5.42)

узагальнює стандартну статистику Бозе (Фермi), яка визначається

X(εj) = eεj/T i Y = −1 (Y = +1), а також дробову статистику Полi-

хронакоса з Y = −γ = const 6= ±1.

Другу модифiкацiю отримаємо на пiдставi статистики Голдейна–Ву:

nHW
j =

1

w[z−1X(εj)] + g
, (5.43)

де функцiя w(ξ) є розв’язком такого трансцендентного рiвняння:

wg(1 + w)1−g = ξ, (5.44)

яке отримують з виразу для кiлькостi мiкростанiв квантової багаточа-

стинкової системи, що є простою iнтерполяцiєю мiж бозонами i фер-

мiонами [142].

На додаток до параметра γ у статистицi Полiхронакоса (5.42) та

параметра g у статистицi Голдейна–Ву (5.43) другий параметр моделi

можна ввести, деформуючи експоненту у залежностi X в рiвняннях

(5.42)–(5.43). Розглядатимемо двi такi деформацiї: q-експонента Цал-

лiса exq замiсть звичайної ex (як у неекстенсивнiй/неадитивнiй стати-

стицi) i замiна ex на eqx, вiдома в неповнiй статистицi [208, 209].

Хоча, як уже було сказано, сама деформацiя ґiббсiвського множни-

ка X = eεj/T за допомогою параметра q тут є феноменологiчною,

можна навести певне фiзичне обґрунтування цiєї процедури. Справ-

дi, далекосяжна статистична взаємодiя в системi енiонiв [31] може

спричиняти неадитивнiсть, яку враховують в межах пiдходу Цаллi-
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са [147, 382, 388]; з iншого боку, мiж статистикою Цаллiса i неповною

статистикою можна встановити певну вiдповiднiсть [389].

q-експонента Цаллiса визначається виразом [388]:

exq = [1 + (1− q)x]1/(1−q) для 1 + (1− q)x ≥ 0 (5.45)

i exq = 0 в iншому випадку.

Властивостi цiєї та iнших спорiднених функцiй добре описано в працях

[206, 390, 391].

У неповнiй статистицi нормування ймовiрностей pi записують у ви-

глядi [208, 209]:∑
i

pqi = 1 замiсть
∑
i

pi = 1. (5.46)

Легко бачити, що обидва випадки модифiкацiй зводяться до стандар-

тних експонент, якщо q = 1.

При малих z розклади рiвнянь (5.42) i (5.43) мають вигляд:

nP
j =

∞∑
`=1

(−1)`−1Y
`−1

X`
z` =

1

X
z − Y

X2
z2 +

Y 2

X3
z3 ∓ . . . , (5.47)

nHW
j =

∞∑
m=0

(−1)m
Γ[g(m+ 1)]

m!Γ[g(m+ 1)−m]

zm+1

Xm+1
=

=
1

X
z − (2g − 1)

X2
z2 +

(3g − 2)(3g − 1)

2!X3
z3 ∓ . . . , (5.48)

де для функцiї w у статистицi Голдейна–Ву використано розклади з

[392].

З метою спрощення замiнимо в рiвняннях (5.9)–(5.10) пiдсумовува-

ння за рiвнями на iнтеґрування за енерґiями, ввiвши функцiю густини

станiв G(ε), яка для двовимiрного iдеального газу частинок з масою

m дорiвнює G(ε) = mV2/2π~2 = const:∑
j

. . . =

∫ ∞
0

dεG(ε) . . . . (5.49)
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Використовуючи рiзнi вирази для функцiї X, можна безпосередньо

розрахувати кластернi iнтеґрали B` з розкладiв (5.47)–(5.48), що своєю

чергою дає вiрiальнi коефiцiєнти на пiдставi спiввiдношень (5.6)–(5.8).

5.4.1. Неповна статистика Полiхронакоса. Для цього типу ста-

тистики, яку позначатимемо скороченням IPS (вiд англ. incomplete

Polychronakos statistics), величина X(ε) = eqε/T , Y = −γ дає для кла-

стерних iнтеґралiв:

B1λ
2 =

1

q
, B2λ

2 =
γ

4q
, B3λ

2 =
γ2

9q
, . . . , (5.50)

а другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти дорiвнюють:

bIPS
2 = −γq

4
, bIPS

3 =
γ2q2

36
. (5.51)

5.4.2. Неадитивна статистика Полiхронакоса. Для цiєї моди-

фiкацiї використовуватимемо скорочення NAPS (вiд англ. nonadditive

Polychronakos statistics). У цiй статистицi X(ε) = e
ε/T
q , Y = −γ, що

дає кластернi iнтеґрали:

B1λ
2 =

1

q
, B2λ

2 =
γ

2(1 + q)
, B3λ

2 =
γ2

3(2 + q)
, . . . , (5.52)

звiдки другий i третiй вiрiальнi коефiцiєнти дорiвнюють:

bNAPS
2 = − γq2

2(1 + q)
, bNAPS

3 = γ2q4

[
1

(1 + q)2
− 1

3q(2 + q)

]
. (5.53)

Зазначимо, що таку статистику у границях слабкої неадитивностi q →

1 i γ → 1 можна застосувати для моделювання скiнченної слабков-

заємодiючої бозе-системи [90], яку буде проаналiзовано в наступних

роздiлах.

5.4.3. Неповна статистика Голдейна–Ву. Для цiєї статистики

використовуватимемо скорочення IHWS (вiд англ. incomplete Haldane–
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Wu statistics). У цiй статистицi X(ε) = eqε/T , звiдки отримуємо кла-

стернi iнтеґрали

B1λ
2 =

1

q
, B2λ

2 = −(2g − 1)

2! · 2q
, B3λ

2 =
(3g − 2)(3g − 1)

3! · 3q
, . . . , (5.54)

а другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти дорiвнюють:

bIHWS
2 =

(2g − 1)q

4
, bIHWS

3 =
q2

36
. (5.55)

5.4.4. Неадитивна статистика Голдейна–Ву. Для цiєї статисти-

ки використовуватимемо скорочення NAHWS (вiд англ. nonadditive

Haldane–Wu statistics). У цiй статистицi X(ε) = e
ε/T
q , звiдки маємо

кластернi iнтеґрали

B1λ
2 =

1

q
, B2λ

2 = −(2g − 1)

2(1 + q)
,

B3λ
2 =

(3g − 2)(3g − 1)

6(2 + q)
, . . . , (5.56)

а другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти дорiвнюють:

bNAHWS
2 =

2g − 1

2

q2

1 + q
,

bNAHWS
3 = q4

[
(2g − 1)2

(1 + q)2
− (3g − 2)(3g − 1)

3q(2 + q)

]
.

5.4.5. Зв’язок iз енiонною статистикою. Щоб визначити дробову

статистику, у якiй функцiя розподiлу найкраще пiдходить для опису

енiонiв, порiвняємо отриманi вище у кожнiй статистицi вирази для b2

i b3, що мiстять два параметри, iз вiдповiдними вiрiальними коефiцi-

єнтами системи енiонiв, у результатi чого будемо мати системи двох

рiвнянь. Їх розв’язки дозволять з’ясувати, яка з запропонованих чо-

тирьох моделей є найбiльш прийнятною.
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Другий i третiй вiрiальнi коефiцiєнти iдеального енiонного газу до-

рiвнюють [385]:

banyon
2 = −1

4
(1− 4α + 2α2), banyon

3 =
1

36
+

sin2 πα

12π2
+ c3 sin4 πα,

(5.57)

c3 = −(1.652± 0.012) · 10−5,

де статистичний параметр α ∈ [0; 1] забезпечує iнтерполяцiю мiж ста-

тистикою Бозе (α = 0) i статистикою Фермi (α = 1). Наведений тут

вираз для другого вiрiального коефiцiєнта є точним, тодi як у banyon
3

вiдкинуто вищi гармонiки (sin6 πα тощо).

Для найпростiшої з розглянутих моделей, неповної статистики По-

лiхронакоса, розв’язки системи

bIPS
2 = banyon

2 , bIPS
3 = banyon

3

iснують лише у тривiальних випадках α = 0, 1, якi вiдповiдають ста-

тистикам Бозе та Фермi.

Ширший дiапазон значень параметра α, однак не цiлий вiдрiзок

[0; 1], вдається вiдтворити за допомогою неадитивної статистики По-

лiхронакоса. З рiвняння (5.53), розглядаючи границю q → ∞, можна

отримати умову, що визначає недосяжнi значення енiонного статисти-

чного параметра α ∈ (α1;α2) у такому виглядi:

banyon
3 (α1,2)

[banyon
2 (α1,2)]

2 =
4

3
. (5.58)

Числовi значення кiнцiв цього вiдрiзка дорiвнюють

α1 = 0.109 . . . ; α2 = 0.584 . . . . (5.59)

Отже, неадитивну статистику Полiхронакоса можна використовувати

для моделювання енiонiв з бозонного боку, 0 ≤ α < α1, а також iз
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фермiонного боку, α2 < α ≤ 1. Вiдповiднiсть мiж параметрами γ, q та

α наведено в табл. 5.1.

Виявляється, що запропонованi модифiкацiї статистики Голдейна–

Ву краще пiдходять для моделювання енiонiв, порiвняно з проана-

лiзованими вище модифiкацiями статистики Полiхронакоса. Фiзична

причина цього може бути пов’язана з тим, що для опису деяких енiон-

них систем можна застосовувати саме (немодифiковану) ДВС, як було

сказано у Вступi до цього роздiлу.

У неповнiй модифiкацiї статистики Голдейна–Ву, див. (5.55), спiв-

вiдношення мiж статистичними параметрами g та q й енiонним пара-

метром α досить простi:

q =

(
1 +

3

π2
sin2 πα + 36c3 sin4 πα

)1/2

,

(5.60)

1− 2g =
1

q
(1− 4α + 2α2).

У неадитивнiй модифiкацiї, див. (5.57), аналiтичнi вирази виявля-

ються громiздкими, проте зв’язок мiж g, q та α легко встановити на

пiдставi чисельних розрахункiв, див. рис. 5.1, 5.2. Вiдповiднiсть мiж

значеннями параметрiв g, q та α в обидвох модифiкацiях статистики

Голдейна–Ву наведено в табл. 5.1.

Точнiсть запропонованих моделей можна оцiнити, використовуючи

четвертий вiрiальний коефiцiєнт. Для енiонiв вiн дорiвнює [393]:

banyon
4 =

sin2 πα

16π2

(
ln(
√

3 + 2)√
3

+ cos πα

)
+ (c4 + d4 cosπα) sin4 πα,

c4 = −0.0053± 0.0003; d4 = −0.0048± 0.0009.

Значення цього вiрiального коефiцiєнта досить малi: вони лежать у

дiапазонi −0.0006 < banyon
4 < 0.0025.



187

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

α

g

Рис. 5.1. Параметр g неадитивної статистики Голдейна–Ву (кружечки) та вiдпо-

вiдне полiномiальне наближення (суцiльна лiнiя) у виглядi: f(α) = a1α + a2α
2 +

a3α
3 + (1 − a1 − a2 − a3)α

4 з такими значеннями коефiцiєнтiв: a1 = 2.21 ± 0.01,

a2 = −2.26± 0.05, a3 = 1.88± 0.09.
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Рис. 5.2. Параметр q неадитивної статистики Голдейна–Ву (кружечки) та вiдповiд-

не наближення (суцiльна лiнiя), розраховане за даними на вiдрiзку α ∈ [0; 0.5] у ви-

глядi f(α) = 1+b sink(παs) з такими значеннями параметрiв: b = 0.09096±0.00009,

s = 0.820± 0.001, k = 3.18± 0.02.

В неповнiй статистицi Голдейна–Ву bIHWS
4 = 0 для всiх значень ста-

тистичних параметрiв. У неадитивнiй модифiкацiї−0.0003 < bNAHWS
4 <

0.0014, тобто також є малими. Однак, поведiнка четвертого вiрiально-
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Таблиця 5.1. Залежнiсть параметрiв неадитивної статистики Полiхронакоса

(NAPS), неповної (IHWS) та неадитивної (NAHWS) статистик Голдейна–Ву вiд

енiонного параметра α.

α
NAPS IHWS NAHWS

γ q g q g q

0.00 1.00000 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000

0.01 0.91469 1.03299 0.01997 1.00015 0.01994 1.00006

0.05 0.56672 1.26962 0.09899 1.00371 0.09847 1.00161

0.10 0.11697 3.42415 0.19440 1.01441 0.19349 1.00758

0.20 — — 0.36681 1.05116 0.36709 1.03536

0.30 — — 0.50913 1.09485 0.50903 1.07051

0.40 — — 0.62401 1.12892 0.62325 1.08934

0.45 — — 0.67349 1.13840 0.67369 1.09008

0.50 — — 0.71898 1.14165 0.72115 1.08580

0.55 — — 0.76133 1.13840 0.76612 1.07765

0.60 −0.10436 4.06034 0.80117 1.12892 0.80869 1.06690

0.65 −0.30776 1.87929 0.83888 1.11397 0.84859 1.05479

0.70 −0.48484 1.43495 0.87448 1.09485 0.88532 1.04241

0.80 −0.76642 1.13091 0.93761 1.05116 0.94643 1.02020

0.90 −0.94088 1.02760 0.98304 1.01441 0.98618 1.00524

0.95 −0.98517 1.00664 0.99566 1.00371 0.99652 1.00132

0.99 −0.99941 1.00026 0.99983 1.00015 0.99986 1.00005

1.00 −1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

го коефiцiєнта мiж бозонною i фермiонною границями у цих стати-

стиках некоректно вiдтворює енiонний b4, див. рис. 5.3. Це означає,

що вiдповiднiсть мiж проаналiзованими двопараметричними дробови-

ми статистиками та енiонною статистикою залишається наближеною,

хоча й iз вищою точнiстю порiвняно з однопараметричним випадком.

Для двовимiрного iдеального газу справедливе таке термодинамi-

чне спiввiдношення мiж внутрiшньою енерґiєю, тиском та об’ємом:
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Рис. 5.3. Четвертий вiрiальний коефiцiєнт вiльних енiонiв (суцiльна лiнiя) порiв-

няно з неадитивними модифiкацiями статистик Полiхронакоса (штрих-пунктирна

лiнiя) та Голдейна–Ву (штрихова лiнiя).

E = PV2, порiвн. [33]. Звiдси вiдразу отримуємо питому теплоємнiсть

при сталому об’ємi у виглядi:

CV
N

=
1

N

(
∂E

∂T

)
V

=
∞∑
`=1

(2− `)b`
(
ρ2λ

2
)`−1

.

Поправка, пов’язана з четвертим вiрiальним коефiцiєнтом, буде

C
(4)
V

N
= −2b4

(
ρ2λ

2
)3
.

З рис. 5.3 видно, що рiзниця мiж енiонним b4 та його вiдповiдником у

неадитивнiй статистицi Голдейна–Ву становить ∆b4 < 0.003 для всiх

значень параметра α, звiдки маємо ∆C
(4)
V /N < 0.006

(
ρ2λ

2
)3. Зважа-

ючи на те, що вiрiальне розвинення справедливе при
(
ρ2λ

2
)
� 1, стає

зрозумiло, що рiзниця мiж розрахованими питомими теплоємностями

є значно меншою за 1%, а отже перебуває на межi точностi експе-

риментальних вимiрювань, порiвн. [394, p. 408]. Оскiльки bIHWS
4 = 0,

то така оцiнка залишається також справедливою у випадку неповної

статистики Голдейна–Ву.
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5.4.6. Бозонна границя статистики Голдейна–Ву з q-експо-

нентою. Як згадувалося в роздiлi 1, у задачах, пов’язаних iз так

званими q-деформованими комутаторами [A,B]q = AB−qBA, виника-

ють деформованi експоненти, що вiдрiзняються вiд експоненти Цаллi-

са, див. (1.65). Щоб уникнути плутанини, для однiєї з цих q-експонент

використовуватимемо позначення:

Ex
q =

∞∑
j=0

xj
[j]q!

, (5.61)

де q-факторiал та q-числа задано формулами (1.11)-(1.12). Загальний

вигляд розкладу q-експоненти в ряд [132]:

Ex
q =

∞∑
n=0

xn
(q − 1)n

(qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (q − 1)
=

=
∞∑
n=0

xn
q − 1

qn − 1

q − 1

qn−1 − 1
. . .

q − 1

q2 − 1

q − 1

q − 1
. (5.62)

Таким чином, Ex
q можна записати як

Ex
q =

∞∑
n=0

xn
1

(1 + . . .+ qn−1)(1 + . . .+ qn−2) . . . (1 + q)1
.

У границi q → 1 зобразимо функцiю Ex
q у виглядi ряду:

Ex
q = fx(x) + (q − 1)f1(x) + (q − 1)2f2(x) + . . . . (5.63)

Пiдставивши q = 1, отримаємо вираз для f0(x):

f0(x) =
∞∑
n=0

xn
1

n!
= ex. (5.64)

Можна також показати, що наступнi члени розкладу дадуть такi

коефiцiєнтнi функцiї:

f1(x) = −x
2

4
ex, (5.65)
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f2(x) =
x2

8

(
1 +

17

9
x+

59

36
x2 +

31

36
x3 +

17

54
x4 +

+
47

540
x5 +

83

4320
x6 + . . .

)
. (5.66)

Наближення функцiї Ex
q у виглядi перших трьох членiв розкладу,

Ex
q ' ex + (q− 1)f1(x) + (q− 1)2f2(x), виявляється досить точним при

x . 1, що добре демонструє див. рис. 5.4.
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Рис. 5.4. Точне значення q-експоненти Ex
q (суцiльна крива) порiвняно з наближе-

нням ex + (q − 1)f1(x) + (q − 1)2f2(x) (пунктирна крива). Для наочностi також

зображено звичайну експоненту ex (штрих-пунктирна крива). Лiворуч — q = 1.1,

праворуч — q = 1.2.

Вiдхилення в дiапазонi арґумента x ∈ [0; 2] не перевищує трьох

вiдсоткiв навiть за таких великих значень, як q = 1.2, див. рис. 5.5(а).

Якщо q мало вiдрiзняється вiд одиницi, то точнiсть наближення є ще

вищою, як показує рис. 5.5(б).

Модифiковану з цiєю експонентою статистику Голдейна–Ву визна-

чимо так:

nqHW
j =

1

w[z−1E
εj/T
q ] + g

. (5.67)

Кластернi iнтеґрали в цiй статистицi пiсля розкладу за малим па-

раметром g та малим вiдхиленням θ = q−1 можна отримати у виглядi
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Рис. 5.5. Вiдношення [ex + (q − 1)f1(x) + (q − 1)2f2(x)] /Ex
q . Лiворуч (а) — значення

q = 1.1 (суцiльна крива), q = 1.2 (штрихова крива). Праворуч (б) — залежнiсть

вiд параметра q при x = 0.2 суцiльна крива), x = 0.5 (пунктирна крива), x = 1.0

(штрих-пунктирна крива).

таких рядiв:

B1λ
2 = 1 +

θ

54
− 1.09945 θ2, (5.68)

B2λ
2 =

1

2

(
1

2
− g +

θ

64
− gθ

32
+

θ2

1728
− 0.181866 θ2

)
, (5.69)

B3λ
2 =

1

3

(
1

3
− 3g

2
− 3θ

250
+

27gθ

500
+

3g2

2
− 0.0604558 θ2

)
, (5.70)

B4λ
2 =

1

4

(
1

4
− 11g

6
+

θ

108
+

11gθ

162
+ 4g2 − 0.0284194 θ2

)
. (5.71)

Звiдси з такою ж точнiстю матимемо вiрiальнi коефiцiєнти

bqHW
2 = −1

4
+
g

2
+ 0.00144676 θ − 0.00289352 gθ − 0.459052 θ2, (5.72)

bqHW
3 =

1

36
+ 0.00145216 θ − 0.00798148 gθ + 0.225433 θ2. (5.73)

Прирiвнюючи їх до вiрiальних коефiцiєнтiв енiонiв з точнiстю до α2,

bseries
2 = −1

4
+ α− α2

2
. bseries

3 =
1

36
+
α2

12
, (5.74)
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отримаємо зв’язок мiж парою параметрiв g, θ та α. Водночас матимемо

для четвертого вiрiального коефiцiєнта такий вираз:

bqHW
4 = −0.000301505 θ − 0.00111458 gθ − 0.0481931 θ2. (5.75)

Порiвняння результату в цiй статистицi з енiонним, який у розглянутiй

границi є квадратичним за енiонним параметром,

bseries
4 = 0.1100216α2, (5.76)

показано на рис. 5.6.
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Рис. 5.6. Четвертий вiрiальний коефiцiєнт у статистицi Голдейна–Ву з q-

експонентою (5.61). Суцiльна лiнiя — результат для енiонiв, пунктирна лiнiя —

квадратичне наближення за g, θ.

Як показує рис. 5.6, i в останнiй аналiзованiй статистицi четвертий

вiрiальний коефiцiєнт має знак, протилежний до енiонного banyon
4 . Не-

зважаючи на це, такi результати, подiбно до отриманих у попереднiх

пунктах (див. також [91]), забезпечують вiдтворення термодинамiчних
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функцiй енiонiв з точнiстю, яка перевищує доступнi експериментальнi

вимiрювання [394].

Цiкаво вiдзначити, що в лiнiйному за малими поправками набли-

женнi вiдповiднi результати збiгаються. Справдi, з рiвнянь (5.72)–(5.75)

вiдразу бачимо, що в такiй границi θ = 0, тодi g = 2α, а

bqHW
4 = bseries

4 = 0.

Як можна зауважити з рис. 5.3–5.6 при ближчому розглядi областi

α → 0, подiбною поведiнкою характеризується й неадитивна модифi-

кацiя статистики Голдейна–Ву.

5.5. Слабконеадитивна

статистика Полiхронакоса

У цьому й наступних пiдроздiлах розглядатимемо двопараметричну

модель дробової статистики, пов’язану з описом взаємодiй та ефектiв

скiнченної кiлькостi частинок у системi бозонiв. Вiдповiдну iдеальну

бозе-систему вважатимемо за вихiдну, на її тлi й проводитимемо роз-

рахунки. Особливий iнтерес становлять слабковзаємодiючi скiнченнi

системи бозонiв [332, 395–398], крiм того, варто також згадати деякi

iншi способи врахування впливу взаємодiй [399–401].

Для аналiзу оберемо модель, що ґрунтується на статистицi Полiхро-

накоса [126, 202], у якiй звичайну експоненту в ґiббсiвському факторi

замiнено на q-експоненту Цаллiса. Як i в моделi енiонiв, така замiна

— чисто феноменологiчна. При цьому, хоча й ефекти взаємодiй можна

враховувати через неекстенсивнiсть/неадитивнiсть [148], а параметр

статистики Полiхронакоса пов’язаний зi способом обчислення кiлько-

стi мiкростанiв, не потрiбно очiкувати, що ефекти взаємодiй та скiн-
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ченностi системи можна буде легко роздiлити, вiднiсши їх до рiзних

модифiкацiй статистики. Зокрема, як показано в попередньому роздi-

лi, саме у статистицi Полiхронакоса мала уявна частина параметра дає

змогу моделювати слабку дисипативну частину спектра бозе-системи

[88, 89]. Рiзноманiтнi феноменологiчнi аспекти статистики Цаллiса та-

кож вiдомi [402–404].

Отже, для чисел заповнення j-го рiвня системи зi спектром елемен-

тарних збуджень εj матимемо вираз

nj =
1

z−1e
εj/T
q − γ

, (5.77)

де T — температура, а z — активнiсть; exq позначає q-експоненту Цал-

лiса (5.45).

Надалi розглядатимемо малi вiдхилення вiд розподiлу Бозе, тому

зобразимо параметри q та γ у виглядi:

q = 1− b; γ = 1 + a, (5.78)

де a та b — малi поправки. Вiдповiдну статистику називатимемо слаб-

конеадитивною статистикою Полiхронакоса (СНАСП).

Хоча й бiльш природною видається деформацiя експоненти у ви-

глядi e(εj−µ)/T
q замiсть z−1e

εj/T
q iз використанням хiмiчного потенцiалу

µ, порiвн. [205, 380], проте вирази з активнiстю z виявляються матема-

тично простiшими для подальшого аналiзу. У границi слабкої неади-

тивностi q → 1

e(εj−µ)/T
q = eεj/Tq e−µ/Tq

(
1 + (1− q)εjµ

T 2

)
, (5.79)

оскiльки не iснує простої факторизацiї q-експонент Цаллiса [390]. От-

же, активнiсть у рiвняннi (5.77) можна наближено пов’язати з хiмi-

чним потенцiалом таким способом:

z−1 ' e−µ/Tq

(
1 + (1− q)〈ε〉µ

T 2

)
, (5.80)
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де залежностi вiд j у правiй сторонi вдалося уникнути замiною εj на

енерґiю вихiдної системи (див. нижче) на одну частинку 〈ε〉 = E/N .

Нехай вихiдною бозе-системою є iдеальний газ зi спектром εj i ви-

родженням j-го рiвня gj. Активнiсть zB = eµB/T , де µB — хiмiчний

потенцiал, визначається з умови:

N =
∑
j

gj

z−1
B eεj/T − 1

, (5.81)

яку розумiтимемо в термодинамiчнiй границi.

Розрахунок термодинамiчних функцiй проведемо вже традицiйним

способом, описаним ранiше. Насамперед, визначимо активнiсть z як

функцiю температури T i кiлькостi частинок N iз рiвняння

N =
∑
j

gjnj. (5.82)

Згодом пiдставимо її у вираз для енерґiї

E =
∑
j

εjgjnj, (5.83)

з якого теплоємнiсть можна розрахувати як похiдну за температурою:

C =
dE

dT
. (5.84)

5.5.1. Розклади за малими поправками. Оскiльки ми розгля-

даємо малi вiдхилення вiд вихiдної iдеальної бозе-системи, то можна

розкласти активностi в ряд в околi zB. Нехай

z = zB + ∆z1 (5.85)

для слабконеадитивної статистики i

z = zB + ∆z (5.86)

для слабковзаємодiючої скiнченної бозе-системи.



197

У лiнiйному за малими поправками наближеннi числа заповнення

у СНАСП будуть такими:

nj =
1

(zB + ∆z1)−1e
εj/T
1−b − (1 + a)

= (5.87)

=
1

z−1
B eεj/T − 1

+ a
1[

z−1
B eεj/T − 1

]2 +
bε2
j

2T 2

z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 +

+
∆z1

zB

z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 .
Їх можна зiставити з числами заповнення бозе-системи зi взаємодiєю:

nj =
1

(zB + ∆z)−1e(εj+∆εj)/T − 1
= (5.88)

=
1

z−1
B eεj/T − 1

− ∆εj
T

z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 +
∆z

zB

z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 .
Порiвнюючи доданки з b у рiвняннi (5.87) i з ∆εj в (5.88), можна

припустити, що саме параметр неадитивностi b є (в основному) вiдпо-

вiдальним за ефективне врахування мiжчастинкових взаємодiй.

Наведенi вище розклади запишемо в “макроскопiчнiй” формi, вико-

ристовуючи спiввiдношення

N =
∑
j

gjnj =
∑
j

gj

z−1
B eεj/T − 1

(5.89)

та допомiжне позначення

Q =
∑
j

gj[
z−1

B eεj/T − 1
]2 , (5.90)

таким чином:

N = N + aQ+
∆z1

zB
(N +Q) +

b

2T 2

∑
j

gjε
2
j

z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 (5.91)

i

N = N +
∆z

zB
(N +Q)− 1

T

∑
j

gj∆εj
z−1

B eεj/T[
z−1

B eεj/T − 1
]2 . (5.92)
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З iншого боку, для енерґiї слабковзаємодiючої бозе-системи маємо

E =
∑
j

(εj + ∆εj)gjnj = (5.93)

= EB +
∆z

zB
(EB +DB) +

∑
j

gj∆εj
z−1

B eεj/T (1− εj/T )− 1[
z−1

B eεj/T − 1
]2 ,

де

EB =
∑
j

εjgjnj =
∑
j

gjεj

z−1
B eεj/T − 1

, (5.94)

DB =
∑
j

gjεj[
z−1

B eεj/T − 1
]2 . (5.95)

Енерґiю системи зi СНАСП визначає вираз:

E =
∑
j

εjgjnj = (5.96)

= EB + aDB +
∆z1

zB
(EB +DB) +

b

2T 2

∑
j

gjε
3
j

z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 .
Щоб пов’язати параметри a, b з величинами, якi характеризують

скiнченну слабковзаємодiючу бозе-систему (а саме, з поправкою до

спектра ∆εj i поправкою до активностi ∆z), можна скористатися та-

кою системою рiвнянь:

(i) aQ+
∆z1

zB
(N +Q) +

b

2

∑
j

gj

(εj
T

)2 z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 = 0,

(ii)
∆z

zB
(N +Q)− 1

T

∑
j

gj∆εj
z−1

B eεj/T[
z−1

B eεj/T − 1
]2 = 0,

(5.97)

(iii) aDB +
∆z1

zB
(EB +DB) +

b

2

∑
j

gjεj

(εj
T

)2 z−1
B eεj/T[

z−1
B eεj/T − 1

]2 =



199

=
∆z

zB
(EB +DB) +

∑
j

gj∆εj
z−1

B eεj/T (1− εj/T )− 1[
z−1

B eεj/T − 1
]2 .

Рiвняння (ii) просто дозволяє пов’язати поправку ∆z безпосередньо

з ∆εj у лiнiйному наближеннi. Тому насправдi потрiбно знайти ще одне

рiвняння, оскiльки поправка до активностi ∆z1 у СНАСП є третiм

невiдомим параметром.

Перед тим, як перейти до розрахункiв термодинамiчних функцiй

систем зi СНАСП, варто оцiнити значення параметрiв a, b для деяких

модельних або реальних фiзичних систем.

5.5.2. Тривимiрнi гармонiчнi осцилятори. Далi розглянемо си-

стему тривимiрних iзотропних гармонiчних осциляторiв з частотою ω.

Така модель описує частинки в зовнiшньому iзотропному гармонiчно-

му потенцiалi. Для зручностi перейдемо вiд пiдсумовування за станами

до iнтеґрування за правилом∑
j

gj . . . =

∫ ∞
0

dε g(ε) . . . ,

де густина станiв

g(ε) =
1

(~ω)3

ε2

2
. (5.98)

Оскiльки g(0) = 0, то внесок вiд основного стану j = 0 потрiбно випи-

сати явно для температур, що вiдповiдають фазi бозе-конденсату.

Вираз (5.89) перетвориться на

N = n0 +
1

(~ω)3

∫ ∞
0

dε
ε2/2

z−1
B eε/T − 1

= n0 +

(
T

~ω

)3

Li3 (zB) . (5.99)

Енерґiя (5.94) дорiвнює

EB = ~ω
(
T

~ω

)4

Li4 (zB) , (5.100)
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причому умова, що визначає термодинамiчну границю для тривимiр-

ної системи гармонiчних осциляторiв, має вигляд [405]:

ωN 1/3 = const. (5.101)

Поправку до спектру за рахунок мiжчастинкових взаємодiй з дельта-

подiбним потенцiалом Φ(r) = λδ(r), де λ = 4π~2as/m — константа

зв’язку, а m — маса атома, можна оцiнити зверху таким виразом (по-

рiвн. [82] i роздiл 3):

∆εj = ~ωN
γ

j + 1
, (5.102)

де

γ =
4√
2π

as
aho

. (5.103)

У наведених вище рiвняннях as — це довжина розсiяння s-хвилi, а

aho =
√

~/mω.

Виконуючи iнтеґрування в (5.97), можна звести рiвняння до такого

вигляду:

a [Li2 (zB)− Li3 (zB)] +
∆z1

zB
Li2 (zB) + 6bLi4 (zB) = 0,

(5.104)

a [Li3 (zB)− Li4 (zB)] +
∆z1

zB
Li3 (zB) + 10bLi5 (zB) =

=
∆z

zB
Li3 (zB) +

∫ ∞
0

dξ ξ2 ∆ε(ξ)

T

z−1
B eξ(1− ξ)− 1[
z−1

B eξ − 1
]2 ,

причому

∆z

zB
=

1

Li2 (zB)

∫ ∞
0

dξ ξ2 ∆ε(ξ)

T

z−1
B eξ[

z−1
B eξ − 1

]2 . (5.105)

Звiдси отримаємо

aA(zB, T ) + bB(zB, T ) =

(
~ω
T

)2

N
γ

2
[X(zB, T ) + Y (zB, T )], (5.106)
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де

A(zB, T ) =
Li3 (zB)

Li2 (zB)
− Li4 (zB)

Li3 (zB)
, (5.107)

B(zB, T ) = 10
Li5 (zB)

Li3 (zB)
− 6

Li4 (zB)

Li2 (zB)
, (5.108)

X(zB, T ) =
1

Li2 (zB)

∫ ∞
0

dξ
ξ2

ξ + ~ω/T
z−1

B eξ[
z−1

B eξ − 1
]2 , (5.109)

Y (zB, T ) =
1

Li3 (zB)

∫ ∞
0

dξ
ξ2

ξ + ~ω/T
z−1

B eξ(1− ξ)− 1[
z−1

B eξ − 1
]2 . (5.110)

Таким чином, параметри a, b виявляються залежними вiд темпера-

тури. Однак коефiцiєнтнi функцiї в (5.106) достатньо гладкi, тому для

розрахункiв у певному температурному iнтервалi значення T можна

зафiксувати, як показано в наступному пiдроздiлi.

З iншого боку, вдається безпосередньо показати, що у границi T →

∞ активнiсть прямує до нуля як

zB

∣∣∣
T→∞

= N

(
~ω
T

)3

. (5.111)

Коефiцiєнтнi функцiї A(zB, T ) та B(zB, T ) у цiй границi дорiвнюють

A(zB, T ) = − 1

16
zB, B(zB, T ) = 4, (5.112)

а для X(zB, T ) та Y (zB, T ) маємо

X(zB, T ), Y (zB, T )→ const. (5.113)

Тому з рiвняння (5.106) зрозумiло, що

− 1

16
aN

(
~ω
T

)3

+ 4b ∝ 1

T 2
, (5.114)

тобто у високотемпературнiй границi поведiнка параметрiв a та b така:

a ∝ T ν де ν ≤ 0, b ∝ 1

T 2
, (5.115)

а отже при T → ∞ потрiбно очiкувати класичних результатiв, що не

вiдчувають нiякого впливу деформацiї статистики.
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5.5.3. Критична температура тривимiрної системи. Рiвнян-

ня, яке би доповнювало систему (5.106), можна знайти, наприклад, з

означення критичної температури скiнченної слабковзаємодiючої бозе-

системи.

У термодинамiчнiй границi критична температура Tc системи зi

СНАСП, яка вiдповiдає фазовому переходу, аналогiчному до бозе-кон-

денсацiї, визначається умовою, яка у тривимiрному випадку має ви-

гляд:

N =

(
Tc
~ω

)3 ∫ ∞
0

ξ2/2

(1 + a)eξ1−b − (1 + a)
dξ, (5.116)

де взято до уваги критичне значення активностi z−1
c = 1+a. З точнiстю

до лiнiйних поправок рiвняння (5.116) стане:

N =

(
Tc
~ω

)3

ζ(3)

[
1− a+ b

6ζ(4)

ζ(3)

]
, (5.117)

де ζ(s) — дзета-функцiя Рiмана, ζ(s) = Lis(1). Критична температура

вихiдної iдеальної бозе-системи дорiвнює

TB
c = ~ω

(
N

ζ(3)

)1/3

, (5.118)

тому для Tc легко отримуємо:

Tc = TB
c

[
1 +

a

3
− b 2ζ(4)

ζ(3)

]
. (5.119)

Зсув критичної температури скiнченної бозе-системи N частинок

визначає вираз [329, 370]:

∆T fin
c

TB
c

= −1

2

ζ(2)

[ζ(3)]2/3
N−1/3, (5.120)

а зсув, спричинений впливом мiжчастинкових взаємодiй, дорiвнює [329]:

∆T int
c

TB
c

= −1.33
as
aho

N 1/6, (5.121)



203

де, як i вище, довжина гармонiчного осцилятора aho =
√

~/mω, а as —

довжина розсiяння s-хвилi. Зазначмо, що в термодинамiчнiй границi
as
aho

N 1/6 ∝
(
ωN 1/3

)1/2

= const (5.122)

не залежить вiд кiлькостi частинок N .

Порiвнюючи рiвняння (5.119)–(5.121), отримаємо таке спiввiдноше-

ння, що пов’язує величини a, b з параметрами системи:
a

3
− b 2ζ(4)

ζ(3)
= −1

2

ζ(2)

[ζ(3)]2/3
N−1/3 − 1.33

as
aho

N 1/6. (5.123)

Для системи 5000 атомiв Rb-87 [329] вiдношення as/aho ' 2.6 · 10−3.

Припустивши, що параметр a повнiстю вiдповiдальний за ефекти скiн-

ченностi кiлькостi частинок, а параметр b — за вплив мiжчастинкових

взаємодiй, з виразу (5.123) будемо мати такi значення:

a = −0.13, b = 0.022. (5.124)

З iншого боку, розв’язуючи систему (5.106) разом з (5.123), отрима-

ємо дещо iншi значення:

a = −0.16, b = 0.0027. (5.125)

Результати розрахункiв питомої теплоємностi C/N системи зi

СНАСП з параметрами, що вiдповiдають (5.125), показано на рис. 5.7.

Потрiбно сказати, що гладку поведiнку питомої теплоємностi в око-

лi критичної температури у випадку скiнченної бозе-системи у запро-

понованому пiдходi не вдається змоделювати правильно. Можливим

розв’язком цiєї проблеми є розгляд скiнченної системи зi СНАСП, що

би забезпечило вiдповiдну залежнiсть.

Кiлькiсть частинок n0 в основному станi, який у системi зi СНАСП

є аналогом бозе-конденсату, можна досить просто розрахувати як

n0

N
= 1− 1

N

1

1 + a

(
T

~ω

)3 ∫ ∞
0

ξ2/2

eξ1−b − 1
dξ. (5.126)
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Рис. 5.7. Питома теплоємнiсть iдеального бозе-газу тривимiрних гармонiчних осци-

ляторiв (суцiльна лiнiя — термодинамiчна границя, пунктирна лiнiя — N = 5000)

порiвняно з системою зi СНАСП (штрих-пунктирна лiнiя) у термодинамiчнiй гра-

ницi з параметрами (5.125). У термодинамiчнiй границi на кривих C/N у крити-

чнiй точцi є розриви, але вiдповiднi значення з’єднано лiнiями для кращої вiзуа-

лiзацiї.

Використовуючи параметри з (5.125), отримаємо таку температурну

залежнiсть для N = 5000:

n0

N
= 1− 1.45

N

(
T

~ω

)3

. (5.127)

На рис. 5.8 показано порiвняння цього результату з вихiдною бозе-

системою. Форма залежностей дуже подiбна до отриманих у працi [329,

406].

5.5.4. Теплоємнiсть модельних систем зi СНАСП. Маючи оцiн-

ку значень параметрiв статистики a та b, можна перейти до розрахун-

кiв термодинамiчних функцiй модельних систем зi СПАСП. Далi в
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Рис. 5.8. Частка конденсату n0/N iдеальної бозе-системи тривимiрних гармонiчних

осциляторiв (суцiльна лiнiя — термодинамiчна границя, пунктирна лiнiя — N =

5000) порiвняно з системою зi СНАСП (штрих-пунктирна лiнiя) у термодинамiчнiй

границi з параметрами, заданими формулою (5.125).

цьому пiдроздiлi проаналiзовано двi модифiкацiї статистики. У пер-

шiй параметри a, b не залежать вiд температури. У другiй параметр a

— сталий, однак b = 2ηT/~ω, так що доданки, якi мiстять b в рiвняннi

(5.87) i ∆εj в рiвняннi (5.88) стають подiбними за структурою.

Справдi, якщо ми припустимо, що виконується друга модифiкацiя

статистики, то зсув спектра дорiвнює

∆εj = −
bε2
j

2T
= −η

ε2
j

~ω
= −η~ωj2. (5.128)

Цiкаво, що така залежнiсть вiдповiдає задачам в межах пiдходу дефор-

мованих алґебр Гайзенберґа. А саме, гармонiчний осцилятор з комута-

цiйними спiввiдношеннями мiж координатою та iмпульсом у виглядi

[x̂, p̂] = i~(1 + βp̂2) (5.129)
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має спектр [407, 408]

εj = ~ω̄j +
β

2
j2 + const, (5.130)

де ω̄ позначає певну константу, j = 0, 1, 2, . . . . Однак, через надзви-

чайно малi оцiнки значень β вплив на термодинамiчнi властивостi буде

неспостережуваним.
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Рис. 5.9. Питома теплоємнiсть модельної системи зi СНАСП при b = const у термо-

динамiчнiй границi для рiзних значень параметрiв статистики. Штрих-пунктирнi

лiнiї — b = 0.1; суцiльнi лiнiї — b = 0.05; штриховi лiнiї — b = 0.01. Вiдповiднiсть

кольорiв: червоний — a = −0.1, зелений — a = +0.05, синiй — a = +0.1. Суцiльна

чорна лiнiя вiдповiдає iдеальнiй бозе-системi.

Результати розрахункiв теплоємностi показано на рис. 5.9–5.10 у

порiвняннi з вихiдною iдеальною бозе-системою. Значення параметрiв

статистики вибрано вiдповiдно до оцiнок, зроблених у попередньо-

му пiдроздiлi. Зауважмо, що модель з b ∝ T справедлива лише в

обмеженому температурному iнтервалi, оскiльки система перестає бу-

ти слабконеадитивною, коли T →∞.
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Водночас цiкаво зазначити, що поведiнка теплоємностi, наведена на

рис. 5.10 (тобто в моделi b ∝ T ), якiсно вiдповiдає результатам отри-

маним ранiше у працi [72] для гелiю-4. Це є ще одним пiдтвердженням

можливостi використання запропонованої моделi для вивчення бозе-

систем зi взаємодiєю.
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Рис. 5.10. Питома теплоємнiсть модельної системи зi СНАСП при b = 2ηT/~ω

у термодинамiчнiй границi для рiзних значень параметрiв статистики. Червона

штрих-пунктирна лiнiя — a = 0, η = 0.0005; зелена пунктирна — a = −0.05, η =

0.001; синя штрихова — a = −0.01, η = 0.0025. Суцiльна чорна лiнiя вiдповiдає

iдеальнiй бозе-системi.

У моделi з b = const асимптотичне значення питомої теплоємностi

при T → ∞ можна визначити так. Активнiсть прямує до нуля у цiй

границi, тому рiвняння (5.99) у випадку задачi про гармонiчнi осциля-

тори, яку ми розглядаємо, спрощується до вигляду:

N =

(
T

~ω

)3
z

2

∫ ∞
0

dξ
ξ2

eξ1−b
. (5.131)
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Застосовуючи спiввiдношення [390][
ef(x)
q

]p
= e

pf(x)
1−(1−q)/p, (5.132)

цей iнтеґрал можна розрахувати за допомогою∫ ∞
0

dξ ξk−1e−ξ1+b =
b−kΓ(1/b− k)Γ(k)

Γ(1/b)
. (5.133)

Енерґiя в цiй границi дорiвнюватиме

E = ~ω
(
T

~ω

)4
z

2

∫ ∞
0

dξ
ξ3

eξ1−b
. (5.134)

Пiсля нескладних перетворень для z отримаємо

z = N

(
~ω
T

)3
(1− 6b+ 11b2 − 6b3)

2
, (5.135)

а вираз для теплоємностi буде

C

N

∣∣∣∣
T→∞

=
3

1− 4b
, (5.136)

тобто параметр a не входить у високотемпературну границю теплоєм-

ностi.

5.6. Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi було розглянуто двопараметричнi моделi дробової ста-

тистики. Одним iз їх застосувань є визначення функцiональної форми

виразу для чисел заповнення вiльних енiонiв. Показано, що наближе-

ну вiдповiднiсть iз енiонною статистикою можна встановити у випадку

неадитивної статистики Полiхронакоса та неадитивної й неповної ста-

тистик Голдейна–Ву. У цих випадках досягнуто правильної поведiнки

другого й третього вiрiального коефiцiєнтiв, а рiзниця в четвертому вi-

рiальному коефiцiєнтi спричиняє незначну поправку в рiвняннi стану.
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Для обидвох модифiкацiй статистики Голдейна–Ву зв’язок мiж пара-

метрами g, q та енiонним параметром α iснує в усьому дiапазонi змiни

останнього α ∈ [0; 1], на вiдмiну вiд неадитивної статистики Полiхро-

накоса.

Отже, видається слушним шукати вирази для енiонної функцiї роз-

подiлу серед модифiкацiй статистики Голдейна–Ву. Серед можливих

узагальнень — рiзноманiтнi вирази для q-експонент [409] та κ-дефор-

мованi експоненти [379, 410]. Аналiз q-деформованих статистик Бозе

та Фермi [172, 411] iз впровадженням додаткових параметрiв також

виглядає можливим.

Оскiльки вiрiальний розклад справедливий за високих темпера-

тур / малих густин, певний iнтерес також становить аналiз спiввiдно-

шень мiж запропонованими двопараметричними моделями статистики

та енiонами в низькотемпературнiй областi за допомогою iнших пiдхо-

дiв, що вимагає додаткових дослiджень.

Двопараметричну модифiкацiю статистики Полiхронакоса у грани-

цi слабкої неадитивностi (СНАСП) також було застосовано до моделю-

вання слабковзаємодiючої скiнченної бозе-системи. Показано, що па-

раметри такої статистики можна пов’язати з ефектами взаємодiй та

поправками на скiнченнiсть кiлькостi частинок.

Спрощену модель СНАСП було використано для опису системи

5000 атомiв Rb-87 у тривимiрнiй гармонiчнiй пастцi. Питому тепло-

ємнiсть C/N системи тривимiрних гармонiчних осциляторiв було та-

кож розраховано за рiзних значень параметрiв статистики a, b з метою

демонстрацiї температурної залежностi C/N в температурнiй областi,

що включає точку фазового переходу, аналогiчного до бозе-конденсацiї.

Можна очiкувати, що СНАСП слугуватиме альтернативною мате-

матичною моделлю бозе-систем зi слабкими мiжчастинковими взаємо-



210

дiями та/або скiнченною кiлькiстю частинок. Коректне вiдтворення

критичної поведiнки в околi точки фазового переходу вимагає додат-

кової перевiрки на пiдставi експериментальних спостережень. Пiсля

незначних модифiкацiй запропоновану модель можна використовува-

ти для ефективного опису iнших спорiднених систем, зокрема осциля-

торiв у нижчих просторових розмiрностях, що вiдповiдає системам у

дво- та одновимiрних пастках.

Серед iнших фiзичних систем, для яких застосовною виглядає роз-

глянута двопараметрична статистика, — частинки у просторах з мi-

нiмальною довжиною, що вiдповiдають деформованiй алґебрi Гайзен-

берґа. Крiм того, можна очiкувати ефективного опису систем iз дале-

косяжними взаємодiями та iншою складною поведiнкою, пов’язаною з

неадитивнiстю ентропiї.
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РОЗДIЛ 6

ПIДХIД СТАТИСТИЧНОЇ МЕХАНIКИ

ДО ЗАДАЧI ПРО РОЗБИТТЯ

НАТУРАЛЬНИХ ЧИСЕЛ

6.1. Вступ

Задача про розбиття цiлих чисел, яка походить ще з робiт Ляйбнiца

[412] й Ейлера [413], знайшла застосування не лише в математицi, але

й у рiзних галузях фiзики. У математицi — це, зокрема, комбiнато-

рика та теорiя ймовiрностей, в той час як у фiзицi вiдповiднi задачi

належать до теорiї кристалiв, теорiї перколяцiї, квантової статистики

тощо, див. [414] та посилання там.

Розбиттям натурального числа n називають спосiб його запису як

суми натуральних чисел (їх називають частинами), де порядок додан-

кiв несуттєвий. Кiлькiсть розбиттiв називають функцiєю розбиття i

позначають p(n) [415, Ch. 1].

Наприклад, розглянемо числа вiд 1 до 5. Їх можна подати так:

1 : 1,

2 : 2 = 1 + 1,

3 : 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1,

4 : 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1,

5 : 5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 =

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1.
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Отже, p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7. Насправ-

дi, функцiя p(n) швидко зростає: p(10) = 42, p(100) = 190 569 292, а

p(200) = 3 972 999 029 388 [366, p. 836].

Описанi розбиття називають простими, одновимiрними або лiнiй-

ними. У 1917 роцi Гардi i Рамануджан [416, 417] навели асимптотичну

оцiнку кiлькостi розбиттiв натуральних чисел при великих n у виглядi:

p(n) =
1

4
√

3n
exp

{
π

√
2n

3

}
. (6.1)

Цi автори також отримали асимптотичний розклад функцiї p(n). Че-

рез двадцять рокiв Радемахер вивiв збiжний ряд для p(n) [418].

Якщо натуральне число n записувати як суму s-тих степенiв нату-

ральних чисел, наприклад,

5 = 22 + 12 = 12 + 12 + 12 + 12 + 12,

то узагальненням введеної функцiї p(n) буде деяка ps(n): p2(5) = 2.

p(n) ≡ p1(n).

Хоча порядок доданкiв у сумi не має значення (перестановка не

дає нового розбиття), для зручностi їх записують у незростаючому

порядку, як i показано у наведених прикладах.

Розглянутi розбиття цiлих чисел називають необмеженими. Однак,

на частини розбиття можна накладати рiзнi обмеження: вимагати, щоб

вони були парними/непарними, перебували в певному iнтервалi зна-

чень тощо. Найпростiшим є обмеження на кiлькiсть частин ≤ N , i

саме такi обмеженi розбиття ми далi позначатимемо pN(n).

Асимптотичний вираз для кiлькостi розбиттiв числа n на щонай-

бiльше N частин вперше отримали Ердьош i Ленер [419] у виглядi:

ln
pN(n)

p(n)
= −
√

6n

π
e−πN/

√
6n. (6.2)
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Поняття розбиттiв можна узагальнити на багатовимiрнi випадки,

про що детальнiше буде сказано у вiдповiдних пiдроздiлах. Результати

цього роздiлу опублiковано у працях [75, 83, 85, 92, 99].

6.2. Фiзична аналогiя та метод розрахунку

На зв’язок мiж фiзичною задачею i розбиттями натуральних чисел

вперше вказали Бор i Калькар у 1937 роцi [420], розглядаючи розра-

хунок густини енерґетичних рiвнiв важких ядер. Того ж року Ван Лiр

i Уленбек зауважили зв’язок мiж обчисленням кiлькостi мiкростанiв

бозе- та фермi-систем i деякими задачами про розбиття [421]. Досить

ґрунтовну бiблiографiю про спiввiдношення фiзичних задач i розбит-

тiв можна знайти за адресою http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff/

mrwatkin//zeta/partitioning.htm. Короткий огляд мiстить також праця

[422].

Вивчення розбиттiв натуральних чисел iз використанням пiдходiв

статистичної механiки до ансамблiв квантових частинок здiйснювали

Олак i Котарi [423], Темперлi [424], Нанда [425], Дутта [426, 427] та

багато iнших. Останнiм часом особливу увагу звертали на флюктуа-

цiї у квантових ансамблях та вплив скiнченностi системи [58–60, 83],

див. також серiю праць Ґроссмана i Гольгауса [428–430]. Плоскi роз-

биття пов’язанi з задачами теорiї кристалiв, випадковими блуканнями

на ґратцi та рiзними задачами статистичної фiзики [414].

Використаний тут пiдхiд переважно ґрунтується на працi [58]. Го-

ловна iдея полягає в аналогiї мiж пiдрахунком кiлькостi мiкростанiв

квантової системи бозонних гармонiчних осциляторiв i кiлькiстю роз-

биттiв натуральних чисел, яка є досить прозорою. Розгляньмо для
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простоти перший нетривiальний випадок розбиття числа n = 3:

3, 2 + 1, 1 + 1 + 1.

Отже, як зазначено у Вступi, p(3) = 3.

Далi розглянемо систему одновимiрних квантових гармонiчних осци-

ляторiв з частотою ω, якi пiдкоряються статистицi Бозе. Спробуймо

пiдрахувати, скiлькома способами можна розподiлити енерґiю E =

3~ω у цiй системi. Кожен осцилятор може перебувати на енерґетичних

рiвнях εj = ~ω(j + 1/2), де 1/2 вiд основного стану можна вiдкинути

для зручностi:

εj = ~ωj, j = 0, 1, 2, 3 . . . . (6.3)

Є такi можливостi отримати E = 3~ω:

• перевести одну частинку у збуджений стан iз j = 3;

• перевести одну частинку у стан iз j = 2, а другу — у стан iз j = 1.

Зауважмо, що квантовi частинки нерозрiзнювальнi!

• перевести усi три частинки у стани з j = 1.

Решта частинок системи перебуватиме в основному станi з j = 0. Мо-

жливiсть того, що декiлька частинок перебувають в одному станi, за-

безпечує статистика Бозе. Цi мiркування проiлюстровано на рис. 6.1.

Рис. 6.1. Усi можливi реалiзацiї стану з енерґiєю E = 3~ω в системi гармонiчних

осциляторiв.

Таким чином, довiльнiсть порядку доданкiв у розбиттi еквiвалентна

нерозрiзнювальностi квантових частинок. Кiлькiсть однакових частин
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може досягати довiльного значення, як i заповнення квантового стану

в бозе-статистицi. Бiльш того, очевидною є вiдповiднiсть мiж необме-

женими розбиттями i бозе-системою з безмежною кiлькiстю частинок,

а також мiж обмеженими розбиттями (з обмеженою кiлькiстю частин)

i скiнченною системою бозонiв.

Деякi iншi типи розбиттiв також можна пов’язати з фiзичними за-

дачами. Зокрема, розбиття на неповторюванi доданки (англ. distinct

partitions) вiдповiдають фермi-системам. Приклад такого розбиття чи-

сла 5:

5 : 5 = 4 + 1 = 3 + 2.

Якщо всi частини не перевищують деякого s, то такi розбиття вiд-

повiдають системi зi статистикою Джентiле [83]. Приклад для числа 5

наведено нижче:

5 : 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 =

= 3 + 1 + 1 ���
��= 4 + 1 = 2 + 2 + 1 = 3 + 2 ���= 5 для s = 3.

Можна також розглядати розбиття на степенi натуральних чисел,

скажiмо так:

5 : 12 + 12 + 12 + 12 + 12 = 22 + 12,

що вiдповiдає системi вiльних бозонiв, оскiльки тодi спектр εj ∝ j2.

Щоби пов’язати статистико-механiчну задачу з її вiдповiдником у

теорiї чисел, використовуватимемо такий метод. Статистична сума

Z(β) виражається через кiлькiсть мiкростанiв Γ (E) як перетворення

Лапласа [58, 429, 431]:

Z(β) =

∫ ∞
0

Γ (E) e−βE dE,

Γ (E) =
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
Z(β) eβE dβ, (6.4)
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де β = 1/T — обернена температура.

Пiсля низки перетворень, використовуючи метод перевалу, для кiль-

костi мiкростанiв отримаємо

Γ (E) =
eS(β0)√

2πS ′′(β0)
, (6.5)

де ентропiя дорiвнює

S(β) = βE + lnZ(β), (6.6)

а β0 — стацiонарна точка,

S ′(β0) = 0. (6.7)

Iз цього виразу можна отримати оцiнку кiлькостi розбиттiв нату-

рального числа n, розглядаючи статистичнi суми вiдповiдної фiзичної

системи з подальшою замiною енерґiї E на n:

E → n, Γ (E)→ p(n). (6.8)

У наступних пiдроздiлах цей пiдхiд буде застосовано до лiнiйних i пло-

ских розбиттiв, як необмежених, так i обмежених, а також для оцiнки

асимптотики кiлькостi багатовимiрних розбиттiв.

6.3. Необмеженi розбиття

6.3.1. Одновимiрний випадок. У випадку одновимiрних гармо-

нiчних осциляторiв зi статистикою Бозе статистична сума системи з

безмежною кiлькiстю частинок дорiвнює

Z(β) =
∞∏
j=1

1

1− e−β~ωj
. (6.9)

Для простоти надалi вважатимемо одиницю вимiрювання енерґiї i тем-

ператури ~ω = 1.
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Ентропiя цiєї системи буде

S(β) = βE + lnZ(β) = βE −
∞∑
j=1

ln
(
1− e−βj

)
. (6.10)

За допомогою формули Ейлера–Маклорена [366, p. 16]
∞∑
j=1

f(j) =

∫ ∞
1

f(x) dx+
f(1)

2
− 1

12
f ′(1) + . . . , (6.11)

отримаємо у границi β → 0 (саме вона нас цiкавить, оскiльки ми спо-

дiваємося знайти асимптотичний вираз для великих значень енерґiї

E � 1 або, вiдтворюючи одиницi, E � ~ω):

S(β) =
π2

6β
+

1

2
ln β − 1

2
ln 2π +

(
E − 1

24

)
β + . . . . (6.12)

Варто вiдзначити появу 1/24 бiля енерґiї: така дрiбна поправка вини-

кає у формулi, що уточнює головну асимптотику [417, 418]. У границi

великих E (або еквiвалентно — великих n) її можна вiдкинути.

Стацiонарна точка, що задовольняє умову S ′(β0) = 0, дорiвнює

β0 =
π√
6E

. (6.13)

Отже, за допомогою S ′′(β0) =
2
√

6

π
E3/2 отримаємо:

Γ (E) =
1

4
√

3E
eπ
√

2E/3, звiдки p(n) =
1

4
√

3n
eπ
√

2n/3, (6.14)

що точно вiдтворює результат Гардi i Рамануджана.

6.3.2. Двовимiрний випадок. У двовимiрнiй задачi виведення ли-

ше незначно вiдрiзняється вiд одновимiрного. Потрiбно розглядати

двовимiрну систему iзотропних гармонiчних осциляторiв. Iз врахува-

нням кратностi виродження j-ого енерґетичного рiвня отримаємо для
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ентропiї

S(β) = βE + lnZ(β) = βE −
∞∑
j=1

j ln
(
1− e−βj

)
=

= βE +
ζ(3)

β2
+

1

12
ln β − 1

6
+ . . . . (6.15)

У цьому випадку стацiонарна точка дорiвнює

β0 =

(
2ζ(3)

E

)1/3

, (6.16)

де ζ(x) — дзета-функцiя Рiмана.

Враховуючи, що S ′′(β0) =
3

[2ζ(3)]1/3
E4/3, отримаємо кiлькiсть мi-

кростанiв:

Γ 2D(E) =
[2ζ(3)]7/36

√
6π

E−25/36 exp

{
3

2
[2ζ(3)]1/3E2/3 − 1

6

}
. (6.17)

Отже,

p2D(n) =
[2ζ(3)]7/36

√
6π

n−25/36 exp

{
3

2
[2ζ(3)]1/3n2/3 − 1

6

}
. (6.18)

Цей результат дещо вiдрiзняється вiд формули Райта [432]:

p2D
Wright(n) =

[2ζ(3)]7/36

√
6π

n−25/36 exp

{
3

2
[2ζ(3)]1/3n2/3 + c

}
, (6.19)

де

c = ζ ′(−1) = −0.165421 . . . порiвняно з − 1

6
= −0.166666 . . . . (6.20)

Щоб вiдтворити правильне значення c, потрiбно пiдсумувати асим-

птотичний ряд у формулi Ейлера–Маклорена [433]:

∞∑
j=1

f(j) =

∫ ∞
1

f(x) dx+
f(1)

2
−

kmax∑
k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1)(1) +R, (6.21)

де B2k — числа Бернуллi, а R — залишковий член. Для зручностi у

цьому виразi вiдкинуто доданки, якi вiдповiдають значенням функцiї
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Таблиця 6.1. Значення доданкiв асимптотичного ряду для двовимiрних розбиттiв.

k значення

2 −0.0013889

3 +0.0001984

4 −0.0000992

5 +0.0001052

6 −0.0001918

f(x) i її похiдних на безмежностi, оскiльки вони дорiвнюють нулевi в

аналiзованому випадку.

Пiдсумовуючи знакозмiнний асимптотичний ряд, достатньо зупи-

нитися на доданку з найменшим абсолютним значенням (k = 4 у

табл. 6.1). Отже, з точнiстю до членiв iз B6 i B8, отримаємо замiсть

−1/6 такi результати для константи c:

−139

840
= −0.165476 . . .

− 1667

10 080
= −0.165377 . . .

порiвняно з c = ζ ′(−1) = −0.165421 . . . .

Насправдi, точного значення c = ζ ′(−1) можна досягти в межах

моделi двовимiрних гармонiчних осциляторiв, однак це вимагає вико-

ристання значно складнiшого пiдходу, як показав Нанда [425].

6.3.3. Поправка до головної асимптотики. Враховуючи на один

доданок бiльше в розкладi ентропiї

S(β) ' S(β0) +
1

2!
S ′′(β0)(β − β0)

2 +
1

3!
S ′′′(β0)(β − β0)

3, (6.22)
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отримаємо для кiлькостi мiкростанiв за допомогою методу перевалу

такий результат [75]:

Γ (E) =

=
eS(β0)

2π

2S ′′(β0)√
3 |S ′′′(β0)|

exp

{
[S ′′(β0)]

3

3[S ′′′(β0)]2

}
K1/3

(
[S ′′(β0)]

3

3[S ′′′(β0)]2

)
, (6.23)

деKν(x) — функцiя Макдоналда (модифiкована функцiя Бесселя дру-

гого роду).

Отже, уточнена асимптотика лiнiйних розбиттiв буде такою:

pcorr(n) =
1

18 4
√

6n3/4
e

28
27π
√

2n
3 K1/3

(
1

27
π

√
2n

3

)
. (6.24)

Порiвняно з асимптотикою Гардi i Рамануджена (6.1), вказаний вираз

у компактному виглядi забезпечує кращу оцiнку (з вiдхиленням < 1%)

навiть для малих значень n > 20, див. рис. 6.2.
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Рис. 6.2. Порiвняння вiдносних похибок рiзних оцiнок кiлькостi одновимiрних роз-

биттiв. Суцiльна крива — результат (6.24), штрихова крива — головна асимптотика

(6.1).
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У двовимiрному випадку вiдповiдна поправка до головної асимпто-

тика Райта (6.19) для плоских розбиттiв набуде вигляду

p2D
corr(n) =

=
[2ζ(3)]13/16

4
√

3π
n−13/36e

25
16 [2ζ(3)]1/3n2/3+c K1/3

(
[2ζ(3)]1/3 n2/3

16

)
. (6.25)

Однак, на вiдмiну вiд одновимiрної задачi, ця поправка дає точнiшi

оцiнки лише за малих значень n < 17. Вiдносна похибка для n =

50 становить +1.81% для головної асимптотики (6.19) i −2.72% для

поправки (6.25), для n = 100 вiдповiднi похибки становлять +1.13%

i −1.98%, для n = 1000 — +0.24% i −0.54% тощо. Область малих

значень n проiлюстровано на рис. 6.3.
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Рис. 6.3. Порiвняння вiдносних похибок рiзних оцiнок кiлькостi плоских розбиттiв.

Суцiльними контурами з додатними значеннями показано головну асимптотику

Райта (6.19), штриховi з вiд’ємними — поправка, задана формулою (6.25).

Зауважмо, що використання методу перевалу не дозволяє отрима-

ти подальшi уточнення кiлькостi розбиттiв. Це пов’язано з асимптоти-
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чних характером вiдповiдних рядiв: уже доданки∼ (β−β0)
4 приводять

до розбiжних iнтеґралiв у розрахунках Γ (E).

6.4. Двовимiрнi розбиття цiлих чисел з обмеженою

кiлькiстю частин

Так званi двовимiрнi або плоскi розбиття — це особливий тип розбиттiв

цiлих чисел. Плоским розбиттям натурального n називають двовимiр-

ний масив невiд’ємних цiлих nij, що задовольняють умову незростання

за рядками i стовпцями:

n =
∑
i,j>0

nij, де ni1j1 ≥ ni2j2 (6.26)

для довiльних i1 ≤ i2, j1 ≤ j2 [415, p. 176]. Наприклад, усi 13 плоских
розбиттiв числа 4 мають вигляд [434]:

4, 3 1,
3

1
, 2 2,

2

2
, 2 1 1,

2 1

1
,

2

1

1

, 1 1 1 1,
1 1 1

1
,

1 1

1 1
,

1 1

1

1

,

1

1

1

1

.

Нульових елементiв зазвичай не пишуть, а решту ненульових назива-

ють частинами. Кiлькiсть рiзних плоских розбиттiв числа n познача-

тимемо p2D(n), тобто p2D(4) = 13.

Подiбно до задачi про одновимiрнi (звичайнi, лiнiйнi) розбиття [58,

423, 425, 429], задача розрахунку кiлькостi плоских розбиттiв може бу-

ти пов’язана з пiдрахунком кiлькостi мiкростанiв системи двовимiрних

квантових гармонiчних осциляторiв зi статистикою Бозе–Айнштайна

[75, 425].

На розбиття цiлих чисел можна накладати рiзнi обмеження щодо

кiлькостi чи значень частин, а у випадку багатовимiрних — ще й фор-
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ми [415, 435, 436]. Це вiдповiдає вивченню дробової статистики чи ана-

лiзовi впливу скiнченностi кiлькостi частинок у квантових ансамблях

[83, 182, 429]. Цiкаво, що задача про плоскi розбиття з єдиним обмеже-

нням на кiлькiсть частин не знайшла вiдображення в лiтературi. Один

з можливих пiдходiв до неї викладено нижче.

6.4.1. Загальнi результати для скiнченної системи N

частинок. Статистична сума ZN скiнченної системи N бозонних

гармонiчних осциляторiв задовольняє таке рекурентне спiввiдношення

[429, 437]:

ZN(x) =
1

N

N∑
k=1

Bk(x)ZN−k(x), Z0(x) ≡ 1, (6.27)

де x = e−β~ω, β — обернена температура, а ω — частота осцилятора. У

D-вимiрному просторi

Bk(x) =
1

(1− xk)D
. (6.28)

У замкненому виглядi вираз для ZN iснує лише в одновимiрному ви-

падку:

Z1D
N (x) =

N∏
k=1

1

1− xk
. (6.29)

Цим результатом можна скористатися для перевiрки пропонованого

методу.

Розв’язати рiвняння (6.27) можна за допомогою iнтеґрального пе-

ретворення. Щоб уникнути проблем, пов’язаних iз переходом вiд пiд-

сумовування до iнтеґрування, найзручнiше скористатися якимось дис-

кретним перетворенням.

Застосуємо так зване Z-перетворення, визначене для функцiї f(N)
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так [438, Chap. 13]:

Z[f(N)] =
∞∑
n=0

f(n)s−n = f̃(s). (6.30)

Воно є дискретним аналогом перетворення Лапласа. Розв’язування

рiвняння (6.27) вимагатиме використання таких властивостей Z-пере-

творення:

Z[Nf(N)] = −sdf̃(s)

ds
, (6.31)

Z[f(N) ∗ g(N)] = f̃(s)g̃(s), (6.32)

де конволюцiю визначено як

f(N) ∗ g(N) =
N∑
n=0

f(n)g(N − n). (6.33)

Зручною для безпосереднього застосування Z-перетворення буде

така форма рiвняння (6.27):

NZN(x) =
N∑
k=0

Bk(x)ZN−k(x), B0(x)
def
= 0. (6.34)

При цьому виявляється простiшим розглядати поправку до стати-

стичної суми порiвняно з безмежною системою Z∞(x):

ZN(x) = Z∞(x)yN(x), (6.35)

де функцiя yN(x) має очевидну границю:

lim
N→∞

yN(x) = 1. (6.36)

Для перетворення цiєї поправки легко отримати:

−sdỹ(s|x)

ds
= B̃(s|x)ỹ(s|x), (6.37)

або

ỹ(s|x) = C exp

{
−
∫ s B̃(s′)

s′
ds′

}
, (6.38)

де сталу iнтеґрування C можна знайти з (6.36).
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6.4.2. Перевiрка пiдходу в одновимiрному просторi. Усi ре-

зультати для одновимiрної задачi про розбиття добре вiдомi [58, 429,

439]. Нижче отримаємо їх на пiдставi запропонованого пiдходу.

Пiдсумовування у перетвореннi BN(x) легко зробити у першому по-

рядку за x:

B̃1D(s|x) =
∞∑
k=1

s−k

1− xk
'

∞∑
k=1

s−k(1 + xk) =
s− 2x+ sx

(s− 1)(s− x)
, (6.39)

звiдки

ỹ1D(s|x) = C
s2

(s− 1)(s− x)
, (6.40)

i далi знаходимо обернене перетворення:

y1D
N (x) = Z−1

[
C

s2

(s− 1)(s− x)

]
= C

xN+1 − 1

x− 1
. (6.41)

З рiвняння (6.36) стала iнтеґрування C = 1 − x, що дає в головному

наближеннi:

y1D
N (x) = 1− xN+1. (6.42)

Цей результат правильно вiдтворює точний вираз (6.29). Справдi,

Z1D
∞ (x) =

N∏
k=1

1

1− xk
∞∏

k=N+1

1

1− xk
, (6.43)

тобто

y1D
N (x) =

∞∏
k=N+1

(1− xk) = exp
∞∑

k=N+1

ln
(
1− xk

)
. (6.44)

Знову ж у головному наближеннi, беручи до уваги, що x < 1 i N —

велике, отримаємо:

y1D
N (x) = exp

(
−xN+1

)
= 1− xN+1 ± . . . . (6.45)

Пригадаємо тут, що кiлькiсть одновимiрних розбиттiв p1D(n) ≡ p(n)

натурального числа n дорiвнює кiлькостi мiкростанiв Γ (E) системи з
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енерґiєю E = ~ωn. Вiзьмемо до уваги вираз (6.5) i врахуємо, що для

скiнченної системи N частинок, яка вiдповiдає розбиттям зi скiнчен-

ною кiлькiстю частин, ентропiя дорiвнює SN = βE + lnZ∞ + ln yN .

Тодi з рiвняння (6.35) матимемо

pN(n) = p(n)yN(e−β0), (6.46)

де стацiонарна точка β0 = π/
√

6n [58, 75]. Оскiльки n велике, то β0 —

мала величина, й арґумент x = e−β0 близький до одиницi, але x < 1.

Тому пiдсумовування у формулi (6.44) треба виконувати точнiше, а

саме:
∞∑

k=N+1

ln(1− xk) ' −
∞∑

k=N+1

xk = −x
N+1

1− x
.

При N � 1 отримаємо такий поправлений вираз (6.45):

y1D
N (x) = exp

(
− xN

1− x

)
' exp

(
−x

N

β0

)
. (6.47)

Тобто, головна поправка до кiлькостi обмежених розбиттiв буде [58,

423]

pN(n) = p(n) exp

{
−
√

6n

π
e−πN/

√
6n

}
, (6.48)

що правильно вiдтворює класичний результат Ердьоша i Ленера [419]

про асимптотичну поведiнку кiлькостi розбиттiв натурального n на

щонайбiльше N частин.

Цей пiдхiд ми далi поширимо на вищi розмiрностi простору. Вар-

то зауважити, що вираз для ỹ1D(s) можна отримати безпосередньо у

границi x → 1, але вже обернене перетворення Z−1[ỹ1D(s)] аналiти-

чно зробити не вдається. Саме цей факт i вимагав додаткових крокiв,

описаних вище.
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6.4.3. Результати для плоских розбиттiв. У двовимiрному про-

сторi B2D
k (x) дорiвнює:

B2D
k (x) =

1

(1− xk)2
, (6.49)

звiдки наближено матимемо

B̃2D(s|x) '
∞∑
k=1

s−k(1 + 2xk) =
s− 3x+ 2sx

(s− 1)(s− x)
. (6.50)

Розв’язок рiвняння (6.37) буде

ỹ2D(s|x) = C
s3

(s− 1)(s− x)2
, (6.51)

а його обернене Z-перетворення:

y2D
N (x) = Z−1[ỹ2D(s|x)] = C

(N + 1)xN+2 − (N + 2)xN+1 + 1

(x− 1)2
, (6.52)

де C = (x− 1)2, що в границi великих N i малих x дає:

y2D
N (x) = 1−NxN (6.53)

Подiбний вираз можна отримати для системи N iзотропних двови-

мiрних осциляторiв, записуючи статистичну суму у виглядi:

lnZ2D
N (x) = −

N∑
k=1

k ln(1− xk), (6.54)

де взято до уваги k-кратне виродження k-го рiвня. Прямуючи верх-

ню межу до безмежностi, вiдтворимо твiрну функцiю МакМагона для

плоских розбиттiв [440]:
∞∑
n=0

p2D(n)xn =
∞∏
n=1

1

(1− xn)n
. (6.55)

Порiвнюючи рiвняння (6.53)–(6.54) i дiючи за аналогiєю з однови-

мiрним випадком, щоб перейти до границi β → 0, можемо отримати
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для y2D
N (x):

y2D
N (x) = exp

∞∑
k=N+1

k ln(1− xk) ' exp

(
−

∞∑
k=N+1

kxk

)
=

(6.56)

= exp

(
−x

N+1[N(1− x) + 1]

(1− x)2

)
.

Для Nβ0 � 1 матимемо таку асимптотику:

y2D
N (x) = exp

(
−Nx

N

1− x

)
' exp

(
−Nx

N

β0

)
, (6.57)

де стацiонарна точка

β0 =

(
2ζ(3)

n

)1/3

. (6.58)

Отже, для обмежених плоских розбиттiв будемо мати таку асим-

птотичну поведiнку:

p2D
N (n) = p2D(n) exp

{
− Nn1/3

[2ζ(3)]1/3
e−N [2ζ(3)/n]1/3

}
. (6.59)

Цей вираз є одним iз головних результатiв роботи в цьому роздiлi.

Вiн дає оцiнку кiлькостi плоских розбиттiв числа n на щонайбiльше

N частин.

Умову для кiлькостi частин N безпосередньо отримуємо пiд час

виведення у виглядi:

0.75n1/3 � N < n, (6.60)

де 0.75 є наближеним значенням [2ζ(3)]−1/3.

Результати деяких обчислень за допомогою рiвняння (6.59) наве-

дено в таблицi 6.2. Точнi значення необмежених плоских розбиттiв

p2D(n) можна знайти в [442], тодi як асимптотична залежнiсть вiд n

має вигляд [432, 443]:

p2D(n) =
[2ζ(3)]7/36

√
6π

n−25/36 exp

{
3

2
[2ζ(3)]1/3n2/3 + c

}
, (6.61)
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Таблиця 6.2. Кiлькiсть обмежених плоских розбиттiв.

n,N p2D(n)
p2DN (n) вiдносна

точно обчисл. 1 обчисл. 2 обчисл. 3 похибка, %

n = 10, N = 9 500 458 474 498 497 3.5 8.8 8.7

n = 15, N = 14 6879 6703 6791 7082 7073 1.3 5.7 5.5

n = 20, N = 19 75278 74651 75003 77574 77478 0.5 3.9 3.8

N = 18 74161 74898 77435 77339 1.0 4.4 4.3

Точнi значення взято з [441]. Колонка ‘обчисл. 1’ вiдповiдає точному p2D(n) з [442];

значення в колонках ‘обчисл. 2’ i ‘обчисл. 3’ отримано на пiдставi p2D(n) з (6.61),

де константи c взято з [75] i [432, 443], вiдповiдно.

де c = ζ ′(−1) = −0.165421 . . . . У працi [75] ми отримали значення

c = −1/6 = −0.166666 . . ., яке дає кращi результати для n ≤ 7573, але

не забезпечує правильної поведiнки при n→∞.

Як видно з таблицi 6.2, для обмежених плоских розбиттiв оцiн-

ки за виразом (6.59) дають добру точнiсть, принаймнi в дiапазонi

n = 10÷ 20. Дещо бiльшi значення похибок (4–9%) в основному пов’я-

занi з похибкою асимптотичного виразу (6.61) для кiлькостi необме-

жених плоских розбиттiв. Як i варто було очiкувати, спостерiгається

монотонне спадання вiдносної похибки зi зростанням n, щонайменше

для спiввiдношення N/n = 9/10.

6.4.4. Числова оцiнка кiлькостi обмежених плоских розбиттiв

для промiжних значень N ∼ n2/3. Числовий аналiз рекурентного

спiввiдношення (6.27) для ZN(x) у двовимiрному випадку було зро-

блено для n = 100 ÷ 10 000. За значення арґумента взято x = e−β0

зi стацiонарною точкою, яка вiдповiдає цiй задачi, β0 = [2ζ(3)/n]1/3.

Результати деяких обчислень наведено в табл. 6.3.
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Таблиця 6.3. Розв’язки рекурентного рiвняння (6.27) для lnZN у двовимiрному

випадку.

@
@
@
@

N

n
100 200 500 1000 2000 5000 10000

10 13.50490 17.20871 22.46359 26.62624 30.90153 36.67638 41.11207

20 17.11408 23.66709 33.53210 41.58209 49.96198 61.38032 70.19437

30 18.09474 26.52429 40.27325 51.91522 64.22143 81.14853 94.28280

50 18.30640 28.02642 47.03409 64.86995 84.45795 111.98343 133.58019

100 28.13457 49.79461 75.97533 109.82935 161.18825 202.85769

200 49.81234 76.99794 119.32409 203.58562 280.20762

300 76.99798 119.40093 213.60298 316.40845

500 214.27879 334.40026

N → n 18.30884 28.13458 49.81234 76.99798 119.40094 214.27879 334.64773

Як легко зауважити, значення ZN швидко наближаються до асим-

птотичних результатiв, що вiдповiдають границi N → n. Це суттєво

ускладнює числовий аналiз рекурентного спiввiдношення (6.27) у ви-

падку, розглянутому в попередньому пунктi.

Отриманi результати можна перенести на проблему пiдрахунку пло-

ских розбиттiв. Виявляється, що з доброю точнiстю отриманi данi за

промiжних значень N ∼ n2/3 описує формула:

ln
p2D
N (n)

p2D(n)
= −An2/3N−1/3 exp

{
−kN3/2/n+ b n1/3 lnN

}
. (6.62)

КонстантиA, b та k було розраховано як параметри пiдгонки у виглядi:

A = 1.075± 0.008, b = 0.0060± 0.0002, k = 2.26± 0.2. (6.63)

Цiкаво, що обчислене значення k близьке до k = 2ζ(3) = 2.40411 . . .,

звiдки вiдповiдний множник можна подати у виглядi k/n = β3
0 .

Отже, ми отримали другу асимптотику кiлькостi обмежених пло-
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ских розбиттiв

ln
p2D
N (n)

p2D(n)
∼ −

(
n2

N

)1/3

exp

{
−2ζ(3)N 3/2

n

}
(6.64)

для кiлькостi частин N ∼ n2/3.

6.5. Зв’язок мiж дробовою статистикою

i скiнченною бозе-системою

в одновимiрному випадку

У цьому пiдроздiлi запропоновано опис бозонної систем зi скiнченною

кiлькiстю частинок за допомогою моделi, яка є математично простi-

шою. До певної мiри такий пiдхiд має спiльнi риси зi знаходженням

бозонно-фермiонної еквiвалентностi iдеальних газiв [444] або в газi

Тонкса–Жiрардо [445], який експериментально отримано у 2004 роцi

[446, 447]. Енiонно-фермiонна вiдповiднiсть також застосовується до

аналiзу ультрахолодних газiв [44].

Застосовуватимемо дробову статистику Джентiле, у якiй макси-

мальне заповнення енерґетичного рiвня обмежене деяким числом M

[33, 121, 127]. Якщо встановити вiдповiднiсть мiж кiлькiстю частинок

N в реальнiй бозе-системi та параметром M у модельнiй, то поставле-

ну задачу можна вважати розв’язаною.

Для спрощення розглядатимемо одновимiрну систему. Фiзично це

вiдповiдає бозонам у високоасиметричнiй гармонiчнiй пастцi. До цi-

єї ж системи застосовано пiдхiд канонiчного та великого канонiчного

ансамблю, а згодом узагальнено отриманi результати для системи зi

степеневим енерґетичним спектром εm ∝ ms.
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6.5.1. Мiкроканонiчний пiдхiд. Запишемо вираз для кiлькостi

мiкростанiв системи одновимiрних осциляторiв з енерґiєю E = ~ωn

(6.14), вiдновивши розмiрнiсть:

Γ (E) =
1

4
√

3E/~ω
eπ
√

2/3
√
E/~ω. (6.65)

Використовуючи ентропiю S = lnΓ з означення температури
1

T
=
dS

dE
отримаємо таке рiвняння стану:

E =
π2

6
~ω
(
T

~ω

)2

. (6.66)

Оскiльки енерґiя E є екстенсивною величиною, E ∝ N , де N — кiль-

кiсть частинок, то термодинамiчна границя ωN = const вiдразу випли-

ває з наведеного вище рiвняння. Цей результат також можна отримати

на пiдставi iнших мiркувань [14].

Вираз для скiнченної системи N частинок отримуємо на пiдставi за-

дачi про обмеженi розбиття на щонайбiльше N доданкiв [58], кiлькiсть

яких асимптотично дорiвнює [419], порiвн. стор. 226:

Γfin(E) =
1

4
√

3E/~ω
eπ
√

2/3
√
E/~ω ×

× exp

{
−
√

6

π

√
E/~ω e

− π√
6

N√
E/~ω

}
. (6.67)

Результат, до якого зводиться дробова статистика, розглянув Срiва-

тсан та iн. [182]. Вiн вiдповiдає кiлькостi розбиттiв числа n, де кожен

доданок трапляється щонайбiльше M разiв:

Γfrac(E) =
1

4
√

3E/~ω
eπ
√

2/3
√
E/~ω(1− 1√

M
)
1/2
(

1− 1√
M

)1/2

. (6.68)

Легко бачити, що Γ (E) з виразу (6.65) є головним множником i в

рiвняннях (6.67) та (6.68). Вiдповiднi ентропiї дорiвнюють

Sfin = lnΓfin = lnΓ + ∆Sfin i Sfrac = lnΓfrac = lnΓ + ∆Sfrac.
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Порiвнюючи поправки ∆Sfin та ∆Sfrac, можна встановити умову еквiва-

лентностi, яка пов’язує параметр максимального заповненняM i кiль-

кiсть частинок N :

M ∼ exp

(
π√
6

N√
E/~ω

)
. (6.69)

6.5.2. Пiдхiд канонiчного i великого канонiчного ансамблiв.

Безпосереднiми викладками легко показати, що у випадку визначе-

ної дробової статистики Джентiле заповнення енерґетичного рiвня ε

дорiвнює [33, 121, 127]

fM(ε, µ, T ) =
1

e(ε−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(ε−µ)/T − 1
, (6.70)

де µ — хiмiчний потенцiал, а T — температура.

Хiмiчний потенцiал i кiлькiсть частинок N пов’язанi спiввiдношен-

нями:

N =
∞∑
j=0

fM(εj, µ, T ), (6.71)

а енерґiя E дорiвнює

E =
∞∑
j=0

εjfM(εj, µ, T ). (6.72)

Однак, у випадку скiнченної системи значно простiше застосувати

канонiчний ансамбль. Як уже сказано ранiше, статистична сума N

нерозрiзнювальних одновимiрних осциляторiв дорiвнює [429]:

ZN =
N∏
j=1

(
1− e~ωj/T

)−1

, (6.73)

звiдки можна розрахувати енерґiю системи EN . У границi великих N

головний доданок задається виразом

EN − EBose ∼ ~ω
Ne−~ωN/T

e~ω/T − 1
, (6.74)
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де EBose — енерґiя безмежної бозонної системи.

Для випадку дробової статистики використовуватимемо великий

канонiчний ансамбль. Активнiсть z = eµ/T зобразимо як z = zBose +∆z

де zBose задовольняє рiвняння

N =
∑
i

1

z−1
Bosee

εi/T − 1
. (6.75)

У границi великих M доданок ∆z ∼ 1

M
, звiдки випливає поправка до

енерґiї з рiвняння (6.72):

EM − EBose ∼
1

M
. (6.76)

Порiвнюючи вирази (6.74) та (6.76), отримаємо такий зв’язок мiж па-

раметрами M та N :

M ∼ 1

N
e~ωN/T . (6.77)

В експонентi температура T , пов’язана з енерґiєю E через формулу

(6.66). Таким чином, результат (6.77) вiдтворює мiкроканонiчний ви-

раз (6.69) з точнiсть до нехтiвно малого множника 1/N — потрiбно

брати до уваги, що в логарифмах вiд (6.67) i (6.68) збережено лише

головнi доданки.

6.5.3. Степеневий енерґетичний спектр. Далi розглянемо за-

гальний степеневий енерґетичний спектр ε = ams (s > 0). Вiдповiдним

вибором енерґетичних одиниць, можна досягнути значення a = 1. На-

справдi, для реальних фiзичних систем реалiзуються лише випадки

s = 1 та s = 2 [182], однак iншi значення можуть ефективно з’явитися

в деяких екзотичних модельних системах або в густинi станiв системи

в зовнiшньому потенцiалi в межах наближення WKB.
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Для енерґетичного спектра εm = ms статистична сума

Z(β) =
∞∏
m=1

(
1− e−βms)−1

. (6.78)

Ентропiя S(β) пiсля застосування формули Ейлера–Маклорена набуде

вигляду

S(β) = βE + lnZ(β) =

= βE −
∞∑
m=1

ln
(
1− e−βms)

= βE +
C(s)

β1/s
+

1

2
ln β + . . . , (6.79)

де

C(s) = Γ

(
1 +

1

s

)
ζ

(
1 +

1

s

)
, (6.80)

Γ(z) i ζ(z) — це, вiдповiдно, гамма-функцiя Ейлера i дзета-функцiя

Рiмана.

Стацiонарна точка β0 дорiвнює

β0 =

(
C(s)

sE

)s/(s+1)

= λsE
−s/(s+1). (6.81)

Отже, для кiлькостi мiкростанiв матимемо

Γ (E) =
λs

(2π)(s+1)/2

√
s

s+ 1
E−

3s+1
2(s+1) exp

[
λs(s+ 1)E

1
s+1

]
. (6.82)

Замiнюючи E на n можна отримати добре вiдому формулу Гардi–

Рамануджана [417] для кiлькостi розбиттiв цiлого n на суму s-тих сте-

пенiв.

Якщо кiлькiсть частинок N у системi є скiнченою, то до наведеної

вище формули потрiбно знайти поправку. У цьому випадку статисти-

чна сума дорiвнює

lnZN(β) = −
N∑
m=1

ln
(
1− e−βms)

, (6.83)
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i для ентропiї маємо

Sfin(β) = βE −
N∑
m=1

ln
(
1− e−βms)

. (6.84)

Пiсля простих перетворень, отримаємо:

Sfin(β) = S(β)− 1

sβ1/s
Γ

(
1

s
, βN s

)
, (6.85)

де Γ(a, x) — це неповна Γ-функцiя. Отже,

Γfin(E) = Γ (E) exp

[
− 1

sβ
1/s
0

Γ

(
1

s
, β0N

s

)]
. (6.86)

Застосовуючи асимптотичний розклад Γ(a, x) [366, рiвняння 6.5.32],

остаточно будемо мати:

Γfin(E) = Γ (E) exp

[
− 1

sβ0
N 1−se−β0N

s

]
. (6.87)

Замiнюючи E на n, отримаємо результат для обмежених розбиттiв

Γfin(n) = Γ (n) exp

[
− 1

λss
ns/(s+1)N 1−se−λsN

sn−s/(s+1)

]
, (6.88)

див. також (17) з [431]. Для цiєї функцiї традицiйно використовують

позначення psN(n), однак треба зазначити, що для задачi розбиттiв цi-

лих чисел значення s повинно бути цiлим. Для s = 1 отриманий вираз

зводиться до результату Ердьоша i Ленера [419], див. також (6.67).

Вираз для дробової статистики вiзьмемо безпосередньо з [182]:

Γfrac(n) =
λs

(2π)(s+1)/2

√
s

s+ 1

(
1− 1

(M + 1)1/s

)s/(s+1)

×

× n−
3s+1
2(s+1) × (6.89)

× exp

[
λs

(
1− 1

(M + 1)1/s

)s/(s+1)

(s+ 1)n
1
s+1

]
Щоб отримати зв’язок мiж параметрамиM та N , можна знову роз-

глянути ентропiї Sfrac = lnΓfrac i Sfin = lnΓfin:
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Sfrac − S = − 1

sβ0
N 1−se−β0N

s

,

Sfin − S = − sλs
1 + s

M−1/s, (6.90)

де S = lnΓ .

Вiдкидаючи константи, отримаємо:

M 1/s ∼ n
1−s
1+sN s−1 exp

{
λsn

− s
1+sN s

}
. (6.91)

У цьому загальному випадку цiкаво знайти зв’язок мiж енерґiєю E

та температурою T з означення
1

T
=
dS

dE
:

1

T
= λsE

− s
1+s ⇒ E

s
1+s = λsT. (6.92)

Отже, головний внесок дасть

M ∼ exp

(
sN s

T

)
, (6.93)

що не суперечить частковому результату (6.77).

6.6. Багатовимiрнi розбиття цiлих чисел

Для означення багатовимiрних розбиттiв вимога про незростаючий по-

рядок в усiх напрямках стає важливою. У D-вимiрному випадку на-

туральне число n зображають як суму натуральних ni1...iD :

n =
∑

i1,...,iD≥0

ni1...iD , (6.94)

де ni1...iD ≥ nj1...jD щоразу, коли i1 ≤ j1, i2 ≤ j2, . . . , iD ≤ jD [415,

p. 179].
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Скориставшись фiзичною аналогiєю мiж кiлькiстю мiкростанiв ба-

гатобозонної системи i кiлькiстю розбиттiв натуральних чисел, роз-

глядатимемо D-вимiрну систему бозонiв з енерґетичним спектром у

такому виглядi:

ε(m1, . . . ,mD) = ms1
1 + . . .+msD

D . (6.95)

Рiзнi степенi можуть вiдповiдати певним геометрiям зовнiшнiх потен-

цiалiв, наприклад, частинка, що рухається вiльно вздовж осi z (s3 = 2),

перебуваючи при цьому у двовимiрнiй осциляторнiй пастцi в напрям-

ках x та y (s1 = s2 = 1).

Щоб отримати Γ (E), скористаємося пiдходом, викладеним у попе-

реднiх пiдроздiлах, вiдповiдно до праць [58, 83].

Для енерґетичного спектра (6.95) статистична сума

Z(β) =
∏

all the energies

(
1− e−βε

)−1
=

=
∞∏

m1=1

· · ·
∞∏

mD=1

[
(1− e−β(m

s1
1 +...+m

sD
D )
]−1

. (6.96)

Як i ранiше, для кiлькостi мiкростанiв Γ (E) з (6.4) матимемо:

Γ (E) =
exp[S(β0)]√

2πS ′′(β0)
. (6.97)

Ентропiя S(β) = βE+lnZ(β) пiсля застосування формули Ейлера–

Маклорена набуде вигляду

S(β) = βE −
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mD=1

ln
[
1− e−β(m

s1
1 +...+m

sD
D )
]

=

= βE +
C

β1/σ
+

1

2D
ln β + . . . , (6.98)

де останнє перетворення зроблено в границi β → 0. Тут

C = C(s1, . . . , sD) — константа зi складною залежнiстю вiд степенiв
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s1, . . . , sD. Для наших оцiнок її явний вигляд не буде суттєвим. Пара-

метр σ визначається так:

1

σ
=

1

s1
+ . . .+

1

sD
. (6.99)

Поява множника 1/2D пов’язана з D-вимiрним узагальненням форму-

ли пiдсумовування, оскiльки область змiни iндексiв є прямокутною,

див. [366, p. 892], а внесок у першу поправку до iнтеґрального доданка

дає лише найнижча точка m1 = . . . = mD = 1.

Для стацiонарної точки β0, S ′(β0) = 0, отримаємо

β0 =

(
C

σE

)σ/(σ+1)

= λE−σ/(σ+1). (6.100)

Отже, кiлькiсть мiкростанiв буде

Γ (E) ∼ E−
1

σ+1(
1
2+(2−D+1)σ) exp

[
λ(σ + 1)E

1
σ+1

]
. (6.101)

Замiнюючи E на n, матимемо вираз для кiлькостi розбиттiв:

p(s1, . . . , sD;D|n) ∼ n−
1

σ+1(
1
2+(2−D+1)σ) exp

[
λ(σ + 1)n

1
σ+1

]
,

(6.102)

σ =

(
1

s1
+ . . .+

1

sD

)(−1)

.

Таким чином, поведiнку головної асимптотики функцiї

p(s1, . . . , sD;D|n) повнiстю визначає параметр σ. Якщо всi si рiвнi,

s1 = . . . = sD = s, то

σ = s/D.

Зокрема, для простих багатовимiрних розбиттiв (s = 1) отримаємо:

p(D|n) ∼ n−
1

D+1(
D
2 +2−D+1) exp

[
constn

D
D+1

]
. (6.103)
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Рiвняння (6.103) правильно вiдтворює головну асимптотику в екс-

понентi [448]. Оскiльки плоскi (двовимiрнi, D = 2) розбиття вивченi

бiльш детально порiвняно з вищими випадками, то цiкаво порiвняти

вiдомi результати з отриманими тут.

З рiвняння (6.103) маємо:

p(2|n) ∼ n−3/4 exp
(

constn2/3
)
. (6.104)

Правильна поведiнка, вiдповiдно до Райта [432, 449]:

p(2|n) ∼ n−25/36 exp
(

constn2/3
)
, (6.105)

вона вiдрiзняється вiд нашого результату лише передекспонентним

множником. Вираз (6.104) дає близьку оцiнку для кiлькостi плоских

розбиттiв:

n−3/4 = n−0.75..., тодi як n−25/36 = n−0.694....

Для тривимiрних розбиттiв (D = 3) [450] оцiнка (6.103) є також

правильною, принаймнi в головному наближеннi.

6.7. Висновки до роздiлу 6

На пiдставi аналогiї мiж пiдрахунком кiлькостi мiкростанiв кванто-

вої багаточастинкової системи i задачею про розбиття в теорiї чи-

сел отримано низку результатiв. Зокрема, встановлено еквiвалентнiсть

мiж одновимiрною бозе-системою зi скiнченною кiлькiстю частинок i

системою, що описується дробовою статистикою Джентiле. Зроблено

узагальнення на випадок степеневого енерґетичного спектра.

Квантово-статистичний пiдхiд використано для оцiнки кiлькостi

обмежених плоских розбиттiв натурального числа n за умови, що

кiлькiсть частин не перевищує деякого скiнченного N . Вiдповiдна
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теоретико-числова задача пов’язана з пiдрахунком мiкростанiв iдеаль-

ного двовимiрного бозе-газу. Отриманий вираз для кiлькостi обмеже-

них плоских розбиттiв дає добре узгодження мiж розрахованими i то-

чними значеннями при n = 10÷ 20.

Також встановлено вирази для багатовимiрних розбиттiв цiлих чи-

сел в загальному випадку рiзних степенiв. Принаймнi у головному на-

ближеннi результати збiгаються з вiдомими асимптотиками, розрахо-

ваними за допомогою рiзних методiв теорiї чисел.
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РОЗДIЛ 7

СТАТИСТИКА БОЗЕ В ЗАДАЧI

КЛАСИФIКАЦIЇ СКЛАДНИХ СИСТЕМ

7.1. Вступ

Для пояснення емпiричних законiв у суспiльних та гуманiтарних нау-

ках Парето [451], Еступ [452], Цiпф [453, 454] та iншi вченi використо-

вували базовi принципи поведiнки людини, див. зокрема iсторичний

огляд [455]. До таких понять належить принцип найменшого зусилля

(англ. principle of least effort), який у формулюваннi Цiпфа [454] має

очевиднi алюзiї на принцип найменшої дiї у фiзицi.

Самi пiдходи статистичної фiзики можна застосовувати для рiзних

систем, що назагал складаються з багатьох одиниць, тому тексти для

таких дослiджень виявляються добрим матерiалом. Використання фi-

зичних методiв досить поширене у лiнгвiстицi [64, 65, 456–458], їх та-

кож успiшно застосовують у рiзних галузях суспiльних наук, напри-

клад, у вивченнi транспортних мереж [459], розподiлу мiських терито-

рiй [460, 461], i навiть у моделях прояву насильства [462].

Кiлькiсний аналiз великих за обсягом текстiв дозволив виявити пев-

нi закономiрностi рiзних текстових параметрiв. Встановленi таким чи-

ном емпiричнi спiввiдношення, зокрема, закон Цiпфа, справедливi та-

кож в iнших галузях. Їх виявили при вивченнi розподiлу нуклеотидiв

у геномi та iнших задачах бiологiї [61–63, 463], а також, як щойно було

зазначено, в суспiльних науках [68–70, 460–462, 464].
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У цьому роздiлi ми аналiзуватимемо кiлькiсну поведiнку текстiв

на пiдставi виявленої аналогiї з бозе-системою в пiдходi великого ка-

нонiчного ансамблю. Буде продемонстровано можливiсть присвоєння

текстовi певного нового набору параметрiв, якi характеризують його

частотну структуру, причому один iз них можна умовно назвати “тем-

пературою”.

До поняття “температура тексту” зверталися рiзнi автори з рiзних

поглядiв. Так, Мандельброт [465] запропонував термiн “iнформацiйна

температура текстiв” для параметра в ранґово-частотному розподiлi

(вiдомому зараз як закон Цiпфа–Мандельброта). Такий параметр сто-

сується “доброго” чи “поганого” вживання слiв, особливо рiдкiсних для

певного тексту [466]. “Температуру” як мiру комунiкативної здатностi

увiв Космiдiс [467]. Нещодавно, Мiяджiма i Ямамото [468] використали

класичний розподiл Больцмана для визначення “температури тексту”

на пiдставi частотної iнформацiї про найбiльш частотнi слова.

У цьому роздiлi запропоновано новий пiдхiд, що полягає у введеннi

низки параметрiв, за якими можна проводити класифiкацiю текстiв.

Зокрема, вiд методики [468] вiн вiдрiзняється використанням для ана-

лiзу низькочастотної лексики, структура якої, взагалi кажучи, вiдзна-

чається стабiльнiшою поведiнкою.

Результати цього роздiлу опублiковано у працях [77, 78, 95–98].

7.2. Ранґово-частотний розподiл

Аналiзуватимемо тексти на рiвнi слова. Оскiльки саме поняття “слово”

не має однозначної дефiнiцiї, порiвн. [469], ми обмежимося так званим

“орфографiчним словом”, яке є буквено-цифровою послiдоснiстю мiж

двома пробiлами або роздiловими знаками. Рiзнi словоформи, напри-
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клад, ‘рука’ i ‘руки’, ‘писати’ i ‘писала’ тощо вважатимемо для спро-

щення рiзними словами.

Щоб отримати ранґово-частотний розподiл, потрiбно спочатку укла-

сти частотний список iз заданої вибiрки (тексту). Далi, слово iз най-

бiльшою частотою отримує ранґ 1, наступне за частотою — ранґ 2

i так далi. Словам iз однаковими частотами присвоюють послiдовнi

значення ранґiв, у межах яких упорядкування може бути довiльним.

Вивчення ранґово-частотних розподiлiв було започатковано в ана-

лiзi текстiв, i хоча подiбнi закономiрностi виявили згодом у рiзних га-

лузях, тексти й надалi залишаються найдоступнiшим матерiалом, що

характеризується високим розмаїттям.

Типовий ранґово-частотний розподiл має форму, зображену на

рис. 7.1.

 1
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 1  10  100  1000  10000
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f

Рис. 7.1. Типовий ранґово-частотний розподiл. Абсолютнi частоти f показано як

функцiю вiд ранґу r для орфографiчних слiв на матерiалi роману Iвана Франка

“Перехреснi стежки”. Данi отримано пiд час попередньої стадiї укладання часто-

тного словника цього роману [470].

Горизонтальнi плато в областi великих ранґiв / малих частот озна-

чають велику кiлькiсть слiв, якi мають однаковi частоти. Найдовше
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плато вiдповiдає частотi 1. Такi слова вiдомi як гапакс леґомена (hapax

legomena) — цей термiн походить iз дослiджень Бiблiї.

Гапакс леґомена — це множина давньогрецького термiна гапакс ле-

ґоменон (ἅπαξ λεγόμενον), що приблизно перекладається як ‘[щось]

сказане [лише] один раз’. Тобто, цей термiн вiдповiдає словам, якi тра-

пилися в дослiджуваному текстi лише раз.

Приклади з Бiблiї включають [471]: ‘Лiлiт’ (слово неясного

значення) або ‘дерево ґофер’ (iз нього було збудовано Ноїв

ковчег). Iншi часто згадуванi приклади: αὐτόγυον, вид плуга (з поеми

Гесiода ῎Εργα καὶ ῾Ημέραι “Роботи i днi”, 433); honorificabilitudinitati-

bus ‘стан бути в змозi досягти почестей’ (Шекспiр, Loves Labours Lost

“Марнi зусилля кохання”, дiя 5, сцена 1 [472, p. 372]).

Для великих текстових вибiрок приблизно вiд 40 до 60 вiдсоткiв

слiв є гапаксами, ця пропорцiя залежить вiд обсягу тексту [473, p. 72].

Вiдносна кiлькiсть гапакс леґомена незначно зростає зi збiльшенням

довжини тексту. Залежнiсть багатьох величин вiд обсягу тексту N до-

бре описує степеневий закон [474], до них зокрема належить i кiлькiсть

гапаксiв,

Nhapax = aN b.

Потрiбно зауважити, однак, що для статистичних дослiджень текс-

ти мають бути достатньо довгими.

Справдi, навiть у такому довгому реченнi, що складає-

ться з двадцяти чотирьох слiв, усi вони — гапакси, за ви-

нятком самого термiна “гапакси”, який трапляється тут

двiчi.
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7.3. Фiзична аналогiя

Ранґово-частотнi залежностi мають риси, дуже подiбнi до розподiлу

Бозе у статистичнiй фiзицi [77, 78]. Щоб продемонструвати це, зiстав-

мо номер енерґетичного рiвня j з абсолютною частотою у певному

списку. Тобто елементи (слова) з частотою 1 займатимуть перший рi-

вень j = 1, з частотою 2 — другий рiвень j = 2 i т. д. Заселенiсть рiвня

Nj буде вiдповiдати кiлькостi рiзних одиниць iз частотою j. Оскiль-

ки таке число може набувати будь-яких значень (зокрема як завгодно

великих), то можливим видається використання для опису вiдповiд-

ної частотної структури функцiї розподiлу Бозе. Найнижчий енерґе-

тичний рiвень вiдповiдає гапакс леґомена — елементам, що трапилися

в дослiджуваному матерiалi лише один раз. У такiй схемi вони є ана-

логом бозе-конденсату.

7.3.1. Функцiя розподiлу й енерґетичний спектр. Функцiя роз-

подiлу Бозе, що визначає числа заповнення j-го рiвня, має вигляд

Nj =
1

z−1eεj/T − 1
, (7.1)

де z — активнiсть, εj — енерґiя j-го рiвня, T — температура.

Як показали нашi дослiдження, для опису низькочастотної структу-

ри (тобто рiвнiв з малими значеннями j) добре пiдходить степеневий

спектр

εj = (j − 1)α. (7.2)

Одиницю вiднiмаємо з мiркувань зручностi, забезпечуючи нульове зна-

чення енерґiї першого рiвня.

Зважаючи на природу частотних розподiлiв, для високих енерґети-

чних рiвнiв видається застосовною проста модель дуже слабкого зро-

стання, εj ∝ ln ln j при j � 1, порiвн. рис. 7.13. Однак, такий спектр
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вимагає обмеження максимального значення рiвня якимось значенням

jmax з метою забезпечення збiжностi виразу
∑
j

Nj.

7.3.2. Параметри розподiлу Бозе. Параметри функцiї розподiлу

(7.1) визначатимемо за таким двокроковим алгоритмом. Спочатку об-

числюємо параметр z, який є аналогом активностi у фiзицi, виходячи

з числа заповнення найнижчого рiвня j = 1, тобто з кiлькостi гапакс

леґомена:

Nhapax ≡ N1 =
z

1− z
. (7.3)
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Рис. 7.2. Зiставлення теоретичної моделi зi спостережуваним значенням заповнен-

ня рiвнiв. Хрестики вiдповiдають даним, отриманим на пiдставi перших 40 роздiлiв

роману Iвана Франка “Перехреснi стежки” (усього в романi 60 роздiлiв). Суцiльна

лiнiя — функцiя (7.4), розрахована за першими 20 значеннями чисел заповнення

Nj.

“Температуру” T й показник степеня α у рiвняннi (7.2) далi об-

числюємо одночасно, зiставляючи розрахованi для реальної системи

значення Nj з j > 1 з теоретичною моделлю

Nj =
1

z−1e(j−1)α/T − 1
(7.4)
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за двома параметрами, α та T . Приклад результатiв таких розрахун-

кiв наведено на рис. 7.2. Цi обчислення, а також подiбнi подальшi,

зроблено за допомогою методу найменших квадратiв з використан-

ням нелiнiйного алгоритму Марквардта–Левенберґа, який реалiзовано

у процедурi fit середовища GnuPlot, версiя 4.6.

Варто зазначити, що в нашому випадку параметр T — безрозмiр-

ний, як i енерґiї εj. Так означенi величини вiдрiзняються, наприклад,

вiд використаних у працi [468], де розподiл певного стандартного текс-

ту взято з метою встановлення точки вiдлiку температури в кельвiнах.

Стан зi значенням T = 0 вiдповiдає ситуацiї, коли всi частоти до-

рiвнюють одиницi, тобто цiлий текст складається зi самих лише гапакс

леґомена. Це може бути дуже короткий текст, обсягом одне або кiлька

речень, як демонструє приклад наприкiнцi пiдроздiлу 7.2.

Для розрахункiв параметрiв розподiлу Бозе використано значення

чисел заповнення перших 10–20 рiвнiв, оскiльки, як уже зазначалося,

степеневий спектр (7.2) при великих значеннях j потрiбно модифiко-

вувати, щоб коректно вiдобразити частотну структуру на середнiх i

великих частотах (див. рис. 7.2). Детальнiше про верхню межу номе-

ра рiвня j iтиметься в наступних пiдроздiлах.

Отриманий таким способом параметр T дуже точно масштабується

як Nβ (β < 1). Ця властивiсть може бути пов’язана з означенням

“термодинамiчної границi” в аналiзованiй задачi. Пригадаймо, що для

системи N бозонiв у D-вимiрному гармонiчному потенцiалi з частотою

ω термодинамiчна границя визначається умовою ωN 1/D = const при

N → ∞, ω → 0 [311]. Оскiльки ω (або ~ω, якщо сталу Планка ~ не

вважати рiвною одиницi) є природною одиницею енерґiї осцилятора, то

степеневого масштабування величин, пов’язаних за змiстом з енерґiєю,

можна очiкувати i для систем зi степеневим спектром.
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Виявляється, що для достатньо довгих текстiв вiдношення lnT/ lnN ,

де N — довжина тексту (загальна кiлькiсть слiв), несуттєво змiнює-

ться зi змiною N . Цей факт дозволяє використовувати параметр τ =

lnT/ lnN для порiвняльних1 лiнгвiстичних дослiджень.

7.4. Першi результати

На початковому етапi, щоби перевiрити, як працює запропонована мо-

дель, було проаналiзовано кiлька текстiв англiйською (германська мо-

ва), українською (слов’янська мова), а також ґвiнейською манiнка́ (пи-

семнiстю нко; мова родини манде, Захiдна Африка). Таке розмаїття

пов’язане з потребою з’ясувати на пiдставi суттєво рiзного мовного

матерiалу, якi риси у поведiнцi параметрiв є унiверсальними, а якi —

навпаки, можуть допомогти у класифiкацiї текстiв (чи у перспективi

— iнших складних систем).

На рис. 7.3 зображено поведiнку “температури” англiйського тексту

(“Мобi Дiк” Германа Мелвiлла) i двох українських (“Перехреснi стеж-

ки” Iвана Франка i “Собор” Олеся Гончара).

У таблицi 7.1 показано числовi значення параметра T , розраховано-

го на пiдставi зростаючої частки роздiлiв вiд початку кожного тексту.

Данi про статтю з ґвiнейської газети “ Yéléǹ ” (“Свiтло”) наведено для

порiвняння.

Зважаючи на великий обсяг кожного з текстiв, значення параметра

z в усiх випадках виявляється близьким до одиницi. Для бiльш наочно-

го роздiлення за цiєю характеристикою можна ввести iнший параметр
1Взагалi кажучи, правильним мовознавчим термiном тут буде “контрастивний”, а “порiвняль-

ний” стосується радше дослiдження лiнгвiстичних явищ з погляду їх змiни в часi, iсторичних

зв’язкiв, однак цi термiнологiчнi нюанси не мають безпосереднього впливу на дослiджувану за-

дачу та описанi тут результати.
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µ, за аналогiєю з хiмiчним потенцiалом, за допомогою спiввiдношення

z = eµ/T .
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Рис. 7.3. Поведiнка “температури” зi зростанням обсягу тексту. MD — “Мобi Дiк”,

PS — “Перехреснi стежки”, So — “Собор”. Прямими зображено результати лiнiйної

пiдгонки даних, якi позначено вiдповiдними символами в легендi.

Розрахунки вказують на повiльне спадання значень показника α зi

збiльшенням обсягу аналiзованої системи. Таку поведiнку можна iн-

терпретувати за допомогою аналогiї з впливом на систему зовнiшньо-

го потенцiалу. Справдi, у квазiкласичному наближеннi [310] зменшен-

ня значень показника в степеневому енерґетичному спектрi ефективно

вiдповiдає послабленню “крутостi” потенцiальної кривої. Таким чином,

якщо довжина тексту зростає, то вплив зовнiшнiх чинникiв на нього

стає слабшим.

В одновимiрному випадку степеневому енерґетичному спектровi εp ∝

pα вiдповiдає густина станiв

g(ε) ∝ ε
1
α−1. (7.5)

З iншого боку, система невзаємодiючих частинок у зовнiшньому сте-

пеневому потенцiалi U(x) ∝ xη у квазiкласичному наближеннi [310]
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Таблиця 7.1. Параметри “енерґетичного спектра” i “температури” текстiв.

N α T lnT/ lnN T/N

Moby-Dick (ENG)

5942 1.97 470.4 0.708 0.0792

39363 1.60 1773.3 0.707 0.0451

66916 1.56 2639.7 0.709 0.0394

107503 1.48 3622.3 0.707 0.0337

132968 1.48 4207.3 0.707 0.0316

165746 1.48 4968.4 0.708 0.0300

191040 1.47 5476.5 0.708 0.0287

215270 1.45 5791.3 0.706 0.0269

Перехреснi стежки (UKR)

343 1.57 26.6 0.562 0.0774

1052 2.03 119.1 0.687 0.1132

12949 1.68 812.0 0.708 0.0627

28010 1.73 1610.1 0.721 0.0575

40811 1.72 2270.7 0.728 0.0556

54361 1.70 2964.3 0.733 0.0545

70330 1.64 3597.4 0.734 0.0512

96083 1.57 4561.4 0.734 0.0475

Yéléǹ (Свiтло), одна стаття (NKO)

429 1.42 45.2 0.629 0.1053

має густину станiв

g(ε) ∝ ε
1
η−

1
2 . (7.6)

Зауважимо також, що системi у скриньцi з вертикальними стiнками

вiдповiдає η =∞.

Остаточно, зiставляючи (7.5) i (7.6), отримаємо такий зв’язок:

α =
2η

η + 2
, (7.7)

звiдки випливає зокрема α = 3/2 для η = 6 i α = 1 для η = 2.
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З отриманих параметрiв T та α можна зробити попереднiй висно-

вок про те, що їх значення корелюють зi ступенем аналiтичностi мови.

А саме, меншi значення вiдповiдають вищому ступеню аналiтичностi

(менша словозмiна), що засвiдчує протиставлення англiйської та укра-

їнської (обидвi належать до iндоєвропейських мов). На додаток, мале

значення показника α в манiнканському текстi дає пiдстави очiкувати

високого ступеня аналiтичностi цiєї мови, що вiдповiдає дiйсностi.

На завершення цього пiдроздiлу на рис. 7.4 зображено результа-

ти розрахунку “температури” для низки коротких українських текстiв

рiзних жанрiв [475]. Близькi значення вказують на слабку залежнiсть

цього параметра вiд жанру чи стилю. Докладнiше дослiдження мо-

жливостi жанрової атрибуцiї вимагає застосування багатовимiрного

дискримiнантного аналiзу й виходить за рамки очiкуваного простого

застосування нашої моделi.
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Рис. 7.4. Поведiнка параметра lnT/ lnN для українських текстiв рiзних жанрiв:

вiдкритi листи (open letters), приватнi листи (private letters) i проповiдi (sermons).
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7.5. Вплив довжини тексту на значення параметрiв

Варто вiдзначити, що розмiр вибiрки залишається проблемою, яку ча-

сто iґнорують в дослiдженнях текстiв, хоча в деяких працях можна

натрапити на вiдповiдний аналiз [476–478]. Зрозумiло, що надiйнiсть

розрахованих параметрiв буде нижчою для менших вибiрок, i саме

на пiдставi цього можна запропонувати певну “наївну” фiзичну ана-

логiю, яка пов’язана зi спiввiдношенням невизначеностей. Як вiдомо,

цей принцип запропонував Гайзенберґ у 1927 роцi [479], а у виглядi

вiдомої нерiвностi для невизначеностей координати ∆q = q − 〈q〉 та

iмпульсу ∆p = p− 〈p〉

〈(∆q)2〉〈(∆p)2〉 ≥ ~2

4
, (7.8)

вiн уперше з’явився у працi Кеннарда [480]. Використовуючи спрощене

формулювання, “що з бiльшою точнiстю ми можемо вимiряти коор-

динату частинки, то з меншою точнiстю ми знатимемо її iмпульс,

i навпаки”, запропонуємо далi за аналогiєю пiдхiд до задач iншого ти-

пу, припускаючи, що довжина тексту N вiдiграє роль однiєї з величин

у спiввiдношеннi (7.8).

Для зручностi припустимо, що i-тий текст характеризується пара-

метром xi. Узагальнення на бiльшу кiлькiсть параметрiв легко зробити

безпосередньо. Нехай також iснує певне “iдеальне” значення цього па-

раметра x0. Сформулюємо таку гiпотезу, навiяну наївною аналогiєю

з принципом невизначеностi: вiдстань вiд xi до iдеального значення

параметра x0 може бути бiльшою для коротших текстiв i навпаки

[95]. Математичний запис матиме вигляд:

(xi − x0)
2f(Ni) ≤ a2, (7.9)

де Ni — обсяг i-тої вибiрки, величина a — певна константа. Загальнi
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властивостi функцiї f(n) такi:

• f(n → ∞) → ∞ (бiльша вибiрка повинна перебувати ближче до

центру);

• f(1) = 0 (тобто текст, що мiстить лише одне слово, може мати

довiльне значення параметра);

• f(n) є монотонною функцiєю свого арґумента.

Наведенi властивостi наштовхують на думку, що f(n) ∼ lnn або якась

подiбна. Виявляється, що сам логарифм дає дуже слабку залежнiсть

вiд обсягу вибiрки, тому зупинимося на функцiї комбiнаторного типу,

f(n) ∼ lnn! ∼ n lnn. Отже, нехай

f(Ni) = (Ni lnNi)
γ , (7.10)

i для спрощення дослiдимо далi випадок γ = 1.

Оцiнимо значення a та x0 так:

(xi − x0)
2 ≤ a2

f(Ni)
⇒

〈
(xi − x0)

2
〉
≤ a2

〈
1

f(Ni)

〉
, де x0 = 〈xi〉,

тобто a2 пов’язана з дисперсiєю xi:

σ2
x =

〈
(xi − x0)

2
〉
⇒ a2 = σ2

x

〈
1

f(Ni)

〉−1

. (7.11)

Операцiю усереднення потрiбно проводити з певною ваговою функцiєю

wi. Цiлком природно обрати її у виглядi

wi = Ni, (7.12)

тобто текст обсягом kN даватиме внесок як k текстiв обсягомN . Отже,〈
(. . .)

〉
=

1∑
iwi

∑
i

(. . .)wi. (7.13)

Розглянемо запропонований пiдхiд на прикладi жанрової атрибуцiї

наукових статей з рiзних галузей. У двопараметричнiй задачi область,
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що вiдповiдає певному жанровi, буде елiпсом
(x− x0)

2

2a2/f(N0)
+

(y − y0)
2

2b2/f(N0)
≤ 1, (7.14)

де N0 — певна характерна довжина тексту (у наведеному прикладi

N0 = N̄/2, причому N̄ — середня довжина за вибiркою).

На рис. 7.5 показано результати для наукових статей з гуманiтар-

них i природничих наук. Атрибуцiю виконано за параметром d =

m2/(m1− 1), де m1 — середня довжина слова у складах, а m2 — т. зв.

другий центральний момент, m2 =
1

N

∑
i

(xi −m1)
2, та часткою чоти-

рискладових слiв p4 [481, 482].
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Рис. 7.5. Розмiщення на площинi (d; p4) наукових статей з рiзних дисциплiн, вклю-

чаючи фiзичнi тексти з “Журналу фiзичних дослiджень” (JPS), f(Ni) = (Ni lnNi).

Центри елiпсiв позначено H (humanities, гуманiтарнi) та S (sciences, природничi),

їх координати вiдповiдно H (1.471; 0.1734), S (2.008; 0.1679).

Як показує рис. 7.5, запропонована гiпотеза добре пiдтверджується.

Цiкаво вiдзначити, зокрема, що фiзичнi тексти, якi потрапили в “гу-

манiтарний” елiпс, є насправдi персоналiями, а не власне фiзичними

статтями.
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7.6. Новела Антуана де Сент-Екзюперi

Наступним матерiалом дослiджень було обрано переклади новели Ан-

туана де Сент-Екзюперi “Маленький принц” рiзними мовами. Кiлька

прикладiв ранґово-частотних залежностей для цього тексту показано

на рис. 7.6.
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Рис. 7.6. Приклад ранґово-частотних розподiлiв перекладiв “Маленького принца”

китайською (+), англiйською (×+) та українською (×) мовами.

“Маленький принц” (французька ориґiнальна назва Le Petit Prince)

— вiдома новела-казка, яку Антуан де Сент-Екзюперi написав 1943

року. Вiд часу першої публiкацiї цей твiр переклали двома сотнями

мов, наприклад, на сайтi http://www.patoche.org/lepetitprince/

gallima.htm подано перелiк близько 240 рiзних мов, включно з деяки-

ми дiалектами та штучними мовами (данi наведено станом на 2013 рiк).

Насправдi, можна знайти дуже мало текстiв, для яких iснує таке роз-

маїття перекладiв, причому значна частка з них фiґурує в електронно-

му виглядi в мережi Iнтернет. Зрозумiло, що значно бiльшу кiлькiсть
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перекладiв маємо для Бiблiї (чи точнiше, Нового Заповiту) або для За-

гальної декларацiї прав людини (http://unicode.org/udhr/). I хоча

цi два тексти досить специфiчнi за стилем, їх також можна розгляда-

ти як потенцiйний матерiал для подальших дослiджень, як зокрема

показано в пiдроздiлi 7.9.

Цiкаво вiдзначити, що новела “Маленький принц” завдяки великiй

кiлькостi дiалогiв наближається за частотною поведiнкою до розмов-

ного стилю. Зокрема, нашi пiдрахунки показують, що займенник ‘я’

виявляється найбiльш частотним у французькому ориґiналi та в укра-

їнському перекладi, другим за частотою (пiсля ‘the’) в англiйському,

також другим — у баманському [483], що є рисою, характерною саме

для розмовного тексту, порiвн. [484].

З метою аналiзу новели ми обрали сорок мов, намагаючись, з одно-

го боку, включити по декiлька представникiв з однiєї мовної родини,

а з iншого — охопити рiзнi родини. Також вибiр визначався доступнi-

стю електронних текстiв перекладу. Нижче подано аналiзованi мови

в алфавiтному порядку: азербайджанська, англiйська, арабська, ба-

мана, баскська (еускара), бiлоруська, болгарська, в’єтнамська, вiрмен-

ська, гiндi, грецька, грузинська, есперанто, естонська, iврит, iспанська,

iталiйська, каталонська, китайська, корейська, латвiйська, литовська,

ложбан, монгольська, морiсьєн (маврикiйська креольська), нiмецька,

польська, португальська, росiйська, румунська, сербська, тайська, ту-

рецька, угорська, українська, фарсi, французька, хорватська, чеська,

японська.

Джерелами електронних текстiв стали такi сайти:

• http://www.odaha.com/antoine-de-saint-exupery/maly-princ

• http://www.petit-prince.at/links.htm

• http://ukrlib.com.ua/books-zl/
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• http://www.lib.ru/EKZUPERY/

• http://olddreamz.com/bookshelf/prince/littleprince.html

• http://www.xiaowangzi.org.
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Рис. 7.7. Положення рiзних мов на площинi (α; τ). Мови позначено кодами ISO

(якщо двобуквений код не визначено, то використано найближче за звучанням

позначення): AR — арабська, AZ — азербайджанська, BM — бамана, BE — бiло-

руська, BG — болгарська, CA — каталонська, CS — чеська, DE — нiмецька, EN —

англiйська, ES — iспанська, EU — баскська (еускара), FA — фарсi, FR — французь-

ка, EL — грецька, EO — есперанто, ET — естонська, HE — iврит, HI — гiндi, HR —

хорватська, HU — угорська, HY — вiрменська, IT — iталiйська, JP — японська, KA

— грузинська, KO — корейська, LJ — ложбан, LV — латвiйська, LT — литовська,

MC — маврикiйська креольська (морiсьєн), MN — монгольська, PL — польська,

PT — португальська, RO — румунська, RU — росiйська, SR — сербська, TH —

тайська, TR — турецька, UK — українська, VI — в’єтнамська, ZH — китайська.

Результати обчислень пiдсумовано на рис. 7.7 i в табл. 7.2. Поки

що ми не будемо враховувати в аналiзi аналога активностi z, оскiльки

значення цього параметра близькi до одиницi завдяки достатньо ве-

ликим обсягам текстiв N , а, отже, й великою буде кiлькiсть гапаксiв,

через якi визначається z, порiвн. (7.3).
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Як уже згадувалося в попередньому пiдроздiлi, попереднi дослiдже-

ння [77] вказували на те, що значення параметрiв температури i пока-

зника степеня α у спектрi корелюють зi ступенем аналiтичностi мови.

Це спостереження вдалося пiдтвердити i на дослiджуваному матерiалi.

З рис. 7.7 можна зауважити групування мов у кiлькох дiлянках пло-

щини (α; lnT/ lnN) (данi про тайський переклад до уваги не беремо,

див. докладнiше примiтку до табл. 7.2). Отже, вдається видiлити такi

групи:

• бамана, в’єтнамська, китайська, ложбан, морiсьєн i японська;

• англiйська, гiндi, iталiйська, нiмецька, португальська та фран-

цузька;

• iспанська, монгольська, румунська, сербська, фарсi, хорватська,

чеська;

• бiлоруська, польська, росiйська, українська, латвiйська, литов-

ська, каталонська, арабська, азербайджанська, грузинська, iврит,

угорська, корейська та турецька (можна також зауважити певнi

пiдгрупи в межах цiєї бiльшої групи).

Дещо окремо стоять такi мови: баскська, естонська, вiрменська, гре-

цька, есперанто i болгарська (у цiй слов’янськiй мовi словозмiна сут-

тєво збiднена порiвняно з iншими, що й, очевидно, стало причиною її

виокремлення з очiкуваних груп). Самi слов’янськi мови роздiляються

на двi групи. Одна з них включає бiлоруську, польську, росiйську та

українську мови, iнша складається з хорватської, сербської i – певною

мiрою неочiкувано – чеської. Цiкаво, що каталонська мова потрапила

в область, яка вiдрiзняється вiд тої, що випливає з її генеалогiчних

зв’язкiв.
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Таблиця 7.2. Параметри енерґетичного спектра i температури текстiв

Мова Ориґiнальна назва N Nhapax α T τ = lnT/ lnN
Польська Ma ly ksi ↪aże 11272 2025 1.58 814 0.718
Литовська Mažasis princas 10899 2105 1.62 784 0.717
Росiйська Маленький принц 12547 1915 1.55 831 0.712
Вiрменська 13794 1727 1.49 885 0.712
Азербайджанська Balaca Şahzad@ 12557 2667 1.58 820 0.711
Грузинська 10822 2519 1.60 741 0.711
Корейська 11282 3048 1.55 748 0.709
Бiлоруська Маленькi прынц 12391 1989 1.55 785 0.707
Латвiйська Mazais princis 11527 1957 1.56 740 0.706
Iврит 12105 3454 1.63 742 0.703
Каталонська El Petit Pŕıncep 13954 1811 1.59 808 0.701
Угорська Kis herceg 12041 2476 1.56 725 0.701
Арабська 1001 3367 1.62 607 0.696
Баскська Printze Txikia 11760 1957 1.50 683 0.696
Українська Маленький принц 11553 2205 1.55 673 0.696
Турецька Küçük prens 11697 3173 1.65 673 0.695
Болгарська Малкия принц 12066 1609 1.39 625 0.685
Iспанська El Principito 13735 1479 1.47 669 0.683
Фарсi 14214 2127 1.45 679 0.682
Чеська Malý princ 11398 2158 1.48 581 0.681
Сербська Mali Princ 12217 1945 1.52 599 0.680
Естонська Väike prints 11901 2056 1.41 587 0.679
Хорватська Mali Princ 12095 1958 1.49 587 0.678
Грецька Ο μικρός πρίγκιπας 14447 1742 1.58 653 0.677
Румунська Micul prinţ 13188 1708 1.50 603 0.675
Монгольська Бяцхан хун тайж 11819 2029 1.46 585 0.669
Iталiйська Il Piccolo Principe 12429 1734 1.45 528 0.665
Португальська O Pequeno Pŕıncipe 12646 1591 1.47 531 0.664
Есперанто La Eta Princo 11808 1555 1.55 505 0.664
Французька Le Petit Prince 13926 1684 1.44 546 0.661
Нiмецька Der Kleine Prinz 14077 1554 1.49 544 0.659
Гiндi 14014 1129 1.38 518 0.655
Англiйська The Little Prince 16905 1030 1.43 579 0.653
Морiсьєн Zistoir Ti-Prins 12553 747 1.24 375 0.628
Японська∗ 19923 938 1.36 496 0.627
В’єтнамська 17694 535 1.15 410 0.615
Китайська∗∗ 22806 420 1.24 458 0.611
Ложбан le cmalu noltru 17482 581 1.18 360 0.603
Бамана Masadennin 16269 852 1.32 314 0.593
Тайська∗∗∗ 2656 2241 1.47 50 0.497
∗ Для словоподiлу японського тексту використано програмнi засоби UniDic, MeCab
та ChaSen.
∗∗ Данi щодо китайського перекладу вiдповiдають частотам iєроглiфiв, а не слiв.
∗∗ У тайських текстах пробiлами роздiляють речення або їх частини. Тому вiдпо-
вiднi данi займають окреме положення й наведенi для подальших узагальнень.
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Отриманi данi можна вважати ще одним пiдтвердженням гiпотези

про зв’язок мiж значеннями параметрiв α й T та ступенем аналiти-

чностi мови.

Цiкаво зауважити, що двi штучнi мови, а саме есперанто i ложбан,

займають дуже рiзнi положення на площинi (α; τ ). Це пов’язано з

пiдходами до створення цих мов. Якщо ложбан ґрунтується на преди-

кативнiй логiцi i є високо аналiтичною, навiть близькою до “машинної”,

мовою, то есперанто — мова переважно аґлютинативна, яка має спiль-

нi риси з природними.

Потрiбно пiдкреслити, що близькi положення мов на рис. 7.7 в жо-

дному разi не означають близької спорiдненостi. Натомiсть у такiй си-

туацiї можна стверджувати про подiбнiсть частотної структури текстiв

на рiвнi слiв, що й пов’язано з аналiтичнiстю чи синтетичнiстю мови.

7.7. Траєкторiї текстiв

Ще одним текстом, для якого вдалося знайти низку перекладiв рiзни-

ми мовами, була новела-казка Льюїса Керрола “Алiса в Країнi чудес”

(Alice’s Adventures in Wonderland).

Для розрахункiв параметрiв розподiлу ми обмежилися рiвнями

jmax = 10 у випадку “Маленького принца” та jmax = 15 для “Алiси. . . ”.

Такi верхнi межi можна обґрунтувати на пiдставi вивчення частотних

розподiлiв слiв. Вiдповiднi значення виявляються близьким до так зва-

ної k-точки [485] для аналiзованих тут текстiв. Саму k-точку визна-

чають подiбно до iндекса Гiрша, але в iншому “просторi” змiнних, а

саме: k-точка є розв’язком рiвняння Nj = j (з певним доозначенням,

якщо перетин Nj i j не вiдповiдає цiлому числу j). Вважають, що

ця точка роздiляє рiзнi типи лексики: високочастотнi функцiональнi
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(допомiжнi) слова та низькочастотнi повнозначнi [469]. Таке роздiлен-

ня, однак, досить розмите [486]. Таблицi 7.3, 7.4 дають змогу оцiнити,

наскiльки обранi значення jmax близькi до k-точок.

Таблиця 7.3. Спостережуванi величини Nj для рiзних перекладiв новели “Малень-
кий принц”. Найближчi до k-точок значення рiвнiв j видiлено напiвжирним кур-
сивом та затiнено сiрим кольором.

j кит. ложбан англ. франц. пол. рос. укр.
1 420 582 1032 1578 2025 1916 2207
2 213 221 359 399 574 571 513
3 140 124 206 176 261 271 216
4 92 84 115 107 122 146 115
5 78 69 65 71 95 96 81
6 43 45 39 44 52 39 54
7 51 53 37 40 37 38 27
8 41 25 27 28 33 43 28
9 20 21 22 18 24 24 18
10 20 23 19 22 15 18 19
11 23 27 20 10 8 11 12
12 17 17 18 12 15 11 11
13 17 16 12 14 10 7 10
14 18 19 13 3 15 8 14
15 15 6 7 12 3 6 5
16 11 10 7 7 9 4 4
17 10 7 6 4 6 7 6
18 16 5 6 9 4 6 9
19 9 9 6 5 6 4 3
20 8 6 4 4 2 6 4

Для вивчення залежностi параметрiв α й τ вiд довжини тексту N

було отримано так званi траєкторiї текстiв для кожного перекладу:

значення двох параметрiв фiксує точку на площинi, а їх змiна зi зро-

станням N визначає певну лiнiю, яку називатимемо траєкторiєю.

Виявилося, що стабiльностi у значеннях параметрiв не вдається до-

сягти вiдразу, поки довжина тексту досить мала. Назагал, як показує

практика, для дослiджень бажано мати тексти, у яких кiлькiсть слiв

перевищує кiлька тисяч, i переклади “Маленького принца” перебува-

ють досить близько до такої нижньої межi [78].
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Таблиця 7.4. Спостережуванi величини Nj для рiзних перекладiв новели “Алiса
в Країнi чудес”. Найближчi до k-точок значення рiвнiв j видiлено напiвжирним
курсивом та затiнено сiрим кольором.

j кит. ложбан англ. франц. пол. рос. укр.
1 460 939 1456 2070 3141 2709 3328
2 241 294 558 615 1000 1051 1142
3 146 172 312 305 468 474 524
4 86 118 187 183 225 292 243
5 97 91 117 110 127 171 140
6 72 60 71 84 98 110 77
7 57 57 55 57 65 59 67
8 32 37 59 52 59 52 40
9 30 29 29 32 40 27 32
10 37 36 46 34 27 30 34
11 32 31 27 20 20 26 29
12 36 25 33 23 17 17 18
13 22 23 17 22 18 18 6
14 25 22 18 20 14 16 11
15 19 19 16 17 11 6 12
16 11 16 9 20 11 7 6
17 18 7 12 8 11 9 5
18 16 15 9 3 6 11 8
19 15 12 8 8 10 4 7
20 12 12 8 7 5 3 9

На рис. 7.8 зображено траєкторiї текстiв для кiлькох перекладiв ро-

сiйською мовою, якi вдалося знайти в електронному виглядi: два “Ма-

ленького принца” та три “Алiси в країнi чудес”. Спостерiгаємо якiсну

подiбнiсть у формах цих траєкторiї, хоча iснують вiдмiнностi у число-

вих значеннях вiдповiдних параметрiв для рiзних текстiв. Це пiдтвер-

джує думку про вплив жанру на величини α й τ навiть у межах одної

мови.

Водночас поведiнка траєкторiй вказує, що вплив перекладача (як

автора) на значення параметрiв є суттєво меншим, нiж вплив жанру.

Цi спостереження будуть корисними в подальших дослiдженнях мо-

жливостей атрибуцiї за α й τ чи спорiдненими величинами.
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Рис. 7.8. Траєкторiї росiйських перекладiв “Маленького принца” (знаки +, ×) та
“Алiси в країнi чудес” (знаки �, � та B). Перша точка вiдповiдає першiй 1000 слiв,

а кожна наступна розрахована з кроком також 1000.

7.8. Моделi з дробовою вимiрнiстю простору

i дробовою статистикою

Як показано в попереднiх роздiлах, для низки мов, що характеризу-

ються високим рiвнем аналiтичностi (наприклад, в’єтнамська, гавай-

ська, китайська, морiсьєн, штучна мова ложбан) показник степеня у

спектрi α = 1.1 ÷ 1.3, тобто близький до одиницi. Це наштовхує на

думку про те, що можна використати як модель систему гармонiчних

осциляторiв зi спектром εj = j−1, використавши в ролi другого пара-

метра вимiрнiсть простору. Тобто замiсть дослiдженого в попереднiх

пiдроздiлах виразу (7.4) будемо аналiзувати функцiю

Nj =
Γ(j − 1 +D)

Γ(j)Γ(j +D)
· 1

z−1e(j−1)/T − 1
, (7.15)

де враховано виродження j-ого рiвня (3.15).
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Результати розрахункiв наведено на рис. 7.9–7.11. Якiсть пiдгонки

можна перевiрити за допомогою так званого коефiцiєнта детермiнацiї

R2, який визначається так [487]:

R2 = 1−
∑

j

(
N exp
j −Nj

)2∑
j

(
N exp
j − 〈N exp〉

)2 . (7.16)

У цьому виразi 〈N exp〉 — це середнє значення спостережуваних вели-

чин N exp
j . У нашому випадку пiдсумовування вiдбувається вiд j = 2,

оскiльки j = 1 зафiксовано через z.
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Рис. 7.9. Результати для перекладiв “Алiси в Країнi чудес” мовою ложбан (лiворуч)

i гавайською (праворуч). Кружечками показано спостережуванi значення, а лiнiя

вiдповiдає функцiї (7.15).
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Рис. 7.10. Результати для перекладiв “Маленького принца” мовою ложбан (лiво-

руч) i в’єтнамською (праворуч). Кружечками показано спостережуванi значення,

а лiнiя вiдповiдає функцiї (7.15).
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Обчисленi значення R2 виявляються дуже близькими до одиницi

(зазвичай, R2 > 0.9 вважають за прийнятну пiдгонку [487]). Напри-

клад, переклад “Алiси. . . ” китайською та мовою ложбан дає R2 > 0.98

i R2 > 0.99, вiдповiдно. Дещо нижчi значення спостерiгаємо для ан-

глiйського (R2 > 0.97) i гавайського (R2 > 0.96) перекладiв цього

тексту. В українського перекладу R2 > 0.94, i таке порiвняно низьке

значення можна легко зауважити за поведiнкою кривої на рис. 7.11

праворуч. Причина полягає в тому, що для мов iз бiльш синтетичною

граматикою показник α у спектрi εj = (j−1)α значно вiдхиляється вiд

одиницi [77, 78, 96], а отже модель гармонiчних осциляторiв дає гiрший

опис, порiвн. результати для англiйського та українського текстiв на

рис. 7.11. Модель (7.15) погано вiдтворює промiжнi значення j & 5.
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Рис. 7.11. Результати для перекладiв “Алiси в Країнi чудес” англiйською (лiво-

руч) та українською (праворуч) мовами. Кружечками показано спостережуванi

значення, а лiнiя вiдповiдає функцiї (7.15).

Розрахованi просторовi вимiрностi пiдсумовано в табл. 7.5.

Таким чином, ще одна запропонована модель опису частотної стру-

ктури текстiв, що ґрунтується на розподiлi Бозе для системи гармо-

нiчних осциляторiв у просторi з дробовою вимiрнiстю D = 0.5 ÷ 0.7

добре пiдходить для мов iз високим ступенем аналiтичностi. Варто

також зазначити, що розрахованi значення D слабко змiнюються за-
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Таблиця 7.5. Значення дробової вимiрностi простору для рiзних текстiв. Резуль-

тати отримано в iнтервалi D ±∆D.

Мова Текст D ∆D

англiйська “Алiса в Країнi чудес” 0.557 0.143

“Маленький принц” 0.530 0.165

в’єтнамська “Маленький принц” 0.595 0.088

гавайська “Алiса в Країнi чудес” 0.699 0.127

китайська “Алiса в Країнi чудес” 0.699 0.081

“Маленький принц” 0.677 0.102

ложбан “Алiса в Країнi чудес” 0.649 0.028

“Маленький принц” 0.563 0.080

морiсьєн “Маленький принц” 0.513 0.097

українська “Алiса в Країнi чудес” 0.501 0.303

“Маленький принц” 0.416 0.195

лежно вiд розмiру тексту, що робить цей параметр добрим показником

для дослiджень [98].

Для опису частотних даних можна також застосувати вирази з по-

дiбною до бозонної поведiнкою при малих j, що ґрунтуються на дро-

бових статистиках, наприклад, статистицi Полiхронакоса [126, 202]

Nj =
gj

z−1eεj/T − γ
, (7.17)

де активнiсть z визначається умовою:

z−1 = γ +
1

N1
. (7.18)

Модифiкуючи далi цю функцiю розподiлу за допомогою q-експоненти

Цаллiса (5.45), можна досягнути степеневої залежностi при великих j,

яка часто виникає в дослiдженнi складних систем.
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Вiдповiдний аналiз було проведено для українського перекладу “Алi-

си в Країнi чудес” iз функцiєю

Nj =
1

z−1e
(j−1)α/T
q − 1

. (7.19)

На рис. 7.12 показано результати розрахункiв. Обчислення зроблено

при фiксованому q = 1.5 через пiдгонку за двома параметрами, T та α.

Можна зауважити, що для великих j спостерiгаємо певне полiпшення

опису частотних даних порiвняно з (одновимiрною) функцiєю (7.1) зi

степеневим спектром εj = (j − 1)α.

 1
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NjNjNjNjNjNjNjNjNjNj

Рис. 7.12. Результати пiдгонки для українського перекладу “Алiси у Країнi чуде-

с”. Штрихова лiнiя — функцiя (7.1) зi степеневим спектром εj = (j − 1)α, суцiль-

на лiнiя — функцiя (7.19) при q = 1.5. В обох випадках параметри дорiвнюють

T = 1787± 22, α = 1.74± 0.02.

Залежно вiд застосованих наближень та вiд значень параметрiв,

моделi, заданi виразами (7.15) та (7.19) виявляються узагальненнями

iнших вiдомих наближень для Nj [469, 488], а саме

Nj = Ajb i Nj = Ajbe−cj,

параметри яких (A, b, c) пов’язанi з z, D та T .
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7.9. Можливостi дослiдження еволюцiї мов

Питання еволюцiї мов є дуже рiзнобiчним, його вивчають рiзними

методами: лiнгвiстичними, iсторичними, культурними, соцiологiчни-

ми тощо [489–492]. Також застосовують пiдходи природничих наук,

включаючи еволюцiйну бiологiю [493] i фiзику [467, 494, 495], а також

мiждисциплiнарнi дослiдження [496–498].

Як вже було зазначено у вступi, порiвняно з бiльшiстю подiбних

дослiджень, див. зокрема [468], розглянутий тут пiдхiд ґрунтується на

аналiзi низькочастотної лексики, крiм того, до уваги беруться лише

частоти слiв, а не самi слова чи їх основи, порiвн. [499].

У цьому пiдроздiлi зроблено простий аналiз, мета якого – показати,

як певнi параметри тексту змiнюються з часом. Назагал знайти вiдпо-

вiдний матерiал непросто: потрiбен той самий текст, написаний тiєю

самою мовою з великим часовим iнтервалом, бажано декiлька столiть.

Найвiдповiднiшими виявляються релiгiйнi тексти, зокрема тут ми до-

слiджуватимемо Євангелiє вiд Iвана. Зважаючи на специфiчний жанр,

варто очiкувати пiдтвердження загальних тенденцiй у поведiнцi пара-

метрiв, тодi як їх значення можуть вiдрiзнятися вiд розрахованих на

художнiх текстах, проаналiзованих у попереднiх пiдроздiлах.

Для розрахункiв взято лише рiвнi з j = 2 ÷ 10. Верхню межу 10

вибрано для простоти, однак її воно також виявляється близьким до

k-точки (див. попереднiй пiдроздiл) для усiх аналiзованих тут текстiв.

Взагалi кажучи, можна ввести рiзнi “сталi Больцмана” (або коефi-

цiєнти пропорцiйностi у спектрi елементарних збуджень) для рiзних

мов або мовних родин. Однак, вплив вiд цього стає нехтовно малим за

умови великих обсягiв тексту: замiна T на kT приводить до параметра
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Рис. 7.13. Розрахунки за рiвнянням (7.4), що вiдповiдають частотним даним ан-

глосаксонського перекладу Євангелiя вiд Iвана

α у виглядi

α = ln kT/ lnN = lnT/ lnN + ln k/ lnN,

i останнiй доданок прямує до нуля, коли N — велике.

Розрахунки було зроблено для перекладiв Євангелiя вiд Iвана трид-

цятьма мовами з рiзних родин. Електроннi версiї переважно взято з

http://unbound.biola.edu та http://gospelgo.com/bibles.htm.

Враховано лише першi дев’ять роздiлiв (iз 21), оскiльки саме стiль-

ки доступно в електронному виглядi з англосаксонського перекладу

http://wordhord.org/nasb/john.html. Результати обчислень показа-

но на рис. 7.14 i в таблицi 7.6. Можна зауважити, що, як i в роботi [78],

на площинi (α; τ) мови займають переважно смугу мiж лiвою нижньою

(малi α — малi τ ) i правою верхньою областями (великi α — великi τ ).

На рис. 7.14 кожну мову зображено точкою на площинi α–τ , вiдпо-

вiднi значення параметрiв розраховано за перекладами Євангелiя вiд
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Iвана (роздiли 1–9). Стрiлками показано зв’язки мiж мовами, спорi-

дненими iсторично, однак їх не можна розглядати як прямi еволюцiйнi

зв’язки.
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Рис. 7.14. Мови на площинi (α; τ). Стрiлки вказують напрям еволюцiї мов. Пря-

ма пунктирна лiнiя вiдповiдає лiнiйному законовi τ = 0.180α + 0.384. Коди мов

розшифровано в таблицi 7.6

Розмаїття проаналiзованих мов пов’язане з намiрами залучити рiзнi

щодо значень α i τ типи граматики: iзолюючi, флективнi, полiсентети-

чнi або iнкорпоруючi мови. Включення кiлькох груп спорiднених мов

забезпечує данi для вивчення їх еволюцiї.

Як показують попереднi спостереження [77, 78], меншi значення τ

й α вiдповiдають вищому ступеню аналiтичностi (меншiй словозмiнi),

що добре демонструє розмiщення слов’янських (з багатою словозмi-

ною) та германських (бiльш аналiтичних) мов. Звiдси можна припу-
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стити, що еволюцiя вiдбувається вiд областi “великi α — великi τ ” до

областi “малi α — малi τ ”. Ця модель є дуже спрощеною i потребує

додаткових матерiалiв для уточнення в майбутньому.

Майже пряма лiнiя з’єднує староцерковнослов’янську мову з бол-

гарською, проходячи мiж росiйською та українською — це вiдповiдає

досить складнiй граматицi давньої мови порiвняно зi значно спроще-

ною в болгарськiй (напр., вiдсутнiсть вiдмiнювання iменникiв). Подi-

бним чином, але пiд бiльшим кутом, можна провести лiнiю мiж ла-

тинською, французькою, iталiйською та iспанською мовами. З iншого

боку, лiнiя мiж англосаксонською (староанглiйською) та областю ран-

ньої сучасної та сучасної англiйської мов має протилежний нахил. Це

можна розглядати як вказiвку на складнi iсторичнi зв’язки мiж ци-

ми стадiями англiйської, наприклад, зсув до бiльших значень α може

бути пов’язаний iз норманським (французьким) впливом на сучасну

мову порiвняно з кельтським в англосаксонськiй. Цiкаво зазначити,

що зменшення τ як мiри синтетичностi мови корелює з кiлькiсними

оцiнками Дж. Г. Ґрiнберга (1960) [500].

У таблицi 7.7 подано результати розрахункiв, що ґрунтуються на

повному текстi Євангелiя вiд Iвана. Можна зауважити, що “темпера-

тура” T досить точно масштабується за законом:

T = tNβ, (7.20)

де N — кiлькiсть слiв вiд початку до певної точки тексту. Подiбний

вираз вiдомий для hapax legomena:

N1 = aN b. (7.21)

Iз природної вимоги про екстенсивнiсть вiльної енерґiї Ґiббса
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Таблиця 7.6. Параметри перекладiв Євангелiя вiд Iвана рiзними мовами (першi

дев’ять роздiлiв).

Код Мова N N1 α T τ

ang Англосаксонська (староанглiйська) 8200 768 1.32± 0.04 286± 9 0.628

aym Аймара 5841 1710 1.54± 0.05 389± 9 0.688

bre Бретонська 9341 616 1.43± 0.06 336± 14 0.671

bul Болгарська 7577 841 1.37± 0.07 322± 17 0.646

chu Староцерковнослов’янська 6774 910 1.70± 0.07 471± 18 0.698

crx Керрiер 9510 1170 1.66± 0.06 387± 11 0.651

dan Данська 8498 487 1.33± 0.04 261± 9 0.615

deu Нiмецька 8724 621 1.35± 0.04 293± 9 0.626

ell Грецька 8314 817 1.36± 0.07 352± 17 0.650

eme Рання новоанглiйська 9007 371 1.35± 0.07 249± 14 0.606

eng Англiйська 8889 390 1.44± 0.05 270± 11 0.616

epo Есперанто 8319 611 1.38± 0.06 266± 11 0.618

fra Французька 8694 668 1.36± 0.05 311± 11 0.633

hun Угорська 7631 1184 1.54± 0.03 379± 6 0.661

glv Ґельська менська 9513 495 1.33± 0.11 276± 25 0.620

ice Iсландська 7929 795 1.34± 0.06 322± 13 0.630

ita Iталiйська 8531 712 1.39± 0.03 331± 8 0.646

lat Латинська 6816 842 1.47± 0.05 358± 12 0.666

lav Латвiйська 6975 925 1.54± 0.06 387± 14 0.666

lit Литовська 6366 1117 1.51± 0.04 367± 9 0.667

mao Маорiйська 12007 215 1.05± 0.07 132± 9 0.520

pol Польська 7129 904 1.41± 0.05 384± 13 0.673

rus Росiйська 6901 954 1.41± 0.10 355± 24 0.662

spa Iспанська 8166 687 1.23± 0.11 252± 21 0.626

swa Суагiлi 6554 1081 1.46± 0.07 312± 12 0.638

tag Таґалоґ 9500 592 1.37± 0.05 289± 11 0.645

ukr Українська 7445 903 1.56± 0.04 422± 10 0.660

vie В’єтнамська 10162 269 1.15± 0.07 191± 14 0.589

xho Ко́са 5739 1651 1.59± 0.03 386± 5 0.646

zhs Китайська∗ 12072 231 1.13± 0.07 222± 18 0.624

∗ Через вiдсутнiсть подiлу на слова у китайському письмi було проаналiзовано

частоту окремих iєроглiфiв, а не слiв.
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G = µN ∼ N отримаємо для великих N

µ = T ln z = T ln
N1

N1 + 1
' − T

N1
. (7.22)

Звiдси отримаємо умову β = b. Як показує таблиця 7.7, це спiввiдно-

шення виконується досить добре.

Таблиця 7.7. Параметр τ = lnT/ lnN i показники масштабування “температури”

(β) i кiлькостi гапаксiв (b).

Код Мова τ β b

eng Англiйська 0.616 0.406± 0.021 0.436± 0.015

epo Есперанто 0.618 0.613± 0.030 0.566± 0.015

fra Французька 0.633 0.487± 0.015 0.607± 0.013

ita Iталiйська 0.646 0.550± 0.009 0.607± 0.011

lat Латинська 0.666 0.691± 0.015 0.598± 0.013

mao Маорi 0.520 0.331± 0.023 0.412± 0.018

pol Польська 0.673 0.650± 0.020 0.555± 0.015

rus Росiйська 0.662 0.690± 0.025 0.567± 0.012

spa Iспанська 0.626 0.585± 0.013 0.597± 0.005

ukr Українська 0.660 0.660± 0.033 0.605± 0.022

vie В’єтнамська 0.589 0.408± 0.024 0.335± 0.017

xho Ко́са 0.646 0.809± 0.014 0.730± 0.006

zhs Китайська 0.624 0.259± 0.018 0.288± 0.018

Хоча залежнiсть мiж значеннями параметрiв α i τ та типом гра-

матики видається досить очевидною, залишаються деякi нез’ясованi

питання. Насамперед, можна було б очiкувати, що iзолюючi мови (в’є-

тнамська, китайська, маорi) будуть протиставленi полiсинтетичним

або iнкорпоруючим (аймара i керрiер), проте з цiєї схеми випадає ста-

роцерковнослов’янська. Крiм того, в запропонованiй схемi немає змоги

розрiзнити флективнi та аґлютинативнi мови (прикладами останнiх є
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есперанто, суагiлi, таґалоґ, угорська та ко́са), якi характеризуються

промiжними значеннями параметрiв α i τ .

7.10. Висновки до роздiлу 7

У цьому роздiлi на пiдставi аналогiї мiж частотним розподiлом слiв у

текстi та розподiлом Бозе запропоновано новий набiр параметрiв для

опису поведiнки частот слiв. Зокрема, з цiєю метою введено понят-

тя “температури” тексту T . За результатами розрахункiв для таких

мов, як англiйська, українська, а також ґвiнейська манiнка, встанов-

лено кореляцiю мiж типом граматики (рiвнем аналiтичностi) мови та

запропонованими параметрами.

Обчислення було поширено на деякi iншi тексти. Проаналiзовано

переклади казки Антуана де Сент-Екзюперi “Маленький принц” чо-

тирма десятками мов iз рiзних мовних родин. Вибiр цього твору по-

в’язаний iз тим, що вiн є одним iз найбiльше перекладених секулярних

текстiв. Отриманi данi пiдтвердили початкову гiпотезу про iснування

зв’язку мiж типом граматики певної мови i запропонованими параме-

трами. Вiдзначмо також, що окремої уваги потребує аналiз залежно-

стi параметрiв вiд розмiру системи N [95]. Для кожного перекладу

розраховано параметр, пов’язаний iз температурою τ = lnT/ lnN , та

показник спектра α моделi.

Обчислення, зробленi для “Маленького принца”, доповнено пере-

кладами казки Льюїса Керрола “Алiса в Країнi чудес”. Вивчено пове-

дiнку величин T та α впродовж продукування тексту та на пiдставi

рiвнянь термодинамiки теоретично встановлено закономiрностi вiдпо-

вiдних степеневих залежностей, якi пiдтверджуються в бiльшостi ви-

падкiв. Виявлено також, що параметри текстiв у межах однiєї мови
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показують значно меншу варiацiю стосовно перекладача, нiж стосов-

но жанру. На даний момент ще немає можливостi здiйснювати атрибу-

цiю текстiв за мовою на пiдставi запропонованого набору параметрiв,

оскiльки жанровi особливостi потребують додаткового вивчення.

Показано можливiсть використання запропонованого методу для

дослiдження еволюцiї мов. З обчислених параметрiв перекладу Єван-

гелiя вiд Iвана для кiлькох мовних родоводiв чiтко прослiдковується

спрощення граматики з часом. У цьому напрямку також передбачено

подальшi дослiдження iз залученням бiльшої кiлькостi текстiв. Зокре-

ма, для порiвнянь можна використовувати латинськi переклади де-

яких сучасних авторiв, якi з’явилися протягом XX–XXI столiть.

Для мов iз високим ступенем аналiтичностi (в’єтнамська, гавайська,

китайська, ложбан, морiсьєн) запропоновано альтернативний опис iз

використанням моделi гармонiчних осциляторiв у просторi з дробовою

вимiрнiстю. Додатково до температури параметром є вимiрнiсть про-

стору, яка виявилася меншою за одиницю. Тут крiм розподiлу Бозе

також проаналiзовано деякi моделi, що ґрунтуються на дробовiй ста-

тистицi.

Удосконалення описаного методу пов’язане не лише з потребою роз-

ширення “експериментальної бази” (текстiв рiзних авторiв рiзними мо-

вами), але й iз поглибленням окремих його деталей. Зокрема, потрiбне

уточнення форми спектра елементарних збуджень εj для великих зна-

чень рiвня j � 1, яке би забезпечувало правильний опис вiдповiдних

чисел заповнення. Потрiбно також дослiдити можливостi розрахунку

iнших параметрiв у межах “термодинамiчного пiдходу” (наприклад,

аналогiв енерґiї, теплоємностi та iн., порiвн. [467]).

Головними завданнями, якi варто очiкувати вiд запропонованого

пiдходу, є автоматична атрибуцiя текстiв, важлива для автоматично-
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го опрацювання мови. У майбутньому можливi застосування подiбних

методiв i в iнших галузях, зокрема в генетицi та суспiльних науках.

Наприклад, попереднiй аналiз вказує на можливiсть класифiкацiї дiа-

гнозiв за певними частотними характеристиками електрокардiограм.
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Головнi результати роботи можна пiдсумувати у виглядi таких тез.

Показано, як енерґетичний спектр сильновзаємодiючої бозе-системи

можна отримати за допомогою дiагоналiзацiї гамiльтонiана. На пiд-

ставi формалiзму двочасових температурних функцiй Ґрiна у довго-

хвильовiй границi для гелiю-4 отримано правильний нахил фононної

гiлки без застосування поняття ефективної маси. Вiдповiднi аналiти-

чнi вирази можна застосовувати насамперед для систем iз вiдомим

фур’є-зображенням потенцiалу мiжатомних взаємодiй

У випадку слабковзаємодiючого бозе-газу отримано вирази для пар-

ного мiжчастинкового потенцiалу, що уточнюють δ-подiбну залежнiсть

у борнiвському наближеннi теорiї розсiяння. У моделi твердих сфер об-

числено густину станiв, критичну температуру та хiмiчний потенцiал

iз використанням теорiї iдеального газу на пiдставi спектра Боголю-

бова. За допомогою розкладу для двовимiрного газу за параметром

взаємодiї ν0 отримано результати, якi можна узагальнити для довiль-

ної вимiрностi. Показано, що критична температура Tc ∝ −1/ ln ν0

i прямує до нуля, а хiмiчний потенцiал газу в пастцi з точнiстю до лi-

нiйних за ν0 доданкiв дорiвнює хiмiчному потенцiаловi iдеального газу

й вiдрiзняється вiд нього доданками типу %2ν2
0 ln %ν0.

Iдею Боголюбова про наближене вторинне квантування узагальне-

но на випадок слабковзаємодiючого бозе-газу в гармонiчнiй пастцi. У

результатi цього отримано систему рiвнянь, що дають змогу дiагона-

лiзувати гамiльтонiан i розрахувати спектр елементарних збуджень.

Застосовуючи пертурбативний розв’язок, обчислено конденсатну фра-

кцiю та енерґiю модельної системи як функцiї температури, що пiд-

тверджує застосовнiсть розвинутого пiдходу. Вперше запропоновано
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процедуру побудови ефективного гамiльтонiана цiєї задачi, що дозво-

ляє здiйснити просту дiагоналiзацiю.

Для бозе-системи у просторi з дробовою вимiрнiстю (що вiдповiдає

пористому середовищу) проаналiзовано вiдхилення вiд напiвкласично-

го пiдходу та знайдено поправки, пов’язанi з дискретнiстю енерґети-

чних рiвнiв. Знайденi аналiтичнi залежностi критичної температури

кориснi для вивчення впливу скiнченностi кiлькостi частинок на фi-

зичнi властивостi бозонної системи. Числовий аналiз показує, що дис-

кретнiсть енерґетичних рiвнiв треба враховувати, аналiзуючи безпосе-

реднiй температурний окiл точки бозе-конденсацiї.

Розглянуто систему одновимiрних гармонiчних осциляторiв, що пiд-

порядковуються дробовiй статистицi Джентiле. З використанням вi-

домої функцiї розподiлу для модельної системи зi слабкою взаємодi-

єю вперше розраховано температурнi залежностi хiмiчного потенцiалу,

енерґiї та теплоємностi. Проаналiзовано також вплив на них значень

максимального заповнення рiвня — параметра, що характеризує ста-

тистику.

Дробову статистику Полiхронакоса вперше узагальнено з викори-

станням комплекснозначного параметра, який у бозоннiй та фермiон-

нiй границi можна пов’язати з дисипативною гiлкою енерґетичного

спектра. Для одновимiрної системи гармонiчних осциляторiв у такiй

статистицi розраховано термодинамiчнi функцiї, передбачено iснуван-

ня фазового переходу та зроблено оцiнки про можливiсть експеримен-

тального вимiрювання стрибкiв теплоємностi. У випадку D-вимiрної

системи з’ясовано природу фазових переходiв i зроблено аналiтичнi та

числовi оцiнки критичних температур.

Двопараметричнi дробовi статистики вперше використано для мо-

делювання iдеальної системи енiонiв. Показано, що за допомогою мо-
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дифiкацiй статистики Голдейна–Ву можна вiдтворити рiвняння стану

енiонiв з точнiстю до третього вiрiального коефiцiєнта включно в усьо-

му iнтервалi значень енiонного параметра α ∈ [0; 1], тодi як модифi-

кацiї статистики Полiхронакоса дозволяють коректний опис лише на

обмежених вiдрiзках з боку бозонної i фермiонної границь. На пiдставi

проведеного аналiзу запропоновано продовжити пошуки моделей енiо-

нiв серед модифiкацiй статистики Голдейна–Ву. За допомогою слабко-

неадитивної дробової статистики Полiхронакоса також вперше вдало-

ся врахувати вплив мiжчастинкової взаємодiї та скiнченностi кiлькостi

частинок у бозонних системах на термодинамiчнi функцiї та зокрема

на значення критичної температури.

Методи аналiзу бозонних систем поширено на сумiжнi задачi, що

вiдкрило шлях до мiждисциплiнарних дослiджень. Зокрема, розгля-

нуто теоретико-числовi задачi, вiдомi як розбиття натуральних чисел.

Мiкроканонiчний розгляд бозе-системи зi степеневим спектром дав

змогу оцiнити кiлькiсть багатовимiрних розбиттiв на суму довiльних

степенiв, причому отриманi оцiнки збiгаються з вiдомими асимптоти-

ками, розрахованими рiзними методами теорiї чисел. Для одновимiр-

них розбиттiв отримано у простому компактному виглядi поправку

до головної асимптотики Гардi–Рамануджана. Також вперше оцiне-

но кiлькiсть обмежених двовимiрних (плоских) розбиттiв натуральних

чисел зi скiнченною кiлькiстю частин.

Вперше вдалося встановити вiдповiднiсть мiж дробовою (промiж-

ною) статистикою Джентiле i бозе-системою зi скiнченною кiлькiстю

частинок у випадку одновимiрної гармонiчної пастки. Запропонований

пiдхiд розширено на загальний степеневий енерґетичний спектр.

На пiдставi аналогiї мiж ранґово-частотним розподiлом (на при-

кладi текстiв) i функцiєю розподiлу у статистицi Бозе–Айнштайна за-
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пропоновано пiдхiд для аналiзу i класифiкацiї складних систем. За-

пропоновано новi параметри для дослiдження текстiв та встановлено

їх спiввiдношення з певними характеристиками мов. Такий набiр па-

раметрiв має також перспективи застосування в бiологiї (наприклад,

при вивченнi геномiв) та суспiльних науках у задачах, якi дозволяють

кiлькiсний аналiз.

Результати роботи та подальшi дослiдження у вiдповiдних напрям-

ках важливi для iнтерпретацiї експериментiв у галузi фiзики конден-

сованих систем, розробки нових технологiй запису iнформацiї та ви-

сокоточних вимiрювань, а також для отримання нових математично

простих способiв опису бозе- та фермi-систем iз рiзними типами взає-

модiй, якi є предметом iнтенсивних експериментальних i теоретичних

дослiджень, якi проводять у сучасних свiтових наукових центрах i ла-

бораторiях.
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Nature Mater. — 2014. — Vol. 13, No. 3. — P. 247–252.

[255] Fetter A. L. Rotating trapped bose-einstein condensates /

A. L. Fetter // Rev. Mod. Phys. — 2009. — Vol. 81, No. 2. — P. 647–

691.

[256] Tsubota M. Quantum turbulence / M. Tsubota // J. Phys. Soc.



309

Jpn. — 2008. — Vol. 77, No. 11. — Art. 111006. — 12 p.

[257] Kasamatsu K. Quantised vortices in atomic Bose–Einsten

condensates / K. Kasamatsu, M. Tsubota // Quantum Turbulence /

Ed. by M. Tsubota, W. P. Halperin. — Elsevier, 2009. — Vol. 16 of

Progress in Low Temperature Physics. — P. 351–403.

[258] Paoletti M. S. Quantum turbulence / M. S. Paoletti, D. P. Lathrop //

Annu. Rev. Condens. Matter Phys. — 2011. — Vol. 2. — Art. 213–234.

[259] Barenghi C. Introduction to quantum turbulence / C. Barenghi,

L. Skrbek, K. R. Sreenivasan // Proc. Natl. Acad. Sci. — 2014. —

Vol. 111, Suppl. 1. — P. 4647–4652.

[260] Ketterle W. Bose–Einstein condensation of a finite number of

particles trapped in one or three dimensions / W. Ketterle,

N. J. van Druten // Phys. Rev. A. — 1996. — Vol. 54. — P. 656–660.

[261] Deng W. Bose–Einstein condensation of finite number of confined

particles / W. Deng, P. M. Hui // Solid Stat. Commun. — 1997. —

Vol. 104. — P. 729–734.

[262] Vakarchuk I. O. Thermodynamics of the Bose-system with a small

number of particles / I. O. Vakarchuk, A. A. Rovenchak // Condens.

Matter Phys. — 2001. — Vol. 4. — P. 431–447.

[263] Sharp heat-capacity signature at the superfluid transition of heli-

um films in porous glasses / D. Finotello, K. A. Gillis, A. Wong,

M. H. W. Chan // Phys. Rev. Lett. — 1988. — Vol. 61. — P. 1954–

1957.

[264] Chan M. Helium in aerogel / M. Chan, N. Mulders, J. Reppy //

Phys. Today. — 1996. — Vol. 49. — P. 30–37.

[265] Capture of superfluid helium by porous structures / R. E. Boltnev,

I. B. Bykhalo, S. V. Ivashin [et al.] // J. Low Temp. Phys. — 2008. —

Vol. 150. — P. 511–515.

[266] Yamamoto K. Heat capacity of liquid 4He confined in a nanoporous

glass / K. Yamamoto, Y. Shibayama, K. Shirahama // J. Low Temp.



310

Phys. — 2008. — Vol. 150. — P. 353–357.

[267] Yamamoto K. Thermodynamic evidence for nanoscale Bose–Einstein

condensation in 4He confined in nanoporous media / K. Yamamoto,

Y. Shibayama, K. Shirahama // Phys. Rev. Lett. — 2008. — Vol.

100. — Art. 195301. — 4 p.

[268] Localized collective excitations in superfluid helium in vycor /

R. M. Dimeo, P. E. Sokol, C. R. Anderson [et al.] // Phys. Rev.

Lett. — 1998. — Vol. 81, No. 26. — P. 5860–5863.

[269] Glyde H.R. Bose-Einstein condensation measurements and superflow

in condensed helium / H.R. Glyde // J. Low Temp. Phys. — 2013. —

Vol. 172, No. 5/6. — P. 364–387.

[270] Courtens E. Experiments on the structure and vibrations of fractal

solids / E. Courtens, R. Vacher // Proc. R. Soc. London. Ser. A. —

1989. — Vol. 423. — P. 55–69.

[271] Kim S.-H. The ideal Bose gas in non-integer dimensions and liquid
4He in porous media / S.-H. Kim, Ch. K. Kim, K. Nahm // J. Phys.:

Condens. Matter. — 1999. — Vol. 11. — P. 10269–10276.

[272] Kim E. Probable observation of a supersolid helium phase / E. Kim,

M. H. W. Chan // Nature. — 2004. — Vol. 427, No. 6971. — P. 225–

227.

[273] Kim Duk Y. Absence of supersolidity in solid helium in porous vycor

glass / Duk Y. Kim, Moses H. W. Chan // Phys. Rev. Lett. — 2012. —

Vol. 109, No. 15. — Art. 155301. — 5 p.

[274] Bose–Einstein condensation of photons in an optical microcavity /

J. Klaers, J. Schmitt, F. Vewinger, M. Weitz // Nature. — 2013. —

Vol. 468, No. 7323. — P. 545–548.

[275] Kruchkov A. Bose-Einstein condensation of light in a cavity /

A. Kruchkov // Phys. Rev. A. — 2014. — Vol. 89, No. 3. — Art.

033862. — 9 p.

[276] Georgescu I. M. Quantum simulation / I. M. Georgescu, S. Ashhab,



311

F. Nori // Rev. Mod. Phys. — 2014. — Vol. 86, No. 1. — P. 153–185.
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