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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè.

Çàâäÿêè øèðîêîìó ñïåêòðó îïèñóâàíèõ ÿâèù òà âèñîêié òî÷íîñòi

ïåðåäáà÷åíü êâàíòîâà ìåõàíiêà ¹, ìàáóòü, íàéáiëüø óñïiøíîþ ôiçè-

÷íîþ òåîði¹þ. Îäíàê, âèñîêèé ðiâåíü äîñòîâiðíîñòi íå âáåðiã êâàíòîâó

òåîðiþ âiä ïîñòiéíîãî ïåðåîñìèñëåííÿ ¨¨ îñíîâîïîëîæíèõ ïðèíöèïiâ.

Îäíi¹þ ç ïðè÷èí ïåðåãëÿäó îñíîâ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ¹ íå äóæå âäàëi

ñïðîáè êâàíòîâîãî îïèñó ãðàâiòàöiéíî¨ âçà¹ìîäi¨, ÷åðåç íàÿâíi ñóïåðå-

÷íîñòi ìiæ çàãàëüíîþ òåîði¹þ âiäíîñíîñòi, íàéòî÷íiøîþ òåîði¹þ ãðàâi-

òàöi¨ ç âiäîìèõ ñüîãîäíi, òà äåÿêèìè ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîëîæåííÿìè

êâàíòîâî¨ òåîði¨. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî êâàíòóâàííÿ ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ

¹ îäíi¹þ ç íàéáiëüø âàæëèâèõ ïðîáëåì ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè.

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî äîñëiäæåííÿ â öié ãàëóçi âåäóòüñÿ áiëüøå íiæ 50

ðîêiâ, äîñi íå çàïðîïîíîâàíî ïîâíî¨ òåîði¨ êâàíòîâî¨ ãðàâiòàöi¨. Íåâäà÷i

ó ïîáóäîâi êâàíòîâî¨ ìîäåëi ãðàâiòàöi¨ ëåæàòü íà ïåðåøêîäi îá'¹äíàííÿ

ãðàâiòàöi¨ ç iíøèìè òðüîìà ôóíäàìåíòàëüíèìè âçà¹ìîäiÿìè, òîáòî ïî-

áóäîâè òàê çâàíî¨ ¾òåîði¨ âñüîãî¿. Òîìó ç ñåðåäèíè 90-èõ ðîêiâ â ðàìêàõ

òàêèõ ñó÷àñíèõ âàðiàíòiâ êâàíòîâîãî îïèñó ãðàâiòàöi¨, ÿê òåîðiÿ ñòðóí

÷è êâàíòîâà ãðàâiòàöiÿ, ç'ÿâëÿþòüñÿ ãiïîòåòè÷íi ìîäåëi, ÿêi ïðîïîíó-

þòü ñâié ñïîñiá âèäîçìiíè äåÿêèõ êëþ÷îâèõ ñïiââiäíîøåíü êâàíòîâî¨
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ìåõàíiêè. Îäíèì iç òàêèõ ñïîñîáiâ ¹ ââåäåííÿ óçàãàëüíåíîãî ïðèíöèïó

íåâèçíà÷åíîñòi, ùî ïðèâîäèòü äî öiêàâèõ ôiçè÷íèõ íàñëiäêiâ, òàêèõ ÿê

ìiíiìàëüíà äîâæèíà ÷è íåêîìóòàòèâíiñòü ïðîñòîðó. Âàðòî çàóâàæèòè,

ùî iäåÿ íåêîìóòàòèâíîãî ïðîñòîðó ÷è ìîäèôiêîâàíèõ ñïiââiäíîøåíü

íåâèçíà÷åíîñòåé âèíèêàëà â ôiçèöi i ðàíiøå, òà ñâîãî ÷àñó íå âèêëèêà-

ëè çíà÷íîãî iíòåðåñó. Ïåðøà ðîáîòà, â ÿêié ðîçãëÿäàëàñÿ ìîäèôiêàöiÿ

êàíîíi÷íèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü, áóëà îïóáëiêîâàíà ùå ó 1947

ðîöi Ñíàéäåðîì. Îäíàê çàöiêàâëåíiñòü öi¹þ ïðîáëåìîþ áóëà âiäíîâ-

ëåíà íàïðèêiíöi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ äîñëiäæåííÿìè ç òåîði¨ ñòðóí òà

êâàíòîâî¨ ãðàâiòàöi¨, ÿêi ïåðåäáà÷àëè iñíóâàííÿ íåíóëüîâî¨ ìiíiìàëü-

íî¨ íåâèçíà÷åíîñòi êîîðäèíàò. Êåìïôîì áóëî ïîêàçàíî, ùî ìiíiìàëü-

íà íåâèçíà÷åíiñòü êîîðäèíàòè ìîæå ïðèðîäíî ç'ÿâèòèñÿ ó êâàíòîâié

ìåõàíiöi øëÿõîì íåçíà÷íî¨ çìiíè êàíîíi÷íèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíî-

øåíü. Ñàìå ðîáîòè Êåìïôà ñòèìóëþâàëè äîñëiäæåííÿ òðàäèöiéíèõ

êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ ó ïðîñòîðàõ ç ìiíiìàëüíîþ íåâèçíà÷åíiñòþ

êîîðäèíàòè. Öi äîñëiäæåííÿ i äîñi çàëèøàþòüñÿ àêòóàëüíèìè, îñêiëü-

êè äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè âïëèâ êâàíòîâàíîñòi ïðîñòîðó íà âëàñòèâî-

ñòi ôiçè÷íèõ ñèñòåì, à òàêîæ îöiíèòè âåëè÷èíó êâàíòà ïðîñòîðó.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òå-

ìàìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó

óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà òà çãiäíî äåðæáþäæåòíèõ òåì Ôô-

55Ô �Òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ íîâèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì� (2006-2008 ðð.,

íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ �0106U001294), Ôô-14Ô �Íîâi ìåòîäè äî-

ñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì äåêiëüêîõ i áàãàòüîõ ÷àñòèíîê� (2009-2011

ðð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ �0109U002096) òà Ôô-110Ô �Íîâi åôå-
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êòè ó êâàíòîâèõ ðiäèíàõ i ãàçàõ òà ñèñòåìàõ ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ

Ãàéçåíáåð à� (2012-2014 ðð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ �0112U001275),

ïðîåêò ÄÔÔÄ Ô64 ¾Êëàñè÷íi òà êâàíòîâi ñèñòåìè çà ìåæàìè ñòàíäàð-

òíèõ ïiäõîäiâ¿ (2016 ðð., íîìåð ä/ð 0116U005055).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè ¹ âèâ÷åííÿ âïëèâó äåôîðìàöi¨ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü íà

ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi îäíî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì. Îñíîâíó óâàãó ïðèäiëåíî

çíàõîäæåííþ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ â äåôîð-

ìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ, çîêðåìà îäíîâèìiðíî¨

çàäà÷i ïðî ÷àñòèíêó â êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëi, â äåëüòà-ÿìi ÷è ïî-

äâiéíié äåëüòà-ÿìi.

Çíà÷íó ÷àñòèíó ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ âïëèâó äåôîð-

ìàöi¨ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü íà ñïåêòð ðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà

âîäíþ, ùî äàëî çìîãó ïðîâåñòè îöiíêó âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ìiíiìàëüíî¨

äîâæèíè íà îñíîâi ïîðiâíÿííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ç òåîðåòè-

÷íèìè îöiíêàìè.

Îòæå, îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òî÷íî òà íàáëèæåíî ðîçâ'ÿçóâà-

íi çàäà÷i êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ó äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëü-

íîþ äîâæèíîþ. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñïåêòðè ãàìiëüòîíiàíiâ òà

¨õ âëàñíi ôóíêöi¨. Ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ âèñòóïàþòü ìåòîäè ìàòå-

ìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî ïîâ'ÿçàíi çi çíàõîäæåííÿì òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-

íÿííÿ Øðåäèí åðà òà òåîðiÿ çáóðåíü, ÿê çâè÷àéíà òàê i ðîçðîáëåíà ó

ðîáîòi ìîäèôiêîâàíà òåîðiÿ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïðîàíàëiçîâàíî ïåðåäóìîâè âèíèêíåííÿ òà

iñòîðiþ äîñëiäæåíü êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ ç äåôîðìîâàíèìè êî-
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ìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè, à òàêîæ âèñâiòëåíî ñó÷àñíèé ñòàí öèõ

äîñëiäæåíü.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòî-

ðó ñòàíiâ, ïîâ'ÿçàíîãî ç äåôîðìîâàíèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Çàïèñàíî óìîâó ïðèíàëåæíîñòi õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨ äî ìíîæèíè ôiçè÷íèõ ñòàíiâ i ðîçãëÿíóòî êiëüêà ïðîñòèõ ïðè-

êëàäiâ ôiçè÷íèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié. Ïîêàçàíî, ùî ìàêñèìàëüíî ëîêà-

ëiçîâàíi ñòàíè ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äâîõ

âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, i ùî öå ¹äèíà ôiçè÷íà õâèëüîâà

ôóíêöiÿ óòâîðåíà ç äâîõ îáðàíèõ êîîðäèíàòíèõ âëàñíèõ ñòàíiâ. Îêðiì

öüîãî äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêà ôiçè÷íà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíà ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ çëi÷åííîãî íàáîðó ìàêñèìàëüíî

ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ òà çàïðîïîíîâàíî ïðîñòèé ñïîñiá ÿê öå çðîáèòè.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä ó âèðiøåííi

ïðîñòèõ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíi-

ìàëüíîþ äîâæèíîþ. Â ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ

ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi íà âèïàäîê äåôîð-

ìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Ïðèïóñòèâøè,

ùî ÿäðî îïåðàòîðà ïîòåíöiéíî¨ åíåð i¨ íå çìiíþ¹òüñÿ ó âèïàäêó äåôîð-

ìàöi¨, ìè çíàéøëè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà-ÿìi,

à òàêîæ ïîäâiéíié äåëüòà-ÿìi. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ðóõ ÷à-

ñòèíêè â êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëi òà çíàéäåíî âèðiøåííÿ ïðîáëåìè

îçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë-

 åáðè Ãàéçåíáåð à, ùî ïðèçâîäèòü äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè çàïðîïî-
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íîâàíî îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî äâîñòîðîííüîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî

îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëi-

çi îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå îçíà÷åííÿ, ðîçãëÿíóòî

îäíîâèìiðíó çàäà÷ó Êóëîíà. Çíàéäåíî òî÷íî åíåð åòè÷íèé ñïåêòð òà

âëàñíi ôóíêöi¨ ÷àñòèíêè â îäíîâèìiðíîìó ïîòåíöiàëi Êóëîíà â äåôîð-

ìîâàíîìó ïðîñòîði ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ äåôîðìàöi¨.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi â ðàìêàõ òåîði¨ çáóðåíü ðîçãëÿíóòî ðåëÿ-

òèâiñòñüêó çàäà÷ó ïðî àòîì âîäíþ â ïðîñòîði ç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ

äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Çâè-

÷àéíà òåîðiÿ çáóðåíü äîçâîëèëà çíàéòè ïîïðàâêè äî âñiõ åíåð åòè÷íèõ

ðiâíiâ, îêðiì äåÿêèõ ïðîáëåìíèõ ñòàíiâ, äëÿ ÿêèõ îòðèìàíî ðîçáiæíèé

ðåçóëüòàò.

Ó øîñòîìó ðîçäiëi äëÿ òîãî ùîá óñóíóòè ðîçáiæíîñòi, ùî âèíè-

êàþòü ó çâè÷àéíié òåîði¨ çáóðåíü, çàïðîïîíîâàíî ìîäèôiêîâàíó òåîðiþ

çáóðåíü, ÿêà îñíîâàíà íà iäå¨ òàê çâàíîãî çñóíóòîãî ðîçêëàäó. Öå äî-

çâîëèëî îòðèìàòè àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ïîïðàâîê äî âñiõ áåç âèíÿòêó

åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ. Îêðiì öüîãî,  ðóíòóþ÷èñü íà ïîðiâíÿííi åêñïåðè-

ìåíòàëüíèõ òà òåîðåòè÷íèõ äàíèõ äëÿ åíåð i¨ 1s−2s ïåðåõîäó çðîáëåíî

îöiíêó ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà çàâåðøó¹òüñÿÂèñíîâêàìè òàÑïèñêîì âè-

êîðèñòàíèõ äæåðåë.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi âïåðøå ïîêàçàíî, ùî äîâiëüíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ùî íàëåæèòü

äî ôiçè÷íî¨ îáëàñòi ñòàíiâ, ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê ëiíiéíà êîì-

áiíàöiÿ çëi÷åííîãî íàáîðó ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ. Òàêîæ
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âïåðøå çàïðîïîíîâàíî ïðîñòèé ðåöåïò òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ.

Â ðîáîòi òàêîæ çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä ó âèðiøåííi ïðîñòèõ

êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ, ùî áàçó¹òüñÿ íà óçàãàëüíåííi ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà, çàïè-

ñàíîãî â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi íà äåôîðìîâàíèé âèïàäîê. Êîðè-

ñòóþ÷èñü öèì ïiäõîäîì âäàëîñÿ îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè îäíîâèìið-

íèõ çàäà÷ ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà-ÿìi òà ïîäâiéíié äåëüòà-ÿìi. Âïåðøå

çàïðîïîíîâàíî îçíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà 1/X̂, ïðè ÿêîìó öåé îïåðàòîð

¹ ëiíiéíèì òà äâîñòîðîííiì îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Êî-

ðèñòóþ÷èñü öèì îçíà÷åííÿì âïåðøå çíàéäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê îäíî-

âèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè

Ãàéçåíáåð à.

Âïåðøå ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ðåëÿòèâiñòñüêèé àòîì âîäíþ â ðàì-

êàõ òåîði¨ Äiðàêà ç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Ãàé-

çåíáåð à. Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî â ðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó ìîäè-

ôiêîâàíó òåîðiþ çáóðåíü, ùî äîçâîëèëî âïåðøå îòðèìàòè àíàëiòè÷íi

âèðàçè äëÿ ïîïðàâîê äî âñiõ áåç âèíÿòêó åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ. Ïîðiâ-

íÿííÿ îäåðæàíèõ ïîïðàâîê ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ðåçóëüòàòàìè äî-

çâîëèëî îòðèìàòè îöiíêè âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè,

ïðåäñòàâëåíi ó äèñåðòàöi¨ ìàþòü ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ, à òàêîæ ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ òà òåîðåòè÷íèõ äî-

ñëiäæåííÿõ.

Íàïðèêëàä, îòðèìàíèé ñïîñiá ïðåäñòàâëåííÿ ôiçè÷íèõ ñòàíiâ ÷å-

ðåç ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ìà¹ ôóíäàìåíòàëüíå çíà÷åííÿ i
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ìîæå ñòàòè êîðèñíèì äëÿ ðiçíîãî ðîäó çàäà÷ ó äåôîðìîâàíîìó ïðî-

ñòîði. Íîâèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçêó êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷, ÿêèé ìè

ç óñïiõîì âèêîðèñòàëè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîâèìiðíèõ çà-

äà÷ ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà-ÿìi, ïîäâiéíié äåëüòà-ÿìi òà êóëîíiâñüêîìó

ïîòåíöiàëi, ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äëÿ çíàõîäæåííÿ åíåð åòè÷íîãî

ñïåêòðó òà õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ iíøèõ êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

Òàêîæ öåé ïiäõiä ìîæå áóòè óçàãàëüíåíèé íà âèïàäîê âèùèõ âèìiðiâ.

Îòðèìàíi ïîïðàâêè äî ñïåêòðó àòîìà âîäíþ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

äëÿ ïîäàëüøèõ îöiíîê âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, çâàæà-

þ÷è íà ïîñòiéíå åêñïåðèìåíòàëüíå óòî÷íåííÿ çíà÷åííÿ åíåð i¨ 1s− 2s

ïåðåõîäó.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ïîñòàíîâêó çàâäàíü äîñëiäæåí-

íÿ çäiéñíèâ íàóêîâèé êåðiâíèê ðîáîòè ïðîô. Â. Ì. Òêà÷óê. Óñi âèêëà-

äåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè àâòîð îòðèìàâ ñàìîñòiéíî àáî ïðè ñâî¨é

áåçïîñåðåäíié ó÷àñòi. Ó ðîáîòàõ, âèêîíàíèõ çi ñïiâàâòîðàìè, çäîáóâà-

÷åâi íàëåæèòü:

• îòðèìàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà â iìïóëüñíîìó

ïðåäñòàâëåííi íà âèïàäîê äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãaéçåíáåð à ç

ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ; çíàõîäæåííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà-ÿìi, à òàêîæ ïîäâiéíié äåëüòà-ÿìi â äåôîð-

ìîâàíîìó ïðîñòîði; òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ðóõ ÷àñòèíêè â

êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëi òà âèðiøåííÿ ïðîáëåìè îçíà÷åííÿ îáåð-

íåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè [1];

• îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂ â çàãàëüíîìó âèïàäêó îäíîâèìiðíî¨ äå-

ôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ; çíà-
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õîäæåííÿ ñïåêòðó òà õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i

Êóëîíà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìàöi¨ òà àíàëiç öüîãî ðåçóëü-

òàòó äëÿ îêðåìèõ êîíêðåòíèõ âèïàäêiâ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè [2];

• óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ Äiðàêà íà âèïàäîê ëîðåíö-êîâàðiàíòíî¨ äå-

ôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ; ðîç-

ðàõóíîê ïîïðàâîê äî åíåð i¨ ðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà âîäíþ, ùî

çóìîâëåíi äåôîðìàöi¹þ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü [3].

Ðåçóëüòàòè ñòàòåé, ¨õíþ iíòåðïðåòàöiþ òà çàñòîñîâíiñòü âèêîðèñòàíèõ

ïiäõîäiâ ñïiâàâòîðè îáãîâîðþâàëè íà ïàðèòåòíèõ çàñàäàõ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ùî

âêëþ÷åíi äî äèñåðòàöi¨, çäîáóâà÷ ïðåäñòàâëÿâ îñîáèñòî íà òàêèõ êîí-

ôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ: Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Åâðèêà-2007� (Ëüâiâ,

2007); Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Åâðèêà-2008� (Ëüâiâ, 2008); Workshop

on Theoretical Physics (Lviv, 2009); Workshop on Current Problems in

Physics(Lviv, 2010); X Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìî-

ëîäèõ â÷åíèõ (Ëüâiâ, 2010); Çâiòíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ Ëüâiâñüêî-

ãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà çà 2010 ðiê (Ëüâiâ,

2011); 4th Workshop on Current Problems in Physics: Zielona G�ora � Lviv

(Zielona G�ora, 2011); XII Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìî-

ëîäèõ â÷åíèõ (Ëüâiâ, 2012); IV Young Scientists Conference �Modern

Problems of Theoretical Physics� (Kyiv, 2012); Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2013

(Ëüâiâ, 2013); Proceedings of VI International Conference �Physics of Di-

sordered Systems� (Lviv, 2013); Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2014 (Ëüâiâ, 2014);

XXXIII Max Born Symposium �Noncommutative geometry, quantum symmetri-

es and quantum gravity� (Wroclaw, 2014); Workshop on Current Problems
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in Physics (Lviv, 2014); Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2015 (Ëüâiâ, 2015); Ìiæíàðî-

äíà êîíôåðåíöiÿ �Åâðèêà-2015� (Ëüâiâ, 2015 ð).

Ïîäàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè íåîäíîðàçîâî îáãîâîðþâàëè íà íàóêî-

âèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî

óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi â ï'ÿ-

òè æóðíàëüíèõ ñòàòòÿõ [1�5] òà øiñòíàäöÿòè òåçàõ äîïîâiäåé íà êîí-

ôåðåíöiÿõ [6�21].
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Iäåÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ìà¹ äàâíþ iñòîðiþ [22]. Ùå â 1930 ð.

Ãàéçåíáåð  ïåðøèì âèñóíóâ ãiïîòåçó ïðî íåêîìóòàòèâíiñòü ïðîñòîðî-

âèõ êîîðäèíàò, ùî ïðèâîäèëà äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè [23], ÿê ìîæëè-

âèé ñïîñiá óñóíåííÿ ðîçáiæíîñòåé, ùî âèíèêàëè â êâàíòîâié åëåêòðî-

äèíàìiöi òà òåîði¨ ïîëÿ. Òiëüêè ÷åðåç 17 ðîêiâ iäåÿ ïðî ôóíäàìåíòàëü-

íó äîâæèíó, ïîäîëàâøè øëÿõ âiä Ãàéçåíáåð à äî Ïàéåðëñà òà Ïàóëi,

ïîòiì Îïïåíãåéìåðà òà Ñíàéäåðà [24], âðåøòi çíàéøëà ìàòåìàòè÷íå

îôîðìëåííÿ ó ðîáîòi îñòàííüîãî [25]. Äåôîðìîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ, çàïðîïîíîâàíi ó ðîáîòi [25], ìàþòü âèãëÿä:

[X̂µ, P̂ ν] = −i~[gµν − β′P̂ µP̂ ν],

[X̂µ, X̂ν] = −i~β′(P̂ µX̂ν−P̂ νX̂µ),

[P̂ µ, P̂ ν] = 0. (1.1)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé Ãàéçåíáåð à, ùî âiäïîâiäà¹ äåôîð-

ìîâàíié àë åáði (1.1), âèïëèâà¹, ùî íåìîæëèâî âèçíà÷èòè ïîëîæåííÿ

÷àñòèíêè ç òî÷íiñòþ áiëüøîþ íiæ ∆X0 = ~
√
β′.

Îäíàê â òîé æå ÷àñ ïðîöåäóðà ïåðåíîðìóâàííÿ ó êâàíòîâié åëå-

êòðîäèíàìiöi áóëà ðîçðîáëåíà i îòðèìàëà âèçíàííÿ. Òîìó, çâàæàþ÷è

íà çíà÷íi äîñÿãíåííÿ öi¹¨ òåõíiêè, àëüòåðíàòèâíi ïiäõîäè äî âèðiøåííÿ

ïðîáëåìè ðîçáiæíîñòåé, â òîìó ÷èñëi é iäåÿ êâàíòîâàíîãî ïðîñòîðó-
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÷àñó, íå íàáóëè çíà÷íî¨ ïîïóëÿðíîñòi. Ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ÷àñó îïó-

áëiêîâàíî íåáàãàòî ïðàöü íà òåìó êâàíòîâàíîãî ïðîñòîðó [26�30].

Çàöiêàâëåíiñòü öi¹þ ïðîáëåìîþ áóëà âiäíîâëåíà íàïðèêiíöi ìèíó-

ëîãî ñòîëiòòÿ äîñëiäæåííÿìè ç òåîði¨ ñòðóí, êâàíòîâî¨ òåîði¨ ÷îðíèõ

äið òà â êâàíòîâié  ðàâiòàöi¨, ÿêi ïåðåäáà÷àëè iñíóâàííÿ íåíóëüîâî¨

ìiíiìàëüíî¨ íåâèçíà÷åíîñòi êîîðäèíàò [31�33]. Êåìïôîì áóëî ïîêàçà-

íî, ùî ìiíiìàëüíà íåâèçíà÷åíiñòü êîîðäèíàòè ìîæå ïðèðîäíî ç'ÿâè-

òèñÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi øëÿõîì íåçíà÷íî¨ çìiíè (äåôîðìàöi¨) êàíî-

íi÷íèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü (àë åáðè Ãàéçåíáåð à) [34�38]. Ñà-

ìå ðîáîòè Êåìïôà ñòèìóëþâàëè äîñëiäæåííÿ òðàäèöiéíèõ êâàíòîâî-

ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ ó ïðîñòîðàõ ç ìiíiìàëüíîþ íåâèçíà÷åíiñòþ êîîðäè-

íàòè. Öi çàäà÷i äàþòü ìîæëèâiñòü âèÿâèòè âïëèâ êâàíòóâàííÿ ïðîñòî-

ðó íà ñïåêòðè òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

Íàéïðîñòiøîþ äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ ¹ çàïðîïîíîâàíà Êåìïôîì

àë åáðà [35]

[X̂, P̂ ] = i~(1 + βP̂ 2), (1.2)

ùî ïðèçâîäèòü äî ìiíiìàëüíî¨ íåâèçíà÷åíîñòi êîîðäèíàòè, ÿêó íàçèâà-

þòü ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Ó âèðàçi (1.2) ïîïðàâêà βP̂ 2 ¹ íåâåëèêîþ

äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü iìïóëüñó, à äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü iìïóëüñó ñóòò¹âî

âïëèâà¹ íà ïîâåäiíêó ÷àñòèíêè. ßêùî ïîêëàñòè β = 0, òî îòðèìó¹òüñÿ

êàíîíi÷íà àë åáðà Ãàéçåíáåð à. Äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷ â äåôîð-

ìîâàíié àë åáði ïðè îá÷èñëåííi ãðàíèöi β → 0 ðåçóëüòàòè ïåðåõîäÿòü

â óæå âiäîìi ðåçóëüòàòè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè äëÿ íåäåôîðìîâàíîãî âè-

ïàäêó. Ðîçóìíî ïðèïóñòèòè, ùî âiäïîâiäíiñòü ðåçóëüòàòiâ ïðè ãðàíè-

÷íîìó ïåðåõîäi âiä äåôîðìîâàíî¨ äî íåäåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåí-
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áåð à áóäå âèêîíóâàòèñÿ i äëÿ iíøèõ çàäà÷, ÿêi ùå íå ¹ ðîçâ'ÿçàíèìè,

àáî ùîäî ðîçâ'ÿçêó ÿêèõ âèíèêàþòü ñóìíiâè. Ñôîðìîâàíèé òàêèì ÷è-

íîì ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi, àíàëîã ïðèíöèïó âiäïîâiäíîñòi êâàíòîâî¨

òà êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè, áóäå ñëóãóâàòè íàì îäíèì ç ìåòîäiâ âåðèôiêàöi¨

îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè.

ßêùî β > 0, òî òàêà äåôîðìàöiÿ ñïðè÷èíÿ¹ iñíóâàííÿ ìiíiìàëü-

íî¨ äîâæèíè ∆Xmin = ~
√
β, òîáòî, ïðèíöèïîâî íå iñíó¹ ìîæëèâîñòi

âèìiðÿòè êîîðäèíàòó ç òî÷íiñòþ êðàùîþ íiæ ∆Xmin. Âiäçíà÷èìî, ùî

äåôîðìîâàíå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ ïðèçâîäèòü äî òàêî¨ æ íå-

ðiâíîñòi Ãàéçåíáåð à, ÿêà áóëà çàïðîïîíîâàíà ó òåîði¨ ñòðóí, â òåîði¨

÷îðíèõ äið, i ò. ï. Áà÷èìî, iñíóþòü ïiäñòàâè îòîòîæíèòè îïåðàòîðè,

ùî âiäïîâiäàþòü ôiçè÷íèì âåëè÷èíàì êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó ç îïå-

ðàòîðàìè X̂ òà P̂ , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äåôîðìîâàíîìó êîìóòàöiéíîìó

ñïiââiäíîøåííþ. Òîìó, áóäåìî âèìàãàòè, ùîá öi îïåðàòîðè áóëè åðìi-

òîâèìè îïåðàòîðàìè.

Çàãàëüíiøèé âèïàäîê îäíîâèìiðíî¨ àë åáðè ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ

[39,40]. Îòðèìàíî óìîâó íà ôóíêöiþ äåôîðìàöi¨, ÿêà ñëóãó¹ êðèòåði¹ì

ïðèñóòíîñòi ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè [40].

Çàóâàæèìî, ùî êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ (1.2) ¹ ÷àñòêîâèì âè-

ïàäêîì áiëüø çàãàëüíî¨ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè, äåùî ðàíiøå çàïðîïî-

íîâàíî¨ òèì æå Êåìïôîì [34]

[X, P̂ ] = i~(1 + αX̂2 + βP̂ 2). (1.3)

Öå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ ïðèâîäèòü äî ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà-

÷åíîñòåé, ÿêå äà¹ íå òiëüêè ìiíiìàëüíó äîâæèíó, àëå òàêîæ i ìiíiìàëü-

íèé iìïóëüñ. Îñîáëèâiñòþ àë åáðè (1.3) ¹ òå, ùî íå iñíó¹ íå ëèøå êîîð-
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äèíàòíîãî, àëå òàêîæ é iìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ êî-

îðäèíàòè òà iìïóëüñó. ßê âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè áóëî çàïðîïîíîâàíî

ïåðåéòè äî äåôîðìîâàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Áåðãìàíà-Ôîêà [41, 42], ùî

ñóòò¹âî óñêëàäíèëî îïèñ êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ó òàêîìó äåôîð-

ìîâàíîìó ïðîñòîði. Ðîáîòà [36] ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ìàêñèìàëüíî

ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ ó âèïàäêó äåôîðìàöi¨ ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ

òà ìàêñèìàëüíèì iìïóëüñîì. Â ðîáîòi [43] ïðîàíàëiçîâàíî ïðîáëåìè

êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ iç äåôîðìîâàíèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

(1.3).

Àë åáðà (1.2) ìîæå òàêîæ áóòè óçàãàëüíåíà íà áàãàòîâèìiðíèé

âèïàäîê. ßê âèÿâèëîñÿ, òàêèé ïðîñòið, âçàãàëi êàæó÷è, ñòà¹ íåêîìóòà-

òèâíèì. Íàéáiëüø âiäîìèì i îäíèì iç íàéïðîñòiøèõ óçàãàëüíåíü îäíî-

âèìiðíî¨ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè ¹ íàñòóïíà D-âèìiðíà àë åáðà, ÿêó òà-

êîæ çàïðîïîíóâàâ Êåìïô [38]

[X̂i, P̂j] = i~[(1 + βP̂ 2)δij + β′P̂iP̂j],

[P̂i, P̂j] = 0, (1.4)

[X̂i, X̂j] = i~
2β − β′ + (2β + β′)βP̂ 2

1 + βP̂ 2
(P̂iX̂j − P̂jX̂i).

Òóò β òà β′ ¹ äâà ìàëi íåâiä'¹ìíi ïàðàìåòðè. Çàóâàæèìî, ùî â öié àë-

 åáði ïîñòóëþþòüñÿ ëèøå ïåðøèõ äâà êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåííÿ.

Òðåò¹ êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ âèâîäèòüñÿ ç óìîâè çàìêíóòîñòi àë-

 åáðè, òîáòî âèêîíàííÿ òîòîæíîñòi ßêîái äëÿ äîâiëüíèõ îïåðàòîðiâ X̂i

òà P̂j. Àë åáðà (1.4) ïðèâîäèòü äî (içîòðîïíî¨) íåíóëüîâî¨ ìiíiìàëüíî¨

íåâèçíà÷åíîñòi êîîðäèíàò ∆X0 = ~
√
Dβ + β′. Äåôîðìîâàíà àëãåáðà ç

ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ â áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó òàêîæ ðîçãëÿäà-
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ëàñÿ â ðîáîòàõ [44,45].

Ïîäiáíî ÿê i îäíîâèìiðíà, áàãàòîâèìiðíà àë åáðà (1.4) âîëîäi¹ iì-

ïóëüñíèì ïðåäñòàâëåííÿì. Îäíàê, îñêiëüêè îïåðàòîðè êîîðäèíàò íå

êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ, òî íåìîæëèâî çàïèñàòè íàâiòü ôîðìàëüíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè áåç âèêîðèñòàííÿ äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ, à âèêëþ÷íî ÷åðåç îïåðàòîðàìè ìíîæåííÿ. Öÿ îñî-

áëèâiñòü àë åáðè (1.4) ïðèâîäèòü äî äîäàòêîâèõ òðóäíîùiâ ïðè ðîçâ'ÿ-

çóâàííi êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî iñíóþòü òàêîæ iíøi óçàãàëüíåííÿ àë åáðè

(1.2) íà áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê [38, 46], îäíàê îñîáëèâèé iíòåðåñ äî

àë åáðè (1.4) ïîâ'ÿçàíèé ç ¨¨ äîñòàòíüî ïðîñòèì âèãëÿäîì, ç iñíóâàííÿì

iìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ àë åáðè, à òàêîæ iíâàðiàí-

òíiñòþ àë åáðè âiäíîñíî ïîâîðîòiâ. Äîñèòü öiêàâîþ ¹ àë åáðà, ùî áóëà

çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòàõ [47,48]

[X̂i, P̂j] = i~

[
δij − α

(
P̂ δij +

P̂iP̂j

P̂

)
+ α2

(
P̂ 2δij + 3P̂iP̂j

)]
,

[P̂i, P̂j] = 0, [X̂i, X̂j] = 0, (1.5)

äå P̂ 2 =
∑D

i=1 P̂iP̂i. Àë åáðà (1.5) ¹ êîìóòàòèâíîþ i âîëîäi¹ ôîðìàëü-

íèì êîîðäèíàòíèì ïðåäñòàâëåííÿì, ÿêå ìà¹ äîñèòü ïðîñòèé âèãëÿä

X̂i = x̂i, (1.6)

P̂j = p̂j
(
1− αp̂+ α2p̂2

)
. (1.7)

Òóò îïåðàòîðè x̂i òà p̂j çàäîâîëüíÿþòü íåäåôîðìîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiâ-

âiäíîøåíííÿ [x̂i, p̂j] = i~δij, à òàêîæ p̂2 =
∑D

i=1 p̂ip̂i.
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Íà âiäìiíó âiä àë åáðè Ñíàéäåðà, àë åáðà (1.4) íå ¹ ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ.

Òîìó ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ó ïðî-

ñòîði ç äåôîðìàöi¹þ (1.4) ¹ íå çîâñiì êîðåêòíèì. Îäíàê D-âèìiðíà

äâîïàðàìåòðè÷íà äåôîðìîâàíà àë åáðà (1.4) äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ

íà ðåëÿòèâiñòñüêèé âèïàäîê. Ìàáóòü, íàéïðîñòiøèì óçàãàëüíåííÿì ¹

(D + 1)-âèìiðíà Ëîðåíö-êîâàðiàíòíà àë åáðà ïðîñòîðó-÷àñó, ÿêà áóëà

çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [49]. Öÿ àë åáðà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

[X̂µ, P̂ ν] = −i~[(1− βP̂ρP̂ ρ)gµν − β′P̂ µP̂ ν],

[X̂µ, X̂ν] = i~
2β−β′− (2β+β′)βP̂ρP̂

ρ

1−βP̂ρP̂ ρ
(P̂ µX̂ν−P̂ νX̂µ),

[P̂ µ, P̂ ν] = 0, (1.8)

äå gµν = gµν = diag(1,−1,−1, . . . ,−1) - ìåòðè÷íèé òåíçîð. Îïåðàòîðè

êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó, ùî âõîäÿòü â àë åáðó (1.8) ¹ åðìiòîâèìè ïî

âiäíîøåííþ äî ìîäèôiêîâàíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ç âàãîâîþ ôóí-

êöi¹þ, ÿêà ìîæå ñòàòè ñèíãóëÿðíîþ, ÿêùî ìè äîçâîëèìî ÷àñòèíêàì

âîëîäiòè äóæå âåëèêèìè åíåðãiÿìè. Öå îçíà÷à¹, ùî ñòàíè ç òàêèìè

åíåðãiÿìè ìàþòü áóòè ðîçãëÿíóòi ÿê íåôiçè÷íi. Iíøèìè ñëîâàìè åíåð-

ãi¨, ùî âiäïîâiäàþòü ôiçè÷íèì ñòàíàì ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâi

(β + β′)

(
E

c

)2

< 1. (1.9)

Â òàêîìó âèïàäêó âàãîâà ôóíêöiÿ iç ìîäèôiêîâàíîãî ñêàëÿðíîãî äî-

áóòêó áóäå âiëüíà âiä ñèíãóëÿðíîñòåé.

Àë åáðà (1.8) ¹ öiëêîì íîâîþ àë åáðîþ i íå ìîæå áóòè çâåäåíîþ

äî àë åáðè (1.4) â íåðåëÿòèâiñòñüêié ãðàíèöi. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó

D = 3, β = 0 àë åáðà (1.8) ¹ åêâiâàëåíòíà äî àë åáðè Ñíàéäåðà.
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ßê ìè âæå çãàäóâàëè, ïðè âèðiøåííi êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ çàäà÷

âèíèêàþòü äåÿêi òðóäíîùi, ïîâ'ÿçàíi ç äåôîðìàöi¹þ êîìóòàöiéíèõ ñïiâ-

âiäíîøåíü (1.2). Òîìó òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà îòðè-

ìàíî ëèøå äëÿ êiëüêîõ ñèñòåì. Â ðîáîòi [35] ðîçãëÿíóòî îäíîâèìið-

íèé ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð ç ìiíiìàëüíîþ íåâèçíà÷åíiñòþ êîîðäèíà-

òè. Îòðèìàíî òî÷íi âèðàçè äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié â iìïóëüñíîìó ïðåä-

ñòàâëåííi òà äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà â

ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ

En = ~ω
(
n+

1

2

)(
1

4
√
r

+

√
1 +

1

16
√
r

)
+

~ω
4
√
r
n2, (1.10)

äå r = 1/(2βm~ω)2, m òà ω � ìàñà òà ÷àñòîòà îñöèëÿòîðà. ßê áà-

÷èìî, åíåðãåòè÷íi ðiâíi àñèìïòîòè÷íî, ïðè âåëèêèõ n, çðîñòàòèìóòü

ÿê n2. Öåé ðåçóëüòàò áóâ óçàãàëüíåíèé íà áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê ó

ðîáîòàõ [50,51]. Áóëî ïîêàçàíî, ùî åíåðãåòè÷íi ðiâíi D-âèìiðíîãî içî-

òðîïíîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ïðè âåëèêèõ êâàíòîâèõ ÷èñëàõ n

çðîñòàþòü ïðîïîðöiéíî äî n2, ïîäiáíî ÿê i â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Òàêîæ çíàéäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó îäíîâè-

ìiðíîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ó äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíi-

ìàëüíîþ íåâèçíà÷åíiñòþ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó ìåòîäàìè ñóïåðñè-

ìåòði¨ [52, 53].

Â êîíòåêñòi äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè (1.4) ðîçãëÿäàëîñÿ ðiâíÿííÿ

Äiðàêà äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ çàäà÷i ïðî òðèâèìiðíèé îñöèëÿòîð Äiðà-

êà [54]. Çíàéäåíî òî÷íi âèðàçè äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó òà õâèëüî-

âèõ ôóíêöié ìåòîäàìè ñóïåðñèìåòði¨ ç ôîðì-iíâàðiàíòíiñòþ. Òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê (2 + 1) âèìiðíîãî îñöèëÿòîðà Äiðàêà â ìàãíiòíîìó ïîëi ó

ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâ-
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æèíîþ çíàéäåíî â [55].

Òàêîæ çíàéäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ (1 + 1) - âèìiðíîãî îñöè-

ëÿòîðà Äiðàêà ó ïðîñòîði ç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâàíîþ àë-

 åáðîþ [49]. Íà âiäìiíó âiä íåäåôîðìîâàíîãî âèïàäêó åíåðãåòè÷íèé

ñïåêòð îñöèëÿòîðà Äiðàêà ó äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç àë åáðîþ (1.8)

¹ îáìåæåíèì çâåðõó.

Ó ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ

(1.2) ðîçãëÿäàëàñÿ îäíîâèìiðíà çàäà÷à Êóëîíà [56,57]. Áóëî îòðèìàíî

åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ ÷àñòèíêè â ïîòåíöiàëi

1/X̂. Îäíàê â çãàäàíèõ ðîáîòàõ âèíèêëà äèñêóñiÿ ñòîñîâíî ïèòàííÿ

îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂ òà âèáîðó óìîâè êâàíòóâàííÿ. Âiäïîâiäi íà

öi ïèòàííÿ, ùî äîâãî çàëèøàëèñÿ âiäêðèòèìè, ïðîïîíó¹òüñÿ â öié ðî-

áîòi.

Òàêîæ ðîçãëÿäàëàñÿ òðèâèìiðíà çàäà÷à ïðî ÷àñòèíêó â ïîòåíöiàëi

1/R̂2 [58, 59] i ïîêàçàíî, ùî â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ ïîòåíöiàë 1/R̂2 ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ. Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i çíàéäåíî

òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà äëÿ s-ñòàíiâ íà ìîâi ôóíêöié

Ãîéíà.

Òðóäíîùi â îòðèìàííi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çà-

äà÷ ó ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

çìóøóþòü çàñòîñîâóâàòè ïåðòóðáàòèâíi ìåòîäè òà ÷èñåëüíi îá÷èñëå-

ííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ çàäà÷. Çîêðåìà, â ðîáîòi [37] ðîçãëÿíóòî

D-âèìiðíèé içîòðîïíèé ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð â ðàìêàõ òåîði¨ çáó-

ðåíü. ßê âèÿâèëîñÿ çãîäîì, öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè òî÷íî, ïðî

ùî ìè âæå çãàäóâàëè.
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Îêðåìî¨ óâàãè çàñëóãîâó¹ çàäà÷à ïðî àòîì âîäíþ â ïðîñòîði ç

äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à â íåðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó.

Âïåðøå öþ çàäà÷ó â ðàìêàõ òåîði¨ çáóðåíü áóëî ðîçãëÿíóòî â ðîáî-

òi [60] ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó 2β = β′ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè (1.2).

Ïiçíiøå â ðîáîòi [61] öåé ðåçóëüòàò áóâ óçàãàëüíåíèé íà âèïàäîê äî-

âiëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ äåôîðìàöi¨. Òàêîæ ðîáîòà [61] ìiñòèòü ðå-

çóëüòàòè äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó àòîìà âîäíþ, ùî áóëè îòðèìàíi

÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. ßê âèÿâèëîñÿ, âèðàçè äëÿ ïîïðàâîê äî åíåðãi¨

s-ðiâíiâ ìiñòÿòü ðîçáiæíîñòi, òîìó çâè÷íà òåîðiÿ çáóðåíü ¹ íåçàñòî-

ñîâíîþ äëÿ òàêèõ ñòàíiâ. Äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè â ðîáîòi [62]

áóëà çàïðîïîíîâàíà âiëüíà âiä ðîçáiæíîñòåé ìîäèôiêîâàíà òåîðiÿ çáó-

ðåíü, çàñíîâàíà íà iäå¨ òàê çâàíîãî çñóíóòîãî ðîçêëàäó. Öå äîçâîëèëî

îá÷èñëèòè ïîïðàâêè äî âñiõ áåç âèêëþ÷åííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ àòî-

ìà âîäíþ â ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à [62, 63].

Òàêîæ áóëî äîñëiäæåíî âïëèâ äåôîðìàöi¨ ïðîñòîðó íà ìàãíiòíèé îð-

áiòàëüíèé ìîìåíò åëåêòðîíà â àòîìi âîäíþ ó äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði

ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ [64].

Çàäà÷à ðîçñiÿííÿ íà öåíòðàëüíèõ ïîòåíöiàëàõ â äåôîðìîâàíîìó

ïðîñòîði äîñëiäæóâàëàñÿ â ðîáîòi [65]. Çíàéäåíî âèðàçè äëÿ àìïëi-

òóä òà äèôåðåíöiàëüíèõ ïåðåðiçiâ ðîçñiÿííÿ íà ïîòåíöiàëàõ Êóëîíà òà

Þêàâè â áîðíiâñüêîìó íàáëèæåííi.

Ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ ÷àñòèíîê, ïîìiùåíèõ â ãðàâiòàöiéíó êâàíòîâó

ÿìó òà ñêií÷åííó ÷è íåñêií÷åííó ïðÿìîêóòíó ÿìó áóëè çíàéäåíi â [66�

68].

Êâàçiêëàñè÷íå íàáëèæåííÿ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëü-
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íîþ äîâæèíîþ áóëî ðîçâèíóòå â ðîáîòi [69]. Çàïèñàíî óçàãàëüíåííÿ

ïðàâèëà êâàíòóâàííÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà íà âèïàäîê äåôîðìàöi¨ òà

çíàéäåíî åíåðãåòè÷íi ñïåêòðè äëÿ íèçêè îäíîâèìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ

êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ çàäà÷, òàêèõ ÿê: îäíîâèìiðíi ãàðìîíi÷íi òà àíãàð-

ìîíi÷íi îñöèëÿòîðè òà ïîòåíöiàëè 1/X̂ òà 1/X̂2, à òàêîæ òðèâèìiðíèé

ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð òà àòîì âîäíþ. Çãîäîì äåÿêi ç öèõ ðåçóëüòàòiâ

áóëî óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê äåôîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ òà iìïóëüñîì [70].

Ó êëàñè÷íié ãðàíèöi

1

i~
[Â, B̂]⇒ {A,B} (1.11)

äåôîðìîâàíà àë åáðà (1.4) ïðèâîäèòü äî äåôîðìàöi¨ êàíîíi÷íèõ äóæîê

Ïóàññîíà [71,72]

{Xi, Pj} = [(1− βP 2)δij − β ′PiPj],

{Xi, Xj} =
2β − β ′ + (2β + β

′
)βP 2

1 + βP 2
(PiXj − PiXj), (1.12)

{Pi, Pj} = 0.

Óçàãàëüíåííÿì îçíà÷åííÿ äóæêè Ïóàññîíà äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ôóí-

êöié êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ F òà G ¹ âèðàç

{F,G} =

(
∂F

∂Xi

∂G

∂Pj
− ∂F

∂Pi

∂G

∂Xj

)
{Xi, Pj}+

∂F

∂Xi

∂G

∂Xj
{Xi, Xj}. (1.13)

Òàêà çàãàëüíà ôîðìà äóæîê Ïóàññîíà çáåðiãà¹ òi æ âëàñòèâîñòi äó-

æîê Ïóàññîíà, ùî é ó íåäåôîðìîâàíîìó âèïàäêó, à ñàìå: àíòèñèìå-

òðè÷íiñòü, áiëiíiéíiéñòü, à òàêîæ âèêîíàííÿ ïðàâèëà Ëåéáíiöà òà òî-

òîæíîñòi ßêîái. Íà îñíîâi äåôîðìîâàíèõ äóæîê Ïóàññîíà (1.12) áóëî
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äîñëiäæåíî âïëèâ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè íà ïîâåäiíêó êëàñè÷íèõ ñè-

ñòåì. Çîêðåìà ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ âïëèâó äåôîðìàöi¨ íà ðóõ â

öåíòðàëüíîìó ïîëi òà îòðèìàíî ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ÷àñòèíîê â ïî-

òåíöiàëi ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà òà ïîòåíöiàëi Êóëîíà [72]. Çíàéäåíî

òàêîæ óçàãàëüíåííÿ òðåòüîãî çàêîíó Êåïëåðà íà âèïàäîê äåôîðìîâà-

íèõ äóæîê Ïóàññîíà (1.12) [73], àíàëîã òåîðåìè Ëióâiëëÿ, âèðàç äëÿ

ãóñòèíè ñòàíiâ, ñêií÷åííó êîñìîëîãi÷íó ñòàëó, à òàêîæ îòðèìàíî óçà-

ãàëüíåíèé çàêîí Ïëàíêà äëÿ ãóñòèíè âèïðîìiíþâàííÿ àáñîëþòíî ÷îð-

íîãî òiëà [74].

Àâòîðè ðîáîòè [75] çíàéøëè ìîäèôiêîâàíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-

ßêîái i íà éîãî îñíîâi çàïèñàëè ðiâíÿííÿ ðóõó ÷àñòèíêè â ðàìêàõ íüþ-

òîíiâñüêî¨ äèíàìiêè òà çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi. Â ðîáîòi òàêîæ

áóëî äîñëiäæåíî ïðåöåñiþ ïëàíåòàðíèõ îðáiò òà îòðèìàíî îöiíêó íà

ïàðàìåòð äåôîðìàöi¨ íà îñíîâi ïîðiâíÿííÿ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ç

åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè äëÿ ïðåöåñi¨ Ìåðêóðiþ.

Çàóâàæèìî, ùî êóò ïðåöåñi¨ êåïëåðiâñüêî¨ îðáiòè, ùî ïîâ'ÿçàíèé ç

äåôîðìàöi¹þ ïðîñòîðó ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ ìîæå áóòè çíàéäåíèé

iíøèì (ïðîñòiøèì) ìåòîäîì, ùî îñíîâàíèé íà âëàñòèâîñòÿõ âåêòîðà

Ãàìiëüòîíà [76,77].

Òàêîæ ïðîâîäèëèñÿ äîñëiäæåííÿ âïëèâó äåôîðìàöi¨ ïðîñòîðó ç

ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ íà âèãëÿä ïåðåòâîðåíü Ãàëiëåÿ òà Ëîðåíöà

[78]. Äëÿ íåðåëÿòèâiñòñüêîãî âèïàäêó âèÿâëåíî, ùî äåôîðìîâàíi ïå-

ðåòâîðåííÿ Ãàëiëåÿ ¹ ïîäiáíèìè äî íåäåôîðìîâàíèõ ïåðåòâîðåíü Ëî-

ðåíöà, çàïèñàíèõ äëÿ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ç ñèãíàòóðîþ (+,+,+,+).

Ðîëü øâèäêîñòi âiäiãðà¹ âåëè÷èíà ïîâ'ÿçàíà ç ïàðàìåòðîì äåôîðìàöi¨,
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ÿêà çãiäíî îöiíîê ïðîâåäåíèõ ó ðîáîòi, ñóòò¹âî áiëüøà çà øâèäêiñòü ñâi-

òëà. Ó ðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó äåôîðìàöiÿ ïðîñòîðó ïðèâîäèòü äî

íåäåôîðìîâàíèõ ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà, îäíàê ç åôåêòèâíîþ øâèäêi-

ñòþ ñâiòëà.

Ñòàòèñòè÷íà ìåõàíiêà â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ äîñëiäæóâàëàñü ó ðîáîòàõ [79�81]. Áóëî çàïðîïîíîâàíî êëà-

ñè÷íèé ìåòîä äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, íà îñíîâi ÿêîãî áóëî

îòðèìàíî âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè òà òåïëî¹ìíîñòi äëÿ iäåàëüíî-

ãî ãàçó òà ñèñòåìè ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ [79]. Âïëèâ äåôîðìàöi¨ íà

iäåàëüíi áîçå òà ôåðìi ãàçè çíàéäåíî â [80]. Àâòîðè [81] ðîçãëÿíóëè ñè-

ñòåìó ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ç íååêñòåíñèâíîþ ñòàòèñòèêîþ Òñàëiñà

â ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ.

Îêðåìî âàðòî âèäiëèòè ðîáîòè, â ÿêèõ áóëî ïîêàçàíî, ùî ÿêùî

ïðèïóñòèòè, ùî ïàðàìåòð äåôîðìàöi¨ ÷àñòèíêè ¹ îáåðíåíî ïðîïîðöié-

íèé äî êâàäðàòó ¨¨ ìàñè, òî ìîæíà âèðiøèòè öiëó íèçêó ïðîáëåì, ÿêi

âèíèêàþòü â äåôîðìîâàíié êëàñè÷íié ìåõàíiöi [82, 83]. �äèíà óìîâà

βm2 = const ïðèâîäèòü äî âèðiøåííÿ ïðîáëåìè ïîðóøåííÿ ïðèíöè-

ïó åêâiâàëåíòíîñòi â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði, çàáåçïå÷ó¹ àäèòèâíiñòü

êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨, íåçàëåæíiñòü êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè áàãàòüîõ

÷àñòèíîê âiä êîìïîçèöi¨ [83], à òàêîæ ïîÿñíþ¹ íåïðàâäîïîäiáíî ìàëèé

ðåçóëüòàò äëÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, îòðèìàíèé ç ïîðiâíÿííÿ ñïîñòå-

ðåæóâàíî¨ ïðåöåñi¨ ïåðèãåëiþ Ìåðêóðiþ òà òåîðåòè÷íèõ îöiíîê äëÿ öi¹¨

ïðåöåñi¨ [82].

Öiêàâî, ùî ïðèïóùåííÿ ïðî çâ'ÿçîê ïàðàìåòðà äåôîðìàöi¨ ç ìà-

ñîþ ìîæå ìàòè áiëüø ôóíäàìåíòàëüíèé õàðàêòåð, îñêiëüêè íåùîäàâ-
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íî ïîäiáíi ñïiââiäíîøåííÿ áóëè îòðèìàíi äëÿ àë åáð ç íåêîìóòàòèâíi-

ñòþ [84�89].

Iñíóâàííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ìîæå ìàòè öiêàâi íàñëiäêè äëÿ

ðå óëÿðèçàöi¨ ðîçáiæíîñòåé ó êâàíòîâié ìåõàíiöi. Ïðè íàÿâíîñòi òàêèõ

äåôîðìàöié íå ìîæíà ëîêàëiçóâàòè ÷àñòèíêó â ÿê çàâãîäíî ìàëîìó

îá'¹ìi (â [90] áóëî ïîêàçàíî, ùî íå iñíó¹ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ äëÿ ÷àñòèíêè

ó äîñòàòíüî âóçüêié íåñêií÷åííî âèñîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi). Áóëî ïî-

êàçàíî, ùî òàêà äåôîðìàöiÿ ñïðè÷èíÿ¹ åôåêòèâíå çìåíøåííÿ ãóñòèíè

âèñîêîåíåð åòè÷íèõ ñòàíiâ [74, 91]. Íà ïðèêëàäi åôåêòó Êàçèìèðà áó-

ëî ïîêàçàíî, ùî ó êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi çíèêàþòü ðîçáiæíîñòi,

ïîâ'ÿçàíi ç íåñêií÷åííîþ åíåð i¹þ ôîòîííîãî âàêóóìó [92�94].

Äîñëiäæåííÿ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì â äåôîðìîâàíîìó ïðî-

ñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ ¹ öiêàâèì íå òiëüêè ç ìàòåìàòè÷íî¨

òî÷êè çîðó, àëå òàêîæ ç ôiçè÷íî¨, îñêiëüêè âîíè äàþòü ìîæëèâiñòü

âðàõóâàòè âïëèâ äåôîðìàöi¨ íà åíåðãåòè÷íi ñïåêòðè. Ïîðiâíÿííÿ öèõ

ðåçóëüòàòiâ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ìîæå äàòè îöiíêó âåëè÷èíè

ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè (äèâ, íàïðèêëàä, [4]).

Òàêèì ÷èíîì çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìà äîñëiäæåííÿ ïðî-

ñòèõ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ âiäîìèé òî÷íèé ñïåêòð â

íåäåôîðìîâàíîìó âèïàäêó i äëÿ ÿêèõ ìîæíà ïðîàíàëiçóâàòè âïëèâ íà-

ÿâíîñòi äåôîðìàöié íà ïîâåäiíêó ñèñòåìè. Òîé ôàêò, ùî äåôîðìàöiÿ

êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü ïåðåäáà÷à¹ ìiíiìàëüíó äîâæèíó, ïðèçâî-

äèòü äî òîãî, ùî â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði íå iñíó¹ êîîðäèíàòíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ. Ç îãëÿäó íà öå îñîáëèâî öiêàâèì ¹ äîñëiäæåííÿ âïëè-

âó äåôîðìàöié íà ñèñòåìè ç ñèí óëÿðíîñòÿìè. Îäíi¹þ ç òàêèõ çàäà÷
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¹ îäíîâèìiðíà êóëîíiâñüêà çàäà÷à, ÿêà ðàíiøå âæå äîñëiäæóâàëàñÿ.

Îäíàê äåÿêi ïèòàííÿ, çîêðåìà òi, ùî ñòîñóþòüñÿ îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà

îäíîâèìiðíîãî ïîòåíöiàëó Êóëîíà, íå çíàéøëè âiäïîâiäi â ïîïåðåäíiõ

ðîáîòàõ. Iíøîþ öiêàâîþ çàäà÷åþ ¹ çàäà÷à ïðî ðåëÿòèâiñòñüêèé àòîì

âîäíþ, ÿêà, çâàæàþ÷è íà âèñîêèé ðiâåíü òî÷íîñòi ¨¨ åêñïåðèìåíòàëü-

íîãî òà òåîðåòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ, ¹ iäåàëüíèì îá'¹êòîì íà ïåðåâiðêó

iñíóâàííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

Íåçíà÷íà ìîäèôiêàöiÿ êàíîíi÷íèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü ìî-

æå ñïðè÷èíèòè çíà÷íi åôåêòè. Öiêàâî ïîðiâíÿòè ÿê ðiçíi âèäè äåôîð-

ìàöi¨ âïëèâàþòü íà îäíó i òó æ êâàíòîâó ñèñòåìó. Â öié ðîáîòi ìè òà-

êîæ äîñëiäèìî áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê äåôîðìàöi¨ êàíîíi÷íîãî êîìó-

òàöiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Ñåðåä íèõ òàêîæ

i òàêi, ùî ïðèâîäÿòü äî iñíóâàííÿ âåðõíüîãî îáìåæåííÿ íà çíà÷åííÿ

êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ ÷àñòèíêè.
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Ðîçäië 2

Ôiçè÷íi ñòàíè ó äåôîðìîâàíîìó

ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ

2.1 Âñòóï

Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ ¹ òå,

ùî âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè áiëüø íå ¹ ôiçè÷íèìè ñòàíàìè,

îñêiëüêè äëÿ öèõ ñòàíiâ äèñïåðñiÿ êîîðäèíàòè ∆X = 0 < ∆Xmin.

Â ðåçóëüòàòi, ìè âæå íå ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè êîîðäèíàòíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ. Â çàãàëüíîìó, ñòàíè ç ∆X < ∆Xmin íå íàëåæàòü äî îáëàñòi

ôiçè÷íèõ ñòàíiâ íà âiäìiíó âiä ñòàíiâ ç ∆X ≥ ∆Xmin. Îäíèì ç ìîæëè-

âèõ ñïîñîáiâ ïðîñòîðîâîãî îïèñó ñèñòåìè ¹ âèêîðèñòàííÿ ìàêñèìàëüíî

ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ, äëÿ ÿêèõ ∆X = ∆Xmin, ÿê óçàãàëüíåííÿ âëà-

ñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè íà âèïàäîê ïðèñóòíîñòi ìiíiìàëü-

íî¨ äîâæèíè. Ó ðîáîòi [35] áóëî çàïðîïîíîâàíî îòðèìàòè ìàêñèìàëüíî

ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ÿê îêðåìi êîãåðåíòíi ñòàíè. Îäíàê, ÿê öå áóëî ïî-

êàçàíî â [90], öåé ðåçóëüòàò ¹ ïðàâèëüíèì òiëüêè äëÿ êiëüêîõ îêðåìèõ

âèïàäêiâ äåôîðìàöi¨. Â ðîáîòi [90] áóëî çàïðîïîíîâàíî áiëüø çàãàëüíå

âèçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ íà îñíîâi âàðiàöiéíîãî

ïðèíöèïó. Ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè áóëè ðîçãëÿíóòi ó âèïàäêó

çàãàëüíiøî¨ ìîäèôiêàöi¨ êîìóòàöiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðàòî-
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ðàìè êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó, ÿêà çàëåæèòü âiä âñiõ ñòåïåíiâ ïàðàìå-

òðà äåôîðìàöi¨ [95�97], ó âèïàäêó íàÿâíîñòi ÿê ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè

òàê i ìàêñèìàëüíîãî iìïóëüñó [98] àáî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíà òà iìïóëü-

ñó [36], îäíî÷àñíî ïîâîðîíòî- òà òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíèé âèïàäîê

äåôîðìàöi¨ [38] i, íàðåøòi, â íåêîìóòàòèâíèõ êâàíòîâèõ òåîðiÿõ [99].

Îäíàê, êðèòåðié ïðèíàëåæíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ äî ìíîæèíè

ôiçè÷íèõ ôóíêöié, à òàêîæ çâ'ÿçîê êîíêðåòíîãî ôiçè÷íîãî ñòàíó ç ìà-

êñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèìè ñòàíàìè ùå íå áóëè ðîçãëÿíóòi. Ó äàíié

ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi ôiçè÷íèõ ñòàíiâ òà ñïîñîáè äèñêðåòíî-

ãî ïðåäñòàâëåííÿ îáëàñòi ôiçè÷íèõ ñòàíiâ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði

(1.2).

2.2 Ïðî äåôîðìîâàíó àë åáðó

2.2.1 Óçàãàëüíåíèé ïðèíöèï íåâèçíà÷åíîñòi òà ïðåäñòàâëå-

ííÿ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè

Äëÿ íåêîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ X̂ òà P̂ , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äåôîðìî-

âàíó àë åáðó (1.2), ìîæíà çàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé

äëÿ íåêîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåí-

íÿ, ÿêå â ëiòåðàòóði îòðèìàëî íàçâó óçàãàëüíåíèé ïðèíöèï íåâèçíà÷å-

íîñòi ( ç àíãë. Generalized Uncertainty Principle(GUP)). Îñü öå ñïiââiä-

íîøåííÿ

∆X ≥ ~
2

(
1 + β〈P̂ 〉2

∆P
+ β∆P

)
. (2.1)

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷åííÿ ∆X =

√
〈(∆X̂)2〉 òà ∆P =

√
〈(∆P̂ )2〉.

Ç íåðiâíîñòi (2.1) ìè îòðèìó¹ìî, ùî äèñïåðñiÿ êîîðäèíàòè ∆X ìà¹ ìi-
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íiìóì

∆X0 = ~
√
β

√
1 + β〈P̂ 〉2, (2.2)

ÿêèé äîñÿãà¹òüñÿ êîëè ∆P =
√

1
β + 〈P̂ 〉2.

ΔX

ΔX0 ΔP

Ðèñ. 2.1: Óçàãàëüíåíèé ïðèíöèï íåâèçíà÷åíîñòi

Iñíóþòü ðiçíi ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ àë åáðè (1.2). Îäíå ç íèõ öå iì-

ïóëüñíå ïðåäñòàâëåííÿ, êîëè îïåðàòîð iìïóëüñó ¹ îïåðàòîðîì ìíîæå-
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ííÿ

X̂ = i~(1 + βP 2)
d

dP
, (2.3)

P̂ = P.

Îäíàê â òàêîìó çàïèñi îïåðàòîð êîîðäèíàòè íå ¹ åðìiòîâèì. Òîìó, äëÿ

òîãî ùîá çàáåçïå÷èòè åðìiòîâiñòü îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ñêàëÿðíèé äî-

áóòîê äëÿ ñòàíiâ Ψ(P ) = 〈P |Ψ〉 òà Φ(P ) = 〈P |Φ〉 ó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði ñòàíiâ ìà¹ áóòè ìîäèôiêîâàíèé ÷åðåç ââåäåííÿ âàãîâî¨ ôóíêöi¨

〈Ψ|Φ〉 =

∫ +∞

−∞

dP

1 + βP 2
Ψ∗(P )Φ(P ). (2.4)

Îäèíè÷íèé îïåðàòîð òåïåð çàïèøåòüñÿ

1̂ =

∫
−∞+∞ dP

1 + βP 2
|P 〉〈P |. (2.5)

Òîäi, äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà iìïóëüñó ìà-

òèìåìî

〈P ′|P ′′〉 = 〈P ′|1̂|P ′′〉 =

∫ +∞

−∞

dP

1 + βP 2
〈P ′|P 〉〈P |P ′′〉. (2.6)

Ïðèãàäàâøè îçíà÷åííÿ äëÿ äåëüòà-ôóíêöi¨

〈P ′|P ′′〉 =

∫ +∞

−∞
dPδ(P − P ′)e〈P |P ′′〉, (2.7)

çíàõîäèìî âèðàç äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà iìïóëüñó â iìïóëü-

ñíîìó ïðåäñòàâëåííi

〈P |P ′〉 = (1 + βP 2)δ(P − P ′). (2.8)

Iíøå ïðåäñòàâëåííÿ, ùî òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ àë åáði (1.2) ¹ òàê çâà-

íå ïñåâäîêîîðäèíàòíå ïðåäñòàâëåííÿ. Ó öüîìó ïðåäñòàâëåííi îïåðàòîð
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êîîðäèíàòè ¹ îïåðàòîðîì äèôåðåíöiþâàííÿ ÿê i â íåäåôîðìîâàíîìó

âèïàäêó. Êâàçiêîîðäèíàòíå ïðåäñòàâëåííÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

X̂ = i~
d

dp
, P̂ =

1√
β
tg
√
βp. (2.9)

Òóò ïàðàìåòð p çìiíþ¹òüñÿ â ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó
[
− π

2
√
β
, π

2
√
β

]
. Ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê â öüîìó ïðåäñòàâëåííi çàïèñó¹òüñÿ â òàêîìó âèãëÿäi

< Ψ|Φ >=

∫ + π
2
√
β

− π
2
√
β

dpΨ∗(p)Φ(p). (2.10)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî çàìiíà

p =
1√
β
arctg

√
βP (2.11)

â iíòåãðàëi (2.10) ïðèâîäèòü äî âèðàçó (2.4). Îäèíè÷íèé îïåðàòîð ó

öüîìó ïðåäñòàâëåííi çàïèñó¹òüñÿ

1̂ =

∫ − π
2
√
β

− π
2
√
β

dp|p〉〈p|, (2.12)

à äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà iìïóëüñó ìàòèìå-

ìî

〈p|p′〉 = δ(p− p′). (2.13)

2.2.2 Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ äëÿ îïåðàòî-

ðà êîîðäèíàòè. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ

îïåðàòîðà êîîðäèíàòè â ïðåäñòàâëåííi (5.9)

i~
d

dp
ΨΛ(p) = ΛΨΛ(p). (2.14)
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Ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

ΨΛ(p) =

√√
β

π
e−i

Λ
~ p. (2.15)

Çàóâàæèìî, ùî öåé ðåçóëüòàò â ïðåäñòàâëåííi (2.3) áóâ îòðèìàíèé â

ðîáîòi [35]

Ψ̃Λ(P ) =

√√
β

π
e−i

Λ
~
√
β
arctg

√
βP . (2.16)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ìà¹

âèãëÿä

< ΨΛ|ΨΛ‘ > =

√
β

π

∫ + π
2
√
β

− π
2
√
β

dpe−i
Λ−Λ‘

~ p (2.17)

=
2~
√
β

π(Λ− Λ‘)
sin

(
Λ− Λ‘

2~
√
β
π

)
.

Ç âèðàçó (2.18) ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âñþ ñóêóïíiñòü âëàñíèõ ñòàíiâ

îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ìîæíà ïîäiëèòè íà ìíîæèíè, ÿêi íóìåðóþòüñÿ

ïàðàìåòðîì λ ∈ [−1, 1)

{Ψ(λ+2n)~
√
β(p), n ∈ Z}. (2.18)

Ôóíêöi¨ ç ìíîæèíè (2.18) ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè

< Ψ(λ+2n)~
√
β|Ψ(λ+2m)~

√
β >= δm,n. (2.19)

Äîâåäåìî, ùî êîæíà ç öèõ ìíîæèí óòâîðþ¹ ïîâíèé áàçèñ. ßêùî öå

¹ òàê, òî äîâiëüíó õâèëüîâó ôóíêöiþ ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä çà öi¹þ

ìíîæèíîþ

Ψ(p) =
∞∑

n=−∞
CnΨ(λ+2n)~

√
β(p). (2.20)
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Êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó Cn çàïèñóþòüñÿ ÿê

Cn =

∫ + π
2
√
β

− π
2
√
β

dp′Ψ∗(λ+2n)~
√
β(p′)Ψ(p′). (2.21)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó (2.21) ó ðÿä (2.20),

îäåðæèìî

Ψ(p) =

∫ + π
2
√
β

− π
2
√
β

dp′Ψ(p′)
∞∑

n=−∞
Ψ∗(λ+2n)~

√
β(p′)Ψ(λ+2n)~

√
β(p). (2.22)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ψ(p) âèáðàíà íàìè äîâiëüíî, òî (2.22) âèêîíó¹òüñÿ

òiëüêè òîäi, êîëè

+∞∑
n=−∞

Ψ∗(λ+2n)~
√
β(p′)Ψ(λ+2n)~

√
β(p) = δ(p− p′). (2.23)

Îòæå, ÿêùî ìíîæèíà ôóíêöié (2.18) ïîâíà, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(2.23), i íàâïàêè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.23), òî ñiì'ÿ ôóíêöié

(2.18) ïîâíà.

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (2.23). Ïðèãàäà¹ìî âëàñòèâiñòü

δ-ôóíêöi¨ ∫ p+b

p−a
f(p)δ(p− p′)dp = f(p′), (2.24)

äå a òà b � äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà. ßêùî (2.23) âèêîíó¹òüñÿ, òî âèêî-

íó¹òüñÿ òàêîæ i íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ∫ p+b

p−a
f(p)

+∞∑
n=−∞

Ψ∗(λ+2n)~
√
β(p′)Ψ(λ+2n)~

√
β(p)dp = f(p′). (2.25)

Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ñóìó ïiä iíòåãðàëîì (2.25), çàìiíèâøè
∑+∞

n=−∞ íà
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limN→∞
∑+N

n=−N . Îäåðæèìî

+∞∑
n=−∞

Ψ∗(λ+2n)~
√
β(p′)Ψ(λ+2n)~

√
β(p)

=

√√
β

π
Ψλ~

√
β(p− p′) lim

N→∞

sin (2N + 1)(p− p′)
sin (p− p′)

.

Òåïåð ïðîâiâøè çàìiíó çìiííèõ ó iíòåãðàëi (2.25)

y = (N + 1)(p− p′), dp =
dy

N + 1
, (2.26)

ãðàíèöþ ïî N ìîæíà îá÷èñëèòè. ßê ðåçóëüòàò îòðèìà¹ìî, ùî∫ p+b

p−a
f(p)

+∞∑
n=−∞

Ψ∗(λ+2n)~
√
β(p′)Ψ(λ+2n)~

√
β(p)dp

= f(p′)
2

π

∫ ∞
0

sin y

y
dy. (2.27)

Ïðèãàäóþ÷è, ùî iíòåãðàëüíèé ñèíóñ Six =
∫ x

0
sin y
y dy â ãðàíèöi âåëèêèõ

çíà÷åíü x äà¹ π
2 , ìè áà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (2.27) çáiãà¹òüñÿ ç (2.25). Îò-

æå, ðiâíiñòü (2.25) âèêîíó¹òüñÿ i ìíîæèíà âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà

êîîðäèíàòè (2.18) ¹ ïîâíîþ.

Êîæíà ç ìíîæèí, ùî çàäà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì λ ∈ [−1, 1), ¹ ìíîæè-

íîþ âëàñíèõ ñòàíiâ ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà êîîðäèíà-

òè {X̂,Dλ(X̂)}, äå

Dλ(X̂) =

{
ψ(p), ψ′(p) ∈ L2

(
− π

2
√
β
,
π

2
√
β

)
,

ψ

(
− π

2
√
β

)
= eiλπψ

(
π

2
√
β

)}
. (2.28)

Ìíîæèíà (2.18) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. (2.2).
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Ðèñ. 2.2: Ïîâíà îðòîãîíàëüíà ìíîæèíà âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè (λ =

0). Âëàñíi ñòàíè ç ìíîæèíè ïîçíà÷åíi ÷îðíîþ òî÷êîþ. Øêàëà â îäèíèöÿõ ~
√
β.

Âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ¹ íåôiçè÷íèìè, òîìó ùî íå

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòi (2.1) i ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ

êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ íà òàêèõ ñòàíàõ ¹ ðîçáiæíèì

< ΨΛ|P̂ 2/2m|ΨΛ >=∞. (2.29)

Àëå, íåçâàæàþ÷è íà öå, ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè ïîâíèé áàçèñ (2.18)

äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié.

2.2.3 Ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè

ßê ìè áà÷èëè â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà êîîð-

äèíàòè íå ¹ ôiçè÷íèìè ñòàíàìè. ßê íàñëiäîê, ìè ìîæåìî âèêîðèñòà-

òè öi ñòàíè ëèøå äëÿ ôîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ îêðåìèõ õâèëüîâèõ

ôóíêöié, àëå âæå íå ìîæåìî iíòåðïðåòóâàòè òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ÿê

êîîðäèíàòíå. Òîìó, äëÿ òîãî ùîá ìàòè iíôîðìàöiþ ïðî ïðîñòîðîâèé

ðîçïîäië ñèñòåìè, ìè çìóøåíi ðîçãëÿíóòè ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi

ñòàíè, äëÿ ÿêèõ ∆X = ∆Xmin. Öi ñòàíè òàêîæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

óçàãàëüíåííÿ âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè íà äåôîðìîâàíèé

âèïàäîê.

Ñòàíè ç ìàêñèìàëüíî äîçâîëåíîþ ëîêàëiçàöi¹þ îçíà÷àþòü ÿê [35]:

〈Ψml
ξ |X̂|Ψml

ξ 〉 = ξ, (2.30)

〈Ψml
ξ |(X̂ − ξ)2|Ψml

ξ 〉 = ∆X0.
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Äëÿ òàêèõ ñòàíiâ óçàãàëüíåíå ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé (2.1)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü. Ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ìîæóòü

áóòè îòðèìàíi ç òàêîãî ðiâíÿííÿ:[
X̂ − 〈X̂〉+

〈[X̂, P̂ ]〉
2∆P 2

(
P̂ − 〈P̂ 〉

)]
Ψ(P ) = 0. (2.31)

Ó âèïàäêó 〈P 〉 = 0, ∆P = 1√
β
ðiâíÿííÿ (2.31) ìîæå áóòè çàïèñàíå ó

âèãëÿäi

Q̂Ψml
ξ = ξΨml

ξ , (2.32)

äå

Q̂ = X̂ + i~βP̂ =
1√

1 + βP̂ 2

X̂

√
1 + βP̂ 2. (2.33)

Ç îñòàííüîãî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ îïåðàòîðà Q̂ ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Q̂ òà X̂ ¹ içîñïåêòðàëüíèìè îïåðàòîðàìè, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî Q̂ íå ¹

åðìiòîâèì. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.32) â ïðåäñòàâëåííi (5.9) çàïèøåòüñÿ

Ψml
ξ =

√
2
√
β

π
cos(

√
βp) exp (−iξp

~
). (2.34)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ äîðiâíþ¹

< Ψml
ξ′ |Ψml

ξ >=
1

π

[
ξ − ξ′

2~
√
β
−
(
ξ − ξ′

2~
√
β

)3
]−1

sin
(ξ − ξ′)π

2~
√
β

(2.35)

Ç (2.35) ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ìî-

æóòü áóòè ïîäiëåíi íà îðòîãîíàëüíi ìíîæèíè Ψml
(ε+4n)~

√
β
(P ), n ∈ Z, ÿêi

íóìåðóþòüñÿ ïàðàìåòðîì ε ∈ [−2, 2). Ñòàíè ç öèõ ìíîæèí çàäîâîëü-

íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

〈Ψml
(ε+4n)~

√
β|Ψ

ml
(ε+4m)~

√
β〉 = δm,n. (2.36)
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Ïîäiáíî ÷èíîì, ÿê ìè äîâîäèëè ïîâíîòó îðòîãîíàëüíî¨ ìíîæèíè âëà-

ñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî æîäíà ç îð-

òîãîíàëüíèõ ìíîæèí {Ψml
(ε+4n)~

√
β
(P ), n ∈ Z} íå óòâîðþ¹ ïîâíîãî áàçè-

ñó.

2.3 Ôiçè÷íi âèìîãè äî õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

Ç óçàãàëüíåíîãî ïðèíöèïó íåâèçíà÷åíîñòi (2.1) âèïëèâà¹, ùî ñåðåäí¹

çíà÷åííÿ P̂ 2 ìîæå áóòè ñêií÷åííèì ëèøå äëÿ ñòàíiâ, ÿêi íàëåæàòü äî

äîçâîëåíî¨ îáëàñòi ∆X ≥ ∆Xmin. Òîìó, ñêií÷åííiñòü ñåðåäíüîãî çíà-

÷åííÿ îïåðàòîðà êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ ¹ âèìîãîþ äëÿ ôiçè÷íî¨ õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íîðìîâàíó õâèëüîâó ôóíêöiþ F (P ) â

iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi (2.3), òîáòî òàêó, ùî çàäîâîëüíÿ¹∫ ∞
−∞

dP
|F (P )|2

1 + βP 2
= 1. (2.37)

Ìè òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî, ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ, âñþäè

ñêií÷åíîþ òà äîñòàòíüî ãëàäêîþ.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà P̂ 2 â ñòàíi, ùî îïèñó¹òüñÿ F (P ), çà-

ïèøåòüñÿ

< F |P̂ 2|F > =

∫ ∞
−∞

dP
P 2

1 + βP 2
|F (P )|2

=
1

β

(∫ ∞
−∞

dP |F (P )|2 − 1

)
. (2.38)

Òîìó, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà P̂ 2 ¹ ñêií÷åííèì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ôóíêöiÿ F (P ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó∫ ∞
−∞

dP |F (P )|2 <∞, (2.39)
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i, îòæå, ïðÿìó¹ äî íóëÿ â ãðàíèöi P äî íåñêií÷åííîñòi

F (±∞) = 0. (2.40)

Îäíàê, îñòàííÿ ôîðìóëà ¹ ëèøå íåîáõiäíîþ óìîâîþ ôiçè÷íîñòi ôóí-

êöi¨, îñêiëüêè óìîâà (3.29) âèìàãà¹, ùîá F (P ) ∼ P−
1
2−ε, ε > 0 äëÿ

P →∞.

Óìîâà (2.40) ìîæå áóòè çàïèñàíîþ ó âèãëÿäi

+∞∑
n=−∞

(−1)nCn = 0, (2.41)

äå Cn � êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ôóíêöi¨ F (P ) çà ïîâíèì áàçèñîì âëà-

ñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì λ ∈

[−1, 1)

F (P ) =
+∞∑

n=−∞
CnΨ̃(λ+2n)~

√
β(P ). (2.42)

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (2.41) íå çìiíþ¹òüñÿ âiä âèáîðó λ.

2.3.1 Çâ'ÿçîê ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ ç âëàñíèìè

ñòàíàìè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè

Íà âiäìiíó âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ìàêñèìàëüíî ëîêàëi-

çîâàíi ñòàíè ¹ ôiçè÷íèìè ñòàíàìè

< Ψml
ξ |

P 2

2m
|Ψml

ξ >=
1

2mβ
, (2.43)

ùî îçíà÷à¹, ùî ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ìàþòü çàäîâîëüíÿòè

óìîâó (2.41). Ùîá ïîêàçàòè öå, ìè ïðåäñòàâèìî ìàêñèìàëüíî ëîêàëi-

çîâàíi ñòàíè ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ïîâíîþ ìíîæèíîþ âëàñíèõ ñòàíiâ
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îïåðàòîðà êîîðäèíàòè (4.28):

Ψml
ξ =

∞∑
n=−∞

CnΨ(λ+2n)~
√
β, (2.44)

Cn =

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

Ψ∗(λ+2n)~
√
β(p)Ψml

ξ (p)dp. (2.45)

Ëåãêî îòðèìàòè, ùî

< Ψx|Ψml
ξ >=

2
√

2

π
(

1− ( x−ξ~
√
β
)2
) cos

(
x− ξ
2~
√
β
π

)
. (2.46)

Öÿ çàëåæíiñòü çîáðàæåíà íà ðèñ. 2.3. Ìè áà÷èìî ç ðèñ. 2.3, ùî <

Ðèñ. 2.3: Ãðàôiê çàëåæíîñòi < Ψx|Ψml
ξ > âiä x− ξ â îäèíèöÿõ ~

√
β

Ψx|Ψml
ξ > äîðiâíþ¹ íóëþ, êîëè x = (ξ + ~

√
β) + 2n~

√
β ç n ∈ Z, n 6=

±1. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ìè âèáåðåìî ïàðàìåòð, ÿêèé ïîçíà÷à¹ ïîâíó
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ìíîæèíó âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, ðiâíèì λ = ξ+~
√
β,

ìè îòðèìà¹ìî íàéïðîñòiøèé ðîçêëàä äëÿ Ψml
ξ (äèâ ðèñ. 2.4):

Ψml
ξ =

1√
2

(
Ψξ−~

√
β + Ψξ+~

√
β

)
. (2.47)

Öåé ðåçóëüòàò òàêîæ ìîæå áóòè îòðèìàíèé ç (2.34) ïðåäñòàâèâøè êî-

ñèíóñ ÷åðåç åêñïîíåíòè [57]. Çâ'ÿçîê îðòîãîíàëüíî¨ ìíîæèíè ìàêñè-

ìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ {Ψml
(ε+4n)~

√
β
(P ), n ∈ Z} iç âëàñíèìè ôóí-

êöiÿìè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 2.4.

Ðèñ. 2.4: Îðòîãîíàëüíà ìíîæèíà ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ

Ψml
(4n+1)~

√
β
(P ), n ∈ Z. Ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ïîçíà÷åíi ÷îðíèì

êðóãîì, ïîìiùåíèì â â òî÷êó(4n + 1)~
√
β. Êîæåí ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèé

ñòàí ìîæå áóòè çàïèñàíèé ÿê íîðìîâàíà ñóìà äâîõ ñóñiäíiõ âëàñíèõ ñòàíiâ

îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, ïîçíà÷åíèõ ÷îðíèìè òî÷êàìè. Øêàëà â îäèíèöÿõ ~
√
β.

Ç (2.47) ìè áà÷èìî, ùî ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè çàäîâîëü-

íÿþòü íåîáõiäíó óìîâó ôiçè÷íîñòi (2.41) i öå ¹äèíà ôiçè÷íà õâèëüîâà

ôóíêöiÿ óòâîðåíà ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äâîõ îáðàíèõ âëàñíèõ ñòàíiâ

îïåðàòîðà êîîðäèíàòè.

2.3.2 Âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà X̂2

Iíøèé ïðîñòèì ïðèêëàäîì ôiçè÷íèõ ñòàíiâ ¹ âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà

X̂2. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà X̂2 â ïðåäñòàâëåííi

(5.9):

X̂2φn(p) = χnφn(p). (2.48)

Âiäïîâiäíî äî (2.40), ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî âëàñíi ôóíêöi¨ ðiâíi íóëþ íà

ãðàíèöÿõ îáëàñòi çìiíè ïàðàìåòðà p. Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî
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áàãàòî ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðà X̂2 [100], òîäi ÿê òiëüêè

íàñòóïíå ðîçøèðåííÿ

X̂2 = −~2 d
2

dp2
, (2.49)

D(X̂2) =

{
φ, φ′′ ∈ L2

(
− π

2
√
β
,
π

2
√
β

)
;φ

(
± π

2
√
β

)
= 0

}
ìà¹ ôiçè÷íi âëàñíi ôóíêöi¨.

Òåïåð ðîçãëÿäóâàíà çàäà÷à çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

−~2d
2φn(p)

dp2
= χnφn(p), (2.50)

ç óìîâîþ φn(± π
2
√
β
) = 0. Öÿ çàäà÷à ¹ äóæå ñõîæîþ íà çàäà÷ó ïðî

÷àñòèíêó â ÿìi ç íåñêií÷åííî âèñîêèìè ñòiíêàìè â íåäåôîðìîâàíîìó

âèïàäêó. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ¹ íàñòóïíèì

χn = ~2βn2, (2.51)

φn(p) =

√
2
√
β

π
sin

(
n
√
β(p+

π

2
√
β

)

)
, (2.52)

äå êâàíòîâå ÷èñëî n = 1, 2, . . . . Íåíóëüîâi ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðà-

òîðà P̂ 2 íà âëàñíèõ ôóíêöiÿõ îïåðàòîðà X̂2 ¹

〈φn|P̂ 2|φn+2k〉 = 〈φn+2k|P̂ 2|φn〉 =
1

β
(2n− δk,0) , (2.53)

äå n,m, k = 1, 2, . . . .

2.4 Ïîâíèé áàçèñ äëÿ ôiçè÷íèõ ñòàíiâ

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ôiçè÷íó ôóíêöiþ F (p) â ïðåäñòàâëåííi (5.9) i

çàïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi

F (p) =
√

2 cos(
√
βp)f(p). (2.54)
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Ìè âèìàãà¹ìî, ùîá ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà P̂ 2 áóëî ñêií÷åíèì

〈P̂ 2〉 =
1

β

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

|F (p)|2 sin2(
√
βp)

cos2(
√
βp)

dp

=
2

β

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

|f(p)|2 sin2(
√
βp)dp <∞. (2.55)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó íîðìóâàííÿ äëÿ F (p), çàïèøåìî:

2

β

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

|f(p)|2 sin2(
√
βp)dp =

2

β

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

|f(p)|2dp− 1

β
<∞, (2.56)

Ç (2.56) ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî f(p) ìà¹ áóòè êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâ-

íîþ ôóíêöi¹þ. Òîìó êîæíà ôiçè÷íà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè çà-

ïèñàíà ó âèãëÿäi (2.54), äå f(p) - êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ.

Çãàäàíà êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âè-

ãëÿäi ðÿäó çà ïîâíîþ ñèñòåìîþ âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè

(4.28):

f(p) =
∞∑

n=−∞
AnΨ(λ+2n)~

√
β(p), (2.57)

An =

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

Ψ∗(λ+2n)~
√
β(p)f(p)dp, (2.58)

∞∑
n=−∞

|An|2 <∞. (2.59)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.57) â (2.54), çàïèøåìî

F (p) =
∞∑

n=−∞
An

√
2 cos(

√
βp)Ψ(λ+2n)~

√
β(p)

=
∞∑

n=−∞
AnΨ

ml
(λ+2n)~

√
β(p). (2.60)
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Òóò ìè âèêîðèñòàëè, ùî Ψml
(λ+2n)~

√
β
(p) =

√
2 cos(

√
βp)Ψ(λ+2n)~

√
β(p).

Òàêèì ÷èíîì, êîæíó ôiçè÷íó ôóíêöiþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-

ãëÿäi ðÿäó çà ìíîæèíîþ ôóíêöié (Ðèñ. 2.5)

{Ψml
(λ+2n)~

√
β(P ), n ∈ Z}, λ ∈ [−1, 1), (2.61)

äå êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó çàäîâîëüíÿþòü (2.59).

Ðèñ. 2.5: Äâi îðòîãîíàëüíi ìíîæèíè ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ

Ψml
(4n+1)~

√
β
(P ) òà Ψml

(4n−1)~
√
β
(P ), n ∈ Z, ùî óòâîðþþòü ïîâíèé áàçèñ â îáëàñòi ôiçè-

÷íèõ ñòàíiâ. Ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ïîçíà÷åíi ÷îðíèìè òà áiëèìè êðó-

ãàìè, ðîçìiùåíèìè â òî÷êàõ (4n + 1)~
√
β òà (4n − 1)~

√
β âiäïîâiäíî. Êîæåí ìà-

êñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèé ñòàí ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê íîðìîâàíà ñóìà äâîõ

ñóñiäíiõ âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, ÿêi ïîçíà÷åíi ÷îðíèìè òî÷êàìè.

Øêàëà â îäèíèöÿõ ~
√
β.

Ìíîæèíà (2.61) íå ¹ îðòîãîíàëüíîþ, áî

< Ψml
(λ+1+2m)~

√
β|Ψ

ml
(λ+1+2n)~

√
β >= δm,n +

1

2
(δm,n+1 + δm,n−1), (2.62)

äå n,m ∈ Z. Öiêàâî, ùî ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðàòîðiâ X̂, P̂ , X̂2, P̂ 2
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ìàþòü òðèäiàãîíàëüíó ñòðóêòóðó:

< Ψml
2m~
√
β|P

2|Ψml
2n~
√
β >=

1

β

(
δm,n −

1

2
(δm,n+1 + δm,n−1)

)
,

< Ψml
2m~
√
β|X

2|Ψml
2n~
√
β >= ~2β

(
(4n2 + 1)δm,n +

(2n− 1)2

2
δm,n+1

+
(2n+ 1)2

2
δm,n−1

)
,

< Ψml
2m~
√
β|P |Ψ

ml
2n~
√
β >=

i

2
√
β

(δm,n+1 − δm,n−1) ,

< Ψml
2m~
√
β|X|Ψ

ml
2n~
√
β >= ~

√
β

(
2nδm,n +

2n− 1

2
δm,n+1 +

2n+ 1

2
δm,n−1)

)
,

äå n,m ∈ Z.

2.5 Âèñíîâîê

Ìè äîñëiäèëè ìîäèôiêîâàíå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ ç ìiíiìàëü-

íîþ äîâæèíîþ, çàïðîïîíîâàíå Êåìïôîì. Ç iñíóâàííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâ-

æèíè âèïëèâà¹, ùî âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, íåçâàæàþ÷è

íà òå, ùî ¹ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèìè, áiëüøå íå îïèñóþòü ôiçè÷íó

ðåàëüíiñòü. Â çàãàëüíîìó, ñòàíè ç íåâèçíà÷åíiñòþ êîîðäèíàòè ìåíøîþ

çà ìiíiìàëüíó äîâæèíó ∆X < ∆Xmin òàêîæ íå ¹ ôiçè÷íèìè ñòàíà-

ìè. Íàòîìiñòü, ôiçè÷íèìè õâèëüîâèìè ôóíêöiÿìè ¹ ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ

∆X ≥ ∆Xmin òà ÿêi âîëîäiþòü ùå îäíi¹þ êëþ÷îâîþ âëàñòèâiñòþ -

ñêií÷åííiñòþ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨.

Ìè âèâåëè íåîáõiäíó óìîâó ôiçè÷íîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, òîáòî

çàïèñàëè ïðîñòèé êðèòåðié, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ïðîàíàëiçóâàòè ÷è ó îáðà-

íîìó íàìè ñòàíi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ áóäå ñêií÷åííèì.
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Âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè çâiñíî æ íå çàäîâîëüíÿþòü öþ

óìîâó, òîäi ÿê ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè òà âëàñíi ñòàíè îïåðà-

òîðà X̂2 çàäîâîëüíÿþòü.

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ äëÿ

îïåðàòîðiâ X̂ òà X̂2 â äåôîðìîâàíîìó âèïàäêó äóæå ñõîæà äî òàêî¨

æ çàäà÷i, àëå äëÿ îïåðàòîðiâ P̂ òà P̂ 2 äëÿ ÷àñòèíêè â ÿìi ç áåçìåæíî

âèñîêèìè ñòiíêàìè â íåäåôîðìîâàíié êâàíòîâié ìåõàíiöi. Öåé ôàêò

îçíà÷à¹, ùî ÷àñòèíêà â ÿìi ç áåçìåæíî âèñîêèìè ñòiíêàìè ìîæå áó-

òè çàïèñàíà ÿê çàäà÷à ïðî âiëüíó ÷àñòèíêó â ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíèì

iìïóëüñîì.

Ìè îòðèìàëè, ùî ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ìîæóòü áóòè

çàïèñàíi ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äâîõ âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êîîðäè-

íàòè i, ùî öå ¹äèíà ôiçè÷íà õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ÿêà ìîæå áóòè òàêèì

÷èíîì óòâîðåíà ç äâîõ êîîðäèíàòíèõ âëàñíèõ ñòàíiâ.

Íàðåøòi, ìè çàïðîïîíóâàëè ïðîñòó ïðîöåäóðó çàïèñó îáðàíî¨ õâè-

ëüîâî¨ ôóíêöi¨ ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ìàêñèìàëüíî

ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ. Öÿ ìíîæèíà ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ïîâíèé áàçèñ

äëÿ ôiçè÷íèõ ôóíêöié.
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Ðîçäië 3

Òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi çàäà÷i â

iìïóëüñíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ

íåâèçíà÷åíiñòþ êîîðäèíàòè

3.1 Âñòóï

ßê áóëî çãàäàíî ðàíiøå, ïðèñóòíiñòü äåôîðìàöi¨ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiä-

íîøåíü ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ ïðîöåäóðó çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ òàêi ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü ó íåäå-

ôîðìîâàíîìó âèïàäêó. Òîìó òî÷íi åíåð åòè÷íi ñïåêòðè òà âëàñíi ôóí-

êöi¨ äëÿ çàäà÷ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ó äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíi-

ìàëüíîþ äîâæèíîþ ìàþòü îñîáëèâó öiííiñòü. Êðiì òîãî, öiêàâèì ¹ ðîç-

ãëÿä çàäà÷ ç ñèíãóëÿðíèìè ïîòåíöiàëàìè â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç

ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Îñîáëèâiñòþ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ç ìiíiìàëü-

íîþ äîâæèíîþ ¹ íåìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ, îñêiëüêè òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ïåðåäáà÷à¹ ðîçêëàä çà âëàñíèìè

ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, ÿêi, ÿê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå, íå ¹

ôiçè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Òîìó â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ âèíèêà¹ äîäàòêîâà ïðîáëåìà îçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ ïîòåíöi-

àëüíî¨ åíåð i¨ ç ñèíãóëÿðíiñòþ.
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Ó öüîìó ðîçäiëi ïðîïîíó¹òüñÿ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè øëÿõîì

óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi íà

âèïàäîê äåôîðìîâàíîãî ïðîñòîðó. Öåé ïiäõiä äîçâîëèâ ðîçãëÿíóòè òà-

êi îäíîâèìiðíi ñèíãóëÿðíi çàäà÷i ÿê çàäà÷à ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà-ÿìi,

ïîäâiéíié äåëüòà-ÿìi òà çàäà÷ó Êóëîíà ó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë å-

áðè Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ.

3.2 ÐiâíÿííÿØðåäèí åðà â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâ-

ëåííi

Ó çâè÷àéíié êâàíòîâié ìåõàíiöi ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà ìîæíà çàïèñà-

òè â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî iíòåãðàëüíîãî

ðiâíÿííÿ

p2

2m
φ(p) +

∫ ∞
−∞

U(p− p′)φ(p′)dp′ = Eφ(p), (3.1)

äå

U(p− p′) =
1

2π~

∫ ∞
−∞

V (x) exp

(
− i
~

(p− p′)x
)
dx (3.2)

¹ ÿäðîì îïåðàòîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð i¨. Â äåôîðìîâàíîìó âèïàäêó

îïåðàòîðè iìïóëüñó òà êîîðäèíàòè ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi çà äîïî-

ìîãîþ íåäåôîðìîâàíèõ îïåðàòîðiâ ó ôîðìi

P̂ =
1√
β
tg
√
βp̂,

X̂ = x̂, (3.3)

äå [x̂, p̂] = i~.
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Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿØðåäèí åðà â äåôîðìîâàíîìó ïðî-

ñòîði çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

1

2mβ
tg2
(√

βp
)
φ(p) +

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

U(p− p′)φ(p′)dp′ = Eφ(p). (3.4)

Çâåðíiòü óâàãó, ùî ðiâíÿííÿ (3.2) òåïåð òiëüêè ôîðìàëüíî ¹ ñïðà-

âåäëèâèì, îñêiëüêè íå iñíó¹ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ó äåôîðìî-

âàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ.

3.3 Çàäà÷à ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà-ÿìi i ìiíiìàëüíà

äîâæèíà

Ó íåäåôîðìîâàíîìó âèïàäêó ïðèòÿãàëüíèé äåëüòà-ïîòåíöiàë â êîîð-

äèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi

V (x) = −2π~U0δ(x) (3.5)

âiäïîâiäà¹ ïîñòiéíîìó ïîòåíöiàëó â iìïóëüñíîìó ïðîñòîði âiäïîâiäíî

äî (3.2)

U(p− p′) = −U0. (3.6)

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ó âèïàäêó äåôîðìàöi¨ äåëüòà-ïîòåíöiàë, ÿê i â

íåäåôîðìîâàíîìó âèïàäêó, âèðàæà¹òüñÿ ïîñòiéíèì ïîòåíöiàëîì â iì-

ïóëüñíîìó ïðîñòîði. Òîäi ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà çàïèøåòüñÿ

1

2mβ
tg2
(√

βp
)
φ(p)− U0

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

φ(p′)dp′ = Eφ(p). (3.7)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.7) ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè

φ(p) =
2mβU0ϕ̃

tg2
(√

βp
)

+ βq2
. (3.8)
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Òóò ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷åííÿ

ϕ̃ =

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

φ(p′)dp′, (3.9)

òà

q =
√
−2mE. (3.10)

Iíòåãðóþ÷è (3.8) çà çìiííîþ p â ïðîìiæêó [− π
2
√
β
, π

2
√
β
], ìè îòðèìà¹ìî

q(1 +
√
βq) = 2πmU0, (3.11)

çâiäêè çíàõîäèìî

q =
−1 +

√
1 + 8πmU0

√
β

2
√
β

. (3.12)

Òóò ìè îïóñêà¹ìî iíøèé êîðiíü êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ, îñêiëüêè âií ¹

âiä'¹ìíèì, òîäi ÿê ïàðàìåòð q çãiäíî îçíà÷åííÿ ìîæå ïðèéìàòè òiëü-

êè äîäàòíi âåëè÷èíè. Åíåð åòè÷íèé ñïåêòð, ÿê i â íåäåôîðìîâàíîìó

âèïàäêó, ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åíåð åòè÷íîãî ðiâíÿ.

E = −1 + 4πmU0

√
β −

√
1 + 8πmU0

√
β

4mβ
. (3.13)

Äëÿ ìàëèõ β åíåð åòè÷íèé ñïåêòð ìîæå áóòè íàáëèæåíî çàïèñàíèé ÿê

E = −2π2mU 2
0 + 8π3m2U 3

0

√
β − 40π4m3U 4

0β + o(β3/2). (3.14)

Âiäïîâiäíi íîðìîâàíi õâèëüîâi ôóíêöi¨ ¹

φ(p) =

√
2

π

β(1 +
√
βq)√

1 + 2
√
βq

q3/2

tg2
(√

βp
)

+ βq2
. (3.15)

Ó ãðàíèöi β → 0 åíåð iÿ E òà âiäïîâiäíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïðÿìóþòü

äî âiäîìîãî ðåçóëüòàòó â íåäåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði.
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Çàóâàæèìî, ùî öÿ ïðîáëåìà ðîçãëÿäàëàñÿ òàêîæ â ëiíiéíîìó íà-

áëèæåííi çà ïàðàìåòðîì äåôîðìàöi¨ â [101]. Âèðàç äëÿ åíåð åòè÷íîãî

ñïåêòðà, îòðèìàíîãî â [101] ìà¹ iíøi ìíîæíèêè ïåðåä
√
β òà β â ïî-

ðiâíÿííi ç (3.14). Ïðè÷èíîþ òàêî¨ íåâiäïîâiäíîñòi ðåçóëüòàòiâ ¹ òîé

ôàêò, ùî â ðîáîòi [101] äiàïàçîí çìiíè ïàðàìåòðà p ïîìèëêîâî ââà-

æàâñÿ (−∞,∞) çàìiñòü (− π
2
√
β
, π

2
√
β
).

3.4 Ïîäâiéíà äåëüòà-ÿìà

×àñòèíêà ïîìiùåíà â äâà îäíàêîâèõ, ñèìåòðè÷íî âiääàëåíèõ âiä ïî÷à-

òêó êîîðäèíàò íà âiäñòàíü a, ïðèòÿãàëüíèõ äåëüòà-ïîòåíöiàëè âîëîäi¹

òàêîþ ïîòåíöiàëüíîþ åíåð i¹þ

V (x) = −π~U0 (δ(x− a) + δ(x+ a)) . (3.16)

Öié çàäà÷i âiäïîâiäíî äî (3.2) âiäïîâiäà¹ ãàðìîíi÷íèé ïîòåíöiàë â iì-

ïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi

U(p− p′) = −U0 cos (α(p− p′)) , (3.17)

äå α = a/~.

Ìè çíîâó ïðèïóñêà¹ìî, ùî â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði çàäà÷i ïðî

÷àñòèíêó â ïîäâiéíié äåëüòà-ÿìi òàêîæ âiäïîâiäàòèìå ãàðìîíi÷íèé ïî-

òåíöiàë â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi. Òîìó ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà äëÿ

öi¹¨ çàäà÷i çàïèøåòüñÿ

1

2mβ
tg2
(√

βp
)
φ(p)− U0

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

cos(α(p− p′))φ(p′)dp′ = Eφ(p).(3.18)

Çìiíþþ÷è p íà −p â ðiâíÿííi (3.18) ìè ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð

Ãàìiëüòîíà êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì iíâåðñi¨. Òîìó ãàìiëüòîíiàí i îïåðà-
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òîð iíâåðñi¨ ìàþòü ñïiëüíó ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié. Òàêèì ÷èíîì,

âëàñíi ôóíêöi¨ ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè âèáðàíi ÿê ïàðíi

òà íåïàðíi ïî çìiííié p ôóíêöi¨.

Ðiâíÿííÿ (3.18) ìîæå áóòè çàïèñàíèì ÿê

φ(p) =
mβU0

tg2
√
βp+ βq2

(
ϕ̃−e

iαp + ϕ̃+e
−iαp) , (3.19)

äå q =
√
−2mE òà

ϕ̃± =

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

e±iαp
′
φ(p′)dp′. (3.20)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.19) â ðiâíÿííÿ (3.20), ìè îòðèìà¹ìî

ϕ̃− = mβU0 (ϕ̃−g(0) + ϕ̃+g(α)) ,

ϕ̃+ = mβU0 (ϕ̃−g(α) + ϕ̃+g(0)) . (3.21)

Òóò ìè âèêîðèñòàëè íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ

g(α) =

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

cos 2αp

tg2
√
βp+ βq2

dp. (3.22)

Îñêiëüêè âëàñíi ôóíêöi¨ ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè âèáðà-

íi ÿê ïàðíi òà íåïàðíi ïî çìiííié p ôóíêöi¨, ìè âèìàãàòèìåìî, ùîá

êîíñòàíòè ϕ̃± çàäîâîëüíÿëè òàêó ðiâíiñòü

ϕ̃+ = ±ϕ̃−, (3.23)

ç âåðõíiì çíàêîì äëÿ ïàðíèõ òà íèæíiì äëÿ íåïàðíèõ âëàñíèõ ôóí-

êöié. Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.23) â (3.19), ìè îòðèìà¹ìî âëàñíi ôóíêöi¨ ñè-

ñòåìè ó âèãëÿäi

φeven(p) =
A

tg2
√
βp+ βq2

cosαp, (3.24)

φodd(p) =
B

tg2
√
βp+ βq2

sinαp. (3.25)
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À ïiäñòàâëÿþ÷è (3.23) â (3.21), ìè îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ íà åíåð åòè-

÷íèé ñïåêòð

1

βmU0
− g(0) = ±g(α). (3.26)

Íàì íå âäàëîñÿ îòðèìàòè àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ iíòåãðàëó g(α) â çà-

ãàëüíîìó âèãëÿäi. Àëå äëÿ äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà α

ìè îòðèìàëè

g(0) =
π

βq(1 +
√
βq)

, (3.27)

g(
√
βn) =

π(1−
√
βq)n−1

βq(1 +
√
βq)n+1

, (3.28)

ç n = 1, 2, . . . . Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âiäñòàíü ìiæ äåëüòà-ÿìàìè ¹ 2a =

2n~
√
β, ðiâíÿííÿ íà åíåð åòè÷íèé ñïåêòð çàïèøåòüñÿ

1

mU0
− π

q(1 +
√
βq)

= ±π(1−
√
βq)n−1

q(1 +
√
βq)n+1

. (3.29)

Â ãðàíèöi β → 0, çáåðiãàþ÷è âiäñòàíü ìiæ ÿìàìè ñòàëîþ, ðiâíÿííÿ íà

åíåð åòè÷íèé ñïåêòð (3.29) çâîäèòüñÿ äî âiäîìîãî íåäåôîðìîâàíîãî

ðiâíÿííÿ [102]

q = πmU0

(
1± e−

2qa
~

)
. (3.30)

Çàóâàæèìî, ùî â ãðàíèöi a→ 0 ìè îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â

ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi äëÿ äåëüòà ïîòåíöiàëó.

3.5 Îäíîâèìiðíà çàäà÷à Êåïëåðà

Â íåäåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà äëÿ îäíîâèìiðíî¨

çàäà÷i Êåïëåðà ìà¹ âèãëÿä

p̂2

2m
ψ(x)− α

x̂
ψ(x) = Eψ(x). (3.31)
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Ìè ïðîïîíó¹ìî îçíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà 1/x̂ â òàêié ôîðìi

1

x̂
= v.p.

1

x
+ Aπδ(x), (3.32)

äå A - äiéñíà ñòàëà. Òàêå îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà îáåðíåíîãî äî îïåðàòîðà

êîîðäèíàòè âiäïîâiäà¹ íàñòóïíié ãðàíèöi

1

x̂
= lim

ε→0

x+ εA

x2 + ε2
. (3.33)

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð (4.17) ¹ åðìiòîâèì, à òàêîæ ¹ äâîñòîðîííiì

îáåðíåíèì äëÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè

1

x̂
x̂ = x̂

1

x̂
= 1. (3.34)

ßäðî îïåðàòîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð i¨ V̂ (x) = −αx̂−1 â iìïóëüñíîìó

ïðåäñòàâëåííi ìà¹ âèãëÿä

U(p− p′) = − α

2~
(2iθ(p′ − p)− i+ A). (3.35)

Ìè òðàäèöiéíî ïðèïóñêà¹ìî, ùî öå ÿäðî çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì i â

äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði, ùî äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Øðåäèí å-

ðà äëÿ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíi-

ìàëüíîþ äîâæèíîþ

1

2mβ
tg2
(√

βp
)
φ(p)− α

2~

[
(i+ A)

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

φ(p′)dp′

− 2i

∫ p

− π
2
√
β

φ(p′)dp′

]
= Eφ(p). (3.36)

Äèôåðåíöiþþ÷è öå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ çà çìiííîþ p, ìè îòðèìà¹ìî

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

1

2mβ

(
tg2
(√

βp
)
φ(p)

)′
+
iα

~
φ(p) = Eφ′(p), (3.37)
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ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹

φ(p) =
C

tg2(
√
βp) + βq2

× (3.38)

exp

(
− iα0√

β(1− βq2)

[
1√
βq

arctg
tg(
√
βp)√
βq

−
√
βp

])
.

Òóò êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ C ¹

C =

√
2

π

β(1 +
√
βq)q3/2√

1 + 2
√
βq

. (3.39)

Ìè òàêîæ âèêîðèñòàëè ïîçíà÷åííÿ α0 = 2mβα
~ òà q =

√
−2mE.

Ç ðiâíÿííÿ (3.36) ìè ìîæåìî çàïèñàòè îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂

â äåôîðìîâàíîìó âèïàäêó

1

X̂
φ(p) = − i

~

∫ p

− π
2
√
β

φ(p′)dp′ + c[φ], (3.40)

äå c[φ] ïîçíà÷à¹ òàêèé ôóíêöiîíàë

c[φ] =
i+ A

2~

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

φ(p′)dp′. (3.41)

Íàøå îçíà÷åííÿ çàáåçïå÷ó¹ åðìiòîâiñòü îïåðàòîðà 1/X̂ òà óçãîäæó¹-

òüñÿ ç îçíà÷åííÿì çàïðîïîíîâàíèì â ðîáîòi [56], àëå â íàøié ðîáîòi

ìè îòðèìàëè êîíêðåòíèé âèãëÿä ôóíêöiîíàëó c[φ], òîäi ÿê â [56] öå

ïèòàííÿ íå ðîçãëÿäàëîñÿ. Öiêàâî, ùî äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié (3.38) âè-

êîíó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü

1

X̂
X̂φ(p) = X̂

1

X
φ(p) = φ(p). (3.42)

Äîâåäåìî öå. Â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi îïåðàòîð êîîðäèíàòè ìà¹

òàêèé âèãëÿä X̂ = i~ d
dp . Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂,
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ÿêå çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.40) , ìè çíàõîäèìî, ùî X̂ 1
X̂
φ(p) = φ(p). Çà-

óâàæèìî, ùî êîíñòàíòà A çíèêà¹ âíàñëiäîê äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìií-

íîþ p. Äëÿ 1
X̂
X̂φ(p) ìè îòðèìà¹ìî

1

X̂
X̂φ(p) =

∫ p

− π
2
√
β

dφ(p′)

dp′
dp′ +

iA− 1

2

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

dφ(p′)

dp′
dp′ =

φ(p)− φ
(
− π

2
√
β

)
+
iA− 1

2

(
φ

(
π

2
√
β

)
− φ

(
− π

2
√
β

))
. (3.43)

Âðàõîâóþ÷è â îñòàííié ôîðìóëi òå, ùî φ(± π
2
√
β
) = 0, ìè çíàéäåìî

1
X̂
X̂φ(p) = φ(p). Êîíñòàíòà A çíèêà¹ ÷åðåç ìíîæåííÿ íà íóëü. Òàêèì

÷èíîì, ðiâíÿííÿ (3.42) âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå, çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ

îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè â äåôîðìîâàíîìó ïðî-

ñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ ¹ ðîçâ'ÿçàíîþ.

Iíòåãðàëè ç ðiâíÿííÿ (4.55) ìîæíà îá÷èñëèòè. Îòðèìà¹ìî∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

φ(p′)dp′ =
2C

α0
sinϕ0, (3.44)

∫ p

− π
2
√
β

φ(p′)dp′ =
iC

α0

(
tg2
(√

βp
)
φ(p)− eiϕ0

)
, (3.45)

äå ϕ0 = πα0

2βq(1+
√
βq)
.Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè â ðiâíÿííÿ (4.55),

ìè çíàõîäèìî

sin(ϕ0 − δπ) = 0, (3.46)

àáî

mα

~q(1 +
√
βq)

= n+ δ, n = 0, 1, 2..., (3.47)

äå

δ =
1

π
arccotA, 0 ≤ δ ≤ 1. (3.48)



57

Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ δ = 0 òà δ = 1 äîñÿãàþòüñÿ â ãðàíèöi A → +∞ òà

A→ −∞ âiäïîâiäíî. Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëî-

íà çàïèñó¹òüñÿ

En = − 1

8mβ

(
1−

√
1 +

4mα

~(n+ δ)

√
β

)
. (3.49)

Ñïðÿìîâóþ÷è δ äî íóëÿ äëÿ n = 0, ìè îòðèìà¹ìî, ùî åíåð iÿ ïðÿìó¹

äî −∞ i âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ çíèêà¹ âñþäè. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ

δ = 0 êâàíòîâå ÷èñëî n = 1, 2, . . . i åíåð åòè÷íi ñïåêòðè äëÿ δ = 0

òà δ = 1 ñïiâïàäàþòü. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè ñiì'þ ñïåêòðiâ, ùî

¹ òàêèìè æ ÿê òi, ùî ïðåäñòàâëåíi â [56]. Êîæåí ç öèõ ñïåêòðiâ õà-

ðàêòåðèçó¹òüñÿ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà δ ÷è åêâiâàëåíòíî A. Çíà÷åííÿ

çãàäàíèõ ïàðàìåòðiâ ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç ðåçóëüòàòiâ åêñïåðèìåí-

òó.

Äëÿ òîãî, ùîá ïîÿñíèòè, ùî âiäáóâà¹òüñÿ â ãðàíèöi β → 0, ðîç-

ãëÿíåìî çíà÷åííÿ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi â

ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Îòæå, äëÿ ψn(x), ùî âiäïîâiäà¹ En, â ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò ìè ìà¹ìî

ψn(x)|x=0 =
1√
2π~

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

φn(p
′)dp′ =

√
2C

α0

√
π~

(−1)n√
1 + A2

. (3.50)

Â ãðàíèöi β → 0 çíà÷åííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψn(x) â ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò ìîæå áóòè çàïèñàíèì íàñòóïíèì ÷èíîì

ψn(x) |x=0
β=0

=
1√
2π~

∫ ∞
−∞

φn(p
′)dp′ =

√
~m
π

(−1)n√
1 + A2

(
α

~(n+ δ)

)3/2

.(3.51)

Îñòàííÿ ôîðìóëà äà¹ çâ'ÿçîê êîíñòàíòèA çi çíà÷åííÿì õâèëüîâî¨ ôóí-

êöi¨ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Îòæå, çíà÷åííÿ êîíñòàíòè A âèçíà÷à¹òüñÿ
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çíà÷åííÿì âëàñíî¨ ôóíêöi¨ â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò. Íàé÷àñòiøå ââàæà¹òüñÿ, ùî â íåäåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði

ψn(x) ðiâíà íóëþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíèöi A äî

íåñêií÷åíîñòi. Â òàêié ãðàíèöi çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó c[φn(p)] ¹ ñêií-

÷åíèì

lim
A→∞

c[φn(p)] =
(−1)n

√
m√

2π

( α
~n

)3/2

. (3.52)

Çàóâàæèìî, ùî öåé ðåçóëüòàò óçãîäæó¹òüñÿ ç òèìè, ùî îòðèìàíi â

ðîáîòi [103].

Êðiì òîãî, ùî íàø ðåçóëüòàò äëÿ åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðà çáiãà¹-

òüñÿ ç îòðèìàíèì â [56], âií òàêîæ óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì, îòðè-

ìàíèì â [57], äå ðîçãëÿäàëîñÿ iíøå îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂ . Îäíàê

íàø ðåçóëüòàò äëÿ ñïåêòðó íå çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì îòðèìàíèì

â [104] ç âèêîðèñòàííÿì iíòåãðàëiâ çà òðà¹êòîðiÿìè.

3.6 Âèñíîâîê

Ó äàíié ðîáîòi ìè âèâ÷àëè ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà â iìïóëüñíîìó ïðåä-

ñòàâëåííi â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Ïðèïó-

ñòèâøè, ùî ÿäðî ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð i¨ íå çìiíþ¹òüñÿ ó âèïàäêó äåôîð-

ìîâàíîãî êîìóòàöiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ, ìè ðîçãëÿíóëè îäíîâèìiðíi

çàäà÷i ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà-ÿìi, ïîäâiéíié äåëüòà-ÿìà òà êóëîíiâñüêî-

ìó ïîòåíöiàëi â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ.

Ó âèïàäêó äåëüòà-ïîòåíöiàëó Äiðàêà ìè îòðèìàëè, ùî ñèñòåìà

ìà¹ îäèí çâ'ÿçàíèé ñòàí òàê ñàìî, ÿê i â íåäåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ öiêàâó âëàñòèâiñòü â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði. À ñàìå,
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ïåðøà ïîïðàâêà äî ðiâíÿ åíåð i¨ ïðîïîðöiéíà
√
β, ùî ðîáèòü ¨¨ äî-

ñèòü ÷óòëèâîþ äî äåôîðìàöi¨ ïðîñòîðó. Äëÿ ðàíiøå ðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷

îòðèìàíî ïîïðàâêè ïðîïîðöiéíi β äëÿ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà, β àáî

β ln β (s - ñòàíè) äëÿ àòîìà âîäíþ òà
√
β äëÿ 1D ïîòåíöiàëó 1/X. Öåé

ôàêò òàêîæ äà¹ íîâó ìîæëèâiñòü îòðèìàòè âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî

iñíóâàííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè äëÿ ìåíøîãî ïàðàìåòðà äåôîðìàöi¨.

Ó âèïàäêó ïîäâiéíî¨ äåëüòà-ÿìè ìè îòðèìàëè õâèëüîâi ôóíêöi¨

i ðiâíÿííÿ äëÿ åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ. Ó ãðàíèöi ïàðàìåòðà äåôîðìàöi¨

äî íóëÿ íàø ðåçóëüòàò çáiãà¹òüñÿ ç äîáðå âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè â

íåäåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði . Ñïðÿìîâóþ÷è âiäñòàíü ìiæ äåëüòà-ÿìàìè

äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàò äëÿ îäíi¹¨ äåëüòà-ÿìè.

Ìè òàêîæ çàïðîïîíóâàëè îçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî äëÿ îïåðàòîðà êî-

îðäèíàòè 1/X̂ ó âèãëÿäi, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ åðìiòîâiñòü îïåðàòîðà òà âè-

êîíàííÿ óìîâè

1

X̂
X̂ = X̂

1

X̂
= 1. (3.53)

Íàøå âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂ ìiñòèòü îäèí äîâiëüíèé äiéñíèé ïà-

ðàìåòð. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü ðiçíi ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà 1/X̂. Ìè

îòðèìó¹ìî òå æ ñiìåéñòâî ñïåêòðiâ äëÿ ÷àñòèíêè â îäíîâèìiðíîìó êó-

ëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëi 1/X̂, ÿê â ðîáîòi [56]. Êîæåí ñïåêòð õàðàêòå-

ðèçó¹òüñÿ çíà÷åííÿì âiëüíîãî ïàðàìåòðà. Ðiçíi çíà÷åííÿ öüîãî ïàðà-

ìåòðà âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ðîçøèðåííÿì îïåðàòîðà 1/X̂.



60

Ðîçäië 4

Îäíîâèìiðíà çàäà÷à Êóëîíà ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíîãî

ïðîñòîðó ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ

4.1 Âñòóï

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî îäíîâèìiðíó çàäà÷ó Êóëîíà

P̂ 2

2m
ψ − α

X̂
ψ = Eψ (4.1)

â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìàöi¨ îäíîâèìiðíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à,

êîëè ïðàâà ¨¨ ÷àñòèíà ¹ äåÿêîþ ôóíêöi¹þ iìïóëüñó. Â ðîáîòi [40] çíà-

éäåíî âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè â çàãàëü-

íîìó âèïàäêó äåôîðìàöi¨. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [40], ìè

ìîæåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òàêi ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨, ùî ïðèçâîäÿòü äî

ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

Ïîòåíöiàë−α/X̂ ìîæå ìàòè çàñòîñóâàííÿ â äîñëiäæåííÿõ ìàñîâî-

ãî ñïåêòðó ìåçîíiâ â ïiäõîäi îñöèëÿòîðiâ Äiðàêà [105], à òàêîæ ó ôiçè-

öi íàïiâïðîâiäíèêiâ òà äiåëåêòðèêiâ [106]. Òîìó, îäíîâèìiðíå ðiâíÿííÿ

Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëîì Êóëîíà âèâ÷àëîñü ó íåäåôîðìîâàíié êâàí-

òîâié ìåõàíiöi i òî÷íi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ çàäà÷i âæå îòðèìàíî [103,105,106].
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ßê ìè âæå çãàäóâàëè, çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîâèìiðíî¨ çàäà-

÷i Êóëîíà, ÿê i iíøèõ êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ çàäà÷ ç ñèíãóëÿðíèìè ïî-

òåíöiàëàìè, â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði íå ¹ òðèâiàëüíèì çàâäàííÿì,

îñêiëüêè äåôîðìàöiÿ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü âíîñèòü òðóäíîùi â

îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂. Â ñòàòòÿõ [56, 57, 107] àâòîðè ïðåçåíòóþòü

îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂ äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ äåôîðìîâàíîãî ïðî-

ñòîðó, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹

X̂
1

X̂
= 1 6= 1

X̂
X̂. (4.2)

Òîìó, îïåðàòîð 1/X̂ ç [56, 57, 107] ¹ âñüîãî ëèø ïðàâèì îáåðíåíèì i,

îòæå, íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâ äâîñòîðîííüî¨ îáåðíåíîñòi. Áiëüøå òîãî,

îïåðàòîð 1/X̂, ùî çàïðîïîíîâàíèé â ñòàòòÿõ [57, 107] ìà¹ iíøó îñî-

áëèâiñòü, à ñàìå ¹ íåëiíiéíèì. Òîìó, ïðîáëåìà îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî òà

äâîñòîðîííüîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà 1/X̂ ¹ âiäêðèòîþ â äåôîðìîâà-

íîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Â íàøié ïîïåðåäíié ðîáîòi â

äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði, çàïðîïîíîâàíîìó Êåìïôîì, ìè ïðåäñòàâè-

ëè îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂, ÿêèé ¹ ëiíiéíèì äâîñòîðîííiì îáåðíå-

íèì îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Öå îçíà÷åííÿ áóëî îòðèìàíå ç óçàãàëüíåí-

íÿ ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà äëÿ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà íà âèïàäîê

äåôîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Â öüîìó ðîçäiëi

ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàãàëüíèé âèïàäîê äåôîðìàöi¨ i ïðîïîíó¹ìî îçíà÷å-

ííÿ ëiíiéíîãî òà äâîñòîðîííüîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà

êîîðäèíàòè. Öå îçíà÷åííÿ îñíîâàíå íà ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi îïå-

ðàòîðà êîîðäèíàòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå îçíà÷åííÿ ìè îòðèìàëè òî÷íî

åíåð åòè÷íèé ñïåêòð òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà

â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à.
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4.2 Äåôîðìîâàíi àë åáðè òà ìiíiìàëüíà äîâæèíà

Ðîçãëÿíåìî ìîäèôiêîâàíó îäíîâèìiðíó àë åáðó Ãàéçåíáåð à, óòâîðåíó

åðìiòîâèìè îïåðàòîðàìè êîîðäèíàòè X̂ òà iìïóëüñó P̂ , ùî çàäîâîëü-

íÿþòü íàñòóïíå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ

[X̂, P̂ ] = i~f(P̂ ), (4.3)

äå f íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ äåôîðìàöi¨. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ

¹ ñòðîãî äîäàòíîþ (f > 0), ïàðíîþ ôóíêöi¹þ. Îïåðàòîðè êîîðäèíàòè

òà iìïóëüñó â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi äiþòü íà êâàäðàòè÷íî iíòå-

ãðîâíó ôóíêöiþ φ(P ) ∈ L2 (−a, a; f ), (a ≤ ∞) ÿê

P̂ φ(P ) = Pφ(P ), (4.4)

X̂φ(P ) = i~f(P )
d

dP
φ(P ). (4.5)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ñòàíiâ âèçíà÷åíèé íàñòó-

ïíèì ÷èíîì

〈ψ|φ〉 =

∫ a

−a

dP

f(P )
ψ∗(P )φ(P ). (4.6)

Ç òàêèì îçíà÷åííÿì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó îïåðàòîðè X̂ òà P̂ ¹ åðìiòî-

âèìè. ßê áóëî ïîêàçàíî â [40] ìiíiìàëüíà íåâèçíà÷åíiñòü êîîðäèíàòè

äëÿ ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨ f(P ) çàïèøåòüñÿ

l0 =
π~
2

(∫ a

0

dP

f(P )

)−1

. (4.7)

Òîæ, ÿêùî çãàäàíèé iíòåãðàë ¹ ñêií÷åííèé, òî ìiíiìàëüíà äîâæèíà

¹ íåíóëüîâîþ, à êîëè iíòåãðàë ðîçáiãà¹òüñÿ, òî ìiíiìàëüíà äîâæèíà

ðiâíà íóëåâi.
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Ìîæíà ðîçãëÿíóòè é iíøå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ àë åáðè (4.3), ùî

çàëèøà¹ îïåðàòîð êîîðäèíàòè íåäåôîðìîâàíèì

P̂ϕ(p) = g(p)ϕ(p), (4.8)

X̂ϕ(p) = i~
d

dp
ϕ(p).

Ç òîãî ôàêòó, ùî îïåðàòîðè X̂ òà P̂ , çàïèñàíi â ïðåäñòàâëåííi (4.8),

ìàþòü çàäîâîëüíÿòè êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ (4.3), ìè îòðèìà¹ìî

íàñòóïíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ g(p)

dg(p)

dp
= f(P ), (4.9)

äå P = g(p). Ðîçâ'ÿçóþ÷è îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, çàïèøåìî âèðàç äëÿ g−1(P ),

ùî ïîçíà÷à¹ îáåðíåíó ôóíêöiþ äî g(p) ÿê

g−1(P ) =

∫ P

0

dP ′

f(P ′)
. (4.10)

Ôóíêöiÿ g(p) ¹ íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà îçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [−b, b],

äå b = g−1(a). Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.10) ìè çàïèøåìî äëÿ b íàñòóïíèé

âèðàç

b =

∫ a

0

dP

f(P )
≤ ∞. (4.11)

Îïåðàòîðè êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó â ïðåäñòàâëåííi (4.3) äi¹ íà êâà-

äðàòè÷íî iíòåãðîâíó ôóíêöiþ ϕ(p) ∈ L2 (−b, b), (b ≤ ∞). Ñêàëÿðíèé

äîáóòîê â öüîìó ïðåäñòàâëåííi çàäàíèé ÿê

〈ψ|ϕ〉 =

∫ b

−b
dpψ∗(p)ϕ(p). (4.12)

Â ïðåäñòàâëåííi (4.8) ðiâíÿííÿ (4.7) ìîæå áóòè çàïèñàíå ÿê

l0 =
π~
2b
. (4.13)
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Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî b <∞, òî iñíó¹ íåíóëüîâà ìiíiìàëüíà äîâæèíà, à

êîëè b =∞, òî ìiíiìàëüíà äîâæèíà ðiâíà íóëþ.

4.3 Îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂ â çàãàëüíîìó âèïàä-

êó äåôîðìîâàíîãî ïðîñòîðó

Äëÿ òîãî ùîá îçíà÷èòè îïåðàòîð 1/X̂ â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìî-

âàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ, ðîçãëÿíåìî ñïî-

÷àòêó îäíîâèìiðíå ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà äëÿ ïîòåíöiàëó Êóëîíà

V̂ = −α
x̂
, α > 0 (4.14)

â çâè÷àéíié êâàíòîâié ìåõàíiöi (f(P̂ ) = 1). Â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâ-

ëåííi ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà ðîçãëÿäóâàíî¨ ïðîáëåìè ìîæå áóòè çàïè-

ñàíèì ÿê íàñòóïíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

p2

2m
φ(p) +

∫ ∞
−∞

U(p− p′)φ(p′)dp′ = Eφ(p), (4.15)

äå

U(p− p′) =
1

2π~

∫ ∞
−∞

V (x) exp

(
− i
~

(p− p′)x
)
dx (4.16)

¹ ÿäðîì îïåðàòîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð i¨, à V (x) � îïåðàòîð ïîòåíöi-

àëüíî¨ åíåð i¨ (4.14) â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi. Îïåðàòîð 1/x̂ â

êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi ìîæå áóòè îçíà÷åíèé â íàñòóïíîìó âè-

ãëÿäi

1

x̂
= v.p.

1

x
+ Aπδ(x), (4.17)

äå A ïîçíà÷à¹ äiéñíó ñòàëó. Öå îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/x̂ âiäïîâiäà¹

ãðàíèöi

1

x̂
= lim

ε→0

x+ εA

x2 + ε2
. (4.18)
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Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð (4.17) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè äâîñòîðîííüî¨ îáåð-

íåíîñòi, à ñàìå

1

x̂
x̂ = x̂

1

x̂
= 1. (4.19)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîð 1/x̂ ¹ åðìiòîâèì. Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.17),

ìè ìîæåìî îòðèìàòè ÿäðî îïåðàòîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð i¨ â iìïóëü-

ñíîìó ïðåäñòàâëåííi (4.16) ó âèãëÿäi

U(p− p′) = − α

2~
(2iθ(p′ − p)− i+ A), (4.20)

äå θ(p′ − p) ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ Õåâiñàéäà. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ

ÿäðà (4.20), ìè ìîæåìî çàïèñàòè äiþ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè

íà õâèëüîâó ôóíêöiþ φ(p) â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi ÿê

1

x̂
φ(p) = − i

~

∫ p

−∞
φ(p′)dp′ +

i+ A

2~

∫ ∞
−∞

φ(p′)dp′. (4.21)

Ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíîãî ïðî-

ñòîðó â ïðåäñòàâëåííi (4.8) çàïèøåòüñÿ

1

2m
g(p)2φ(p) +

∫ b

−b
U(p− p′)φ(p′)dp′ = Eφ(p). (4.22)

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ÿäðî îïåðàòîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð i¨ çàëèøà¹-

òüñÿ íåçìiííèì â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði. Öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð

1/X̂ çàïèñó¹òüñÿ

1

X̂
φ(p) = − i

~

∫ p

−b
φ(p′)dp′ +

i+ A

2~

∫ b

−b
φ(p′)dp′. (4.23)

Çãiäíî öüîãî îçíà÷åííÿ, îïåðàòîð 1/X̂ ¹ ëiíiéíèì, à òàêîæ â ãðàíè-

öi b → ∞ çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì âèðàçîì äëÿ íåäåôîðìîâàíîãî

âèïàäêó(4.21). Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà äëÿ îäíîâèìiðíî¨
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çàäà÷i Êóëîíà â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ

çàïèñó¹òüñÿ

1

2m
g(p)2φ(p) − α

2~

[
(i+ A)

∫ b

−b
φ(p′)dp

− 2i

∫ p

−b
φ(p′)dp′

]
= Eφ(p). (4.24)

Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà (4.23) ìîæå áóòè îòðèìà-

íèì ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Ïîêàæåìî öå.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà

êîîðäèíàòè â ïðåäñòàâëåííi (4.8)

i~
∂

∂p
ψλ(p) = λψλ(p). (4.25)

Ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

ψλ(p) =
1√
2b
e−i

λ
~p, (4.26)

ç äiéñíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì λ.

Çàóâàæèìî, ùî âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ¹ íåôiçè÷íè-

ìè, òîìó ùî âîíè íå çàäîâîëüíÿþòü óçàãàëüíåíîìó ïðèíöèïó íåâèçíà-

÷åíîñòi, ùî ñëiäó¹ ç (4.3). Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âëàñíèõ ôóíêöié

îïåðàòîðà êîîðäèíàòè çàïèøåòüñÿ

〈Ψλ|Ψλ‘〉 =

√
β

π

∫ +b

−b
dpe−i

λ−λ‘
~ p (4.27)

=
~

b(λ− λ‘)
sin

(
(λ− λ‘)b

~

)
.

Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíè êîîðäèíàòíèõ âëàñíèõ ñòàíiâ

{ψλn,δ(p), n ∈ Z}, (4.28)
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ç âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè λn,δ = 2(n+ δ)l0. Öi ïiäìíîæèíè

âèçíà÷àþòüñÿ ïàðàìåòðîì δ ∈ [0, 1). Êîæíà ôóíêöiÿ ç ïiäìíîæèíè

çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íié óìîâi

ψλn,δ(−b) = e2iπδψλn,δ(b). (4.29)

Ç (4.27) ìè áà÷èìî, ùî âëàñíi ôóíêöi¨ ç ïiäìíîæèíè (4.28) ¹ âçà¹ìíî

îðòîãîíàëüíèìè

〈ψλn,δ(p)|ψλn,δ(p)〉 = δm,n. (4.30)

Ìîæíà òàêîæ ïîêàçàòè, ùî êîæíà ç öèõ ïiäìîæèí ¹ ïîâíîþ. Òàêå

äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíå äî äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi
+∞∑

n=−∞
ψ∗λn,δ(p

′)ψλn,δ(p) = δ(p− p′), (4.31)

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ. Îïåðàòîð X̂ ¹ ëèøå åðìiòîâèì, àëå íå ñàìîñïðÿæåíèì

îïåðàòîðîì, òîìó ùî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ

D(X̂) =
{
ψ(p), ψ′(p) ∈ L2 (−b, b) , ψ (−b) = ψ(b) = 0

}
(4.32)

òà

D(X̂+) =
{
ψ(p), ψ′(p) ∈ L2 (−b, b)

}
(4.33)

¹ ðiçíèìè. Iíäåêñè äåôåêòó (n+, n−) îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ¹ (1,1). Âiä-

ïîâiäíî äî òåîðåìè ôîí Íåéìàíà äëÿ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü åð-

ìiòîâîãî îïåðàòîðà öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ñà-

ìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Êîæíå ðîçøèðåííÿ

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå ÷åðåç âiäïîâiäíi ïiäìíîæèíè âëàñíèõ ñòàíiâ

îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ÿê

X̂δ =
+∞∑

n=−∞
|ψλn,δ〉λn,δ〈ψλn,δ |. (4.34)
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Îïåðàòîð X̂δ = i~ d
dp äi¹ íà ùiëüíié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

D(X̂δ) =
{
ψ(p), ψ′(p) ∈ L2 (−b, b) , ψ (−b) = e2iπδψ(b)

}
. (4.35)

Îçíà÷èìî îáåðíåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà X̂δ ÿê

1

X̂δ

=
+∞∑

n=−∞
|ψλn,δ〉

1

λn,δ
〈ψλn,δ |. (4.36)

Òàêå îçíà÷åííÿ çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ óìîâè äâîñòîðîííüî¨ îáåðíåíîñòi

1

X̂δ

X̂δ = X̂δ
1

X̂δ

= 1. (4.37)

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ (4.36) ìè áà÷èìî, ùî îïåðàòîð 1/X̂δ ¹ åðìiòîâèì,

òîìó ùî

〈ψ| 1

X̂δ

φ〉 = 〈 1

X̂δ

ψ|φ〉 (4.38)

i âií ¹ ñàìîñïðÿæåíèì, áî éîãî iíäåêñè äåôåêòó ¹ (0, 0). Íàéöiêàâiøèì

¹ òîé ôàêò, ùî äiÿ îïåðàòîðà (4.36) íà äîâiëüíó ôóíêöiþ φ(p) ç éîãî

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè çàïèñàíîþ ÿê

1

X̂δ

φ(p) = − i
~

∫ p

−b
φ(p′)dp′ + cδ[φ], (4.39)

äå cδ[φ] ïîçíà÷à¹ òàêèé ôóíêöiîíàë

cδ[φ] =
i+ cot(πδ)

2~

∫ b

−b
φ(p′)dp′. (4.40)

Îñòàííié âèðàç äëÿ îïåðàòîðà 1/X̂δ çáiãà¹òüñÿ ç (4.23), äå A = cot(πδ),

δ ∈ [0, 1). ßê ìîæíà áà÷èòè ç (4.36), â ãðàíèöi A äî +∞, ÷è âiäïîâiäíî

δ äî 0, ìè îòðèìó¹ìî òàêå æ îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1/X̂ ÿê i â ãðàíèöi

A äî −∞, ÷è δ äî 1.
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Òàêèì ÷èíîì, êîæíå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà êîîð-

äèíàòè, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðàìåòðîì δ ∈ [0, 1), ìà¹ ñâié ñàìîñïðÿæå-

íèé îïåðàòîð 1/X̂δ. Òîìó, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó ñàìîñïðÿ-

æåíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ

Ĥδ =
P̂ 2

2m
− α

X̂δ

, (4.41)

ùî íóìåðó¹òüñÿ ïàðàìåòðîì δ.

4.4 Âèâåäåííÿ âèðàçó äëÿ îïåðàòîðà 1/X̂δ

Äîâåäåìî, ùî îçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè (4.36)

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê (4.39). Ç âèðàçó (4.36) ìè áà÷èìî, ùî äiÿ

îáåðíåíîãî äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè 1/X̂δ íà äîâiëüíó ôóíêöiþ, ùî

íàëåæèòü äî éîãî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê

1

X̂δ

φ(p) =

∫ b

−b
dp′φ(p′)K(p, p′). (4.42)

äå

K(p, p′) =
+∞∑

n=−∞
ψλn,δ(p)

1

λn,δ
ψ∗λn,δ(p

′) (4.43)

¹ ÿäðîì îïåðàòîðà (4.36). Îá÷èñëèìî ÿäðî K(p, p′). Ïiäñòàâëÿþ÷è âè-

ðàç äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié ψλn,δ òà âëàñíèõ çíà÷åíü λn,δ ó (4.43), ìè

çàïèøåìî

K(p, p′) =
1

2π~

+∞∑
n=−∞

eiπ(n+δ)(p′−p)/b

n+ δ
. (4.44)

Âèðàç ïiä çíàêîì ñóìè ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê

e−iπ(n+δ)(p−p′)/b

n+ δ
= −iπ

b

∫ p

−b
e−iπ(n+δ)(p′′−p′)/bdp′′ − eiπ(n+δ)(b+p′)/b

n+ δ
. (4.45)
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ßêùî â îñòàííié âèðàç ïiäñòàâèòè íàñòóïíó ðiâíiñòü

eiπ(n+δ)

n+ δ
= −π(i+ cot πδ)

2b

∫ b

−b
e−iπ(n+δ)p′′/bdp′′, (4.46)

òî â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

e−iπ(n+δ)(p−p′)/b

2π~(n+ δ)
= − i

2b~

∫ p

−b
e−iπ(n+δ)(p′′−p′)/bdp′′

+
(i+ cot πδ)

4b~

∫ b

−b
e−iπ(n+δ)(p′′−p′)/bdp′′. (4.47)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.47) â (4.44) i âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòóïíå ïðåäñòàâëåí-

íÿ äëÿ äåëüòà ôóíêöi¨ Äiðàêà

1

2b

+∞∑
n=−∞

e−iπn(p′′−p′)/b = δ(p′′ − p′), p′, p′′ ∈ [−b, b], (4.48)

îòðèìà¹ìî

K(p, p′) = − i
~

∫ p

−b
δ(p′′ − p′)e−iδπ(p′′−p′)/bdp′′

+
(i+ cot πδ)

2~

∫ b

−b
δ(p′′ − p′)e−iδπ(p′′−p′)/bdp′′. (4.49)

Â ïåðøîìó äîäàíêó ç (4.49) iíòåãðóâàííÿ çà äåëüòà ôóíêöi¹þ äà¹ ôóí-

êöiþ Õåâiñàéäà, òîäi ÿê iíòåãðóâàííÿ äðóãîìó äîäàíêó äà¹ îäèíèöþ.

Îñòàòî÷íî, ÿäðî K(p, p′) ìà¹ âèãëÿä

K(p, p′) = − i
~
θ(p− p′) +

(i+ cot πδ)

2~
(4.50)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ ÿäðà ó (4.42), ìè ëåãêî îòðèìó¹ìî (4.39).

Íàðåøòi, ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð 1/X̂δ, âèçíà÷åíèé ÿê (4.39), ¹

äâîñòîðîííiì îáåðíåíèì îïåðàòîðà êîîðäèíàòè X̂δ = i~d/dp. Çàóâà-

æèìî, ùî X̂δ âèçíà÷åíèé íà ôóíêöiÿõ, ùî íàëåæàòü äî îáëàñòi

D(X̂δ) =
{
ψ(p), ψ′(p) ∈ L2 (−b, b) , ψ (−b) = e2iδπψ(b)

}
. (4.51)
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Î÷åâèäíî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ X̂δ · 1/X̂δ = 1 âèêîíó¹òüñÿ. Òåïåð

ïîêàæåìî, ùî 1/X̂δ · X̂δ = 1 âèêîíó¹òüñÿ. Ðîçãëÿíåìî φ(p) = X̂δψ(p) i

çíàéäåìî 1/X̂δφ(p)

1

X̂δ

φ(p) =
1

X̂δ

X̂δψ(p) =

∫ p

−b

dψ(p′)

dp′
dp′ +

i cot(πδ)− 1

2

∫ b

−b

dψ(p′)

dp′
dp′.

Iíòåãðàëè ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè. Çàïèøåìî

1

X̂δ

X̂δψ(p) = ψ(p)− ψ(−b) +
i cot(πδ)− 1

2
(ψ(b)− ψ(−b)). (4.52)

Âðàõîâóþ÷è, ùî

ψ (−b) = e2iπδψ(b), (4.53)

ìè îòðèìà¹ìî

1

X̂δ

X̂δψ(p) = ψ(p). (4.54)

Òàêèì ÷èíîì, ïðîáëåìà îáåðíåíîñòi îïåðàòîðà êîîðäèíàòè â äå-

ôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ ¹ ðîçâ'ÿçàíîþ.

4.5 Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êóëîíà

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà äëÿ ãàìiëüòîíiàíó Ĥδ, ùî çàäà¹òüñÿ

âèðàçîì (4.41), â ïðåäñòàâëåííi (4.8)

1

2m
g(p)2φ(p)− α

2~

[
(i+ cot(πδ))

∫ b

−b
φ(p′)dp′

−2i

∫ p

−b
φ(p′)dp′

]
= Eφ(p). (4.55)
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Äëÿ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçêè ç íåãàòèâíîþ åíåð i¹þ E <

0. Äèôåðåíöiþþ÷è îñòàíí¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ìè îòðèìó¹ìî äèôå-

ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

1

2m

(
g(p)2φ(p)

)′
+
iα

~
φ(p) = Eφ′(p), (4.56)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

φ(p) =
C

g2(p) + q2
e−iϕ(p). (4.57)

Òóò êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ ðiâíà

C =

(∫ b

−b

dp′

(g2(p′) + q2)2

)− 1
2

. (4.58)

Ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷åííÿ q =
√
−2mE òà

ϕ(p) =
2mα

~

∫ p

0

dp′

g2(p′) + q2
. (4.59)

Âëàñíà ôóíêöiÿ (4.57) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.56), àëå íå îáîâ'ÿç-

êîâî (4.55). Òiëüêè õâèëüîâi ôóíêöi¨ (4.57), ùî âiäïîâiäàþòü äåÿêèì

îêðåìèì çíà÷åííÿì åíåð i¨ E, çàäîâîëüíÿòèìóòü ðiâíÿííÿ (4.55). Ùîá

çíàéòè öi åíåð i¨, îá÷èñëèìî iíòåãðàëè ç ðiâíÿííÿ (4.55). Îòðèìà¹ìî∫ b

−b
φ(p′)dp′ =

~C
mα

sinϕ(b), (4.60)

∫ p

−b
φ(p′)dp′ =

i~C
2mα

(
e−iϕ(p) − eiϕ(b)

)
. (4.61)

Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè (4.57), (4.60) òà (4.61) â ðiâíÿííÿ

(4.55), ìè çíàéäåìî

sin(ϕ(b)− δπ) = 0. (4.62)
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Â ðåçóëüòàòi, åíåð åòè÷íèé ñïåêòð ìîæå áóòè çíàéäåíèé ç

2mα

~

∫ b

0

dp

g2(p) + q2
= π(n+ δ), (4.63)

äå n = 0, 1, . . .. Öÿ óìîâà â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi ìîæå áóòè çà-

ïèñàíà ÿê

2mα

~

∫ a

0

dP

f(P )(P 2 + q2)
= π(n+ δ). (4.64)

Îòîæ, ìè îòðèìàëè ñïiââiäíîøåííÿ (4.63) (÷è âiäïîâiäíî (4.64)), ùî

äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó îäíîâè-

ìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà â çàãàëüíîìó âèãëÿäi äåôîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ç

ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Ç (4.39) ìè áà÷èìî, ùî çàâäÿêè ïàðàìåòðó δ

¹ íåâèçíà÷åíiñòü â îçíà÷åííi îïåðàòîðà 1/X̂. Öÿ íåîäíîçíà÷íiñòü ç'ÿâ-

ëÿ¹òüñÿ òàêîæ i â íåäåôîðìîâàíîìó âèïàäêó i ïðèâîäèòü äî ðiçíèõ

çíà÷åíü â ïî÷àòêó êîîðäèíàò âëàñíèõ ôóíêöi¨ çàäà÷i Êóëîíà â êîîð-

äèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi [103,106]. Â ãðàíèöi íåäåôîðìîâàíî¨ àë åáðè

Ãàéçåíáåð à (b→∞) çíà÷åííÿ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ â êîîðäèíàòíîìó ïðåä-

ñòàâëåííi â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïîâÿçàíèé ç ïàðàìåòðîì δ

ψn(x)
∣∣
x=0
b=∞

=
1√
2π~

∫ ∞
−∞

φn(p
′)dp′ ∼ sin(πδ). (4.65)

Òîìó, ðîçãëÿä ïðîáëåìè â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâ-

æèíîþ äîçâîëÿ¹ ïàðàìåòðèçóâàòè íåîäíîçíà÷íiñòü â îçíà÷åííi îïåðà-

òîðà 1/X̂ ÷åðåç âèáið ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà X̂.

Öiêàâî òàêîæ äîñëiäèòè âïëèâ äåôîðìîâàíèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiâ-

âiäíîøåíü íà íåïåðåðâíèé ñïåêòð ãàìiëüòîíiàíà Ĥδ. Äëÿ öüîãî ðîç-

ãëÿíåìî âèïàäîê ïîçèòèâíèõ åíåð i¨ E > 0 â ðiâíÿííi Øðåäèí åðà

(4.55), îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêè äëÿ íåãàòèâíèõ åíåð ié ìàþòü âêëàä ëèøå
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â äèñêðåòíèé ñïåêòð. Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

φ(p) =
C

g2(p)− k2
e−iϕ(p). (4.66)

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷åííÿ k =
√

2mE òà

ϕ(p) =
2mα

~

∫ p

0

dp′

g2(p′)− k2
. (4.67)

Äëÿ òîãî ùîá áóòè ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.55), ôóíêöiÿ ϕ(p) ïîâèííà

çàäîâîëüíÿòè

sin(ϕ(b)− δπ) = 0. (4.68)

Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â (4.67) ìà¹ ïîëþñè íà äiéñíié îñi, íà âiäìiíó

âiä âèïàäêó ðîçâ'ÿçêiâ ç íåãàòèâíèìè åíåð iÿìè, äå ïîëþñè ëåæàòü ó

âåðõíié òà íèæíié ïiâïëîùèíàõ. Ïîëþñàìè ¹ pk òà −pk, äå pk ïîçíà÷à¹

ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ

g(pk) = k. (4.69)

Òîìó iíòåãðàë ϕ(b) â (4.68) ïîòðiáíî ïåðåîçíà÷èòè, âèêëþ÷èâøè ïî-

ëþñè ç îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ

ϕ(b) =
2mα

~
lim
ε1→0

∫ pk−ε1

0

dp′

g2(p′)− k2
+

2mα

~
lim
ε2→0

∫ b

pk+ε2

dp′

g2(p′)− k2
.

Â îêîëi ïîëþñà p′ = pk ôóíêöiÿ g2(p′)− k2 âåäå ñåáå ÿê

g2(p′)− k2 = 2kg′(pk)(p
′ − pk) +O

(
(p′ − pk)2

)
. (4.70)

Öåé ôàêò äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè äëÿ ϕ(b) íàñòóïíèé âèðàç

ϕ(b) = Φ(b)− Φ(0) +
mα

~kg′(pk)
lim
ε1→0
ε2→0

ln
ε1
ε2
, (4.71)
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äå Φ(p) ïîçíà÷à¹ íåîçíà÷åíèé iíòåãðàë

Φ(p) =
2mα

~

∫ p dp′

g2(p′)− k2
. (4.72)

Òîìó, ϕ(b) çàëåæèòü âiä òîãî, ÿê ε1 òà ε2 ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Ó âèïàä-

êó ε1 = ε2 iíòåãðàë ϕ(b) çàïèñàíèé â ñåíñi ãîëîâíîãî çíà÷åííÿ, àëå â

çàãàëüíîìó âií ìîæå áóòè ðiâíèì äîâiëüíié ñòàëi. Öÿ äîäàòêîâà ñòó-

ïiíü ñâîáîäè óñóâà¹ îáìåæåííÿ íà åíåð åòè÷íèé ñïåêòð (4.68). Òîìó,

íåïåðåðâíèé ñïåêòð, ïîäiáíî ÿê i â íåäåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði, óòâî-

ðåíèé óñiìà äîäàòíèìè åíåð iÿìè E > 0, ùî äîçâîëåíi àë åáðîþ (4.3).

Äåòàëüíèé àíàëiç öi¹¨ ïðîáëåìè â êîíòåêñòi çàäà÷i òóíåëþâàííÿ ÷åðåç

êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë çàñëóãîâó¹ îêðåìîãî äîñëiäæåííÿ.

Íàðåøòi, ìè çðîáèìî êiëüêà ðåìàðîê ñòîñîâíî ñèìåòðiéíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ãàìiëüòîíiàíó Ĥδ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð iíâåðñi¨

Îφ(p) = φ(−p) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó

ÎX̂1−δ + X̂δÎ = 0. (4.73)

Ïðèðîäíî âèìàãàòè, ùî iíâåðñiÿ ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà (4.55) íå çìi-

íþ¹ åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó ðîçãëÿäóâàíî¨ ïðîáëåìè. Öÿ âèìîãà îçíà-

÷à¹, ùî îïåðàòîð Ĥδ òà

ÎĤδÎ =
P̂ 2

2m
+

α

X̂1−δ
(4.74)

ìàþòü îäíàêîâèé ñïåêòð. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ âè-

êîíó¹òüñÿ.
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4.6 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êó-

ëîíà äëÿ ðiçíèõ òèïiâ äåôîðìàöi¨

Ìè îòðèìàëè åíåð åòè÷íèé ñïåêòð îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà äëÿ

äåÿêèõ îêðåìèõ ïðèêëàäiâ ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨ f(P ), P ∈ [−a, a].

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ äåôîðìàöi¨

f(P ) = (1 + βP 2)k, P ∈ (−∞,∞). (4.75)

Â öüîìó âèïàäêó ìiíiìàëüíà äîâæèíà iñíó¹ äëÿ k > 1/2 (äèâ. [40]).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó k = 1 ôóíêöiÿ äåôîðìàöi¨ âiäïîâiäàòèìå

òié, ùî çàïðîïîíóâàâ Êåìïô [35]. Ïîïðàâêà äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó

ñïðè÷èíåíà äåôîðìàöi¹þ ìîæå áóòè îòðèìàíîþ ç íàñòóïíîãî ñïiââiä-

íîøåííÿ

∂q2

∂β
=

1

2β

∫ a
0

(P 2−q2)dP
(P 2+q2)2f(P )∫ a

0
dp

(P 2+q2)2f(P )

, (4.76)

ÿêå áóëî îòðèìàíå äèôåðåíöiþâàííÿì (4.64) çà β. Ç (4.76) ãîëîâíà

ïîïðàâêà äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà ó âè-

ïàäêó ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨ (4.75) ìà¹ âèãëÿä

∆En =
2
√
βΓ(k + 1/2)√
πΓ(k)

α3m2

~3(n+ δ)3
. (4.77)

Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ìîæå áóòè çíàéäåíèé òî÷íî äëÿ îêðåìèõ âèïàä-

êiâ k = 1 òà k = 3/2. Ó âèïàäêó k = 1 ôóíêöiÿ äåôîðìàöi¨ áóëà

çàïðîïîíîâàíà Êåìïôîì [35] i ìà¹ âèãëÿä

f(P ) = 1 + βP 2, P ∈ (−∞,∞). (4.78)

Â öüîìó âèïàäêó ç (4.10) òà (4.11) ìè îòðèìà¹ìî

g(p) =
1√
β
tg(
√
βp), p ∈

[
− π

2
√
β
,
π

2
√
β

]
. (4.79)
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Áåðó÷è äî óâàãè (4.63), åíåð åòè÷íèé ñïåêòð ìà¹ âèãëÿä

En = − 1

8mβ

(
1−

√
1 +

4mα

~(n+ δ)

√
β

)2

. (4.80)

Äëÿ ìàëèõ β åíåð åòè÷íèé ñïåêòð ìîæå áóòè íàáëèæåíî çàïèñàíèì

ÿê

En = − α2m

2~2(n+ δ)2
+
√
β

α3m2

~3(n+ δ)3
+ o(β). (4.81)

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî íàø ðåçóëüòàò çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì ðåçóëüòà-

òîì îòðèìàíèì ó [56], äå îïåðàòîð 1/X̂ áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó âèãëÿäi

(4.39) áåç çàäàííÿ âèðàçó äëÿ ôóíêöiîíàëó cδ[ψ]. Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

äëÿ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà ìîæå òàêîæ áóòè çíàéäåíèì ó âèïàä-

êó k = 3/2, à ñàìå êîëè ôóíêöiÿ äåôîðìàöi¨ ¹

f(P ) = (1 + βP 2)3/2, P ∈ (−∞,∞); (4.82)

g(p) =
p√

1− βp2
, p ∈

[
− 1√

β
,

1√
β

]
. (4.83)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (4.63), ðiâíÿííÿ íà åíåð åòè÷íèé ñïåêòð çà-

ïèøåòüñÿ

1

1− βq2

(
1

q
√

1− βq2
arctg

√
1− βq2

√
βq

−
√
β

)
=

π~
αm

(n+ δ). (4.84)

Ðîçêëàä âèðàçó äëÿ åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó çà ìàëèìè β ìà¹ âèãëÿä

En = − α2m

2~2(n+ δ)2
+

4
√
β

π

α3m2

~3(n+ δ)3
+ o(β). (4.85)

Òîæ, ïîïðàâêè äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó ñïðè÷èíåíi äåôîðìàöi¹þ (4.75)

ïðîïîðöiéíi äî
√
β i ¹ çàâæäè äîäàòíèìè.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî iíøèé ïðèêëàä ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨

f(P ) = (1− βP 2)k, P ∈
[
− 1√

β
,

1√
β

]
. (4.86)
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Â öüîìó âèïàäêó ìiíiìàëüíà äîâæèíà iñíó¹ äëÿ k < 1 (äèâ. [40]). Çà-

óâàæìî, ùî äåôîðìàöiÿ (4.86) ïðèçâîäèòü íå òiëüêè äî ìiíiìàëüíî¨

äîâæèíè, àëå òàêîæ äî ìàêñèìàëüíîãî iìïóëüñó. Ãîëîâíà ïîïðàâêà äî

åíåð i¨ ìîæå áóòè îòðèìàíà ç (4.76) i ðiâíà

∆En =
2
√
βΓ(1− k)√

πΓ(1/2− k)

α3m2

~3(n+ δ)3
. (4.87)

Çàóâàæèìî, ùî ïîïðàâêà äî åíåðãi¨ ¹ äîäàòíà äëÿ k < 1
2 , òîäi ÿê ó

âèïàäêó 1
2 < k < 1 âîíà ¹ âiä'¹ìíîþ. Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ìîæíà

îòðèìàòè òî÷íî äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ äåôîðìàöi¨, à ñàìå äëÿ k = −1

òà k = 1/2.

Âèïàäîê k = −1 âiäïîâiäà¹ äåôîðìàöi¨, ÿêà ðîçãëÿäàëàñü ðàíiøå

ó [107].

f(P ) =
1

1− βP 2
, P ∈

[
− 1√

β
,

1√
β

]
. (4.88)

Ç (4.64) îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ íà åíåð åòè÷íèé ñïåêòð

1 + βq2

q
arccot

√
βq −

√
β =

~π
2mα

(n+ δ). (4.89)

Ðîçêëàä åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó çà ìàëèìè β ìà¹ âèãëÿä

En = − α2m

2~2(n+ δ)2
+

4
√
β

π

α3m2

~3(n+ δ)3
+ o(β). (4.90)

Çàóâàæèìî, ùî íàø ðåçóëüòàò äëÿ åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó ç δ = 0 çái-

ãà¹òüñÿ ç òèì, ùî îòðèìàíî â [107]. Ó çãàäàíié ñòàòòi îïåðàòîð 1/X̂

âèçíà÷åíî ÿê íåëiíiéíèé òà ëèøå ïðàâèé îáåðíåíèé, òîäi ÿê ó öié ðî-

áîòi ìè çàïðîïîíóâàëè ëiíiéíèõ äâîñòîðîííié îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà

êîîðäèíàòè.

Ìè òàêîæ çíàõîäèìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êó-

ëîíà äëÿ k = 1/2, êîëè ôóíêöiÿ äåôîðìàöi¨ ìîæå áóòè çàïèñàíà ó
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ôîðìi

f(P ) =
√

1− βP 2, P ∈
[
− 1√

β
,

1√
β

]
; (4.91)

g(p) =
1√
β

sin(
√
βp), p ∈

[
− π

2
√
β
,
π

2
√
β

]
. (4.92)

Öÿ àë åáðà ìîæå òàêîæ áóòè ðîçãëÿíóòà â àëüòåðíàòèâíîìó ñöåíàði¨,

ÿêèé âåäå äî íóëüîâî¨ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, àëå äèñêðåòíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Âèáið ñöåíàðiþ çàëåæèòü âiä âèãëÿäó

ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ [40].

Ç óìîâè (4.63) çíàõîäèìî åíåð åòè÷íèé ñïåêòð

En =
1

4mβ

(
1−

√
1 +

4m2α2

~2(n+ δ)2
β

)
. (4.93)

Ðîçêëàäàþ÷è âèðàç äëÿ åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ çà ìàëèìè β ìè îòðèìà-

¹ìî

En = − α2m

2~2(n+ δ)2
+ β

α4m3

2~4(n+ δ)4
+ o(β2). (4.94)

Òàêèì ÷èíîì, ïîïðàâêè äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó ñïðè÷èíåíi äå-

ôîðìàöi¹þ (4.86) ¹ ïðîïîðöiéíèìè äî
√
β ÷è â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó

(4.91) äåôîðìàöi¨ (4.86) � äî β. Ïîïðàâêè äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó,

ùî ïîâ'ÿçàíi ç äåôîðìàöi¹þ (4.86) ¹ äîäàòíiìè äëÿ k < 1
2 , òîäi ÿê äëÿ

1
2 < k < 1 ïîïðàâêè ¹ âiä'¹ìíèìè.

Ïðèêëàä 3. Ìè òàêîæ ìîæåìî îòðèìàòè áiëüø åêçîòè÷íi çàëå-

æíîñòi åíåð åòè÷íèõ ïîïðàâîê âiä ïàðàìåòðó äåôîðìàöi¨ β. Äëÿ ïðè-

êëàäó, äëÿ ôóíêöié äåôîðìàöié

f(P ) = exp(
√
βP 2), P ∈ (−∞,∞) (4.95)
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òà

f(P ) = exp(3
√
βP 2), P ∈ (−∞,∞) (4.96)

ç (4.76) ìè ìà¹ìî

∆En =
2

π

α3m2
√
β

~3(n+ δ)3
ln

(
αm
√
β

~

)
(4.97)

òà

∆En =
2α2m

~2(n+ δ)2

(
αm
√
β

~(n+ δ)

) 2
3

(4.98)

âiäïîâiäíî.

Ïiäñóìîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå, çàçíà÷èìî, ùî â ðiçíèõ âèïàäêàõ

ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨ ìè ìîæåìî îòðèìàòè ðiçíèé çíàê ïîïðàâîê äî

åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ îäíîâèìiðíî¨ êóëîíiâñüêî¨ çàäà÷i, à òàêîæ ðiçíó

àíàëiòè÷íó çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðó äåôîðìàöi¨. Òîìó, çñóâ åíåð å-

òè÷íèõ ðiâíiâ, ñïðè÷èíåíèé äåôîðìàöi¹þ ñèëüíî çàëåæèòü âiä âèáîðó

ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨.

4.7 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé âèïàäîê äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè

Ãàéçåíáåð à, ùî ïðèâîäèòü äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè òà äîñëiäæåíî ïðî-

áëåìó îçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Çà-

ïðîïîíîâàíî îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà (4.23), ùî çàáåçïå÷ó¹ ëiíiéíiñòü òà

äâîñòîðîííþ îáåðíåíiñòü öüîãî îïåðàòîðà. Áà áiëüøå, òàêå æ îçíà÷å-

ííÿ îïåðàòîðà (4.36) áóëî îòðèìàíî ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó îïå-

ðàòîðà êîîðäèíàòè ó ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à
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ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî îïå-

ðàòîðà êîîðäèíàòè (4.36), çíàéäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ îäíîâèìiðíî¨

çàäà÷i Êóëîíà â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð-

 à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðîàíàëiçîâàíî äëÿ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ ôóí-

êöi¨ äåôîðìàöi¨. Ðîçãëÿíóòî ôóíêöiþ äåôîðìàöi¨ (4.75), ùî â îêðåìî-

ìó âèïàäêó âiäïîâiäà¹ àë åáði Êåìïôà [35]. Òàêîæ âèâ÷àâñÿ êëàñ ôóí-

êöié äåôîðìàöi¨ (4.86), ùî âåäóòü äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè òà ìàêñè-

ìàëüíîãî iìïóëüñó. Íàðåøòi, ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ âïëèâó ôóíêöié

äåôîðìàöi¨ (4.95) òà (4.96) íà åíåð åòè÷íèé ñïåêòð îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i

Êóëîíà. Â öèõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ (4.75), (4.86), (4.95), (4.96) ïîïðàâ-

êè äî åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà áóëè îòðèìàíi

òà ïðîàíàëiçîâàíi. ßê âèñíîâîê ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî çìiíþþ÷è

ôóíêöiþ äåôîðìàöi¨, ìîæíà îòðèìàòè ðiçíîìàíiòíó àíàëiòè÷íó çàëå-

æíiñòü ïîïðàâîê äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó âiä ïàðàìåòðó äåôîðìàöi¨

β, äëÿ ïðèêëàäó, ïðîïîðöiéíèõ äî β,
√
β, β1/3 òà

√
β ln
√
β. Òàêîæ

çíàê ïîïðàâêè ìîæå áóòè ðiçíèì â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó äåôîðìàöié-

íî¨ ôóíêöi¨. Òàêèì ÷èíîì, çñóâ åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ, ùî ñïðè÷èíåíèé

äåôîðìàöi¹þ, ñèëüíî çàëåæèòü âiä âèáîðó ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨.
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Ðîçäië 5

Ïîïðàâêè äî åíåð åòè÷íèõ ðiâíiâ

àòîìà âîäíþ ó ïðîñòîði ç

ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ àë åáðîþ

Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ

5.1 Âñòóï

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ïðî àòîì âîäíþ â äåôîðìîâà-

íîìó ïðîñòîði ç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à (1.8), ùî

ïðèâîäèòü äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè. Öÿ àë åáðà áóëà îòðèìàíà ÿê óçà-

ãàëüíåííÿ D-âèìiðíî¨ äâîïàðàìåòðè÷íî¨ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè (1.4)

äî (D + 1)-âèìiðíî¨ ëîðåíö-êîâàðiàíòíî¨ àë åáðè ïðîñòîðó-÷àñó. Öi-

êàâèì ¹ âèâ÷åííÿ âïëèâó ãiïîòåçè ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè íà ïîâåäií-

êó êâàíòîâèõ ñèñòåì. Äåôîðìîâàíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ áóëè

çàñòîñîâàíi äî âèâ÷åííÿ ðiçíîìàíiòíèõ êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

Ó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè (1.8) ¹äèíîþ âèâ÷åíîþ çàäà÷åþ ¹

(1 + 1)-âèìiðíèé îñöèëÿòîð Äiðàêà, òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ îòðèìàíî

â ðîáîòi [49] äëÿ ïðîñòîãî âèïàäêó, êîëè îäèí ç ïàðàìåòðiâ äåôîðìà-
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öi¨ ðiâíèé íóëåâi. Òîæ öåé íàïðÿìîê äîñëiäæåíü çàëèøà¹òüñÿ ìàéæå

íåâèâ÷åíèì.

×åðåç íàéáiëüø òî÷íi åêñïåðèìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè òà âèñîêîãî

ðiâíÿ òåîðåòè÷íèé ïðîãíîç àòîì âîäíþ ¹ óíiêàëüíîþ êâàíòîâîìåõàíi-

÷íîþ ñèñòåìîþ. Ïîäàëüøå âèâ÷åííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìîæóòü çíà÷íî âïëè-

íóòè íà íàøå ðîçóìiííÿ îñíîâ áóäîâè âñåñâiòó. Âèâ÷àþ÷è çàäà÷ó ïðî

àòîì âîäíþ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ ìè

çìîæåìî ïiäiéòè áëèæ÷å äî âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåíó-

ëüîâî¨ íåâèçíà÷åíîñòi êîîðäèíàòè.

Â öié ðîáîòi ìè çàñòîñîâó¹ìî òåîðiþ çáóðåíü äëÿ îá÷èñëåííÿ ïî-

ïðàâîê äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó àòîìà âîäíþ ó ïðîñòîði ç äåôîðìî-

âàíèìè Ëîðåíö-êîâàðiàíòíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè (1.8)

ó âèïàäêó β′ = 0.

5.2 Ïðåäñòàâëåííÿ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè

Äóæå ÷àñòî áóâà¹ êîðèñíèì ïðåäñòàâèòè îïåðàòîðè êîîðäèíàòè X̂µ

òà iìïóëüñó P̂ µ, ùî çàäîâîëüíÿþòü äåôîðìîâàíié àë åáði (1.8) ÷åðåç

îïåðàòîðè x̂µ i p̂ν, êîìóòàòîð ÿêèõ ìà¹ çâè÷íèé êàíîíi÷íèé âèãëÿä

[x̂µ, p̂ν] = −i~gµν. (5.1)

Ïðåäñòàâëåííÿ, ùî íå çìiíþ¹ îïåðàòîð iìïóëüñó, ìà¹ âèãëÿä: X̂µ = (1− βp̂ρp̂ρ)x̂µ − β′p̂µp̂ρx̂ρ + i~γpµ,

P̂ µ = p̂µ,
(5.2)

äå γ � äîâiëüíà äiéñíà êîíñòàíòà, ùî íå çìiíþ¹ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiä-

íîøåíü. Â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi x̂µ = −i~gµν∂/∂pν, p̂µ = pµ ìè
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ïîâèííi ïåðåîçíà÷èòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ââiâøè âàãîâèé ôàêòîð

〈ψ|φ〉 =

∫
dDp

[1− (β + β′)pνpν]α
ψ∗(pµ)φ(pµ), (5.3)

α =
2β + β′(D + 2)− 2γ

2(β + β′)
. (5.4)

Öå çàáåçïå÷èòü åðìiòîâiñòü îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. ßêùî ìè ïîêëàäå-

ìî γ = β+β′(D+ 2)/2, òî âàãîâà ôóíêöiÿ çâåäåòüñÿ äî 1. Ïðè òàêîìó

âèáîði çíà÷åííÿ γ ìè çìîæåìî çàïèñàòè îïåðàòîð êîîðäèíàòè ó åðìi-

òîâié ôîðìi: X̂µ = x̂µ − β

2
[p̂ρp̂

ρx̂µ + x̂µp̂ρp̂
ρ]− β′

2
[p̂µp̂ρx̂

ρ + x̂ρp̂
ρp̂µ] ,

P̂ µ = p̂µ.
(5.5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è �ïñåâäîêîîðäèíàòíå� ïðåäñòàâëåííÿ x̂µ = xµ,

p̂µ = i~gµν
∂

∂xν

(5.6)

ìè îá÷èñëèëè êâàäðàò îïåðàòîðà âiäñòàíi â (3+ 1)-âèìiðíîìó âèïàäêó

R̂2 =
∑3

i=1(X̂
i)2 â ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà ïàðàìåòðàìè äåôîðìàöi¨

β, β′:

R2 = r2 + (β + β′)[p̂2r2 + r2p̂2]− 2β(p̂0)2r2 + 3~2β

− 2β′L̂2 − β′

2
(p̂0ct+ ctp̂0)(rp̂ + p̂r). (5.7)

Òóò L̂ - îïåðàòîð ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó. Ðîçêëàä îïåðàòîðà îáåðíåíî¨

âiäñòàíi â ðÿä çà ìàëèìè ïàðàìåòðàìè äåôîðìàöi¨ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó
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ìàëîñòi ìà¹ âèãëÿä

R̂−1 =
1

r
− β + β′

2

(
1

r
p̂2 + p̂2 1

r

)
+ β(p̂0)2 1

r
− 2β − β′

2

~2

r3

+ β′
L̂2

r3
− β′ (p̂

0ct+ ctp̂0)

4

(
1

r
p̂2 − p̂2 1

r

)
. (5.8)

Iíøå ïðåäñòàâëåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ àë åáðó (1.8) â ëiíiéíîìó íà-

áëèæåííi çà ïàðàìåòðàìè β, β′ , íà âiäìiíó âiä òî÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ

(6.24), ìîæíà çàïèñàòè
X̂µ = x̂µ − 2β − β′

4
(x̂µp̂ρp̂

ρ + p̂ρp̂
ρx̂µ),

P̂ µ = p̂µ − β′

2
p̂µp̂ρp̂

ρ.
(5.9)

Àíàëîãi÷íî, êâàäðàò îïåðàòîðà âiäñòàíi i îïåðàòîð îáåðíåíî¨ âiäñòàíi

â ïðåäñòàâëåííi (5.9), (5.6) çàïèøåòüñÿ:

R2 = r2 +
(2β − β′)

2

((
p̂2 − (p̂0)2

)
r2

+ r2
(
p̂2 − (p̂0)2

)
+ 3~2

)
, (5.10)

R̂−1 =
1

r
− (2β − β′)

4

(
1

r

(
p̂2 − (p̂0)2

)
+
(
p̂2 − (p̂0)2

) 1

r
+

2~2

r3

)
. (5.11)

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (6.24) i (5.9) çáiãàþòüñÿ êîëè β′ =

0.

5.3 Àòîì âîäíþ â òåîði¨ Äiðàêà

Äëÿ òîãî ùîá äîìîâèòèñü ïðî ïîçíà÷åííÿ, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâà-

òèñÿ â öüîìó ðîçäiëi, ìè ïðèãàäà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî àòîì âîäíþ

â òåîði¨ Äiðàêà çi ñòàíäàðòíîþ íåäåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ.
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Çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí Äiðàêà äëÿ ÷àñòèíêè â öåíòðàëüíîìó ïîëi

Ĥ = cρ̂aP̂ +mc2ρ̂c + U(r), (5.12)

äå

P̂ = σ̂xp̂
x + σ̂yp̂

y + σ̂zp̂
z. (5.13)

Âèáið ìàòðèöü σi, i = x, y, z; ρj, j = a, b, c ìîæå áóòè çäiéñíåíèé ó

ðiçíèé ñïîñiá. Íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ öèõ ìàòðèöü ¹ áiëüø çðó÷íèì

äëÿ íàøîãî ðîçãëÿäó.

σ̂x =

 σ̂0
x 0

0 −σ̂0
x

 , σ̂y =

 σ̂0
y 0

0 σ̂0
y

 ,

σ̂z =

 σ̂0
z 0

0 −σ̂0
z

 , (5.14)

ρ̂a =

 I 0

0 −I

 , ρ̂b =

 0 σ̂0
y

σ̂0
y 0

 ,

ρ̂c =

 0 −iσ̂0
y

iσ̂0
y 0

 . (5.15)

Òóò σ̂0
x, σ̂

0
y, σ̂

0
z ïîçíà÷àþòü ìàòðèöi Ïàóëi.

ßê áóëî çàïðîïîíîâàíî Ôîêîì [108], ïðîâåäåìî ïåðåòâîðåííÿ ðiâ-

íÿííÿ [
cρ̂aP̂ +mc2ρ̂c + U(r)

]
ψ = p̂0cψ (5.16)

äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò ðàçîì iç êàíîíi÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Áóäü-

ÿêèé îïåðàòîð i õâèëüîâà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì çàêîíàì ïå-
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ðåòâîðåííÿ:

Â→ Â∗ = r
√

sin(θ)UÂU−1 1

r
√

sin(θ)
, (5.17)

ψ → ψ∗ = r
√

sin(θ)Uψ, (5.18)

äå U =
(
Î cos θ

2 + iσ̂y sin θ
2

)(
Î cos ϕ

2 + iσ̂z sin ϕ
2

)
¹ óíiòàðíèì ïåðåòâîðåí-

íÿì. Òåïåð ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Äiðàêà çàïèøåòüñÿ[
cρ̂aP̂

∗ +mc2ρ̂c + U(r)
]
ψ∗ = E0ψ∗ (5.19)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.19) äëÿ ψ∗ = (ψ∗1, ψ
∗
2, ψ

∗
3, ψ

∗
4)T ìà¹ âèãëÿä

ψ∗1 = f(r)Y (θ, ϕ), ψ∗2 = g(r)Z(θ, ϕ),

ψ∗3 = f(r)Z(θ, ϕ), ψ∗4 = −g(r)Y (θ, ϕ), (5.20)

ç óìîâîþ íîðìóâàííÿ∫ ∞
0

dr (|f |2 + |g|2) = 1, (5.21)

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ (|Y |2 + |Z|2) = 1. (5.22)

Òóò Y (θ, ϕ), Z(θ, ϕ) ïîçíà÷àþòü ñôåðè÷íi ôóíêöi¨. Ôóíêöi¨ f(r) i g(r)

âiäïîâiäàþòü âèãëÿäó ïîòåíöiàëó U(r). Äëÿ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó

U(r) = −e2

r
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f(r) =
1√
2

[
Fpk
(

2r
an∗

)
−Gpk

(
2r
an∗

)
2 sin ε

2

+ i
Fpk
(

2r
an∗

)
+Gpk

(
2r
an∗

)
2 cos ε

2

]
,

g(r) =
1√
2

[
Fpk
(

2r
an∗

)
−Gpk

(
2r
an∗

)
2 sin ε

2

− i
Fpk
(

2r
an∗

)
+Gpk

(
2r
an∗

)
2 cos ε

2

]
,

Fpk(x) = C(p, k)x
s
2e−

x
2Qs

p(x), (5.23)

Gpk(x) = C(p, k) (n∗ − k)x
s
2e−

x
2Qs

p−1(x).

Òóò Qs
p(x) = Γ(s+p+1)

Γ(s+1) 1F1(−p, s + 1, x) ïîçíà÷àþòü ïîëiíîìè Ëà åð-

ðà; p = 0, 1, 2, . . . ; ÷èñëî k çâ'ÿçàíå ç âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà

ïîâíîãî ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó ñïiââiäíîøåííÿì j = |k| − 1
2 , k =

±1,±2,±3, . . .; C(p, k) =
√

(n∗+k)
p!Γ(p+s+1)

α2

n∗4 � êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ; α

ïîçíà÷à¹ ñòàëó òîíêî¨ ñòðóêòóðè; a = ~2

me2 � ðàäióñ Áîðà; ε çàëåæèòü

âiä åíåð i¨ E0 íàñòóïíèì ÷èíîì

E0 = mc2 cos ε. (5.24)

Êâàíòîâi ÷èñëà, ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ â ôîðìóëàõ (5.23) ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ

÷åðåç íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

s = 2
√
k2 − α2, p+ s/2 = α cot ε. (5.25)

Ìè òàêîæ ïîçíà÷èëè α
sin ε ÷åðåç n

∗, áî öÿ âåëè÷èíà ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ

âiä öiëîãî ãîëîâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n = p + |k|. Íàðåøòi, åíåð å-

òè÷íèé ñïåêòð àòîìà âîäíþ, ÿê ôóíêöiÿ êâàíòîâèõ ÷èñåë p òà k ìà¹

âèãëÿä

E0
pk = mc2 p+

√
k2 − α2√(

p+
√
k2 − α2

)2
+ α2

. (5.26)
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5.4 Ïîïðàâêè äî ñïåêòðó

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îá÷èñëèìî ïîïðàâêè äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó

àòîìà âîäíþ ó òåîði¨ Äiðàêà ç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâàíîþ

àë åáðîþ, ùî ïðèâîäèòü äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, âèêîðèñòîâóþ÷è òå-

îðiþ çáóðåíü.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Äiðàêà â (3+1)-âèìiðíîìó âèïàäêó ó âèãëÿäi[
cρ̂a(σ̂xP̂

x+ σ̂yP̂
y+ σ̂zP̂

z)+mc2ρ̂c−
e2

R

]
ψ= P̂ 0c ψ, (5.27)

äå îïåðàòîðè êîîðäèíàò X̂µ òà êîìïîíåíò iìïóëüñó P̂ µ çàäîâîëüíÿþòü

äåôîðìîâàíèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì (1.8).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó âèïàäêó äåôîðìàöi¨ îïåðàòîðè P̂ 0 i R̂−1 âæå

íå êîìóòóþòü. Òîìó, íà âiäìiíó âiä íåäåôîðìîâàíîãî âèïàäêó, ìè íå

çíàéäåìî ôóíêöié, ÿêi á îäíî÷àñíî áóëè âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðà-

òîðiâ P̂ 0 òà Ĥ. Íåçðîçóìiëî, ÿê çàïèñàòè ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ â òàêèõ

óìîâàõ. Òîìó ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îäèí iç ïàðàìåòðiâ äåôîð-

ìàöi¨ ðiâíèé íóëþ, à iíøèé çàëèøà¹òüñÿ äîäàòíèì, òîáòî β′ = 0 òà

β > 0. Öå ïðèïóùåííÿ íà ïàðàìåòðè äåôîðìàöi¨ çàáåçïå÷ó¹ êîìóòà-

òèâíiñòü îïåðàòîðiâ P̂ 0 i R̂−1. Öiêàâî, ùî ïðè òàêîìó âèáîði ïàðàìåòðiâ

äåôîðìàöi¨ ïðåäñòàâëåííÿ (6.24) i (5.9) çáiãàþòüñÿ.

Ìè ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (6.1) áåðó÷è äî óâàãè òiëüêè ëiíiéíi ÷ëå-

íè çà ïàðàìåòðîì β (
Ĥ0 + V̂β

)
ψ = p̂0cψ. (5.28)

Ãàìiëüòîíiàí íåçáóðåíî¨ çàäà÷i i îïåðàòîð çáóðåííÿ ìàþòü âèãëÿä âiä-

ïîâiäíî

Ĥ0 = cρ̂aP̂ +mc2ρ̂c −
e2

r
, (5.29)
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V̂β =
β

2
e2

((
p̂2 − (p̂0)2

)
1

r
+

1

r

(
p̂2 − (p̂0)2

)
+

2~2

r3

)
. (5.30)

Ìè ïðîâåäåìî ïåðåõiä äî ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ ïðèéìàþ÷è, ùî õâè-

ëüîâà ôóíêöiÿ ìàòèìå âèãëÿä:

ψ(r, t) = e−
i
~Etψ(r). (5.31)

Ïîäiáíî ÿê i ó íåäåôîðìîâàíîìó âèïàäêó, ìè çäiéñíþ¹ìî ïåðåõiä äî

ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ðàçîì ç êàíîíi÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Â

ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî (
Ĥ∗0 + V̂ ∗β

)
ψ∗ = Eψ∗, (5.32)

ç

Ĥ∗0 = cρ̂aP̂
∗ +mc2ρ̂c −

e2

r
, (5.33)

V̂ ∗β =
β

2
e2

((
(p̂∗)2 − (p0)2

)
1

r
+

1

r

(
(p̂∗)2 − (p0)2

)
+

2~2

r3

)
(5.34)

i

(p̂∗)2 = (P̂ ∗)2 = p̂2
r −

~M̂ ∗

r2
+

(M̂ ∗)2

r2
, (5.35)

M̂ ∗ψ∗ = ~kρcψ∗, (5.36)

p0 =
E0

c
. (5.37)

Òåïåð ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè ïîïðàâêè äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó ïðî-

âîäÿ÷è óñåðåäíåííÿ îïåðàòîðà çáóðåííÿ íà âëàñíèõ ôóíêöiÿõ íåäå-
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ôîðìîâàíîãî ðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà âîäíþ.

∆E
(1)
pk = mc2~2β

a2

(
12α2

(
2p+ s

)(
2n∗k(α2 + 1) + k4(2p+ s)

)
s(s2 − 1)(s2 − 4)n∗5

+

+
α2(−3n∗2 + 4n∗k(2p+ s)− 4k2α2)

s(s2 − 1)n∗5
+
α2 − n∗2 + p2 − k2

sn∗3

)
. (5.38)

Ïîïðàâêà äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó ∆E
(1)
pk çàëåæèòü âiä äâîõ êâàí-

òîâèõ ÷èñåë p i k ïîâ'ÿçàíèõ ç ãîëîâíèì êâàíòîâèì ÷èñëîì n òà êâàí-

òîâèì ÷èñëîì îïåðàòîðà ïîâíîãî ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó j ñïiââiäíî-

øåííÿìè

n = p+ |k|, j = |k| − 1

2
. (5.39)

Ôîðìóëà (5.38) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ äîçâîëåíèõ çíà÷åíü p i k,

îêðiì k = ±1. Äëÿ ñòàíiâ ç òàêèìè çíà÷åííÿìè êâàíòîâèõ ÷èñåë k ìè

îòðèìàëè ðîçáiæíèé âêëàä â ïîïðàâêó äî åíåð i¨ âiä äîäàíêiâ ïðîïîð-

öiéíèõ äî 1
r(p̂
∗)2 + (p̂∗)2 1

r i
1
r3 . Äëÿ ïðèêëàäó, äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó ìè

ìà¹ìî 〈
1

r3

〉
∼
∫ ∞

0

dx xs−3e−x =∞, (5.40)

áî s = 2
√

1− α2 ¹ ìåíøå íiæ 2. Ïîäiáíi ïðîáëåìè ñïîñòåðiãàëàñÿ ïðè

îá÷èñëåííi ïîïðàâîê äî íåðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà âîäíþ ó âèïàäêó äå-

ôîðìîâàíî¨ àë åáðè, çàïðîïîíîâàíî¨ Êåìïôîì, i áóëè âèðiøåíi øëÿ-

õîì ìîäèôiêàöi¨ òåîði¨ çáóðåíü [62].

Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî ÿêùî ìè îïóñòèìî âêëàä â ïîïðàâêó äî

åíåð i¨ ∆E
(1)
pk âiä ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà (p0)2

r , ìè îòðèìà¹ìî

ïîïðàâêè äî åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó àòîìà âîäíþ â òåîði¨ Äiðàêà â ïðî-

ñòîði ç äåôîðìàöi¹þ Êåìïôà. Â íåðåëÿòèâiñòñüêié ãðàíèöi c → ∞ öÿ

ïîïðàâêà çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè îòðèìàíèìè â [61], ÿê i ìà¹ áóòè.
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5.5 Âèñíîâêè

Ìè äîñëiäèëè àòîì âîäíþ ó ïðîñòîði iç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ äåôîð-

ìîâàíîþ àë åáðîþ ó ïðèïóùåííi, ùî β 6= 0, β′ = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è

çâè÷àéíó òåîðiþ çáóðåíü, ìè îá÷èñëèëè ïîïðàâêè äî óñiõ åíåð åòè÷íèõ

ðiâíiâ çà âèíÿòêîì ñòàíiâ iç |k| = 1. Âèíÿòêè çóìîâëåíi äîäàíêàìè, ÿêi

ïðîïîðöiéíi äî 1/r3 òà 1
r p̂

2 + p̂2 1
r , ÿêi âõîäÿòü ó îïåðàòîð çáóðåííÿ. Öi

äîäàíêè ïðèâîäÿòü äî ðîçáiæíèõ âíåñêiâ ó ïîïðàâêàõ äî åíåð i¨. Çà-

óâàæèìî, ùî ïîäiáíà òðóäíiñòü âèíèêàëà i ó íåðåëÿòèâiñòñüêîìó âè-

ïàäêó, ïðè ðîçðàõóíêó ïîïðàâîê äî s-ðiâíiâ äëÿ àòîìà âîäíþ [61, 62].

Òîìó ïîøóê ïîïðàâîê äî ðiâíiâ ç êâàíòîâèì ÷èñëîì |k| = 1 âèìàãà¹

iíøèõ ïiäõîäiâ, âiäìiííèõ âiä êëàñè÷íî¨ òåîði¨ çáóðåíü. Íàòõíåííi iäå-

¹þ çñóíóòîãî ðîçêëàäó, ÿêà áóëà çàïðîïîíîâàíà äëÿ âèðiøåííÿ ïðî-

áëåìè ðîçáiæíîñòåé â òåîði¨ çáóðåíü â íåðåëÿòèâiñòñüêié çàäà÷i ïðî

àòîì âîäíþ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ, â

íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè óçàãàëüíèìî öþ ìåòîäèêó íà ðåëÿòèâiñòñüêèé

âèïàäîê.
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Ðîçäië 6

Ìîäèôiêîâàíà òåîðiÿ çáóðåíü äëÿ

àòîìà âîäíþ â ïðîñòîði ç

ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ àë åáðîþ

Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ

6.1 Âñòóï

ßê ìè áà÷èëè â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíî¨ òåî-

ði¨ çáóðåíü äî ðiâíÿííÿ Äiðàêà äëÿ àòîìà âîäíþ ó ïðîñòîði iç ëîðåíö-

êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ (1.8) ïðèâîäèòü äî ðîçáiæíèõ

ïîïðàâîê äëÿ äåÿêèõ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ, à ñàìå òèõ, ùî âiäïîâiäà-

þòü ñòàíàì iç êâàíòîâèì ÷èñëîì |k| = 1. Â îñíîâi çâè÷àéíî¨ òåîði¨ çáó-

ðåíü ìiñòèòüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî àíàëiòè÷íiñòü åíåðãåòè÷íî¨ ïîïðàâêè

çà ìàëèì ïàðàìåòðîì òåîði¨ çáóðåíü, â íàøîìó âèïàäêó ïàðàìåòðîì

äåôîðìàöi¨. ßêùî æ çàëåæíiñòü ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ âiä ïàðàìåòðà

äåôîðìàöi¨ ìiñòèòèìå íåàíàëiòè÷íiñòü, òî òàêà òåîðiÿ áóäå äàâàòè õè-

áíi ðåçóëüòàòè, îñêiëüêè â òàêîìó âèïàäêó ïîïðàâêè ç âèùèõ ïîðÿäêiâ

òåîði¨ çáóðåíü ìîæóòü áóòè ñïiâìiðíèìè ç ïîïðàâêàìè íèæ÷èõ ïîðÿä-
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êiâ. Òîìó çíàõîäæåííÿ ïîïðàâîê äî åíåðãié ó âèïàäêó íåàíàëiòè÷íî¨

çàëåæíîñòi ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ âiä ïàðàìåòðà äåôîðìàöi¨ âèìàãà¹ íå-

ñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ, ÿêi á äîçâîëèëè âèäiëèòè öþ íåàíàëiòè÷íiñòü.

Îäíèì iç òàêèõ ïiäõîäiâ ¹ ìîäèôiêîâàíà òåîðiÿ çáóðåíü çàñíîâàíà íà

iäå¨ çñóíóòîãî ðîçêëàäó îïåðàòîðà âiäñòàíi. Öÿ iäåÿ âïåðøå áóëà çà-

ïðîïîíîâàíà â [62] äëÿ óñóíåííÿ ðîçáiæíîñòåé, ùî âèíèêàëè â ñòàí-

äàðòíié òåîði¨ çáóðåíü äëÿ àòîìà âîäíþ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði ç

ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ (1.4). Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïðîâåäåìî âåðèôiêà-

öiþ öüîãî ìåòîäó òà óçàãàëüíèìî éîãî äëÿ çàäà÷i ïðî ðåëÿòèâiñòñüêèé

àòîì âîäíþ â ïðîñòîði ç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à ç

ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ (1.8).

6.2 Ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó

Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè îá÷èñëþ¹ìî ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòà-

íó àòîìà âîäíþ ó òåîði¨ Äiðàêà iç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâà-

íîþ àë åáðîþ, ùî ïðèâîäèòü äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, âèêîðèñòîâóþ-

÷è ñòàíäàðòíó òåîðiþ çáóðåíü i ðîçêëàä ôóíêöié îñíîâíîãî ñòàíó çà

âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà âiäñòàíi. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Äiðàêà

äëÿ àòîìà âîäíþ â (3 + 1)-âèìiðíîìó ïðîñòîði ó âèãëÿäi[
cρ̂a(σ̂xP̂

x + σ̂yP̂
y + σ̂zP̂

z) +mc2ρ̂c −
e2

R

]
ψ = P̂ 0cψ, (6.1)

äå îïåðàòîðè êîîðäèíàòè X̂µ òà êîìïîíåíòè iìïóëüñó P̂ µ çàäîâîëüíÿ-

þòü äåôîðìîâàíié àë åáði (1.8) ó âèïàäêó β 6= 0, β′ = 0.

Àëãåáðè (1.4) òà (1.8) ¹ äóæå ïîäiáíi. Òîìó, çðó÷íî ïåðåâiðÿòè

çàïðîïîíîâàíèé íàìè ìåòîä íà ïðîñòiøié çàäà÷i, à ñàìå äëÿ íåðåëÿòè-
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âiñòñüêîãî àòîìà âîäíþ ó ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Êåìïôà.

Îá÷èñëèìî ïîïðàâêó äî îñíîâíîãî ñòàíó àòîìà âîäíþ â ïðîñòîði

ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ (1.4), âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðè÷íèé ïiäõiä.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ àë åáðè ó âèïàäêó, êîëè β 6=

0, β′ = 0:

X̂i = x̂i +
β

2
(p̂2x̂i + x̂ip̂

2); (6.2)

P̂i = p̂i,

ç [x̂i, p̂j] = i~δij. Äëÿ íåäåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à îáèðà¹ìî

çâè÷àéíå êîîðäèíàòíå ïðåäñòàâëåííÿ : x̂i = xi, p̂i = −i~ ∂
∂xi
. Ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî äëÿ s-ñòàíiâ îïåðàòîð âiäñòàíi ìà¹ äóæå ïðîñòèé âèãëÿä:

R̂ = r +
β

2

(
p̂2r + rp̂2 +

2~2

r

)
, (6.3)

ç r =
√
x2
i . Âëàñíi ôóíêöi¨ i âëàñíi çíà÷åííÿ òàêîãî îïåðàòîðà:

ln = (2n+ 3)~
√
β, (6.4)

φn(r) =

√
2

~
√
β

1√
(n+ 1)(n+ 2)

%e−
%
2Q2

n(%).

Òóò % = 2r
~
√
β
i óìîâà íîðìóâàííÿ äëÿ φn(r) ìà¹ âèãëÿä∫ ∞

0

dr|φn(r)|2 = 1. (6.5)

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî íàøi ðåçóëüòàòè çáiãàþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè, îòðè-

ìàíèìè â [61], äå ðîçãëÿäàëàñÿ çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi

ôóíêöi¨ äëÿ êâàäðàòó îïåðàòîðà âiäñòàíi â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi

áåç æîäíèõ îáìåæåíü íà âåëè÷èíè ïàðàìåòðiâ äåôîðìàöi¨ òà âåëè÷èíó

îðáiòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà.
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Òåïåð îá÷èñëèìî ïîïðàâêó äî îñíîâíîãî ñòàíó àòîìà âîäíþ. Äëÿ

öüîãî ðîçêëàäåìî õâèëüîâó ôóíêöiþ îñíîâíîãî ñòàíó

ψ1s(r) =

√
4

a3
re−

r
a (6.6)

çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà âiäñòàíi R̂:

ψ1s(r) =
∞∑
n=0

Ynφn(r), (6.7)

ïðè÷îìó êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

Yn = 8

√
(n+ 1)(n+ 2)

2

(
a~
√
β
) 3

2 (~
√
β − a)n

(~
√
β + a)n+3

. (6.8)

Çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ó âèãëÿäi:

Ĥ = Ĥ0 + V̂β. (6.9)

Òóò Ĥ0 = p̂2

2m −
e2

r � ãàìiëüòîíiàí íåçáóðåíî¨ çàäà÷i, V̂β = e2

r −
e2

R̂
�

îïåðàòîð çáóðåííÿ.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà îáåðíåíî¨ âiääàëi áóäå ìàòè âèãëÿä:

〈ψ1s(r)|R̂−1|ψ1s(r)〉 =
∞∑
n=0

Y 2
n

(2n+ 3)~
√
β

=
8
√
~
√
β

3(a+ ~
√
β)3 2F1

(
−1

2
,
3

2
;
5

2
;−(a− ~

√
β)2

4a~
√
β

)
,

äå 2F1 (a, b; c; z) � ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ. Ðîçêëàäàþ÷è îñòàííié

âèðàç çà ìàëèì ïàðàìåòðîì β, îäåðæó¹ìî:

〈ψ1s(r)|R̂−1|ψ1s(r)〉 =
1

a
+

~2β

a3

(
4 ln

~
√
β

a
+ 3

)
+ O(β2). (6.10)
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Òàêèì ÷èíîì, ïîïðàâêà äî åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó áóäå ìàòè âèãëÿä:

∆E1s = 〈ψ1s(r)|e2r̂−1 − e2R̂−1|ψ1s(r)〉

= −~
2βe2

a3

(
4 ln

~
√
β

a
+ 3

)
+O(β2). (6.11)

Ïîäiáíèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî ó ðîáîòi [62] çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî

çñóíóòîãî ðîçêëàäó

∆E1s = −~
2βe2

a3

(
4 ln

~
√
β

a
+ 2 ln 2 + 4γ − 1)

)
+ o(β). (6.12)

Îáèäâà ðåçóëüòàòè ïðèâîäÿòü äî ïîäiáíèõ âèðàçiâ i ðiçíèöÿ ìiæ íèìè

áóäå ëiíiéíèì äîäàíêîì çà ïàðàìåòðîì β, ÿêèé äà¹ äîñòàòíüî ìàëèé

âíåñîê ïðè îöiíöi ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

Ïîäiáíó ïðîöåäóðó ìîæíà çàñòîñóâàòè i äëÿ äåôîðìîâàíî¨ àë å-

áðè (1.8). Äëÿ öi¹¨ àë åáðè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ íàñòóïíèì çîáðàæåí-

íÿì

X̂µ = x̂µ +
β

2

(
x̂µ(p̂2 − (p̂0)2) + (p̂2 − (p̂0)2)x̂µ

)
; (6.13)

P̂ µ = p̂µ,

äå x̂µ = xµ, p̂µ = i~gµν ∂
∂xν . Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî äëÿ ñòàíiâ

iç íóëüîâèì îðáiòàëüíèì êâàíòîâèì ÷èñëîì îïåðàòîð âiääàëi ìàòèìå

âèãëÿä:

R̂ = (1− β(p̂0)2)r +
β

2

(
p̂2r + rp̂2 +

2~2

r

)
. (6.14)

Âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ çíàõîäèìî iç ðiâíÿííÿ

R̂e−iEt/~ϕn(r) = λne
−iEt/~ϕn(r). (6.15)
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Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî:

λn = (2n+ 3)~
√
θ(1− βE2/c2), (6.16)

ϕn(r) =

√
2

~
√
θ

1√
(n+ 1)(n+ 2)

ρe−
ρ
2Q2

n(ρ).

Äå Q2
n(ρ) � ïîëiíîìè Ëà åððà. Òóò ìè ïîçíà÷èëè θ = β

1−βE2/c2 òà ρ =

2r
~
√
θ
.

Äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó ðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà âîäíþ ìîæíà âiä-

äiëèòè ðàäiàëüíó ÷àñòèíó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ âiä êóòîâî¨ òà ñïiíîðíî¨

÷àñòèí. Òàêèì ÷èíîì, ðàäiàëüíà ÷àñòèíà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ áóäå ðiâíà

ψ01(r) =
1√

Γ(s+ 1)

(
2

a

) s+1
2

r
s
2e−

r
a (6.17)

ç óìîâîþ íîðìóâàííÿ ∫ ∞
0

dr|ψ01(r)|2 = 1 (6.18)

i s = 2
√

1− α2, α � ñòàëà òîíêî¨ ñòðóêòóðè. Ðîçêëàäàþ÷è ðàäiàëüíó

÷àñòèíó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ îñíîâíîãî ñòàíó ψ01(r) çà âëàñíèìè ôóí-

êöiÿìè îïåðàòîðà âiäñòàíi âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò ϕn(r)

ψ01(r) =
∞∑
n=0

Υnϕn(r), (6.19)

îòðèìó¹ìî êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó

Υn = 2
s+2

2

√
(n+ 1)(n+ 2)

Γ
(
s
2 + 2

)√
Γ(s+ 1)

a
3
2

(
~
√
θ
) s+1

2

(
a+ ~

√
θ
) s+4

2

× 2F1

(
−n, s+ 4

2
; 3;

2a

a+ ~
√
θ

)
. (6.20)
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Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà îáåðíåíî¨ âiääàëi ó öüîìó âèïàäêó

áóäå ìàòè âèãëÿä:

〈ψ01(r)|R̂−1|ψ01(r)〉 =
∞∑
n=0

Υ2
n

(2n+ 3)~
√
θ(1− βE2/c2)

. (6.21)

Íà æàëü, íàì íå âäàëîñÿ ïðîâåñòè ïiäñóìîâóâàííÿ äëÿ öüîãî âèðàçó

òî÷íî, îäíàê çáåðiãàþ÷è âåäó÷i çà ïàðàìåòðîì äåôîðìàöi¨ β òà ñòàëîþ

α äîäàíêè ìè îäåðæàëè:

〈ψ01(r)|R̂−1|ψ01(r)〉 = 〈ψ01(r)|r−1|ψ01(r)〉+
~2β

a3

(
4 ln

~
√
β

a
+

1

α2

)
.(6.22)

Òàêèì ÷èíîì, ïîïðàâêè äî îñíîâíîãî ñòàíó àòîìà âîäíþ ó ïðîñòîði iç

ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ ìàòèìóòü âèãëÿä:

∆E01 = 〈ψ01(r)|e2r̂−1 − e2R̂−1|ψ01(r)〉

= −~
2e2β

a3

(
4 ln

~
√
β

a
+

1

α2

)
. (6.23)

6.3 Ìîäèôiêîâàíà òåîðiÿ çáóðåíü

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè îáðàëè òàêå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ äåôîðìî-

âàíî¨ àë åáðè (1.8):

X̂µ = x̂µ − β
2 [p̂ρp̂

ρx̂µ + x̂µp̂ρp̂
ρ)] ,

P̂ µ = p̂µ,

x̂µ = xµ,

p̂µ = i~gµν ∂
∂xν

(6.24)

òà îòðèìàëè ðîçêëàä äëÿ îïåðàòîðà îáåðíåíî¨ âiääàëi ç òî÷íiñòþ äî

ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ïàðàìåòðîì äåôîðìàöi¨

R̂−1 =
1

r
− β

2

(
1

r
(p̂2 − (p̂0)2 + (p̂2 − (p̂0)2 1

r
+

2~2

r3

)
. (6.25)
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Ìè îá÷èñëèëè ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ çà âèíÿòêîì äåÿêèõ

"ïðîáëåìíèõ"ñòàíiâ ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè, êî-

ëè îäèí iç ïàðàìåòðiâ äåôîðìàöi¨ ðiâíèé íóëþ β′ = 0, β 6= 0. Äëÿ

ñòàíiâ iç k = ±1 (j = |k| − 1/2 = 1/2) îäåðæó¹ìî ðîçáiæíèé âèðàç

äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äîäàíêà, ÿêèé ñòî¨òü ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ó

âèðàçi (6.25). Öå îçíà÷à¹, ùî òàêèé ðîçêëàä íå ¹ êîðåêòíèì äëÿ óæå

çãàäàíèõ ñòàíiâ i íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè óñi ÷ëåíè ðîçêëàäó â ðÿä.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ìîäèôiêîâàíó òåîðiþ çáóðåíü, ÿêà

áóëà çàïðîïîíîâàíà ó ðîáîòi [62] äëÿ òîãî, ùîá îáiéòè ïðîáëåìó ðîç-

áiæíîñòåé ïîïðàâîê äî åíåðãié s-ðiâíiâ íåðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà âî-

äíþ ó ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè,

çàïðîïîíîâàíèõ Êåìïôîì. ßê íàì âäàëîñÿ ïîêàçàòè â ïîïåðåäíüîìó

ïàðàãðàôi, ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ðîáîòi [62] ìàëî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä

òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ. Òîìó ìîäèôiêîâàíó òåîðiþ çáóðåíü ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê íàäiéíèé iíñòðóìåíò äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîïðàâîê äî åíåðãi¨

àòîìà âîäíþ. Ó íàøîìó âèïàäêó çà äîïîìîãîþ ìîäèôiêîâàíî¨ òåî-

ði¨ çáóðåíü ìè ñïîäiâà¹ìîñü îòðèìàòè ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íîãî ñïå-

êòðó ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i äëÿ ñòàíiâ ç k = ±1. Çâåðíåìî óâàãó íà

òå, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå ÷àñòêîâèé âèïàäîê äëÿ äåôîðìàöi¨, êîëè

β 6= 0, β′ = 0.

Âèêîðèñòàâøè ïðåäñòàâëåííÿ (6.24), ïåðåïèøåìî âèðàç äëÿ R̂ ó

ôîðìi:

R̂ =

√
r2 + b2 − β(r2p̂ν p̂ν + p̂ν p̂νr2 − ~2D + b

2
), (6.26)

äå βb
2

= b2. Ïîäiáíî äî íåðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà âîäíþ, âèêîíó¹ìî

çñóíóòèé ðîçêëàä â îêîëi òî÷êè
√
r2 + b2. Âåäåíèé ïàðàìåòð b ¹ äî-
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ñòàòíüî ìàëèì, à îòæå ó ðîçêëàäi â ðÿä ìîæíà çíåõòóâàòè äîäàíêàìè

âèùèõ ïîðÿäêiâ çà çãàäàíèì ïàðàìåòðîì, âðàõóâàâøè ¨õ ëèøå â äî-

äàíêó íóëüîâîãî ïîðÿäêó.

Òàêèì ÷èíîì, ïðåäñòàâèìî ðåçóëüòàò ðîçêëàäó êâàäðàòíîãî êîðå-

íÿ (6.26) ó âèãëÿäi

R̂ =
√
r2 + b2 + Ĉ(β), (6.27)

äå

Ĉ(β) = βĈ1 + β2Ĉ2 + β3Ĉ3 + . . . . (6.28)

Ïðèðiâíÿâøè êâàäðàòè ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé(6.26) i (6.27), îäåð-

æó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ Ĉ1, Ĉ2, . . . . Äëÿ Ĉ1 îòðèìó¹ìî:

Ĉ1

√
r2 + b2 +

√
r2 + b2Ĉ1 = −β(r2p̂ν p̂

ν + p̂ν p̂
νr2 − ~2D + b

2
). (6.29)

i

Ĉ1 =
1

2

(
r2

√
r2 + b2

p̂2 + p̂2 r2

√
r2 + b2

− 2p2
0r

2

√
r2 + b2

+
2~2 − b2

√
r2 + b2

+
~2b4

(r2 + b2)5/2

)
.(6.30)

Ðîçêëàäàþ÷è îáåðíåíó âiääàëü R−1 ó ðÿä çà ïàðàìåòðîì äåôîð-

ìàöi¨ ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó çà β îäåðæó¹ìî:

R̂−1 =
1√

r2 + b2
+

β

2

(
r2

r2 + b2
p̂ν p̂

ν 1√
r2 + b2

+
1√

r2 + b2
p̂ν p̂

ν r2

r2 + b2

)

− 2~2β − b2

2(r2 + b2)3/2
− ~2βb4

2(r2 + b2)7/2
. (6.31)

Òåïåð îïåðàòîð çáóðåííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä:

V̂β =
e2

r
− e2

√
r2 + b2

− e2β

2

(
r2

r2 + b2
p̂ν p̂

ν 1√
r2 + b2

+
1√

r2 + b2
p̂ν p̂

ν r2

r2 + b2

)

+
e2(2~2β − b2)

2(r2 + b2)3/2
+

e2~2βb4

2(r2 + b2)7/2
. (6.32)
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Îá÷èñëèìî ïîïðàâêó äî åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó (p = 0, k = 1), çóìîâ-

ëåíó çáóðåííÿì V̂β

∆E
(1)
01 (b) = −sβ~

2e2

a3α2
+

8β~2e2

a3

1

s(s− 1)(s− 2)
− e2β~2

a3

2

s(s− 1)
(6.33)

+
e2

a

21−sπ

sin πs
2 Γ(s2)2

(
2

a

)s(
2β~2bs−2

s
+

2− s
s2

bs +
2β~2bs−2(2− s)(s+ 6)

12s

)
.

Òóò s = 2
√

1− α2 i α � ñòàëà òîíêî¨ ñòðóêòóðè.

Ðîçêëàâøè (6.33) ó ðÿä çà ìàëèì ïàðàìåòðîì α, îäåðæó¹ìî:

∆E
(1)
01 = −e

2~2β

a3α2
− 2e2~2β

a3
ln

~2β

a2

+
e2~2β

a3

(
−25

12
− 4γ + q2 − 2 ln q

)
+O(α0), (6.34)

äå b = q~
√
β.

ßê áà÷èìî, îá÷èñëåíà ïîïðàâêà (6.34) çàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî

ïàðàìåòðà q. ßêùî ìè îá÷èñëèìî ñåðåäíi çíà÷åííÿ äëÿ òî÷íîãî îïå-

ðàòîðà çáóðåííÿ V̂β = e2
(
r−1 − R̂−1

)
, òî íå îòðèìà¹ìî æîäíî¨ çàëå-

æíîñòi âiä ïàðàìåòðà q (äèâ. (6.23)) . Îäíàê, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî q

íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà β, òîäi ìîæíà çíåõòóâàòè âíåñêîì äî ïî-

ïðàâêè äî åíåðãi¨ âiä òðåòüîãî äîäàíêó ó âèðàçi (6.34) ó ïîðiâíÿííi

iç ïîïåðåäíiìè äâîìà äîäàíêàìè. Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòó äëÿ åíåðãi¨

îñíîâíîãî àòîìà âîäíþ, îòðèìàíàíîãî íàìè çà äîïîìîãîþ ìîäèôiêî-

âàíî¨ òåîði¨ çáóðåíü (6.34), ç âiäïîâiäíèì ðåçóëüòàòîì (6.23), îá÷èñëå-

íèì iíøèì ìåòîäîì, äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî çàïðîïîíîâàíèé

ìåòîä çñóíóòîãî ðîçêëàäó äîçâîëÿ¹ "âëîâèòè"ãîëîâíèé ÷ëåí ðîçêëàäó

çà ïàðàìåòðîì äåôîðìàöi¨ ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ ðåëÿòèâiñòñüêîãî àòî-
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ìà âîäíþ. À öå îçíà÷à¹, ùî ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè öåé ìåòîä äëÿ

çíàõîäæåííÿ öèõ ïîïðàâîê.

Îá÷èñëèìî ïîïðàâêè äëÿ äîâiëüíèõ çáóäæåíèõ ðiâíiâ ç k = ±1

(äèâ. íàñòóïíèé ðîçäië). Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

∆̃E
(1)

pk = ∆E
(1)
pk + Θ

(1)
pk . (6.35)

Òóò

Θ
(1)
pk =

e2

48a

(
2
√

2~
√
β

an∗

)s
sk(n∗ + k) + 2pk2

n∗3

× π
3
2 4−s(s3 + 4s2 − 12sk2 − 24)Γ(p+ s)

p!Γ(s/2 + 1)3Γ(s/2 + 1/2) sin(π/2(s+ 2))

i âèðàç ∆E
(1)
pk ìîæíà çíàéòè ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Êâàíòîâå ÷èñëî

p ïîâ'ÿçàíå iç ãîëîâíèì êâàíòîâèì ÷èñëîì n òàêèì ÷èíîì: p = n− k i

êâàíòîâå ÷èñëî k ïîâ'ÿçàíå iç ïîâíèì îðáiòàëüíèì êâàíòîâèì ÷èñëîì

ñïiââiäíîøåííÿì |k| = j + 1/2 i s = 2
√
k2 − α2, n∗ =

√
p2 + 2ps+ k2.

ßê ìè çàóâàæóâàëè, ïîïðàâêà äî åíåðãi¨ ñëàáêî çàëåæèòü âiä ïàðà-

ìåòðà q, òàêèì ÷èíîì, âèáèðà¹ìî q =
√

2 äëÿ òîãî, ùîá çàíóëèòè

äîäàíîê, ïðîïîðöiéíèé (r2 + b2)−3/2 â (6.32).

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü íàøèõ îá÷èñëåíü ðîçãëÿ-

íåìî îòðèìàíi âèðàçè äëÿ ïîïðàâîê äî åíåðãi¨ äîâiëüíèõ ðiâíiâ ç k =

−1 (àáî îðáiòàëüíèì êâàíòîâèì ÷èñëîì l = 1). ßêùî çíåõòóâàòè ÷ëå-

íîì, ïîâ'ÿçàíèì ç (p0)2

r ó âèðàçàõ äëÿ öèõ ïîïðàâîê i âçÿòè íåðåëÿòè-

âiñòñüêó ãðàíèöþ (α→ 0), òî ìè ïðèõîäèìî äî äîáðå âiäîìîãî ðåçóëü-

òàòó äëÿ ïîïðàâîê äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ ç l = 1 äëÿ àòîìà âîäíþ ó

ïðîñòîði ç äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ (1.4). Öÿ ãðàíèöÿ ïiäòâåðäæó¹ òå,

ùî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè (6.33) òà (6.35) ¹ ïðàâèëüíèìè.
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Íàðåøòi, çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî ñåðåäí¹ 〈 (p
0)2

r 〉 äà¹ çíà÷íî áiëü-

øèé âêëàä äî ïîïðàâîê äëÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ ó ïîðiâíÿííi ç iíøèìè

äîäàíêàìè. Öåé ðåçóëüòàò ¹ î÷iêóâàíèì, îñêiëüêè p0 ìiñòèòü åíåðãiþ

ñïîêîþ, ÿêà çíà÷íî ïåðåâèùó¹ åíåðãiþ çâ'ÿçàíîãî ñòàíó.

Çíàéäåìî îöiíêó äëÿ âåðõíüî¨ ìåæi ïàðàìåòðà äåôîðìàöi¨, ïîðiâ-

íÿâøè ðåçóëüòàòè äëÿ ïîïðàâîê äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ àòîìà âîäíþ,

îòðèìàíi íàìè âèùå, iç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. Ó ñòàòòi [109]

ïðåäñòàâëåíî òàêèé ðåçóëüòàò äëÿ ÷àñòîòè ïåðåõîäó

f1s−2s = 2466061413187035(10). (6.36)

Òî÷íiñòü çãàäàíîãî åêñïåðèìåíòó ðiâíà 4.2×10−15. Âèêîðèñòàâøè ôîð-

ìóëó (6.35) ìîæåìî çàïèñàòè âåäó÷èé äîäàíîê ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ ïå-

ðåõîäó 1s− 2s, ùî çóìîâëåíi ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ

∆12 = ∆̃E
(1)

01 − ∆̃E
(1)

11 =
3e2~2β

4α2a3
. (6.37)

Çíàéäåìî âiäíîøåííÿ ∆12/(E
0
11 − E0

01). Îñêiëüêè ïîïðàâêè ∆12 ¹ ìà-

ëèìè, òî ìîæíà çíåõòóâàòè ðåëÿòèâiñòñüêèìè âíåñêàìè ó ÷àñòîòó ïå-

ðåõîäó i ââàæàòè, ùî

(E0
11 − E0

01) = (E0
2 − E0

1), (6.38)

äå

E0
n = − e2

2an2
. (6.39)

Îòðèìà¹ìî, ùî

∆12/(E
0
11 − E0

01) =
2~2β

α2a2
. (6.40)
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Ç ìåòîþ îöiíêè âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ïàðàìåòðà äåôîðìàöi¨ ïðèïóñòèìî,

ùî ïîïðàâêè, çóìîâëåíi ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ, çíàõîäÿòüñÿ â ìåæàõ

òî÷íîñòi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Òîáòî

∆12/(E
0
11 − E0

01) ≤ 4.2× 10−15, (6.41)

à öå îçíà÷à¹, ùî

2~2β

α2a2
≤ 4.2× 10−15. (6.42)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî îöiíêó íà ìiíiìàëüíó äîâæèíó

∆X = ~
√
β ≤ 1.8× 10−20 < 10−19 m. (6.43)

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ¹ òàêîæ i iíøi (íîâiøi) åêñïåðèìåíòàëüíi

äàíi äëÿ ÷àñòîòè ïåðåõîäó 1s − 2s ïåðåõîäó [110], îäíàê âîíè ñóòò¹âî

íå âïëèâàþòü íà îöiíêó âåðõíüî¨ ìåæi ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ

àòîìà âîäíþ, çóìîâëåíi äåôîðìàöi¹þ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü íå

ïåðåâèùóþòü òî÷íîñòi âèìiðþâàííÿ ÷àñòîòè ïåðåõîäó, ïðèâîäÿòü äî

îöiíêè ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ∆X < 10−19 m.

6.4 Ðîçðàõóíîê ïîïðàâîê äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ

àòîìà âîäíþ äëÿ äîâiëüíèõ |k| = 1

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî ìåòîä, ÿêèé ìè âèêîðèñòàëè

äëÿ ðîçðàõóíêó ñåðåäíiõ çíà÷åíü âiä äîäàíêiâ, ùî âõîäÿòü ó âèðàç äëÿ

îïåðàòîðà çáóðåííÿ (6.32). Ðîçðàõó¹ìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
〈
e2

r −
e2

√
r2+b2

〉
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ó ñòàíi ç |k| = 1, çáåðiãàþ÷è ëèøå âåäó÷i çà ìàëèì ïàðàìåòðîì b ÷ëåíè〈
e2

r
− e2

√
r2 + b2

〉
=

4~2C2(p, k)

a2α2

(
IFF (p, k) + (n∗ − k)2IGG(p, k)

− (2p+ s)(n∗ − k)

n∗
IFG(p, k)

)
. (6.44)

Òóò

IFF (p, k) =

∫ ∞
0

Fpk(x)

(
e2

x
− e2

√
x2 + b̄2

)
Fpk(x)dx,

IGG(p, k) =

∫ ∞
0

Gpk(x)

(
e2

x
− e2

√
x2 + b̄2

)
Gpk(x)dx, (6.45)

IFG(p, k) =

∫ ∞
0

Fpk(x)

(
e2

x
− e2

√
x2 + b̄2

)
Gpk(x)dx,

òà b̄ = 2b
an∗ . Äëÿ ôóíêöié Fpk(x) i Gpk(x) ìà¹ìî òàêi âèðàçè:

Fpk(x) = x
s
2e−

x
2Qs

p(x),

Gpk(x) = x
s
2e−

x
2Qs

p−1(x) (6.46)

C(p, k) =

√
(n∗ + k)

p!Γ(p+ s+ 1)

α2

n∗4
.

Íàãàäó¹ìî, ùî âèãëÿä õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà

âîäíþ îïèñàíî â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè iíòåãðàëè (6.45) óâåäåìî ôóíêöiþ f äî-

äàòíîãî s i íåâiä'¹ìíîãî ìàëîãî b̄ çà äîïîìîãîþ òàêîãî iíòåãðàëà

f(s, b̄) =

∫ ∞
0

xse−x
(

1

x
− 1√

x2 + b̄2

)
dx. (6.47)
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Ó àñèìïòîòèöi ïðè ìàëèõ b ìè îòðèìó¹ìî òàêèé âèðàç äëÿ ââåäå-

íî¨ ôóíêöi¨

f(s, b̄) ≈


1
2 b̄

2Γ(s− 2)− 1
2
√
π
b̄sΓ
(
−s

2

)
Γ
(
s
2 + 1

2

)
, if s ≤ 2

1
2 b̄

2Γ(s− 2), if s > 2 .

Ïðåäñòàâèâøè ïîëiíîìè Ëàãåððà ó âèãëÿäi

Qs
p(x) =

p∑
i=0

(−1)ixi

i!

Γ(p+ 1)Γ(s+ p+ 1)

Γ(p− i+ 1)Γ(s+ i+ 1)
, (6.48)

ìè îäåðæèìî

IFF (p, k) (6.49)

=

p∑
i=0

p∑
j=0

(−1)i+jΓ2(s+ p+ 1)Γ2(p+ 1)f(s+ i+ j, b̄)

i!j!Γ(s+ i+ 1)Γ(s+ j + 1)Γ(p− i+ 1)Γ(p− j + 1)
.

Òîäi, ïiäñòàâëÿþ÷è (6.48) ó (6.49), ìè îòðèìó¹ìî

IFF (p, k) =
b̄2

2

p∑
i=0

p∑
j=0

(−1)i+jΓ2(s+ p+ 1)Γ2(p+ 1)Γ(s+ i+ j − 2)

i!j!Γ(s+ i+ 1)Γ(s+ j + 1)Γ(p− i+ 1)Γ(p− j + 1)

− b̄s

2
√
π

Γ2(s+ p+ 1)

Γ2(s+ 1)
Γ
(
−s

2

)
Γ

(
s

2
+

1

2

)
. (6.50)

Ìè óæå çóñòði÷àëèñÿ ç òàêîþ æ ñóìîþ, ÿê ó ïåðøîìó äîäàíêó ïîïåðå-

äíüîãî âèðàçó, êîëè ïðîâîäèëè îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó
∫∞

0 Fpk(x) 1
x3Fpk(x)dx

iç
〈
e2~2β
r3

〉
ç òi¹þ ëèø ðiçíèöåþ, ùî ó öüîìó âèïàäêó ïàðàìåòð s áóâ

áiëüøèé íiæ 2. Ïðîàíàëiçóâàâøè öþ ñóìó, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

âèãëÿä áóäå òàêèì æå, ÿê i ó âèïàäêó s = 2
√

1− α2. Òàêèì ÷èíîì,
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ìîæåìî çàïèñàòè:

IFF =
b̄2

2
Γ(s+ p+ 1)Γ(p+ 1)

s2 + 6ps+ 3s+ 6p2 + 6p+ 2

s(s2 − 1)(s2 − 4)
−

− b̄s

2
√
π

Γ2(s+ p+ 1)

Γ2(s+ 1)
Γ
(
−s

2

)
Γ

(
s

2
+

1

2

)
(6.51)

àíàëîãi÷íî i äëÿ ôóíêöié IGG, IFG. Íàðåøòi, ìè îäåðæó¹ìî〈
e2

r
− e2

√
r2 + b2

〉
=

8e2~2β

a3n3

(
− 1

2s(s2 − 1)
+

3k2 (2p+ s) (2n+ k(2p+ s))

2n2s(s2 − 1)(s2 − 4)

)

+
e2

2
√
πa

(
2
√

2~
√
β

an∗

)s
sk(n∗ + k) + 2pk2

n∗3
Γ
(
−s

2

)
Γ
(
s
2 + 1

2

)
Γ(s+ p+ 1)Γ(p+ s)

p!Γ(s+ 1)2
.

Òåîðiÿ çáóðåíü çàñòîñîâíà i ó âèïàäêó, êîëè |k| > 1. Çâàæàþ÷è íà öå,

äðóãèé äîäàíîê ó îñòàííüîìó âèðàçi ìîæå áóòè îïóùåíèé, îñêiëüêè

âií ¹ ÷ëåíîì âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi çà ïàðàìåòðîì β.

Òàêèì ÷èíîì âëàñíi ñòàíè ç |k| > 1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâi〈
e2

r
− e2

√
r2 + b2

〉
=

〈
e2~2β

r3

〉
, (6.52)

ó ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà ìàëèì ïàðàìåòðîì β, ÿê i ìà¹ áóòè.

Ïîäiáíèì ÷èíîì ïðîâîäèìî îá÷èñëåííÿ äëÿ iíøèõ ñåðåäíiõ ñåðå-

äíiõ çíà÷åíü âiä äîäàíêiâ, ùî âõîäÿòü ó âèðàç äëÿ îïåðàòîðà çáóðåííÿ

(6.32). ßê ðåçóëüòàò ìè îäåðæó¹ìî âèðàä äëÿ ïîïðàâîê äî åíåðãåòè-

÷íèõ ðiâíiâ ðåëÿòèâiñòñüêîãî àòîìà âîäíþ (6.35), çóìîâëåíèõ ëîðåíö-

êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâàíîþ àëãåáðîþ.

6.5 Âèñíîâêè

Ìè äîñëiäèëè àòîì âîäíþ ó ïðîñòîði iç ëîðåíö-êîâàðiàíòíîþ äåôîð-

ìîâàíîþ àë åáðîþ, ÿêà ïðèâîäèòü äî iñíóâàííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæè-
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íè. Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, âèêîðèñòàâøè çâè÷àéíó òåîðiþ çáóðåíü,

ìè îá÷èñëèëè ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó äî óñiõ ñòàíiâ àòî-

ìà âîäíþ, çà âèíÿòêîì ïåâíèõ "ïðîáëåìíèõ"ñòàíiâ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ

êâàíòîâèì ÷èñëîì |k| = 1. Îñíîâíà ñêëàäíiñòü, ÿêà âèíèêàëà ïðè ðîç-

ðàõóíêó ïîïðàâîê äî åíåðãi¨ ó öèõ ñòàíàõ, ïîâ'ÿçàíà iç äîäàíêàìè,

ïðîïîðöiéíèì äî 1/r3 òà 1
r p̂

2 + p̂2 1
r , ÿêi âõîäÿòü ó îïåðàòîð çáóðåííÿ.

Ñàìå öi äîäàíêè äàþòü ðîçáiæíèé âêëàä ó ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íîãî

ñïåêòðó. Ùîá îáiéòè öi ðîçáiæíîñòi, ìè çàïðîïîíóâàëè ìîäèôiêîâàíó

òåîðiþ çáóðåíü, âèêîðèñòàâøè àíàëîãiþ iç íåðåëÿòèâiñòñüêèì âèïàä-

êîì. Öå äîçâîëèëî îá÷èñëèòè ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ äëÿ äî-

âiëüíèõ ñòàíiâ âêëþ÷íî iç "ïðîáëåìíèìè"ñòàíàìè. Ïðèïóñòèâøè, ùî

åôåêòè, çóìîâëåíi äåôîðìàöi¹þ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü, íå ¹ åêñ-

ïåðèìåíòàëüíî ñïîñòåðåæóâàíèìè, ìè îäåðæàëè îöiíêó äëÿ âåðõíüî¨

ìåæi äëÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, ÿêà âèÿâèëàñÿ ïîðÿäêó 10−19 ì.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî âïëèâ äåôîðìàöi¨ ïðîñòîðó ç ìiíiìàëüíîþ

äîâæèíîþ íà âëàñòèâîñòi êëàñè÷íèõ òà ðåëÿòèâiñòñüêèõ êâàíòîâèõ ñè-

ñòåì. Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæíà ïiäñóìóâàòè ó âèãëÿäi òàêèõ

òåç.

Ïîêàçàíî, ùî äîâiëüíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ùî íàëåæèòü äî ôi-

çè÷íî¨ îáëàñòi ñòàíiâ, ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

çëi÷åííîãî íàáîðó ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ. Çàïðîïîíîâàíî

ïðîñòèé ñïîñiá òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ.

Íà îñíîâi óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿØðåäèí åðà â iìïóëüñíîìó ïðåä-

ñòàâëåííi íà âèïàäîê äåôîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ç ìiíiìàëüíîþ äîâæè-

íîþ, çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä ó âèðiøåííi êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çà-

äà÷ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði. Êîðèñòóþ÷èñü öèì ïiäõîäîì âäàëîñÿ

ðîçãëÿíóòè îäíîâèìiðíi çàäà÷i ïðî ÷àñòèíêó â äåëüòà ÿìi òà ïîäâié-

íié äåëüòà ÿìi. Îòðèìàíî òî÷íi âèðàçè äëÿ åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó òà

õâèëüîâèõ ôóíêöié äëÿ çãàäàíèõ çàäà÷.

�ðóíòóþ÷èñü íà ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi îïåðàòîðà êîîðäèíàòè

â çàãàëüíîìó âèïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à, ùî ïðèçâî-

äèòü äî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, çàïðîïîíîâàíî îçíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà

1/X̂, ïðè ÿêîìó öåé îïåðàòîð ¹ ëiíiéíèì òà äâîñòîðîííiì îáåðíåíèì
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äî îïåðàòîðà êîîðäèíàòè. Êîðèñòóþ÷èñü öèì îçíà÷åííÿì âïåðøå çíà-

éäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êóëîíà â çàãàëüíîìó âè-

ïàäêó äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à. Ïðîàíàëiçîâàíî âèðàçè äëÿ

åíåð åòè÷íîãî ñïåêòðó òà âëàñíèõ ôóíêöi¨ ÷àñòèíêè â îäíîâèìiðíîìó

ïîòåíöiàëi Êóëîíà äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ äåôîðìàöié,

â òîìó ÷èñëi i òàêèõ, ùî îêðiì ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ïðèâîäÿòü äî ìà-

êñèìàëüíîãî iìïóëüñó.

Çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ Äiðàêà íà âèïàäîê ëîðåíö-

êîâàðiàíòíî¨ äåôîðìîâàíî¨ àë åáðè Ãàéçåíáåð à ç ìiíiìàëüíîþ äîâæè-

íîþ òà ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ðåëÿòèâiñòñüêèé àòîì âîäíþ ç òàêîþ

äåôîðìàöi¹þ. Îòðèìàíî ïîïðàâêè äî åíåð i¨ àòîìà âîäíþ ñïðè÷èíåíi

äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ. Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî â ðåëÿòèâiñòñüêîìó

âèïàäêó ìîäèôiêîâàíó òåîðiþ çáóðåíü, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ îäåðæàíî

àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ïîïðàâîê äî âñiõ áåç âèíÿòêó åíåð åòè÷íèõ ðiâ-

íiâ. Ïîðiâíÿííÿ öèõ ïîïðàâîê ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ðåçóëüòàòàìè äî-

çâîëèëî îòðèìàòè îöiíêè âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.



Áiáëiî ðàôiÿ

[1] Samar M. I. Exactly solvable problems in the momentum space with

a minimum uncertainty in position / M. I. Samar, V. M. Tkachuk //

J. Math. Phys. � 2016. � Vol. 57, No. 4. � Art. 042102. � 8 p.

[2] Samar M. I. One-dimensional Coulomb-like problem in general

case of deformed space with minimal length / M. I. Samar,

V. M. Tkachuk // J. Math. Phys. � 2016. � Vol. 57, No. 8. � Art.

082108. � 12 p.

[3] Samar M. I. Perturbation hydrogen-atom spectrum in a space wi-

th the Lorentz-covariant deformed algebra with minimal length /

M. I. Samar, V. M. Tkachuk // J. Phys. Stud. � 2010. � Vol. 14,

No. 1. � Art. 1001. � 5 p.

[4] Samar M. I. Modi�ed perturbation theory for hydrogen atom in

space with Lorentz-covariant deformed algebra with minimal length /

M. I. Samar // J. Phys. Stud. � 2011. � Vol. 15, No. 1. � Art. 1007. �

7 p.

[5] Samar M. I. Physical states in deformed space with minimal length /

M. I. Samar // Visnyk Lviv Univ. Ser. Phys. � 2015. � Vol. 50. �

P. 72-83.

112



113

[6] Ñàìàð Ì. Ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè â äåôîðìîâàíîìó

ïðîñòîði / Ì. Ñàìàð // Ìiæíàðîäíà Êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ i

ìîëîäèõ íàóêîâöiâ ç òåîðåòè÷íî¨ òà åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ôiçèêè

�Åâðèêà-2007�. � Ëüâiâ, 22-24 òðàâíÿ 2007 ð.: Òåçè äîïîâiäåé. �

Ñ. A33.

[7] Ñàìàð Ì. Ðåëÿòèâiñòñüêèé àòîì âîäíþ â äåôîðìîâàíîìó ïðîñòî-

ði / Ì. Ñàìàð // Ìiæíàðîäíà Êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ i ìîëîäèõ

íàóêîâöiâ ç òåîðåòè÷íî¨ òà åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ôiçèêè �Åâðèêà-

2008�. � Ëüâiâ, 19-21 òðàâíÿ 2008 ð.: Òåçè äîïîâiäåé. � Ñ. A22.

[8] Samar M. Perturbation hydrogen-atom spectrum in deformed space

with lorentz-covariant deformed algebra [Workshop on Theoretical

Physics, Lviv, 5-8 july 2009] / M. Samar // J. Phys. Stud. � 2009. �

Vol. 13, No. 3. � P. 3998-2.

[9] Samar M.Modi�ed perturbation theory for hydrogen atom in a space

with the lorentz-covariant deformed algebra with minimal length

[Workshop on Current Problems in Physics, Lviv, 5-9 July 2010] /

M. Samar // J. Phys. Stud. � 2010. � Vol. 14, No. 3. � P. 3998-3.

[10] Ñàìàð Ì. Òåîðiÿ çáóðåíü äëÿ àòîìà âîäíþ â ïðîñòîði ç Ëîðåíö-

êîâàðiàíòíîþ äåôîðìîâàíîþ àë åáðîþ Ãàéçåíáåð à / Ì. Ñà-

ìàð // X Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷å-

íèõ çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè. �

Ëüâiâ, 3-4 ÷åðâíÿ 2010. Iíñòèòóò ôiçèêè êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì

ÍÀÍ Óêðà¨íè: Çáiðêà òåç. � Ñ. 34.



114

[11] Samar M. Relativistic mechanics with the lorentz-covariant deformed

Poisson brackets / M. Samar. � 2011. � P. 23.

[12] Samar M. I. Relativistic particle in a space with the deformed

Lorentz-covariant Poisson brackets / M. I. Samar. � 4-26 October

2011: Program & Abstracts. � P. 41.

[13] Ñàìàð Ì. I. Ðåëÿòèâiñòñüêà äèíàìiêà òà äåôîðìîâàíà Ïóàíêàðå-

ñèìåòðiÿ [Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2013, Ëüâiâ, 3-4 ñi÷íÿ 2013] / Ì. I. Ñà-

ìàð // Æóðí. ôiç. äîñëiäæ. � 2013. � Ò. 17, � 1. � Ñ. 1998-4.

[14] Samar M. Relativistic particle dynamics and deformed Poincare

symmetry / M. Samar // Proceedings of VI International Conference

�Physics of Disordered Systems�. � Lviv, Ukraine, 14-16 October,

2013. � P. 34.

[15] Ñàìàð Ì. Äåôîðìîâàíà Ïóàíêàðå-ñèìåòðiÿ òà âiëüíà ðåëÿòèâiñò-

ñüêà ÷àñòèíêà [Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2014, Ëüâiâ, 9-10 ñi÷íÿ 2014] /

Ì. Ñàìàð // Æóðí. ôiç. äîñëiäæ. � 2014. � Ò. 18, � 1. � Ñ. 1998-

4.

[16] Samar M. Relativistic particle dynamics and deformed Poi-

ncare symmetry / M. Samar // XXXIII Max Born Symposium

�Noncommutative geometry, quantum symmetries and quantum

gravity�. � Wroclaw, 6-10 July 2014: List of talks with abstracts. �

P. 5.

[17] Samar M. A dynamical model for the origin of lorentz-covariant

noncommutative spacetime [Workshop on Current Problems in



115

Physics, Lviv, 08-09 July 2014] / M. Samar // J. Phys. Stud. �

2014. � Vol. 18, No. 2/3. � P. 2998-8.

[18] Ñàìàð Ì. Ìàêñèìàëüíî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè â äåôîðìîâàíîìó

ïðîñòîði[Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2015, Ëüâiâ, 12-13 ñi÷íÿ 2015] / Ì. Ñà-

ìàð // Æóðí. ôiç. äîñëiäæ. � 2015. � Ò. 19, � 1/2. � Ñ. 1998-7-8.

[19] Ñàìàð Ì. Äiÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè ó ëîðåíö-êîâàðiàíòíîìó

äåôîðìîâàíîìó ïðîñòîði / Ì. Ñàìàð // Ìiæíàðîäíà Êîíôåðåí-

öiÿ ñòóäåíòiâ i ìîëîäèõ íàóêîâöiâ ç òåîðåòè÷íî¨ òà åêñïåðèìåí-

òàëüíî¨ ôiçèêè �Åâðèêà-2015�. � Ëüâiâ, 13-15 òðàâíÿ 2015 ð.: Òåçè

äîïîâiäåé. � Ñ. E3.

[20] Samar M. I. One-dimensional Coulomb-like problem and mini-

mal length [Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2016, Ëüâiâ, 11-12 ñi÷íÿ 2016] /

M. I. Samar, V. M. Tkachuk. � 2016. � Vol. 20. � P. 1998-8.

[21] Samar M. I. Singular potentials in general case of deformed space

with minimal length / M. I. Samar // Workshop on Current Problems

in Physics: Program and Abstracts. � Lviv, 05�07 July 2016. � P. 16.

[22] Hossenfelder S.Minimal length scale scenarios for quantum gravity /

S. Hossenfelder // Living Rev. Rel. � 2016. � Vol. 16. � 2 p.

[23] Polchinski J. M Theory: Uncertainty and Uni�cation / J. Polchi-

nski // Fundamental Physics � Heisenberg and Beyond: Werner Hei-

senberg Centennial Symposium �Developments in Modern Physics� /

Ed. by Gerd W. Buschhorn, Julius Wess. � Berlin, Heidelberg : Spri-

nger Berlin Heidelberg, 2004. � P. 157�166.



116

[24] Jackiw R. Observations on noncommuting coordinates and on �elds

depending on them / R. Jackiw // Annales Henri Poincar�e. � 2003. �

Vol. 4, No. 2. � P. 913�919.

[25] Snyder H. S. Quantized space-time / H. S. Snyder // Phys. Rev. �

1947. � Vol. 71. � P. 38.

[26] Snyder H. S. The electromagnetic �eld in quantized space-time /

H. S. Snyder // Phys. Rev. � 1947. � Vol. 72. � P. 68.

[27] Yang C. N. On quantized space-time / C. N. Yang // Phys. Rev. �

1947. � Vol. 72. � P. 874.

[28] Hellund E. J. Quantized space-time / E. J. Hellund, K. Tanaka //

Phys. Rev. � 1954. � Vol. 94. � P. 192.

[29] Fischbach E. Coupling of internal and quantized space-time

symmetries / E. Fischbach // Phys. Rev. � 1965. � Vol. 137. �

P. B642.

[30] Hamilton M. R. Class of �elds in Snyder spaces / M. R. Hamilton,

G. Sandri // Phys. Rev. D. � 1973. � Vol. 8. � P. 1788.

[31] Gross D. J. String theory beyond the Planck scale / D. J. Gross,

P. F. Mende // Nucl. Phys. B. � 1988. � Vol. 303. � P. 407.

[32] Maggiore M. A generalized uncertainty principle in quantum gravi-

ty / M. Maggiore // Phys. Lett. B. � 1993. � Vol. 304. � P. 65.

[33] Witten E. Re�ections on the fate of spacetime / E. Witten // Phys.

Today. � 1996. � Vol. 49. � P. 24.



117

[34] Kempf A. Uncertainty relation in quantum mechanics with quantum

group symmetry / A. Kempf // J. Math. Phys. � 1994. � Vol. 35. �

P. 4483.

[35] Kempf A. Hilbert space representation of the minimal length

uncertainty relation / A. Kempf, G. Mangano, R. B. Mann // Phys.

Rev. D. � 1995. � Vol. 52. � P. 1108.

[36] Hinrichsen H. Maximal localization in the presence of mini-

mal uncertainties in positions and in momenta / H. Hinrichsen,

A. Kempf // J. Math. Phys. � 1996. � Vol. 37. � P. 2121.

[37] Kempf A. Non-pointlike particles in harmonic oscillators /

A. Kempf // J. Phys. A: Math. Gen. � 1997. � Vol. 30. � P. 2093.

[38] Kempf A.and Mangano G. Minimal length uncertainty relation and

ultraviolet regularization / G. Kempf, A.and Mangano // Phys. Rev.

D. � 1997. � Vol. 55. � P. 7909.

[39] Nowicki A. Relation of deformed nonlinear algebras with linear

ones / A. Nowicki, V. M. Tkachuk // Journal of Physics A:

Mathematical and Theoretical. � Vol. 47, No. 2.

[40] Maslowski T. Deformed Heisenberg algebra and minimal length /

T. Maslowski, A. Nowicki, Tkachuk V. M. // Journal of Physics A:

Mathematical and Theoretical. � Vol. 45, No. 7. � P. 075309.

[41] Biedenharn L. C. The quantum group SU(2)q and a q-analogue of

the boson operators / L. C. Biedenharn // J. Phys. A: Math. and

Gen. � 1989. � Vol. 22, No. 18. � P. L873.



118

[42] Macfarlane A. J. On q-analogues of the quantum harmonic oscillator

and the quantum group su(2)q / A. J. Macfarlane // J. Phys. A:

Math. and Gen. � 1989. � Vol. 22, No. 21. � P. 4581.

[43] Kempf A. On quantum �eld theory with nonzero minimal uncertai-

nties in positions and momenta / A Kempf // J. Math. Phys. �

1997. � Vol. 38, No. 3. � P. 1347.

[44] Maggiore M. The algebraic structure of the generalized uncertainty

principle / M Maggiore // Phys. Let. B. � 1993. � Vol. 319, No. 1. �

P. 83.

[45] Maggiore M. Quantum groups, gravity, and the generalized uncertai-

nty principle / M. Maggiore // Phys. Rev. D. � 1994. � Vol. 49. �

P. 5182�5187.

[46] Kempf A. Noncommutative geometric regularization / A. Kempf //

Phys. Rev. D. � 1996. � Vol. 54. � P. 5174�5178.

[47] Ali A. F. Discreteness of space from the generalized uncertainty pri-

nciple / A. F. Ali, S. Das, E. C. Vagenas // Phys.Lett.B. � 2009. �

Vol. 678. � P. 497-499.

[48] Das S. Discreteness of space from GUP II: Relativistic wave equati-

ons / S. Das, E. C. Vagenas, A. F. Ali // Phys.Lett.B. � 2010. � Vol.

690. � P. 407-412.

[49] Quesne C. Lorentz-covariant deformed algebra with minimal length

and application to the (1 + 1)-dimensional Dirac oscillator /



119

C. Quesne, V. M. Tkachuk // J.Phys. A. � 2006. � Vol. 39. �

P. 10909.

[50] Exact solution of the harmonic oscillator in arbitrary dimensions

with minimal length uncertainty relations / L. N. Chang, D. Minic,

N. Okamura, T. Takeuchi // Phys. Rev. D. � 2002. � Vol. 65. �

P. 125027.

[51] Dadic I. Harmonic oscillator with minimal length uncertainty relati-

ons and ladder operators / I. Dadic, L. Jonke, Meljanac S. // Phys.

Rev. D. � 2003. � Vol. 67. � P. 087701.

[52] Quesne C. Harmonic oscillator with nonzero minimal uncertainties in

both position and momentum in a SUSYQM framework / C. Quesne,

V. M. Tkachuk // J.Phys. A. � 2003. � Vol. 36. � P. 10373.

[53] Quesne C. More on a SUSYQM approach to the harmonic oscillator

with nonzero minimal uncertainties in position and/or momentum /

C. Quesne, V. M. Tkachuk // J.Phys. A. � 2004. � Vol. 37. �

P. 10095.

[54] Quesne C. Dirac oscillator with nonzero minimal uncertainty in posi-

tion / C. Quesne, V. M. Tkachuk // J.Phys. A. � 2005. � Vol. 38. �

P. 1747.

[55] Boumali A. The exact solutions of a (2 + 1)-dimensional Dirac osci-

llator under a magnetic �eld in the presence of a minimal length /

A. Boumali, Hassanabadib H. // Can. J. Phys. � Vol. 93, No. 5. �

P. 542-548.



120

[56] Fityo T.V. One-dimensional Coulomb-like problem in deformed

space with minimal length / T.V. Fityo, I. O. Vakarchuk,

V. M. Tkachuk // J. Phys. A: Math. Gen. � 2006. � Vol. 39, No. 9. �

P. 2143.

[57] Pedram P. A note on the one-dimensional hydrogen atom with mini-

mal length uncertainty / P. Pedram // J. Phys. A. � 2012. � Vol. 45,

No. 50. � Art. 505304. � 11 p.

[58] Bouaziz D. Regularization of the singular inverse square potential in

quantum mechanics with a minimal length / D. Bouaziz, M. Bawin //

Phys. Rev. A. � 2007. � Vol. 76, No. 3. � Art. 032112. � 13 p.

[59] Bouaziz D. Singular inverse square potential in arbitrary dimensions

with a minimal length: Application to the motion of a dipole in a

cosmic string background / D. Bouaziz, M. Bawin // Phys. Rev. A. �

2008. � Vol. 78, No. 3. � Art. 032110. � 8 p.

[60] Brau F. Minimal length uncertainty relation and hydrogen atom /

F. Brau // J. Phys. A. � 1999. � Vol. 32. � P. 7691-7696.

[61] Hydrogen-atom spectrum under a minimal-length hypothesis /

S. Benczik, L. N. Chang, D. Minic, T. Takeuchi // Phys. Rev. A. �

2005. � Vol. 72. � P. 012104.

[62] Stetsko M. M. Perturbation hydrogen-atom spectrum in deformed

space with minimal length / M. M. Stetsko, V. M. Tkachuk // Phys.

Rev. A. � 2006. � Vol. 74. � P. 012101.



121

[63] Stetsko M. M. Corrections to the ns levels of the hydrogen atom in

deformed space with minimal length / M. M. Stetsko // Phys. Rev.

A. � 2006. � Vol. 74. � P. 062105.

[64] Stetsko M. M. Orbital magnetic moment of the electron in

the hydrogen atom in deformed space with minimal length /

M. M. Stetsko, V. M. Tkachuk // Phys. Lett. A. � 2008. � Vol.

372. � P. 5126-5130.

[65] Stetsko M. M. Scattering problem in deformed space with minimal

length / M. M. Stetsko, V. M. Tkachuk // Physical Review A. �

2007. � Vol. 76, No. 1. � P. 012707.

[66] Brau F. Minimal length uncertainty relation and gravitational

quantum well / F. Brau, F. Buisseret // Phys. Rev. D. � 2006. �

Vol. 74. � P. 036002.

[67] Blado G. Quantum wells and the generalized uncertainty principle /

G. Blado, C. Owens, V Meyers // European Journal of Physics. �

2014. � Vol. 35, No. 6. � P. 065011.

[68] Blado G. E�ects of the generalised uncertainty principle on quantum

tunnelling / G. Blado, T. et.al. Prescott // European Journal of

Physics. � 2016. � Vol. 37, No. 2. � P. 025401.

[69] Fityo T.V. WKB approximation in deformed space with minimal

length / T.V. Fityo, I. O. Vakarchuk, V. M. Tkachuk // J. Phys. A:

Math. Gen. � 2006. � Vol. 39, No. 2. � P. 379.



122

[70] Fityo T.V. The WKB approximation in the deformed space wi-

th the minimal length and minimal momentum / T.V. Fityo,

I. O. Vakarchuk, V. M. Tkachuk // J. Phys. A: Math. Theor. �

2008. � Vol. 41, No. 4. � P. 045305.

[71] On the minimal length uncertainty relation and the foundations of

string theory / L. N. Chang, Z. Lewis, D. Minic, T. Takeuchi // Adv.

High Energy Phys. � 2011. � Vol. 2011. � Art. 493514. � 30 p.

[72] Short distance versus long distance physics: The classical limit of

the minimal length uncertainty relation / S. Benczik, L. N. Chang,

D. Minic et al. // Phys. Rev. D. � 2002. � Vol. 66, No. 2. � P. 026003.

[73] Classical implications of the minimal length uncertainty relation /

S. Benczik, L. N. Chang, D. Minic et al. // arXiv preprint hep-

th/0209119. � 2002.

[74] E�ect of the minimal length uncertainty relation on the density of

states and the cosmological constant problem / L. N. Chang, D. Mi-

nic, N. Okamura, T. Takeuchi // Phys. Rev. D. � 2002. � Vol. 65,

No. 12. � P. 125028.

[75] Guo X. The classical limit of minimal length uncertainty relati-

on: revisit with the Hamilton-Jacobi method / X. Guo, P. Wang,

H. Yang // Journal of Cosmology and Astroparticle Physics. �

2016. � Vol. 2016, No. 05. � P. 062.

[76] Chashchina O. I. Remark on orbital precession due to central-force

perturbations / O. I. Chashchina, Z. K. Silagadze // Phys. Rev. D. �

2008. � Vol. 77. � P. 107502.



123

[77] Silagadze Z. Quantum gravity, minimum length and Keplerian orbi-

ts / Z. Silagadze // Phys. Let. A. � 2009. � Vol. 373, No. 31. �

P. 2643�2645.

[78] Tkachuk V. M. Galilean and Lorentz transformations in a space with

generalized uncertainty principle / V. M. Tkachuk // Foundations of

Physics. � 2016. � P. 1�14.

[79] Fityo T. Statistical physics in deformed spaces with minimal length /

T. Fityo // Phys. Lett. A. � 2008. � Vol. 372. � P. 5872.

[80] Vakili B. Thermostatistics with minimal length uncertainty relation /

B. Vakili, M. A. Gorji // Journal of Statistical Mechanics: Theory and

Experiment. � 2012. � Vol. 2012, No. 10. � P. P10013.

[81] Shababi H. The minimal length uncertainty and the nonextensive

thermodynamics / H. Shababi, P. Pedram // Int. J.Theor. Phys. �

2016. � Vol. 55, No. 6. � P. 2813�2823.

[82] Quesne C. Composite system in deformed space with minimal

length / C. Quesne, V. M. Tkachuk // Phys. Rev. A. � 2010. �

Vol. 81, No. 1. � P. 012106.

[83] Quesne C. Deformed Heisenberg algebra with minimal length and

the equivalence principle / C. Quesne, V. M. Tkachuk // Phys. Rev.

A. � 2010. � Vol. 86, No. 6. � P. 062112.

[84] Gnatenko Kh. P. Composite system in noncommutative space and

the equivalence principle / Kh. P. Gnatenko // Phys. Lett. A. �

2013. � Vol. 377, No. 43. � P. 3061-3066.



124

[85] Ãíàòåíêî Õ. Ï. Îöiíêà âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ïàðàìåòðà íåêîìóòà-

òèâíîñòi íà îñíîâi ïðèíöèïó åêâiâàëåíòíîñòi / Õ. Ï. Ãíàòåíêî //

Æóðí. ôiç. äîñëiäæ. � 2013. � Ò. 17. � Ñò. 4001. � 5 ñ.

[86] Gnatenko Kh. P. Hydrogen atom in rotationally invariant

noncommutative space / Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk // Phys.

Lett. A. � 2014. � Vol. 378, No. 47. � P. 3509-3515.

[87] Gnatenko Kh. P. Perturbation of the ns levels of the hydrogen atom

in rotationally invariant noncommutative space / Kh. P. Gnatenko,

Yu. S. Krynytskyi, V. M. Tkachuk // Mod. Phys. Lett. A. � 2015. �

Vol. 30, No. 08. � Art. 1550033. � 12 p.

[88] Gnatenko Kh. P. E�ect of coordinate noncommutativity on the

mass of a particle in a uniform �eld and the equivalence principle /

Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk // Mod. Phys. Lett. A. � 2016. �

Vol. 31, No. 5. � Art. 1650026. � 9 p.

[89] Gnatenko Kh. P. Physical systems in a space with noncommutativity

of coordinates / Kh. P. Gnatenko // J. Phys.: Conf. Ser. � 2016. �

Vol. 670. � Art. 012023. � 9 p.

[90] Detournay S. About maximally localized states in quantum mechani-

cs / S. Detournay, C. Gabriel, Ph. Spindel // Phys. Rev. D. � 2002. �

Vol. 66. � P. 125004.

[91] Kempf A. Mode generating mechanism in in�ation with a cuto� /

A. Kempf // Phys. Rev. D. � 2001. � Vol. 63. � P. 083514.



125

[92] Nouicer Kh. Casimir e�ect in the presence of minimal lengths /

Kh Nouicer // Journal of Physics A: Mathematical and General. �

2005. � Vol. 38, No. 46. � P. 10027.

[93] Harbach U. The casimir e�ect in the presence of a minimal length /

U. Harbach, S. Hossenfelder // Phys. Let. B. � 2006. � Vol. 632, No.

2�3. � P. 379 - 383.

[94] Frassino A. M. Casimir e�ect in minimal length theories based on

a generalized uncertainty principle / A. M. Frassino, O. Panella //

Phys. Rev. D. � 2012. � Vol. 85. � P. 045030.

[95] Dorsch G. Maximally localized states in quantum mechanics wi-

th a modi�ed commutation relation to all orders / G. Dorsch,

J. A. Nogueira // International Journal of Modern Physics A. �

2012. � Vol. 27, No. 21. � P. 1250113.

[96] Pedram P. A higher order GUP with minimal length uncertainty

and maximal momentum II: Applications / P. Pedram // Phys. Lett.

B. � 2012. � Vol. 718, No. 2. � P. 638-645.

[97] Miao Y.-G. Maximally localized states and quantum corrections of

black hole thermodynamics in the framework of a new generalized

uncertainty principle / Y.-G. Miao, Y.-J. Zhao, Zhang Sh.-J. // Adv.

High Energy Phys. � 2015. � Vol. 2015. � P. 627264.

[98] Nozari K. Minimal length, maximal momentum, and Hilbert space

representation of quantum mechanics / K. Nozari, A. Etemadi //

Phys. Rev. D. � 2012. � Vol. 85. � P. 104029.



126

[99] Lubo M.Maximally localized states and causality in noncommutative

quantum theories / M. Lubo // Phys. Rev. D. � 2002. � Vol. 65. �

P. 066003.

[100] Bonneau G. Measurement of the hydrogen 1S - 2S transition

frequency by phase coherent comparison with a microwave cesium

fountain clock / G. Bonneau, J. Faraut, G. Valent // Am. J. Phys. �

2001. � Vol. 69. � P. 322.

[101] Ferkous N. Regularization of the Dirac δ potential with minimal

length / N. Ferkous // Phys. Rev. A. � 2013. � Vol. 88, No. 6. �

Art. 064101. � 4 p.

[102] Simple quantum systems in the momentum representation / E. Gui-

llaum��n-Espa�na, A. L. Salas-Brito, R. P. Mart��nez y Romero,

H. P. N�u�nez-Y�epez // Rev. Mex. F��s. � 2001. � Vol. 47, No. 1. �

P. 98�104.

[103] On the Coulomb-type potential of the one-dimensional Schr�odinger

equation / Y. Ran, L. Xue, S. Hu, R.-K. Su // J. Phys. A. � 2000. �

Vol. 33, No. 50. � P. 9265�9272.

[104] Nouicer Kh. Coulomb potential in one dimension with minimal

length: A path integral approach / Kh. Nouicer // J. Math. Phys. �

2007. � Vol. 48, No. 11. � Art. 112104. � 11 p.

[105] Moshinsky M. Penetrability of a one-dimensional Coulomb potenti-

al / M. Moshinsky // Journal of Physics A: Mathematical and

General. � 1993. � Vol. 26, No. 10. � P. 2445.



127

[106] Reyes J. A. 1D Schrodinger equations with Coulomb-type potenti-

als / J. A. Reyes, Castillo-Mussot M. // Journal of Physics A:

Mathematical and General. � 1999. � Vol. 32, No. 10. � P. 2017.

[107] Pedram P. One-dimensional hydrogen atom with minimal length

uncertainty and maximal momentum / P. Pedram // EPL

(Europhysics Letters). � 2013. � Vol. 101, No. 3. � P. 30005.

[108] Fundamentals of Quantum mechanics / Ed. by V. A. Fock. � Moscow

: Mir Publishers, 1983.

[109] Parthey C. G. et al. Improved measurement of the hydrogen 1s− 2s

transition frequency / C. G. et al. Parthey // Phys. Rev. Lett. �

2011. �Nov. � Vol. 107. � P. 203001.

[110] Matveev A. et. al. Precision measurement of the hydrogen 1s−2s

frequency via a 920-km �ber link / A. et. al. Matveev // Phys. Rev.

Lett. � 2013. � Vol. 110. � P. 230801.


