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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Âiäøóêàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ôiçè÷íèõ

çàäà÷, çîêðåìà, çàäà÷ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ¹ àêòóàëüíèì íàïðÿìîì ñó-

÷àñíèõ äîñëiäæåíü, îñêiëüêè ñàìå òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äàþòü çìîãó ïðîàíà-

ëiçóâàòè ÷àñòèííi âèïàäêè çàäà÷i, àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêè, ñòiéêiñòü

òà õàðàêòåð çìiíè îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ðàçi çìiíè ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.

Âîíè ÷àñòî ñëóãóþòü áàçèñîì äëÿ ïîáóäîâè òåîði¨ çáóðåíü. Âàæëèâè-

ìè ¹ òàêîæ âèïàäêè, êîëè äîñëiäæóâàíà ñêëàäíà ñèñòåìà çà ïåâíèõ

ïðèïóùåíü òà íàáëèæåíü ñòà¹ åêâiâàëåíòíîþ ïðîñòiøié ñèñòåìi ç âiäî-

ìèìè òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

Îäíàê ëèøå äëÿ íåçíà÷íî¨ êiëüêîñòi ôiçè÷íèõ çàäà÷ ìîæíà çíà-

éòè ¨õíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, òîáòî âèðàçèòè â àíàëiòè÷íié ôîðìi çà äî-

ïîìîãîþ íàÿâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ÷è ñïåöi-

àëüíi ôóíêöi¨. Çàçâè÷àé òî÷íi ðîçâ'ÿçêè âäà¹òüñÿ âiäíàéòè ëèøå äëÿ

íàéïðîñòiøèõ iäåàëiçîâàíèõ ñèñòåì.

Òîìó âèäiëÿþòü äåêiëüêà êëàñiâ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ ìîæíà çíàéòè

ðîçâ'ÿçêè â àíàëiòè÷íié ôîðìi. Äî êëàñó òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ íàëå-

æàòü çàäà÷i, äëÿ ÿêèõ ó ÿâíîìó âèãëÿäi ìîæíà çíàéòè âñi âëàñíi ñòàíè

i âiäïîâiäíi âëàñíi çíà÷åííÿ. Iíøèé êëàñ ñòàíîâëÿòü òàê çâàíi óìîâíî-

òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi çàäà÷i, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ ìî-

æíà ðîçâ'ÿçàòè ó âèïàäêó, êîëè íà ïîòåíöiàë íàêëàäåíî ïåâíi äîäàòêî-

âi óìîâè. Äëÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ (ÊÒÐ) çàäà÷ ìîæíà çíàéòè
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ÿâíî òiëüêè äåêiëüêà åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ òà âiäïîâiäíèõ õâèëüîâèõ

ôóíêöié.

Îñòàííiìè ðîêàìè äëÿ âiäøóêàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

Øðåäií åðà øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä. Çîêðå-

ìà, çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ, ÿêèé

âèêîðèñòîâó¹ ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõà-

íiêè òà äà¹ çìîãó çíàõîäèòè íîâi ÊÒÐ ïîòåíöiàëè ç îäíèì, äâîìà òà

òðüîìà âiäîìèìè ðîçâ'ÿçêàìè. Ðîçøèðåííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó

êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ íà âèïàäîê ïåðiîäè÷íèõ òà âèïàäêî-

âèõ ïîòåíöiàëiâ ¹ âàæëèâèì êðîêîì ó éîãî âäîñêîíàëåííi, îñêiëüêè

ñàìå ïåðiîäè÷íi òà âèïàäêîâi ïîòåíöiàëè íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü

ó êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ çàäà÷àõ ôiçèêè òâåðäîãî òiëà.

Iíøèì àêòóàëüíèì íàóêîâèì íàïðÿìîì ñó÷àñíèõ äîñëiäæåíü ¹ çà-

äà÷i êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ïîâ'ÿçàíi ç îïèñîì ðóõó ÷àñòèíêè â ïîëi äi¨

äåÿêîãî ïîòåíöiàëó äëÿ âèïàäêó, êîëè ìàñà ÷àñòèíêè ¹ ôóíêöi¹þ âiä

êîîðäèíàò. Êâàíòîâi ñèñòåìè ç êîîðäèíàòíî çàëåæíîþ åôåêòèâíîþ ìà-

ñîþ àêòèâíî âèâ÷àþòü ïðîòÿãîì îñòàííiõ ðîêiâ ÷åðåç ìîæëèâiñòü çà-

ñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïiä ÷àñ ïîÿñíåííÿ ÿâèù â íåîäíîði-

äíî ëåãîâàíèõ íàïiâïðîâiäíèêàõ, íàïiâïðîâiäíèêîâèõ ãåòåðîñòðóêòó-

ðàõ, êâàíòîâèõ ÿìàõ òà íàä ðàòêàõ. Çàñòîñóâàííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî

ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ äëÿ ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, ÿêà

çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò, äàñòü çìîãó çíà÷íî çáiëüøèòè ïåðåëiê ñè-

ñòåì iç êîîðäèíàòíî çàëåæíîþ ìàñîþ, äëÿ ÿêèõ âiäîìi äåêiëüêà òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ.

Âàæëèâîþ çàãàëüíîôiçè÷íîþ ïðîáëåìîþ, ÿêà âèíèêà¹ ó ðàçi äî-

ñëiäæåííÿ ñèñòåì ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, ¹ âèáið âïîðÿäêó-

âàííÿ íåêîìóòàòèâíèõ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó â îïåðàòîði

êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ïiä ÷àñ ïîáóäîâè êâàíòîâîìåõàíi÷íîãî àíàëîãà êëà-
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ñè÷íîãî ãàìiëüòîíiàíà çi çìiííîþ ìàñîþ. Çàëåæíî âiä âèäó ñèñòåìè,

ÿêó äîñëiäæóþòü, íàóêîâöi âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi óïîðÿäêóâàííÿ çà-

çíà÷åíèõ îïåðàòîðiâ, ùî ìîæå ïðèçâîäèòè äî îòðèìàííÿ íåîäíàêîâèõ

ðåçóëüòàòiâ. Òîìó ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè óïîðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ â

êiíåòè÷íié åíåðãi¨ ç óðàõóâàííÿì ïåðøèõ ïðèíöèïiâ êâàíòîâî¨ ìåõàíi-

êè ¹ àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ ñó÷àñíèõ ôiçè÷íèõ äîñëiäæåíü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-

ìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-

âåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíèõ òåì Ôô-38Á

¾Êâàíòîâà òåîðiÿ êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì iç ðiçíèìè òèïàìè íåâïîðÿä-

êîâàíîñòi¿ (2000�2001 ðð., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0100U001446), Ôô-

150Ô ¾Ðîçðîáêà íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ

ñèñòåì¿ (2003�2005 ðð., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0103U001935), Ôô-14Ô

¾Íîâi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì äåêiëüêîõ i áàãàòüîõ ÷à-

ñòèíîê¿ (2009�2011 ðð., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0109U002096), Ôô-110Ô

¾Íîâi åôåêòè ó êâàíòîâèõ ðiäèíàõ i ãàçàõ òà ñèñòåìàõ ç äåôîðìî-

âàíîþ àëãåáðîþ Ãàéçåíáåð à¿ (2012�2014 ðð., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨

0112U001275) òà Ôô-30Ô ¾Êëàñè÷íi i êâàíòîâi ñèñòåìè ç íåñòàíäàð-

òíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè i ñòàòèñòèêàìè¿ (2016 ð., íî-

ìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0116U001539).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ ðîçøèðåííÿ

ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ äëÿ êâàíòî-

âî¨ ÷àñòèíêè çi ñòàëîþ ìàñîþ â ïîëi äi¨ ïåðiîäè÷íîãî ÷è âèïàäêîâîãî

ïîòåíöiàëó òà iç çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò ìàñîþ, à òàêîæ âèâ÷åííÿ

ïðîáëåìè âïîðÿäêóâàííÿ çàëåæíî¨ âiä êîîðäèíàò ìàñè â îïåðàòîði êi-

íåòè÷íî¨ åíåðãi¨.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷i óçàãàëüíåííÿ ñó-

ïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ äëÿ âèïàä-
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êó ÷àñòèíêè çi ñòàëîþ ìàñîþ â ïîëi äi¨ ïåðiîäè÷íîãî òà âèïàäêîâîãî

ïîòåíöiàëó òà âiäøóêàííÿ íîâèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ äëÿ òàêèõ ñèñòåì;

îòðèìàííÿ ç ïåðøèõ ïðèíöèïiâ ãàìiëüòîíiàíà ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, çà-

ëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, äëÿ íåîäíîðiäíî¨ ìîäåëi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó; óçà-

ãàëüíåííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ

äëÿ âèïàäêó ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, òà âiäøóêà-

ííÿ íîâèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ äëÿ òàêèõ ñèñòåì; äîñëiäæåííÿ óìîâ iñíó-

âàííÿ ëîêàëiçîâàíèõ òà íåëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ äëÿ ÷àñòèíêè â ïîëi äi¨

îòðèìàíèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåíü ¹ êâàíòîâà ÷àñòèíêà çi ñòàëîþ ìàñîþ ÷è

ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, ùî ïåðåáóâà¹ â ïîëi äi¨ ïîòåíöiàëó.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êâàíòîâi ñòàíè ÷àñòèíêè çi ñòàëîþ

ìàñîþ ÷è ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, ùî ïåðåáóâà¹ â ïîëi äi¨

ïîòåíöiàëó.

Ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîíñòðóþâà-

ííÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi âïåðøå óçàãàëüíåíî ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ

êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ âèïàäêó ïåðiîäè÷íèõ ïîòåí-

öiàëiâ ç äâîìà òà òðüîìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè, ùî äàëî çìîãó îòðèìà-

òè íîâi ïåðiîäè÷íi êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè.

Âïåðøå ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä çàñòîñîâàíî äî êîíñòðóþâàííÿ

êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ ç îäíèì òà äâîìà

âiäîìèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

Âïåðøå îòðèìàíî êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíó âèïàäêîâó ìîäåëü Êðî-

íiãà-Ïåííi é âèïàäêîâi òðèãîíîìåòðè÷íi ïîòåíöiàëè ç îäíèì òà äâîìà

âiäîìèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

Âïåðøå îòðèìàíî â äîâãîõâèëüîâié ãðàíèöi ãàìiëüòîíiàí íåîäíîði-
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äíî¨ ìîäåëi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó, ÿêèé îïèñó¹ ÷àñòèíêó ç ìàñîþ, çàëåæíîþ

âiä êîîðäèíàò òà, ÿê íàñëiäîê, âïåðøå ðîçâ'ÿçàíî â öüîìó âèïàäêó ïðî-

áëåìó âïîðÿäêóâàííÿ iìïóëüñó òà ìàñè â îïåðàòîði êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨.

Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî íîâèé, çàãàëüíiøèé âèãëÿä îïåðàòîðà êi-

íåòè÷íî¨ åíåðãi¨ äëÿ ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, ÿêèé

ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ òðüîìà ôóíêöiÿìè, äîáóòîê ÿêèõ ïîâ'ÿçàíèé ç ìà-

ñîþ ÷àñòèíêè.

Âïåðøå óçàãàëüíåíî ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ êâà-

çiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ âèïàäêó ñèñòåì iç ìàñîþ, çà-

ëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, òà âïåðøå îòðèìàíî êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi

ïîòåíöiàëè ç îäíèì òà äâîìà ðiâíÿìè äëÿ ÷àñòèíêè ç êîîðäèíàòíî çà-

ëåæíîþ ìàñîþ.

Âïåðøå â ðàìêàõ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó ïîêàçàíî ìîæëèâiñòü

iñíóâàííÿ ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ ó ïîñòiéíîìó ïîòåíöiàëi äëÿ ÷àñòèíêè

ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îòðèìàíi â

äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü ìàþòü ñàìîñòiéíå çíà÷åííÿ, ïîâ'ÿçà-

íå ç ðîçøèðåííÿì êîëà çàäà÷, äëÿ ÿêèõ âäà¹òüñÿ çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿç-

êè.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè åôåêòèâ-

íèõ àëãîðèòìiâ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó êîíêðåòíèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷, à òà-

êîæ çàëó÷èòè äëÿ ïîÿñíåííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ó ôiçèöi

ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì, à ñàìå: òâåðäîãî òiëà, íàä ðàòîê, íåîäíîðiäíî ëå-

ãîâàíèõ íàïiâïðîâiäíèêiâ òà ðiçíèõ íàíîãåòåðîñèñòåì, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ

íà îäíî÷àñòèíêîâèõ ðîçâ'ÿçêàõ ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà ç ïåðiîäè÷íèìè

òà âèïàäêîâèìè ïîòåíöiàëàìè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Çàäà÷ó äîñëiäæåííÿ ñôîðìóëþ-

âàâ íàóêîâèé êåðiâíèê ïðîôåñîð Â. Ì. Òêà÷óê. Óñi âèêëàäåíi ó äèñåð-
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òàöiéíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè îäåðæàíî àâòîðîì ñàìîñòiéíî àáî çà éîãî

áåçïîñåðåäíüî¨ ó÷àñòi. Ó ïðàöÿõ, âèêîíàíèõ ñïiëüíî ç íàóêîâèì êåðiâ-

íèêîì, çäîáóâà÷ó íàëåæèòü:

� óçàãàëüíåííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ

ïîòåíöiàëiâ äëÿ âèïàäêó ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ç äâîìà òà òðüîìà

âiäîìèìè ðîçâ'ÿçêàìè; äîñëiäæåííÿ óìîâ, ÿêi ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè

ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Øðå-

äií åðà ìàëè ôiçè÷íèé çìiñò, òà äëÿ îòðèìàííÿ íîâèõ ïåðiîäè÷íèõ

ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ [90];

� óçàãàëüíåííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ

ïîòåíöiàëiâ ó ðàçi âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ ç îäíèì òà äâîìà âiäîìèìè

ðîçâ'ÿçêàìè òà äîñëiäæåííÿ óìîâ, ÿêi ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ãåíåðó-

þ÷à ôóíêöiÿ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà

ìàëè ôiçè÷íèé çìiñò [91];

� çíàõîäæåííÿ ÊÒÐ âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ ìîäåëi Êðîíiãà-Ïåííi

òà âèïàäêîâèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ç îäíèì òà äâîìà òî÷íè-

ìè ðîçâ'ÿçêàìè [92];

�� óçàãàëüíåííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ

ïîòåíöiàëiâ ç âiäîìèìè îñíîâíèì òà ïåðøèì çáóäæåíèì ñòàíàìè äëÿ

âèïàäêó ñèñòåì ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, òà îòðèìàííÿ íîâèõ

ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ [93]

�� óçàãàëüíåííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ

ïîòåíöiàëiâ ç äâîìà âiäîìèìè äîâiëüíèìè ñòàíàìè äëÿ âèïàäêó ñèñòåì

ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, òà îòðèìàííÿ íîâèõ ÊÒÐ ïîòåíöià-

ëiâ [96]

� äîñëiäæåííÿ óìîâ íàÿâíîñòi ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ ó ïîñòiéíîìó

ïîòåíöiàëi äëÿ ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò [93,96]

� äîñëiäæåííÿ äîâãîõâèëüîâî¨ ãðàíèöi íåîäíîðiäíî¨ ìîäåëi ñèëü-
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íîãî çâ'ÿçêó òà ðîçâ'ÿçàííÿ â öüîìó âèïàäêó ïðîáëåìè âïîðÿäêóâàííÿ

iìïóëüñó òà çàëåæíî¨ âiä êîîðäèíàò ìàñè â îïåðàòîði êiíåòè÷íî¨ åíåð-

ãi¨, à òàêîæ îòðèìàííÿ íîâîãî çàãàëüíîãî âèãëÿäó îïåðàòîðà êiíåòè-

÷íî¨ åíåðãi¨ [95]

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ÿêi

ìiñòÿòüñÿ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, áóëè ðåïðåçåíòîâàíi íà:

� Ìiæíàðîäíîìó ñåìiíàði ç ôiçèêè i õiìi¨ òâåðäèõ òië (Çîëîòèé

ïîòiê/×åíñòîõîâà, 2003ð.);

� II Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ôiçèêà íåâïîðÿäêîâàíèõ

ñèñòåì"(ì.Ëüâiâ, 2003 ð.);

� IV Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ôiçèêà íåâïîðÿäêîâà-

íèõ ñèñòåì"(ì.Ëüâiâ, 2008ð.);

� ÕIII Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ôiçèêè i òåõíîëîãi¨ òîíêèõ ïëi-

âîê òà íàíîñèñòåì (ì.Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2011 ð.);

� Ìiæíàðîäíîìó ñåìiíàði ç ïîòî÷íèõ ïðîáëåì ó ôiçèöi (ì.Ëüâiâ,

2012 ð.)

� V Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ôiçèêà íåâïîðÿäêîâàíèõ

ñèñòåì"(ì.Ëüâiâ, 2013 ð.);

� ÕIV Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ôiçèêè i òåõíîëîãi¨ òîíêèõ ïëi-

âîê òà íàíîñèñòåì (ì.Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2013 ð.);

� Ìiæíàðîäíîìó ñåìiíàði ç ïîòî÷íèõ ïðîáëåì ó ôiçèöi (ì.Ëüâiâ,

2014 ð.)

Ïîäàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè íåîäíîðàçîâî îáãîâîðþâàëèñü íà íàó-

êîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëü-

íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà.

Ïóáëiêàöi¨. Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi ó ñåìè ñòàòòÿõ

ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ [90�96], îäíîìó ïðåïðèíòi [97] òà âîñüìè òåçàõ

äîïîâiäåé íà êîíôåðåíöiÿõ [98�105].
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

ßê âiäîìî, ñèìåòðiÿ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè, òîáòî íåçìiííiñòü ¨¨ âëà-

ñòèâîñòåé ïðè ïåâíèõ ïåðåòâîðåííÿõ êîîðäèíàò, ìà¹ àäåêâàòíèé îïèñ

ó òåîði¨ ãðóï. Ó ïåðåâàæíié áiëüøîñòi âèïàäêiâ - öå àïàðàò êëàñè÷íèõ

ãðóï Ëi. Ñóïåðñèìåòðiÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ ôåðìiîííi òà áîçîííi ñòàíè, òà-

êîæ ôîðìóëþ¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ïåâíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü, ùî äiþòü

íà ñòàíè ñèñòåìè, ïåðåâîäÿ÷è ôåðìiîííi ñòàíè ó áîçîííi, à áîçîííi -

ó ôåðìiîííi. Óñi iíøi âèäè ñèìåòði¨ ôiçè÷íèõ ñèñòåì ïåðåòâîðþþòü

ôåðìi-ñòàíè ó ôåðìi-ñòàíè, à áîçîííi ñòàíè - ó áîçîííi. Òîáòî, ïåðå-

òâîðåííÿ, ùî îïèñóþòü öi ñèìåòði¨, íå çìiøóþòü õàðàêòåð ïåðåñòàâíî¨

ñèìåòði¨ ñòàíiâ.

�äèíèì âèäîì ñèìåòði¨, ùî íåòðèâiàëüíî ïî¹äíó¹ íåïåðåðâíi ïå-

ðåòâîðåííÿ iç ïåâíèìè äèñêðåòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, ÿêi ìàþòü ðiçíó

ïðèðîäó, ¹ ñóïåðñèìåòðiÿ. Ïîïðè öå, çáåðiãà¹òüñÿ ôîðìàëüíà àíàëî-

ãiÿ ìiæ öèìè äâîìà ðiçíèìè òèïàìè ïåðåòâîðåíü. Ñàìå öÿ àíàëîãiÿ i

¹ íàéâàæëèâiøîþ âëàñòèâiñòþ ñóïåðñèìåòði¨. Ó êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ

öþ àíàëîãiþ âiäçíà÷èâ ùå Ï.Äiðàê ó ñâî¨é âiäîìié êíèçi [1], äå çàçíà-

÷åíî, ùî âèðàçè äëÿ áîçîííèõ i ôåðìiîííèõ òåîðié ïîëÿ äóæå ïîäiáíi,

à ¹äèíîþ âiäìiííiñòþ ìiæ íèìè ¹ òå, ùî äëÿ îïåðàòîðiâ ïîðîäæåííÿ

i çíèùåííÿ áîçîííèõ i ôåðìiîííèõ ïîëiâ âèêîíóþòüñÿ ðiçíi ïåðåñòàâíi

ñïiââiäíîøåííÿ: äëÿ áîçîíèõ - êîìóòàòîðè, à äëÿ ôåðìiîííèõ - àíòè-

êîìóòàòîðè.

Àäåêâàòíèì àïàðàòîì ó âèïàäêó ñóïåðñèìåòði¨ ¹ ñóïåðãðóïè, ÿêi
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¹ óçàãàëüíåííÿìè êëàñè÷íèõ ãðóï Ëi [2]. Ïåðåâàæíî, çàìiñòü ãðóïè

Ëi äîñèòü ðîçãëÿíóòè ïðîñòiøèé àïàðàò - ñóïåðàëãåáðó Ëi, ÿêà îïèñó¹

íåñêií÷åííî ìàëi ïåðåòâîðåííÿ ñèìåòði¨. Åëåìåíòàìè àëãåáðè ¹ ëiíié-

íi êîìáiíàöi¨ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàçèâàþòü ãåíåðàòîðàìè. Ñàìå

ãåíåðàòîðè, êiëüêiñòü ÿêèõ ó ïåðåâàæíié áiëüøîñòi ïðàêòè÷íî âàæëè-

âèõ âèïàäêiâ ¹ ñêií÷åíîþ, óòâîðþþòü íàáið îñíîâíèõ ôiçè÷íèõ âåëè-

÷èí äëÿ ñèñòåìè, ùî ìà¹ äåÿêó ñèìåòðiþ. Ñóïåðàëãåáðà, ÿêà ëåæèòü

â îñíîâi ñóïåðñèìåòðè÷íèõ òåîðié, ïîðîäæó¹òüñÿ ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ

ïàðíèõ i íåïàðíèõ ãåíåðàòîðiâ. Ñàìå íåïàðíi ãåíåðàòîðè, äiþ÷è íà

ñòàíè ñèñòåìè, ïåðåâîäÿòü áîçîíè ó ôåðìiîíè i íàâïàêè. Ïðè ïî¹ä-

íàííi íåçâiäíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè ñóïåðòðàíñëÿöié ç êiëüêîìà íå-

çâiäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè ãðóïè Ïóàíêàðå iç îäíi¹þ ìàñîþ i ðiçíèìè

çíà÷åííÿìè ñïiíà îäåðæóþòü ñóïåðìóëüòèïëåòè ÷àñòèíîê. Ïðè öüîìó

ñòàíè (÷àñòèíêè), ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî îäíîãî ñóïåðìóëüòèïëåòà, íàçè-

âàþòü ñóïåðïàðòíåðàìè. Iñíóâàííÿ òàêèõ ñóïåðìóëüòèïëåòiâ i ¹ îäíèì

iç íàéâàæëèâiøèõ ðåçóëüòàòiâ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ òåîðié. ×àñòî âêëà-

äè ñóïåðïàðòíåðiâ ó ñóïåðïîëÿ êîìïåíñóþòü îäèí îäíîãî, ùî ñïðè-

÷èíÿ¹ ñêîðî÷åííÿ äåÿêèõ, íàïðèêëàä, òàê çâàíèõ, óëüòðàôiîëåòîâèõ

ðîçáiæíîñòåé. Ó iíøèõ âèïàäêàõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïîñëàáëåííÿ òàêèõ

ðîçáiæíîñòåé.

Àëãåáðà ñóïåðñèìåòði¨ âiäîáðàæà¹ ñóòü ðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨

òåîði¨ ïîëÿ, i ñàìå öi¹¨ îáëàñòi ôiçèêè ñòîñóþòüñÿ íàéâàæëèâiøi ðåçóëü-

òàòè, ïîâ'ÿçàíi iç ñóïåðñèìåòði¹þ. Ïðîòå, ñóïåðñèìåòðè÷íi òåîði¨ ïîëÿ

¹ áàãàòîâèìiðíèìè, i çíàõîäæåííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ñêëàäà¹ çíà÷íi òðó-

äíîùi. Ïîðÿä iç öèì çàñòîñóâàííÿì òåîði¨ ñóïåðñèìåòði¨ ðîçâèâàþòüñÿ

òàêîæ iíøi ¨¨ íàïðÿìêè, ñåðåä ÿêèõ ðiçíi âàðiàíòè ñóïåðñèìåòðè÷íî¨

êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ÿêi, çáåðiãàþ÷è íàéâàæëèâiøi ðèñè ñóïåðñèìåòðè-

÷íèõ òåîðié ïîëÿ, ìàþòü çíà÷íî ïðîñòiøó ñòðóêòóðó, i òîìó äàþòü
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çìîãó âèâ÷èòè îñîáëèâîñòi ñóïåðñèìåòði¨ çíà÷íî ãëèáøå i äåòàëüíiøå.

Îäèí iç âàðiàíòiâ ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè (SUSY QM),

ùî çàïðîïîíîâàíèé Å.Âiòòåíîì [3] áàçó¹òüñÿ íà íàéïðîñòiøié ñóïåðàë-

ãåáði, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ îäíèì ïàðíèì ãåíåðàòîðîì i äâîìà íåïàðíè-

ìè. Ñàìå öåé âàðiàíò ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ïî÷àòêîâî

çàïðîïîíîâàíèé ÿê ìîäåëü äëÿ òåñòóâàííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ òåîðié,

äóæå øâèäêî çíàéøîâ ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ'ÿçêó áàãàòüîõ çàäà÷

íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, à òàêîæ äàâ çìîãó ñôîðìóâàòè

iíøèé ïîãëÿä íà òðàäèöiéíi çàäà÷i êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. Çàçíà÷èìî, ùî

ñóïåðñèìåòðè÷íà êâàíòîâà ìåõàíiêà çáåðiãà¹ óñi âëàñòèâîñòi ñóïåðñè-

ìåòðè÷íèõ òåîðié, çîêðåìà, i òàêi ÿê: ôàêòîðèçîâàíèé âèãëÿä ãàìiëü-

òîíiàíà, íåâiä'¹ìíiñòü éîãî ñïåêòðó, äâîêðàòíå âèðîäæåííÿ ñòàíiâ òà

ðiâíiñòü íóëþ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó, ÿêèé ìîæå áóòè íåâèðîäæåíèì.

Ñàìå çàâäÿêè äâîì îñòàííiì âëàñòèâîñòÿì âäà¹òüñÿ çíàéòè, çà ïåâíèõ

óìîâ, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè.

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷ iç ãëàäêèì ïî-

òåíöiàëîì ¹ òå, ùî âñi âîíè âèíèêàþòü ó ìåòîäi ôàêòîðèçàöi¨ [19].

Ìåòîä ôàêòîðèçàöi¨ ó çàñòîñóâàííi äî êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, çàïðîïî-

íîâàíèé Å.Øðåäèíãåðîì [4] òà óçàãàëüíåíèé ó ðîáîòàõ Ë.Iíôåëüäà òà

Ò.Ãîëëà (äèâ. îãëÿä [5]). Çàãàëüíèé ïiäõiä äî ôàêòîðèçàöi¨ ñòîñîâíî

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîëÿãà¹ ó çàìiíi îäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïðÿäêó iç çàäàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè åêâiâàëåí-

òíîþ äî íüîãî ñèñòåìîþ äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó. Äëÿ øèðîêîãî êëàñó öèõ ðiâíÿíü ìåòîä ôàêòîðèçàöi¨ äà¹ çìîãó

çíàéòè çíà÷åííÿ i âèðîáèòè ðåöåïò îäåðæàííÿ íîðìîâàíèõ âëàñíèõ

ôóíêöié. Ó îãëÿäi [5] ïðîàíàëiçîâàíà âåëèêà êiëüêiñòü äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ïðè ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ, ÿêi ìîæíà

ôàêòîðèçóâàòè.
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ßê ïîêàçàíî ó [6], òî÷íi ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü äëÿ òàê çâàíèõ ôîðì-

iíâàðiàíòíèõ ïîòåíöiàëiâ. Ïîòåíöiàë íàçèâàþòü ôîðì-iíâàðiàíòíèì, ÿê-

ùî éîãî ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïàðòíåð ìà¹ òàêó æ ñàìó çàëåæíiñòü âiä

êîîðäèíàò i âiäðiçíÿ¹òüñÿ ëèøå çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ, ùî âõîäÿòü ó

íüîãî âêëþ÷íî iç àäèòèâíîþ êîíñòàíòîþ. Çàâäÿêè ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi

ïîòåíöiàëó ïîâíèé ñïåêòð ãàìiëüòîíiàíà ìîæíà çíàéòè çâè÷àéíèìè àë-

ãåáðà¨÷íèìè ìåòîäàìè.

Ùå îäèí êëàñ ïîòåíöiàëiâ, äëÿ ÿêèõ ìîæíà çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

� òàê çâàíi ñàìîïîäiáíi ïîòåíöiàëè, òîáòî ïîòåíöiàëè ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâî-

ðåííÿìè ìàñøòàáóâàííÿ. Êîíöåïöiÿ ñàìîïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ âïåðøå

ðîçãëÿäàëàñÿ [7, 8] ó êîíòåêñòi îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ. Ñóïåð-

ïîòåíöiàë íàçèâàþòü ñàìîïîäiáíèì, ÿêùî Wi+1 = pW1(px), äå i =

1, 2, . . ., 0 < p < 1 � ïàðàìåòð äåôîðìàöi¨, à Wi(x) � i-èé ñóïåðïîòåíöi-

àë i¹ðàðõi¨ ñóïåðïîòåíöiàëiâ. ßê i äëÿ ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ïîòåíöiàëiâ

óâåñü ñïåêòð ñàìîïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ ìîæíà çíàéòè àëãåáðà¨÷íèìè

ìåòîäàìè. Ó [9, 10] ïîêàçàíî, ùî ñàìîïîäiáíi ïîòåíöiàëè ¹ îñîáëèâèì

âèäîì ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ïîòåíöiàëiâ, à ó [12] âèÿâëåíî, ùî i ¨õ àë-

ãåáðè � òiñíî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ òà ïîâ'ÿçàíi iç q-àëãåáðàìè. Ó [11]

ðîçêðèòî çâ'ÿçîê ìåòîäèêè ñàìîïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ iç ìåòîäîì ôà-

êòîðèçàöi¨.

Ùå îäèí ïiäõiä, ó ÿêîìó òàêîæ âäà¹òüñÿ çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà, ïîâ'ÿçàíèé iç òàê çâàíèìè içî-

ñïåêòðàëüíèìè ïîòåíöiàëàìè, òîáòî ïîòåíöiàëàìè, ÿêi ïðè ¨õ ïåðåòâî-

ðåííÿõ íå çìiíþþòü åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð. Òîáòî, ÿêùî iç îäíîãî îäíî-

âèìiðíîãî ïîòåíöiàëó, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ n çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ, ïîáóäóâà-

òè n-ïàðàìåòðè÷íèé ïîòåíöiàë iç òàêèìè æ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, òî

îñòàííié ïîòåíöiàë íàçèâàþòü içîñïåêòðàëüíèì iç âèõiäíèì. Òîé ôàêò,

ùî òàêi ìíîæèíè ïîòåíöiàëiâ iñíóþòü, áóëî âiäîìî äàâíî [13].
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Ïîÿâà ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ïðèçâåëà äî âiäðî-

äæåííÿ iíòåðåñó ó âèçíà÷åííi içîñïåêòðàëüíèõ ïîòåíöiàëiâ [14�16]. Ïiä-

õiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà içîñïåêòðàëüíèõ ïîòåíöiàëàõ, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i

ïðè ãåíåðóâàííi íîâèõ òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ïðîòå, ñïðîáè çíàéòè íîâi òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi çàäà÷i íàøòîâõó-

þòüñÿ íà ñêëàäíîùi, ÿêi ïðèâîäÿòü äî òîãî, ùî òàêi ìîäåëi âäà¹òüñÿ

âiäøóêàòè âñå ðiäøå i ðiäøå. Àëå ìîæíà ñïðîáóâàòè ïîñëàáèòè âèìî-

ãè òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíîñòi, i ðîçãëÿíóòè çàäà÷i, äëÿ ÿêèõ ñïåêòðàëüíà

ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçóâàëàñü áè íå äëÿ âñüîãî ñïåêòðó, à ëèøå äëÿ ÿêî¨ñü

éîãî ÷àñòèíè. Çâè÷àéíî, ùî öi çàäà÷i ¹ íàñòiëüêè æ êîðèñíèìè ÿê i òî-

÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi, i ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðiçíèõ

ôiçè÷íèõ ÿâèù. Òàêi çàäà÷i ñòàëè íàçèâàòè êâàçiòî÷íî ðîç'ÿçóâàíèìè.

Ïåðøîþ ìîäåëëþ, äëÿ ÿêî¨ áóëî çíàéäåíî äâà òî÷íèõ ñòàíè äëÿ ïî-

òåíöiàëiâ âèðàæåíèõ ÷åðåç ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨ áóëà îäåðæàíà â [17].

Ïîäiáíó ìîäåëü iç ïîëiíîìiàëüíèìè ïîòåíöiàëàìè áóëî îäåðæàíî ó [18].

Â ïîäàëüøîìó âäàëîñÿ ñôîðìóëþâàòè çàãàëüíi ïðèíöèïè äîñëi-

äæåííÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ìîäåëåé. Òàêèõ ïiäõîäiâ áóëî âèäi-

ëåíî äâà. Îäèí iç íèõ � àëãåáðà¨÷íèé, ñôîðìóëüîâàíèé ó [19], áàçó-

¹òüñÿ íà òîìó, ùî êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ìîäåëi êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

õàðàêòåðèçóþòüñÿ ãðóïàìè ïðèõîâàíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèìåòði¨ [21], ñêií-

÷åííîâèìiðíi ïðåäñòàâëåííÿ ÿêèõ ãåíåðóþòü äiëÿíêè ñïåêòðó ñêií÷å-

íî¨ ðîçìiðíîñòi. Îäíèì iç ïðèêëàäiâ òàêî¨ ñèìåòði¨ îïèñó¹òüñÿ ãðóïîþ

sl(2). Îãëÿä ðîáiò ñòîñîâíî ôiçè÷íèõ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷

íàâåäåíî ó [22].

Áóëî ðîçâèíóòî áàãàòî ðiçíèõ ìåòîäiâ ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöi-

àëiâ. Ó îäíîìó iç ïiäõîäiâ, çàïðîïîíîâàíîìó ó [19], çàìiñòü òîãî ùîáè

ðîçâ'ÿçóâàòè ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà ïðè çàäàíîìó ïîòåíöiàëi, ìîæíà

âiäòâîðèòè ïîòåíöiàë äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨, ÿêó ìîæíà ââàæàòè õâè-



17

ëüîâîþ. Öåé ïiäõiä óçàãàëüíåíî â [23] i îäåðæàíî çàãàëüíèé âèðàç äëÿ

êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ iç äâîìà òî÷íèìè ñòàíàìè. Íà

öié ìåòîäèöi áàçóþòüñÿ i ðîáîòè [24�26]. Ó ðîáîòi [80] óçàãàëüíåííÿ

ïiäõîäó [19]  ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ïîëiíîìiàëüíîãî àíçàöó, âiä-

ìiííîþ îñîáëèâiñòþ ÿêîãî ¹ íàÿâíiñòü åêñïîíåíöiàëüíîãî ìíîæíèêà,

ââåäåíîãî çàäëÿ çàäîâîëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ, ùî äà¹ çìîãó îäåðæàòè

òðè-ïàðàìåòðè÷íi ïîòåíöiàëè ó çàãàëüíiøié, ïîðiâíÿíî ç iíøèìè ïiä-

õîäàìè, ôîðìi. Ó öié ðîáîòi äëÿ ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ òàêîæ

âèêîðèñòàíî ìåòîäèêó òî÷êîâèõ êàíîíi÷íèõ ïåðåòâîðåíü. Öåé ïiäõiä

ìîòèâîâàíèé òèì, ùî âñi òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè, ùî áàçóþòüñÿ

íà ðiâíÿííi Øðåäií åðà, ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ òî÷êîâèìè êàíîíi÷íèìè

ïåðåòâîðåííÿìè. Ó ðîáîòi òàêîæ çàñòîñîâó¹òüñÿ òðåòié ìåòîä, ùî áàçó-

¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi òåõíiêè ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ äëÿ îäíî-

âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ iíòåãðàëüíi

ïåðåòâîðåííÿ Àáðàãàìà - Ìîçåñà - Ïþðñåÿ [14,30], ÿêi áàçóþòüñÿ íà ìå-

òîäèöi îáåðíåíî¨ çàäà÷i êâàíòîâî¨ òåîði¨ ðîçñiþâàííÿ. Ñóìiñíå âèêîðè-

ñòàííÿ öi¹¨ ìåòîäèêè iç ÿêiñíèìè ìåòîäàìè óïðàâëiííÿ ñïåêòðàìè [32],

ðîçâèíóòèìè íà îñíîâi ïåðåòâîðåííÿ Äàðáó, ÿêå äà¹ çìîãó äîñèòü ïðî-

ñòî îäåðæóâàòè ðîçâ'ÿçêè ïåðåòâîðåíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà

Ùå îäèí ïiäõiä äî ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ  ðóíòó¹òüñÿ íà

òàê çâàíîìó àíòè-içîñïåêòðàëüíîìó ïåðåòâîðåííi [28], ÿêå, çìiíþþ-

÷è âèãëÿä ïîòåíöiàëó, òàêîæ çìiíþ¹ íà ïðîòèëåæíèé çíàê ñêií÷åíî¨

êiëüêîñòi åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ. Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå

òàêîæ íàçèâàþòü äóàëüíèì, âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè öiêàâi êëàñè ïîòåí-

öiàëiâ, âèâ÷èòè éîãî íàñëiäêè [29] òà ïîêàçàòè çâ'ÿçîê öüîãî ïiäõî-

äó iç ïåðåòâîðåííÿì Äàðáó òà ïiäõîäîì [14, 30, 31] íà îñíîâi ðiâíÿííÿ

Ãåëüôàíäà-Ëåâiòàíà.
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Ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ âèÿâè-

ëàñü i ñóïåðñèìåòðè÷íà êâàíòîâà ìåõàíiêà [27,33,34]. Ìîæëèâiñòü êîí-

ñòðóþâàííÿ ïîòåíöiàëiâ ó öüîìó ïiäõîäi áàçó¹òüñÿ íà ïîäâiéíîìó âè-

ðîäæåííi ñïåêòðà i âçà¹ìîçâ'ÿçêó ïîòåíöiàëiâ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàð-

òíåðiâ. Òîáòî, ÿêùî íàì âiäîìèé (n + 1) � èé âëàñíèé ñòàí äåÿêîãî

ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó, òî âiäøóêàâøè éîãî ñóïåðñèìåòðè÷íî-

ãî ïàðòíåðà, îäåðæó¹ìî íîâèé ÊÒÐ ïîòåíöiàë iç âiäîìèìè n âëàñíèìè

ñòàíàìè. Çàçíà÷èìî, ùî ïðîöåäóðó ãåíåðóâàííÿ ïîòåíöiàëó ìîæíà ïî-

âòîðþâàòè áàãàòîêðàòíî. Ñòàíäàðòíi ìåòîäè ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàí-

òîâî¨ ìåõàíiêè ìîæíà çàñòîñóâàòè i äëÿ ñòâîðåííÿ ìíîæèíè êiëüêà-

ïàðàìåòðè÷íèõ içîñïåêòðàëüíèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ó ðîáîòi [35] íà îñíîâi ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè óçà-

ãàëüíåíî ìåòîä ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ iç äâîìà âiäîìèìè âëà-

ñíèìè ñòàíàìè íà âèïàäîê, êîëè äëÿ âiäøóêàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëó íå-

ïîòðiáíå çíàííÿ âèõiäíîãî. Öåé ïiäõiä áàçó¹òüñÿ íà ðîçãëÿäi ðiâíÿííÿ

Ðiêàòòi, ÿêå õî÷ i íå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, àëå ïåðåéøîâøè äî äî íîâèõ

âåëè÷èí, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ñóïåðïîòåíöiàëiâW iW1 ìîæíà

ïiäiáðàòè òàêó ¨õ ïàðó, ÿêà çàäîâîëüíÿòèìå öå ðiâíÿííÿ. Çäiéñíèâøè

çâîðîòíå ïåðåòâîðåííÿ âäà¹òüñÿ çíàéòè ïàðó ÊÒÐ ñóïåðïîòåíöiëiâ. Ó

ðîáîòi [36] öåé ïiäõiä óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïî-

òåíöiàëiâ iç òðüîìà âiäîìèìè âëàñíèìè ñòàíàìè. Âàæëèâî, ùî çàïðî-

ïîíîâàíèé ïiäõiä ìîæíà óçàãàëüíèòè äëÿ ãåíåðóâàííÿ óìîâíî-òî÷íî

ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ [115]. Ó ðîáîòi [37] öþ ìåòîäèêó óçàãàëüíåíî

äëÿ ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ iç äâîìà äîâiëüíèìè åíåðãåòè÷íèìè

ðiâíÿìè, à íå îáîâ'ÿçêîâî îñíîâíîãî ñòàíó i ïåðøîãî çáóäæåíîãî ðiâíÿ.

Ñåðåä êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷ àêòóàëüíîþ ¹ i çàäà÷à iç

ïåðiîäè÷íèì ïîòåíöiàëîì. Äîáðå âiäîìèìè ¹ êëàñ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ [38] òà ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ Ëàìå [39�41].
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Ñòîñîâíî ïîòåíöiàëiâ Ëàìå áóëè çàñòîñîâàíi ïiäõîäè, ïîâ'ÿçàíi iç àë-

ãåáðèçàöi¹þ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü [40, 42]. Ó ðîáîòi [43], âèêîðèñòîâó-

þ÷è ïðèõîâàíó àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó ãàìiëüòîíiàíà, à ñàìå ãðóïó

SL(2), çàïðîïîíîâàíî ¹äèíèé ïiäõiä äî ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ.

Òàêîæ ðÿä íîâèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ îäåðæàíî iç çàñòîñóâàííÿì ñàìî-

içîñïåêòðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü [42].

Äëÿ îäåðæàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ çàñòîñîâàíi ìåòî-

äè ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, çàâäÿêè öüîìó âäàëîñÿ çíà-

éòè áàãàòî íîâèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ [39,44,45]. Çîêðåìà, ñóïåðñèìåòðè-

÷íèé ïiäõiä äàâ çìîãó îäåðæàòè ôîðì-iíâàðiàíòíi ïåðiîäè÷íi ïîòåíöi-

àëè [46]. Äî ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ òàêîæ áóëè çàñòîñîâàíi ñóïåðñè-

ìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ. Äëÿ ìîäåëåé iç ïåðiîäè÷íèìè

ïîòåíöiàëàìè äîñëiäæåíî òàêîæ ïîðóøåííÿ ñóïåðñèìåòði¨ [47].

Íà âiäìiíó âiä ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ âèïàäêó íåâïîðÿä-

êîâàíèõ ñèñòåì iç ôiêñîâàíèì áåçëàäîì êiëüêiñòü ÊÒÐ ìîäåëåé, äëÿ

ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà îäåðæàòè ó àíàëiòè÷íié ôîðìi, ¹ çíà÷íî ìåí-

øîþ. Ëèøå äëÿ äåÿêèõ íåâïîðÿäêîâàíèõ ñèñòåì ìîæíà çíàéòè ÿâíèé

âèðàç äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ îñíîâíîãî ñòàíó. Âiäîìèìè ¹ çàäà÷i ïðî

îäíîâèìiðíèé ðóõ ôåðìiîíiâ Äiðàêà iç âèïàäêîâîþ ìàñîþ [48], ÷è ¨õ

äâîâèìiðíèé ðóõ ó âèïàäêîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi [49,50] òà äåÿêi òî÷íi

ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ñòàòèñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ

òà õâèëüîâèõ ôóíêöié íåâïîðÿäêîâàíèõ ñèñòåì [51�53].

Â îñòàííi äåñÿòü ðîêiâ âèêîíàíi ðîáîòè, ó ÿêèõ äî ðîçãëÿäó íåâïî-

ðÿäêîâàíèõ ñèñòåì çàñòîñîâóâàëèñÿ ìåòîäè ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòî-

âî¨ ìåõàíiêè. Íàïðèêëàä ó ðîáîòi [54] çðîáëåíî êîðîòêèé îãëÿä ñó-

ïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè òà ðîçãëÿíóòî âëàñòèâîñòi ñòàíiâ

iç íèçüêîþ åíåðãi¹þ äëÿ íåâïîðÿäêîâàíîñòåé, ùî îïèñóþòüñÿ äåÿêîþ

ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó, i, çîêðåìà, ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà. Ó iíøié ðîáîòi
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àâòîðà [55] ñóïåðñèìåòðè÷íà êâàíòîâà ìåõàíiêà çàñòîñîâàíà äî ñèñòåìè

iç íåóïîðÿäêîâàíiñòþ òèïó øóìó Ëåâi. Ïîðóøåííÿ ñóïåðñèìåòði¨ äëÿ

îäíîâèìiðíîãî âèïàäêîâîãî ãàìiëüòîíiàíà iç ãàóñiâñüêèì áiëèì øóìîì

ïðîàíàëiçîâàíî ó ðîáîòi [56].

Ó íàøèõ ðîáîòàõ [90�92] ìåòîä, ðîçâèíóòèé ó [35�37], çàñòîñîâà-

íî äëÿ ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ç äâîìà i òðüîìà

âiäîìèìè åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿìè òà âèïàäêîâèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ.

Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi çàäà÷i ìîæóòü áóòè ðîçãëÿíóòi i äëÿ âè-

ïàäêiâ, êîëè ìàñà ñèñòåìè ¹ ôóíêöi¹þ âiä êîîðäèíàò. Âïåðøå óâàãó

äî òàêèõ çàäà÷ çâåðíóòî ó ðîáîòi [57], ó ÿêié ìåòîäîì åôåêòèâíî¨ ìà-

ñè ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïðî òóíåëþâàííÿ åëåêòðîíiâ ÷åðåç ãåòåðîïåðåõiä

ìiæ äâîìà íàïiâïðîâiäíèêàìè. Ïðè öüîìó äëÿ òîãî, ùîáè çàäîâîëüíè-

òè óìîâó íåïåðåðâíîñòi ãóñòèíè ñòðóìó ÷åðåç áàð'¹ð, äîâåëîñÿ ââåñòè

äâà ïàðàìåòðè, îäèí iç ÿêèõ ïiçíiøå [58] áóâ iäåíòèôiêîâàíèé ÿê åôå-

êòèâíà ìàñà, ùî çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò. Ó öié ðîáîòi [58] âèâ÷àëîñÿ

òóíåëþâàííÿ åëåêòðîíiâ ÷åðåç òàê çâàíi ñòðóêòóðè ìåòàë-äiåëåêòðèê-

íàïiâïðîâiäíèê (äèâ.òàêîæ [59]), i òóò æå áóâ íàâåäåíèé ÿâíèé âèãëÿä

ãàìiëüòîíiàíà, ó ÿêèé âõîäèëà åôåêòèâíà ìàñà, ÿêà çàëåæàëà âiä êî-

îðäèíàò, òà âïåðøå âiäìi÷åíî ïðîáëåìó íåêîìóòàòèâíîñòi ìàñè òà îïå-

ðàòîðà iìïóëüñó ó êiíåòè÷íié åíåðãi¨.

Ìîäåëi, ó ÿêèõ ïîòåíöiàë òà åôåêòèâíà ìàñà ¹ êóñêîâî-íåïåðåðâíèìè

çàäàíèìè ôóíêöiÿìè, ñòàëè ïðåäìåòîì iíòåíñèâíèõ ÿê òåîðåòè÷íèõ

òàê i åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü (äèâ., íàïðèêëàä, [67,85]).

Ïiçíiøå, ïðàêòè÷íî âàæëèâi âèïàäêè òàêî¨ çàëåæíîñòi áóëè âèÿâ-

ëåíi ó ôiçèöi íåîäíîðiäíî ëåãîâàíèõ íàïiâïðîâiäíèêiâ, íàïiâïðîâiäíè-

êîâèõ ãåòåðîñòðóêòóð, êâàíòîâèõ ÿì, íàäãðàòîê òîùî [85, 118]. Ïîíÿ-

òòÿ åôåêòèâíî¨ ìàñè ïîñòiéíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â îñòàííiõ äîñëiäæå-

ííÿõ [119, 124�126]. Êîíöåïöiÿ åôåêòèâíî¨ ìàñè, ùî ¹ ôóíêöi¹þ âiä
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êîîðäèíàò çíàéøëà òàêîæ çàñòîñóâàííÿ ó ÿäåðíié ôiçèöi [120], òåîði¨

êâàíòîâèõ ðiäèí [121] òà ìåòàëi÷íèõ êëàñòåðiâ [122].

Ïðè âèâ÷åííi ñèñòåì iç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, âèíèêà-

þòü âàæëèâi çàãàëüíîôiçè÷íi ïðîáëåìè i, çîêðåìà, ïðîáëåìà óïîðÿä-

êóâàííÿ íåêîìóòàòèâíèõ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó ó îïåðà-

òîði êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨, óòî÷íåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè ïåðåõîäi ÷å-

ðåç ïîâåðõíþ, íà ÿêié ïîòåíöiàë òà åôåêòèâíà ìàñà ¹ ðîçðèâíèìè

ôóíêöiÿìè, ïðîáëåìà ãàëiëå¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåì iç ïîçèöiéíî-

çàëåæíîþ ìàñîþ [67,74,123,127,128].

Çàãàëüíèé ïiäõiä äî ôîðìóâàííÿ îïåðàòîðiâ êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ

âåëè÷èí, ùî âiäïîâiäàþòü êëàñè÷íèì âåëè÷èíàì áóâ ñôîðìóëüîâà-

íèé ó ðîáîòàõ çàñíîâíèêiâ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè Ì.Áîðíà, Ï.Éîðäàíà,

Ã.Âåéëÿ, Ï.Äiðàêà òà Äæ.ôîí Íåéìàíà ìiæ 1925 òà 1927 ðîêàìè. Öþ

ñêëàäíó ïðîáëåìó, ðîçâèíóòó ó íàñòóïíi ðîêè, óçàãàëüíåíî ó ðîáî-

òi [61]. Ó îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ çàïðîïîíîâàíî äåêiëüêà ñïîñîáiâ óïî-

ðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó ó ãàìiëüòîíiàíi iç ïðî-

ñòîðîâî çàëåæíîþ ìàñîþ.

Äîñòàòíüî çàãàëüíèé âèãëÿä ãàìiëüòîíiàíó iç ïðîñòîðîâî çàëå-

æíîþ ìàñîþ áóâ çàïðîïîíîâàíèé ôîí Ðîññîì [66]

H =
1

4
[mαpmβpmγ +mγpmβpmα] + V (x), (1.1)

ó ÿêîìó äiéñíi ïàðàìåòðè α, β i γ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó α+β+γ = −1.

Òàêà ôîðìà ãàìiëüòîíiàíà çàáåçïå÷ó¹ éîãî åðìiòîâiñòü òà ïðàâèëüíó

àñèìïòîòèêó ïðè ïåðåõîäi äî m(x) = const. Âiäîìi äåêiëüêà ñïîñîáiâ

âèáîðó ïàðàìåòðiâ. Çîêðåìà, ïðè âèáîði ïàðàìåòðiâ α = −1, β = γ = 0

îäåðæóþòü ãàìiëüòîíiàí Ãîðà i Âiëüÿìñà [62], ïðè âèáîði ïàðàìåòðiâ

α = γ = 0, β = −1 � ãàìiëüòîíiàí Áåí Äàíiåëÿ i Äþêà [58], ïðè âèáîði

α = beta = −1/2, γ = 0 � ãàìiëüòîíiàí ×æó i Êðåìåðà [63], ïðè âèáîði
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α = 0, β = γ = −1/2 � ãàìiëüòîíiàí Ëi i Êóíà [64], à ïðè âèáîði

α = γ = −1/4, β = −1/2 � ãàìiëüòîíiàí Ìóñòàôè i Ìàæàðiìàäçàâi [65].

Öié ïðîáëåìàòèöi ïðèñâÿ÷åíi òàêîæ ðîáîòè [60,67,74].

Çàãàëüíà äóìêà ùîäî âèáîðó òîãî ÷è iíøîãî ãàìiëüòîíiàíà ïîëÿãà¹

ó òîìó, ùî íå iñíó¹ ¹äèíîãî óíiâåðñàëüíîãî âèáîðó öèõ ïàðàìåòðiâ i çà-

ëåæèòü âiä õàðàêòåðó åôåêòèâíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âiä êîîðäèíàò

òà âèãëÿäó ôóíêöi¨ m(x). Íàïðèêëàä, çàñòîñóâàííÿ ãàìiëüòîíiàíà [66]

äî ãåòåðîïåðåõîäó ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ α 6= γ, ïðè öüîìó õâèëüî-

âà ôóíêöiÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ íà ãåòåðîãðàíèöi i, ÿê íàñëiäîê, ãåòåðîïå-

ðåõiä ñòà¹ íåïðîíèêíèì áàð'¹ðîì. �äèíèì ìîæëèâèì âèïàäêîì ìîæå

áóòè ëèøå α = γ, ùî çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü êîíñòðóêöié miψ(x) i

m(x)∂xψ(x) íà ãåòåðîãðàíèöi.

Ïðîòÿãîì îñòàííiõ ðîêiâ áóëî äîñÿãíóòî ïåâíîãî ïðîãðåñó ó âèði-

øåííi ïðîáëåìè âïîðÿäêóâàííÿ. Ó [132, 133] ïðîáëåìà óïîðÿäêóâàííÿ

ðîçãëÿíóòà ïðè ïîðiâíÿííi òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ iç ðåçóëüòàòàìè îäåð-

æàíèìè ìåòîäàìè åôåêòèâíî¨ ìàñè. Ó ðîáîòàõ [74, 87] ìåòîäè êâàçi-

òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ óçàãàëüíåíi íà âèïàäîê ìàñè, ùî çà-

ëåæèòü âiä êîîðäèíàò. Ó ðîáîòi [134] ïîêàçàíî, ùî âiäïîâiäíiñòü ìiæ

êëàñè÷íîþ òà êâàíòîâîþ ìåõàíiêîþ ìîæå âiäiãðàâàòè êëþ÷îâó ðîëü

ó âèðiøåííi íåîäíîçíà÷íîñòi â óïîðÿäêóâàííi îïåðàòîðiâ. Ó [135] çà-

ïðîïîíîâàíî ôiçè÷íèé ïiäõiä äî âèðiøåííÿ ïðîáëåìè âïîðÿäêóâàííÿ

îïåðàòîðiâ. Îãëÿä ïðîáëåìè âïîðÿäêóâàííÿ çðîáëåíî ó íåäàâíié ðîáî-

òi [136].

Àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ â äîñëiäæåííÿõ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿØðå-

äií åðà iç ìàñîþ, ùî çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò, ¹ ïîøóê éîãî òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ áóëî óçàãàëüíåíî áàãàòî ïiäõîäiâ, ðîçâèíó-

òèõ äëÿ ïîøóêó êâàçiòî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðå-

äií åðà ç ïîñòiéíîþ ìàñîþ, à òàêîæ ðîçâèíóòî íîâi ìåòîäèêè. Çîêðå-
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ìà, ó ðîáîòàõ [68,69] äëÿ îäåðæàííÿ êâàçiòî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàñòîñîâà-

íî ôîðìàëiçì óçàãàëüíåíèõ ïîëiíîìiâ Ëàãåððà ïðè ìàñîâèõ ôóíêöiÿõ

îáìåæåíèõ íà âñié äiéñíié îñi, ÿêi çàëåæàòü âiä êiëüêîõ ïàðàìåòðiâ.

Ó ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó çíàéäåíî çàìêíóòi âèðàçè äëÿ åíåðãié òà õâè-

ëüîâèõ ôóíêöié çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ òà ïîêàçàíî, ïðè ÿêèõ çíà÷åíü ïàðà-

ìåòðiâ ìîæíà ïðèéòè äî ïîñòiéíî¨ ìàñè, àáî ïðèéòè äî âiäîìèõ ïîòåí-

öiàëiâ, íàïðèêëàä, ïîòåíöiàëó ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ÷è ïîòåíöiàëó

Ìîðñà.

Ïðîáëåìi îäåðæàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåì iç ìàñîþ, ùî

çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò, áóëî ïðèñâÿ÷åíî ðÿä ðîáiò [74�78, 87, 89, 127,

129, 130]. Äî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàñòîñîâóâàâñÿ òàêîæ i

ìåòîä ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè [74,87].

Îäíàê, êiëüêiñòü òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷ ¹ îáìåæåíîþ. Òîìó

öiêàâîþ i âàæëèâîþ çàëèøà¹òüñÿ çàäà÷à ïîøóêó êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçó-

âàíèõ (ÊÒÐ) ïîòåíöiàëiâ, äëÿ ÿêèõ ìîæíà çíàéòè òî÷íî êiëüêà åíåð-

ãåòè÷íèõ ðiâíiâ i âiäïîâiäíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié [41,43,74,79,131,137,

138]. Ñåðåä íèõ - êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè iç ìàñîþ, çàëå-

æíîþ âiä êîîðäèíàò [79, 131] òà ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè [41, 45, 47, 74].

Çàçíà÷èìî, ùî õî÷à äîñëiäæåííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ ïðîâîäèòüñÿ äî-

ñèòü äàâíî, äî öüîãî ÷àñó öÿ òåìàòèêà çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíîþ (äèâ.,

íàïðèêëàä, ðîáîòè [137,138] òà ïîñèëàííÿ ó íèõ).

Ñåðåä ìåòîäèê îäåðæàííÿ êâàçiòî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ áóëè âèêîðèñòà-

íi i óçàãàëüíåíi ïiäõîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà òî÷êîâèõ êàíîíi÷íèõ ïåðå-

òâîðåííÿõ [70, 71]. Ïðîâåäåíi ñèñòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ öèõ ïåðåòâî-

ðåíü ùîäî ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ òà iíøèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié i çâ'ÿ-

çîê öi¹¨ ìåòîäèêè iç àëãåáðà¨÷íèìè ìåòîäèêàìè, ÿêi áóëè ðîçâèíóòi íà

îñíîâi àëãåáð Ëi [72,73,77]. Ç âèêîðèñòàííÿì öi¹¨ ìåòîäèêè âäàëîñÿ ïî-

áóäóâàòè ãàìiëüòîíiàí òà çíàéòè äåÿêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íèõ. Çîêðå-
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ìà, âäàëîñÿ îäåðæàòè äâà êëàñè ïîòåíöiàëiâ, ÿêi âêëþ÷àþòü ìàéæå âñi

âiäîìi òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè.

Äëÿ îäåðæàííÿ êâàçiòî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ áóëî òàêîæ óçàãàëüíåíî

ìåòîäèêó ôîðì-iíâàðiàíòíèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ïðåä-

ñòàâëåííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó [80] òà íåëiíiéíó ñóïåðñèìåòðiþ [81].

Ùå îäíå óçàãàëüíåííÿ ùîäî ñèñòåì iç çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò ìà-

ñîþ ñòîñó¹òüñÿ içîñïåêòðàëüíèõ ïîòåíöiàëiâ [82], äëÿ ÿêèõ ðîçâèíóòî

ïiäõîäè äî ôîðìóâàííÿ içîñïåêòðàëüíèõ ïàðòíåðiâ ïåðøîãî i äðóãîãî

ïîðÿäêiâ. Öÿ ìåòîäèêà äà¹ çìîãó ãåíåðóâàòè içîñïåêòðàëüíi ïîòåíöià-

ëè äëÿ äîâiëüíèõ ïîòåíöiàëiâ òà çàëåæíîñòåé ìàñè âiä êîîðäèíàò, ÿêi

çàëèøàþòü ñïåêòð íåçìiííèì.

Ó ðîáîòàõ [82, 83, 86] òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ó êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ

ñèñòåìàõ, ìàñà ÿêèõ çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò, ìîæíà îäåðæàòè äiéñíi

êâàçiòî÷íi ðîçâ'ÿçêè i ó âèïàäêó íå-åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ êiíåòè÷íî¨

åíåðãi¨. Ó ðîáîòi [83] öåé ïiäõiä ðåàëiçîâàíèé äëÿ âèïàäêó íåëiíiéíîãî

îñöèëÿòîðà. Ó ðîáîòàõ [84,85] ðîçãëÿíóòi ïåðiîäè÷íi ñèñòåìè iç ìàñîþ,

çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò.

Äî ïîøóêó êâàçiòî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåì iç ìàñîþ, çàëåæíîþ

âiä êîîðäèíàò, âèêîðèñòîâóâàëàñÿ i ìåòîäèêà ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàí-

òîâî¨ ìåõàíiêè [74,87�89]. Ó ðîáîòàõ [74,87,88] ó ðàìêàõ ñóïåðñèìåòðè-

÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ðîçãëÿíóòî ãàìiëüòîíiàí iç ìàñîþ, çàëåæíîþ

âiä êîîðäèíàò, ïîêàçàíî éîãî çâ'ÿçîê iç äåôîðìîâàíîþ àëãåáðîþ òà

ïðîàíàëiçîâàíî óìîâè ôîðì-iíâàðiàíòíîñòi ïîòåíöiàëiâ. Öþ ìåòîäèêó

çàñòîñîâàíî äî êîíêðåòíèõ çàäà÷ i, çîêðåìà, äî êóëîíiâñüêî¨ çàäà÷i òà

ïðîàíàëiçîâàíî óìîâè iñíóâàííÿ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ.

Ó íàøèõ ðîáîòàõ [93,94,96] ïiäõiä, ðîçâèíóòèé ó [35�37], óçàãàëü-

íåíî íà âèïàäîê ñèñòåì iç ìàñîþ, ùî çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò, i îäåðæà-

íî ÊÒÐ ïîòåíöiàëè äëÿ îñíîâíîãî i ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíiâ, äâîõ
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äîâiëüíèõ ñòàíiâ òà ïåðiîäè÷íèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ ñèñòåì iç ìàñîþ, ÿêà

¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiä êîîðäèíàò.
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Ðîçäië 2

Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïåðiîäè÷íi

ïîòåíöiàëè

2.1 Âñòóï

Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð åëåêòðîíiâ ó êðèñòàëi, ÿê öåíòðàëüíà ïðî-

áëåìà ôiçèêè òâåðäîãî òiëà, âèâ÷àâñÿ âæå äàâíî. Íåçâàæàþ÷è íà àêòó-

àëüíiñòü çàäà÷i, iñíó¹ ëèøå íåâåëèêà êiëüêiñòü òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ

ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, íàâiòü ó îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó. Äîáðå âi-

äîìîþ ¹ òàê çâàíà ìîäåëü Êðîíiãà-Ïåííi [110] àáî ¨¨ ãðàíè÷íèé âèïà-

äîê "ãðåáiíåöü Äiðàêà" [111]. Äîñëiäæåíîþ ¹ òàêîæ ãðóïà ïåðiîäè÷íèõ

ïîòåíöiàëiâ - ïîòåíöiàëiâ Ëàìå [109,112].

Îñêiëüêè êiëüêiñòü òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ ¹ äóæå íåâå-

ëèêîþ, çíà÷íó óâàãó ïðèäiëÿþòü êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèì (ÊÒÐ) ïî-

òåíöiàëàì, äëÿ ÿêèõ âäà¹òüñÿ âiäøóêàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íåâåëèêî¨

êiëüêîñòi åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ òà âiäïîâiäíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié. Çà-

ãàëüíèé ïiäõiä äî öi¹¨ ïðîáëåìè áóâ ñôîðìóëüîâàíèé À.Òóðáiíåðîì òà

À.Óøâåðiäçå [106,108]. Êëàñèôiêàöiþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ÊÐÒ ïîòåíöi-

àëiâ ïîäàíî ó [38]. Àâòîðè ðîáîòè [113] ðîçãëÿíóëè ãðóïó ñïåêòðàëüíèõ

ðiâíÿíü, ÿêi óçàãàëüíþþòü ÊÒÐ ðiâíÿííÿ Ëàìå [41, 109]. Ïîòóæíèé

ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ äà¹ ñóïåðñèìåòðè÷íà êâàíòî-

âà ìåõàíiêà, ÿêó äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ âïåðøå çàñòîñîâàíî ó

ðîáîòi [114]. Òîáòî, ñóïåðñèìåòðè÷íà êâàíòîâà ìåõàíiêà äà¹ çìîãó åôå-
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êòèâíî âiäøóêóâàòè ÊÒÐ ïîòåíöiàëè. Âèçíà÷àëüíèì ó öüîìó ïiäõîäi

¹ íàÿâíiñòü äåÿêîãî âèõiäíîãî ÊÒÐ ïîòåíöiàëó ç (n+1 ) âiäîìèìè ñòà-

íàìè. Äàëi, îñêiëüêè ìåòîäàìè ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

ìîæíà çíàéòè ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ïàðòíåðà öüîãî ïîòåíöiàëó, òî âií

i ¹ íîâèì ÊÒÐ ïîòåíöiàëîì iç n âiäîìèìè ñòàíàìè. Ó òàêèé ñïîñiá

âäàëîñÿ çíàéòè âåëèêó êiëüêiñòü ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ [27,77].

Ó ðîáîòi [35] çàïðîïîíîâàíî ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä äëÿ ãåíåðó-

âàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ iç äâîìà âiäîìèìè âëàñíèìè ñòàíàìè, ÿêèé íå

âèìàãà¹ çíàííÿ âèõiäíîãî ÊÒÐ ïîòåíöiàëó äëÿ âiäøóêàííÿ íîâîãî. Ó

ðîáîòi [36] öåé ìåòîä óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïîòåí-

öiàëiâ iç òðüîìà âiäîìèìè âëàñíèìè ñòàíàìè. Ïåðåâàãîþ çàïðîïîíîâà-

íîãî ïiäõîäó ¹ òå, ùî éîãî ìîæíà óçàãàëüíèòè ç ìåòîþ ãåíåðóâàííÿ

óìîâíî-òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ. Ó ðîáîòi [37] ðîçðîáëåíî ñó-

ïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä ïîáóäîâè ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ iç äâîìà äîâiëüíèìè

åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿìè, à íå îáîâ'ÿçêîâî îñíîâíîãî ñòàíó i ïåðøîãî

çáóäæåíîãî ðiâíÿ.

Ó íàøèõ ðîáîòàõ [90�92] øëÿõîì óçàãàëüíåííÿ ïiäõîäó, ðîçâèíó-

òîãî ó [35�37], çíàéäåíî êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè

ç äâîìà òà òðüîìà âiäîìèìè åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿìè i ¨õ õâèëüîâi ôóí-

êöi¨.

2.2 Ñóïåðñèìåòðè÷íà êâàíòîâà ìåõàíiêà i êâàçiòî-

÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè iç äâîìà ðiâíÿìè

Ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçêó êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ çàäà÷

áàçó¹òüñÿ íà ïðåäñòàâëåííi ãàìiëüòîíiàíà ó âèãëÿäi ìàòðèöi
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H =

 H+ 0

0 H−

 , (2.1)

ùî ìiñòèòü äâà ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàðòíåðè H±, ÿêi ó ñèñòåìi îäèíèöü

~ = m = 1 ìàþòü âèãëÿä

H± = B∓B± = −1

2

d2

dx2
+ V±(x), (2.2)

äå

B∓ =
1√
2

(∓ d

dx
+W (x)), (2.3)

V±(x) � ïîòåíöiàëè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàðòíåðiâ,

V±(x) =
1

2
(W 2(x)±W ′

(x)),

W
′
(x) =

dW (x)

dx
,

(2.4)

W (x) � ñóïåðïîòåíöiàë.

Ìè ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè iç ïåðiîäè÷íèì ñóïåðïîòåíöiàëîì W (x +

L) = W (x) íà âñié äiéñíié îñi −∞ < x < ∞. Öåé ñóïåðïîòåíöiàë

ïðèâîäèòü äî ïåðiîäè÷íî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ V±(x+ L) = V±(x).

Äîñëiäèìî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ iç ãàìiëüòîíiàíîì H−

B+B−ψ−E(x) = Eψ−E(x). (2.5)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðiâ H− i H+ ïîâ'ÿçàíi ìiæ

ñîáîþ ÿê √
Eψ+

E(x) = B−ψ−E(x),
√
Eψ−E(x) = B+ψ+

E(x).
(2.6)

Âíàñëiäîê òîãî, ùî ñóïåðñèìåòðè÷íi ïàðòíåðè ïðåäñòàâëåíi ó ôà-

êòîðèçîâàíîìó âèãëÿäi, íåñêëàäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê äëÿ ñòàíó iç íó-

ëüîâîþ åíåðãi¹þ çà óìîâè, ùî âií ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ãàìiëüòîíiàíà

H−

E−0 = 0, (2.7)
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i ìà¹ âèãëÿä

ψ−0 (x) = C−0 exp

(
−
∫
W (x)dx

)
, (2.8)

äå C−0 -êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ.

Äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìàþòü áëîõiâñüêèé âè-

ãëÿä. Òîäi äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ïîâèííi áóòè ïå-

ðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè ç òàêèì ñàìèì ïåðiîäîì L, ùî i ïîòåíöiàëüíà

åíåðãiÿ. Ñóïåðïîòåíöiàë ó öüîìó âèïàäêó ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ i

ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ñïiââiäíîøåííÿ [45,47]∫ L

0

W (x)dx = 0, (2.9)

ÿêi ïðèâîäÿòü äî îáìåæåíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨. Ó [45,47] ¹ äåòàëüíèé

àíàëiç ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè äëÿ öüîãî âèïàäêó.

Äëÿ òîãî ùîáè îäåðæàòè áiëüøå íiæ îäèí ñòàí îïåðàòîðà H−, âè-

êîðèñòà¹ìî äîáðå âiäîìó ó ñóïåðñèìåòðè÷íié êâàíòîâié ìåõàíiöi ïðî-

öåäóðó. Ðîçãëÿíåìî ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ïàðòíåðà H− òîáòî îïåðàòîð

H+. Ðîçðàõóâàâøè äåÿêèé ñòàí îïåðàòîðà H+, ìè òèì ñàìèì çíàéäåìî

íàñòóïíèé çáóäæåíèé ñòàí îïåðàòîðà H−, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðå-

ííÿ (2.6). Äëÿ òîãî ùîáè ðîçðàõóâàòè äåÿêèé âëàñíèé ñòàí îïåðàòîðà

H+, ïåðåïèøåìî éîãî ó òàêié ôîðìi

H+ = H
(1)
− + ε = B+

1 B
−
1 + ε, ε > 0, (2.10)

ÿêà ïðèâîäèòü äî òàêîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè åíåðãiÿ-

ìè òà ñóïåðïîòåíöiàëàìè

V+(x) = V
(1)
− (x) + ε, (2.11)

W 2(x) +W
′
(x) = W 2

1 (x) +W
′

1(x) + 2ε, (2.12)

äå ε ¹ åíåðãi¹þ ñòàíó îïåðàòîðà H+, îñêiëüêè, ÿê ìè ïðèïóñòèëè, H
(1)
−

ïîäiáíî äî H− ìà¹ ñòàí iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ, B±1 i V (1)
− (x) çàäàþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿìè (2.3) i (2.4) iç íîâèì ñóïåðïîòåíöiàëîì W1(x).
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ßê âèäíî iç (2.10), õâèëüîâà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà H+ iç åíåðãi¹þ

E = ε ¹ òàêîæ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ îïå-

ðàòîðà H(1)
− i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

B−1 ψ
+
ε (x) = 0. (2.13)

Ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

ψ+
ε (x) = C+ exp

(
−
∫
W1(x)dx

)
. (2.14)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.6), çíàéäåìî õâèëüîâó ôóíêöiþ çáóäæåíîãî

ñòàíó ãàìiëüòîíiàíà H+ iç åíåðãi¹þ ñòàíó E = ε

ψ−ε (x) = C−W+(x) exp

(
−
∫
W1(x)dx

)
, (2.15)

äå ìè ââåëè ïîçíà÷åííÿ W+(x) = W1(x) +W (x).

Ùîáè îäåðæàòè ÿâíèé âèðàç äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié ψ−0 (x) i ψ−ε (x),

ÿêi çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (2.8) i (2.15), íåîáõiäíî çíàéòè ÿâíèé

âèðàç äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ W (x) i W1(x). Ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) i

W1(x) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.12). Öå ðiâíÿííÿ ¹ äèôåðåíöiàëü-

íèì ðiâíÿííÿì Ðiêàòòi, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî âiäíîñíî W (x) ïðè

çàäàíîìó W1(x) âiäøóêàòè íå âäà¹òüñÿ, ÿê i ó âèïàäêó, êîëè çàäàíî

W1(x), à çíàéòè òðåáà W (x). Ïðîòå ìîæíà âiäøóêàòè òàêó ïàðó ñó-

ïåðïîòåíöiàëiâ W (x) i W1(x), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.12). Äëÿ

öüîãî ââåäåìî íîâi âåëè÷èíè

W+(x) = W1(x) +W (x), (2.16)

W−(x) = W1(x)−W (x), (2.17)

çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ðiâíÿííÿ (2.12) çàïèøåòüñÿ ÿê

W+
′(x) = W−(x)W+(x) + 2ε. (2.18)
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Éîãî ëåãêî ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÿê âiäíîñíî W−(x) ïðè çàäàíîìó

W+(x), òàê i íàâïàêè. Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê (2.18) äëÿ W−(x):

W−(x) = (W
′

+(x)− 2ε)/W+(x). (2.19)

Iç ñïiââiäíîøåíü (2.18) îäåðæó¹ìî âèðàç äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâW (x)

i W1(x), ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.12)

W (x) = 1
2

(
W+(x)− W

′
+(x)−2ε
W+(x)

)
,

W1(x) = 1
2

(
W+(x) +

W
′
+(x)−2ε
W+(x)

)
,

(2.20)

äå W+(x) - ¹ ãåíåðóþ÷îþ ôóíêöi¹þ äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.20) ðiâíÿííÿ (2.12) áóëè îäåðæà-

íi ðàíiøå ó ðîáîòi [116] ó ðàìêàõ ïàðàñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Ó ðîáîòi [35] áóëè ðîçãëÿíóòi ëèøå íåñèíãóëÿðíi ïîòåíöiàëèW (x)

i W1(x). Ó [37] áóëî ïîêàçàíî, ùî íåñèíãóëÿðíó ïîòåíöiàëüíó åíåð-

ãiþ ìîæíà îäåðæàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèíãóëÿðíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ

W+(x). Òóò ìè çàñòîñîâó¹ìî ðåçóëüòàòè ðîáîòè [37] äî ïåðiîäè÷íèõ ãå-

íåðóþ÷èõ ôóíêöié.

Âèïàäîê 1. Íåõàé W+(x) ìà¹ ïðîñòi íóëi ó òî÷êàõ xk

W+(x) = W
′

+(x)(x− xk) +W
′′

+(x)(x− xk)2 +O((x− xk)3). (2.21)

Íóëi ôóíêöi¨W+(x) ñïðè÷èíÿþòü ïîÿâó ïîëþñiâ ó ôóíêöi¨W−(x)

i ó ñóïåðïîòåíöiàëi W (x) iç òàêîþ ïîâåäiíêîþ ó îêîëi xk

W (x) = −
(

1

2
− ε

W ′
+(xk)

)
1

x− xk
−1

2

W ′′(xk)

W ′(xk)

(
1

2
+

ε

W ′(xk)

)
+O(x−xk).

(2.22)

Ïîâåäiíêà ñóïåðïîòåíöiàëó W1(x) ó îêîëi òî÷îê xk ïîäiáíà äî ïî-

âåäiíêèW (x) iç ïðîòèëåæíèì çíàêîì. Öåé ñóïåðïîòåíöiàë ïðèçâîäèòü

äî òàêî¨ ïîâåäiíêè ïîòåíöiàëó ó îêîëi òî÷îê xk

V−(x) =
1

2

{( ε

W ′
+(xk)

)2
−1

4

}{ 1

(x− xk)2
−W

′′(xk)

W ′(xk)

1

(x− xk)

}
+O(const).

(2.23)
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè

W ′
+(xk) = ±2ε, (2.24)

ïîòåíöiàë V−(x) íå ìàòèìå îñîáëèâîñòåé. Çðó÷íî ïîäiëèòè ìíîæèíó

âñiõ xk íà äâi ïiäìíîæèíè x+k i x
−
k , äëÿ ÿêèõW

′

+(x) = 2ε > 0 iW
′

+(x) =

−2ε < 0. Òóò ââàæàòèìåìî, ùî ε > 0. Îñêiëüêè W
′

+(x) = 2ε > 0, òî

ñèíãóëÿðíîñòi ó òî÷êàõ x+k çíèùóþòüñÿ, à W (x) i W1(x) ¹ ñèíãóëÿðíè-

ìè ëèøå ó òî÷êàõ x−k

W (x) = −1
x−x−k

+O(x− x−k ),

W1(x) = 1
x−x−k

+O(x− x−k ).
(2.25)

Ïiäñòàâëÿþ÷èW (x) ó (2.8), ìîæíà äîâåñòè, ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ÿêà

âiäïîâiäà¹ íóëüîâié åíåðãi¨, ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ x−k , à ñàìå ψ
−
0 ∼ (x−x−k )

ó îêîëi òî÷îê x−k . Òîìó, ùî W+(x) çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.21), à

W1(x) ñïiââiäíîøåííÿì (2.25), çíàéäåìî, ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x)

iç åíåðãi¹þ ε ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ x+k : ψ
−
ε (x) ∼ (x− xk).

Âèïàäîê 2. Ïðèïóñòèìî,ùî ôóíêöiÿ W+(x) ìà¹ êðiì íóëiâ òà-

êîæ i ïðîñòi ïîëþñè ó òî÷êàõ x0k iç òàêîþ ïîâåäiíêîþ â îêîëi òî÷îê

x0k

W+(x) =
G−1
x− x0k

+G0 +O(x− x0k). (2.26)

Òîäi

W (x) = 1
2
G−1+1
x−x0k

+ 1
2

G0

G−1
(G−1 − 1) +O(x− x0k),

W1(x) = 1
2
G−1−1
x−x0k

+ 1
2

G0

G−1
(G−1 + 1) +O(x− x0k).

(2.27)

Ñóïåðïîòåíöiàë W (x) (2.27) äà¹ íåñèíãóëÿðíó ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ

äëÿ âèïàäêó 2à: G−1 = −1 i G0 äîâiëüíié ñòàëié, òà äëÿ âèïàäêó 2b:

G−1 = −3 i G0 = 0.

Âèïàäîê 2à. Äëÿ âèïàäêó G−1 = −1 ó îêîëi òî÷îê x0k ìè ìà¹ìî
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íåñèíãóëÿðíèé ñóïåðïîòåíöiàë W (x) i ñèíãóëÿðíèé W1(x)

W (x) = G0 + (x− x0k),

W1(x) = −1
x−x0k

+O(x− x0k).
(2.28)

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x) i ψ−ε (x), îá÷èñëåíi iç öèì ñóïåðïîòåíöià-

ëîì, íå ìàþòü íóëiâ ó òî÷êàõ x0k. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ψ
−
0 (x) ìà¹ íóëi ó

òî÷êàõ x−k , à ψ
−
ε (x) ó òî÷êàõ x+k .

Âèïàäîê 2b. Âèïàäîê G−1 = −3 i G0 = 0 ïðèâîäèòü äî ñóïåð-

ïîòåíöiàëiâ iç òàêîþ ïîâåäiíêîþ ó îêîëi x0k

W (x) = −1
x−x0k

+O(x− x0k),

W1(x) = −2
x−x0k

+O(x− x0k).
(2.29)

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x) i ψ−ε (x), îá÷èñëåíi iç öèìè ñóïåðïîòåíöi-

àëàìè, ìàþòü ñïiëüíi íóëi ó òî÷êàõ x0k. Îòæå, íà äîäà÷ó äî ïîëþñiâ

ôóíêöi¨W+(x), ùî ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ x+k i x−k , õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ
−
0 (x)

ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ x0k, à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ
−
ε (x) � ó òî÷êàõ x0k, x

+
k .

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê, ÿêèé ïî¹äíó¹ âèïàäêè 1, 2a òà 2b

i ïðèâîäèòü äî íåñèíãóëÿðíîãî ÊÒÐ ïåðiîäè÷íîãî ïîòåíöiàëó V−(x),

âèçíà÷åíîãî ó (2.2), äëÿ ÿêîãî ñóïåðïîòåíöiàë W (x), âèðàæåíèé ÷åðåç

W+(x) çà äîïîìîãîþ (2.16). Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 (x) ñòàíó iç íóëüîâîþ

åíåðãi¹þ i õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x) iç åíåðãi¹þ ε çàäàþòüñÿ âèðàçàìè

(2.8) i (2.15) âiäïîâiäíî. Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè îáìåæåíó õâèëüîâó

ôóíêöiþ, ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) i W1(x) ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìî-

âó (2.9). Îäèí iç íàéïðîñòiøèõ ñïîñîáiâ çàäîâîëüíèòè óìîâó (2.9) äëÿ

W (x) i W1(x) ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá âèáðàòè íåïàðíîþ i ïåðiîäè÷íîþ

ôóíêöiþ W+(x). Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ iç (2.20), ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) i

W1(x) áóäóòü îáìåæåíèìè ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè i çàäîâîëüíÿòè-

ìóòü óìîâó (2.9).

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó íåñèíãóëÿðíîãî ñóïåðïîòåíöiàëó W (x)
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õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ âiäïîâiäà¹ îñíîâíîìó

ñòàíîâi, àëå ó âèïàäêó ñèíãóëÿðíîãî ñóïåðïîòåíöiàëó åíåðãiÿ îñíîâ-

íîãî ñòàíó ¹ ìåíøîþ âiä íóëÿ, à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó ç íóëüîâîþ

åíåðãi¹þ âiäïîâiäà¹ çáóäæåíîìó ñòàíîâi.

2.3 Ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè iç äâîìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿç-

êàìè

Äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìàþòü áëîõiâñüêèé âè-

ãëÿä

ψ(x+ L) = exp(ikL)ψ(x), (2.30)

äå L - ïåðiîä ïîòåíöiàëó, ó ÿêîìó ðóõà¹òüñÿ åëåêòðîí, k - êâàçi-iìïóëüñ,

ÿêèé çìiíþ¹òüñÿ ó iíòåðâàëi kL = 0, π.

Çãiäíî iç îñöèëÿöiéíîþ òåîðåìîþ [107] åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òàêî¨

ñèñòåìè ìà¹ çîííèé õàðàêòåð, òîáòî âëàñíi çíà÷åííÿ óòâîðþþòü ñìóãè

(çîíè) äîçâîëåíèõ çíà÷åíü åíåðãi¨ [E0, E1], [E1, E2], ... , âiäîêðåìëå-

íèõ çîíàìè çàáîðîíåíèõ çíà÷åíü åíåðãi¨. Îñöèëÿöiéíà òåîðåìà òàêîæ

ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ ïåðiîäè÷íîãî ïîòåíöiàëó âëàñíi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïî-

âiäàþòü ãðàíèöÿì çîí íà iíòåðâàëi [0, L], íå ìàþòü âóçëiâ äëÿ îñíîâ-

íîãî ñòàíó, ìàþòü îäèí âóçîë äëÿ ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó i ò.ä.

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî âèãëÿä óñiõ íàâåäåíèõ âèðàçiâ âèçíà÷à¹òüñÿ

ãåíåðóþ÷îþ ôóíêöi¹þW+(x) òà âèáèðàþ÷è ¨¨ êîæåí ðàç iíøîþ, ìîæíà

ïðèéòè äî ðiçíèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ. Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè òàêèõ

íåñèíãóëÿðíèõ ÊÒÐ ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ïðèêëàä 2.1. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ W+(x), ùî âiä-

ïîâiäà¹ ïåðøîìó iç ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêiâ

W+(x) = α sinx, (2.31)
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äå α > 0. Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ íóëi iç äîäàòíèìè ïîõiäíèìè ó òî÷êàõ

x+k = 2πk i âiä'¹ìíi ïîõiäíi ó òî÷êàõ x−k = 2π(k + 1). Ç óìîâè íåñèí-

ãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âèïëèâà¹, ùî ε = W
′
(2πk)/2 = α/2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.20) îäåðæèìî äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ òàêi âèðàçè

W (x) = 1
2(α sinx+ tgx2),

W1(x) = 1
2(α sinx− tgx2).

(2.32)

Ñóïåðïîòåíöiàë W (x) ïðèâîäèòü äî òàêîãî ÊÒÐ ïîòåíöiàëó

16V−(x) = α(α + 4)− 2− α2 cos 2x− 8α cosx, (2.33)

ÿêèé ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ iç ïåðiîäîì L = 2π.

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ i ñòàíó iç åíåðãi¹þ

ε = α/2 ìàòèìóòü âèãëÿä

ψ−0 (x) = C0 cos
x

2
exp(

α

2
cosx), (2.34)

ψ−ε (x) = Cε sin
x

2
exp(

α

2
cosx). (2.35)

ßê âèäíî iç (2.34) òà (2.35)ôóíêöiÿ ψ−0 (x) ¹ ïåðiîäè÷íîþ iç ïåðiî-

äîì 2L = 4π òà ìà¹ îäèí âóçîë íà iíòåðâàëi L i ψ−0 (x+2π) = − ψ−0 (x).

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x) òàêîæ ¹ ïåðiîäè÷íîþ iç ïåðiîäîì 2L = 4π òà

ìà¹ îäèí âóçîë íà iíòåðâàëi L i ψ−ε (x+ 2π) = −ψ−ε (x). Õâèëüîâà ôóí-

êöiÿ ψ−0 (x) âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ E1, ÿêà ¹ åíåðãi¹þ âåðõíüîãî êðàþ ïåðøî¨

çîíè. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x), âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ E1′ , ÿêà ¹ åíåðãi¹þ

íèæíüîãî êðàþ äðóãî¨ çîíè. Îòæå, çàáîðîíåíà çîíà ìiæ ïåðøîþ òà

äðóãîþ çîíîþ ñêëàäà¹ E1′ − E1 = ε = α/2. Çàçíà÷èìî, ùî ó öüîìó

ïðèêëàäi ðîçãëÿíóòî îäèí iç ïîòåíöiàëiâ, âèâ÷åíèé ó [38].

Ïðèêëàä 2.2. Ðîçãëÿíåìî ñêëàäíiøèé âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ

W+(x) ìà¹ ÿê íóëi òàê i ïîëþñè. Îäíi¹þ iç íàéïðîñòiøèõ òàêèõ ôóí-

êöié ìîæå áóòè òàêà ôóíêöiÿ

W+(x) = α sin(2x) + tgx = (1 + 2α cos2 x)tgx. (2.36)
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Íåõàé α > −1/2. Òîäi íóëi i ïîëþñè W+(x) ïîðîäæóþòüñÿ ëèøå

ôóíêöi¹þ tgx. Çàçíà÷èìî, ùî öÿ ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ âiäíîñèòüñÿ äî

âèïàäêó 2à.

Âèáèðàþ÷è

ε =
W+

′(0)

2
= α +

1

2
, (2.37)

ìè îäåðæèìî òàêi ñóïåðïîòåíöiàëè

W (x) = 4+α+α cos 2x
1+α+α cos 2x

α
2 sin 2x,

W1(x) = 2α2 cos3 x sinx+tgx
1+α+α cos 2x

(2.38)

òà íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë

16V−(x) = −6 + α(12 + α)− 20α cos 2x− α2 cos 4x+

6+24α2 cos2 x
(1+α+α cos 2x)2 .

(2.39)

Ïîòåíöiàë V−(x) ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ iç ïåðiîäîì L = π. Äëÿ

öèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ ìè îäåðæàëè òî÷íi õâèëüîâi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïî-

âiäàþòü íóëüîâié åíåðãi¨ òà åíåðãi¨ ε = α + 1
2 âiäïîâiäíî

ψ−0 (x) = C0(1 + α + α cos 2x)3/4 exp
(
1
4α cos 2x

)
,

ψ−ε (x) = Cε(1 + α + α cos 2x)1/4 sinx exp
(
1
4α cos 2x

)
.

(2.40)

ßê âèäíî ψ−0 (x) ¹ ïåðiîäè÷íîþ iç ïåðiîäîì ïîòåíöiàëó L = π, íå

ìà¹ âóçëiâ òà âiäïîâiäà¹ îñíîâíîìó ñòàíîâi ñèñòåìè. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ

ψ−ε (x) ìà¹ ïåðiîä 2L, îäèí âóçîë íà iíòåðâàëi L = π òà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó ψ−ε (x + π) = −ψ−ε (x). Öÿ ôóíêöiÿ ìîæå âiäïîâiäàòè âåðõíüîìó

êðàþ åíåðãi¨ E1 ïåðøî¨ çîíè ÷è íèæíüîìó êðàþ åíåðãi¨ E
′

1 äðóãî¨ çî-

íè. Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè, ÿêié çîíi íàëåæèòü õâèëüîâà ôóíêöiÿ

ψ−ε (x) ñëiä ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó íà êîëi. Íåõàé êiëüêiñòü åëåìåíòàðíèõ

òî÷îê íà êîëi ðiâíà n. Òîäi çîíà ìiñòèòèìå n ðiâíiâ. Ó äàíîìó âèïàä-

êó êiëüêiñòü íóëiâ W+(x) íà x+k ¹ òàêîþ æ ÿê i êiëüêiñòü ïîëþñiâ íà

x0k òà ¹ ðiâíîþ n. Òîäi, âiäïîâiäíî äî âèïàäêó 2à ψ−ε (x) ìà¹ ïîëþñè ó
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òî÷êàõ x+k , êiëüêiñòü ÿêèõ äîðiâíþ¹ n. Îòæå, äàíà ôóíêöiÿ âiäïîâiä-

à¹ âåðõíüîìó êðàþ åíåðãi¨ E1 ïåðøî¨ çîíè. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè α = 0

ïðèõîäèìî äî âèïàäêó âiëüíî¨ ÷àñòèíêè.

Ïðèêëàä 2.3. Ó öüîìó ïðèêëàäi ðîçãëÿíåìî ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ,

ùî âiäíîñèòüñÿ äî âèïàäêó 2b

W+(x) = α sin 2x+ 3tgx =
(

3 + 2α cos2 x
)
tgx. (2.41)

Íåõàé α > −3/2. Òîäi, ÿê i ó ïðèêëàäi 2.2 íóëi òà ïîëþñè W+(x)

âèíèêàþòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ tgx. Âèáèðàþ÷è ε òàêèì, ùî çàäà¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì

ε =
W
′

+(0)

2
= α +

3

2
, (2.42)

îäåðæèìî ñóïåðïîòåíöiàëè

W (x) = α
2 sin 2x+ tgx+ 3α sin 2x

2(3+α+α cos 2x) ,

W1(x) = 2 tgx+ 2 α2 sinx cos3 x
3+α+α cos 2x ,

(2.43)

òà íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë

16V−(x) = −14 + α (20 + α)− 28 α cos 2x−

α2 cos 4x+
54− 24 α2 cos 2x

(3 + α + α cos 2x)2
, (2.44)

ÿêèé ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ iç ïåðiîäîì L = π. Äëÿ öèõ ÊÒÐ ïîòåí-

öiàëiâ ìè çíàéøëè õâèëüîâi ôóíêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü íóëüîâié åíåðãi¨

òà åíåðãi¨ ε = α + 3/2 âiäïîâiäíî

ψ−0 (x) = C0(3 + α + α cos 2x)3/4 cosx exp
(
1
4 α cos 2x

)
,

ψ−ε (x) = Cε(3 + α + α cos 2x)1/4 sin 2x exp
(
1
4α cos 2x

)
.

(2.45)

Ôóíêöiÿ ψ−0 (x) ¹ ïåðiîäè÷íîþ iç ïåðiîäîì 2L = 2π, ìà¹ îäèí âóçîë

íà iíòåðâàëi L = π òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ψ−0 (x + π) = −ψ−0 (x). Ôóí-

êöiÿ ψ−ε (x) òàêîæ ïåðiîäè÷íà iç ïåðiîäîì L = π òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
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ψ−ε (x + π) = ψ−ε (x). Äëÿ òîãî, ùîáè âèçíà÷èòè, äî ÿêî¨ åíåðãåòè÷íî¨

çîíè âiäíîñèòüñÿ öÿ õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ìè ðîçãëÿíåìî íàøó ñèñòåìó

íà êîëi ïîäiáíî äî ïðèêëàäó 2.2.

Ó öüîìó âèïàäêó õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 (x) ìà¹ âóçëè ó òî÷êàõ x0k,

êiëüêiñòü ÿêèõ äîðiâíþ¹ n, i, îòæå, âîíà âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ E1 âåðõíié

ìåæi ïåðøî¨ åíåðãåòè÷íî¨ çîíè. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x) ìà¹ âóçëè ó

òî÷êàõ x0k òà x
+
k , êiëüêiñòü ÿêèõ ðiâíà 2n i òîìó öÿ ôóíêöiÿ âiäïîâiäà¹

âåðõíié ìåæi åíåðãi¨ E2 äðóãî¨ çîíè. Çàçíà÷èìî, ùî ÿê i ó ïðèêëàäi

2.2, ó öüîìó âèïàäêó ïðè α = 0 ìè ïðèõîäèìî äî âiëüíèõ ÷àñòèíîê.

2.4 Ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè iç òðüîìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿç-

êàìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çàñòîñó¹ìî ïiäõiä, ðîçâèíóòèé ó [36], äî ïîáó-

äîâè ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ iç òðüîìà âiäîìèìè âëàñíèìè ñòàíàìè.

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ñèñòåìó ðiâíÿíü Ðiêàòòi ïðè

n = 1, ÿêå ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

W 2
n(x) +W

′

n(x) = W 2
n+1(x) +W

′

n+1(x) + 2εn. (2.46)

Ó öié ÷àñòèíi ðîáîòè ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (2.46) äëÿ âè-

ïàäêó n = 2, ÿêà ìàòèìå âèãëÿä

W 2
0 (x) +W

′

0(x) = W 2
1 (x)−W ′

1(x) + 2ε0,

W 2
1 (x) +W

′

1(x) = W 2
2 (x)−W ′

2(x) + 2ε1.
(2.47)

Çðó÷íî ââåñòè íîâi ôóíêöi¨

W+(x) = W1(x) +W0(x),

W−(x) = W1(x)−W0(x),

W̃+(x) = W2(x) +W1(x),

W̃−(x) = W2(x)−W1(x).

(2.48)
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÷åðåç ÿêi ñóïåðïîòåíöiàëè âèðàæàþòüñÿ ó òàêèé ñïîñiá

2W0(x) = W+(x)−W−(x),

2W1(x) = W+(x) +W−(x),

2W1(x) = W̃+(x)− W̃−(x),

2W2(x) = W̃+(x) + W̃−(x).

(2.49)

×åðåç öi íîâi ôóíêöi¨ ðiâíÿííÿ (2.47) ïåðåïèøåìî òàê

W
′

+(x) = W−(x) W+(x) + 2ε0,

W̃
′

+(x) = W̃−(x) W̃+(x) + 2ε1.
(2.50)

Çàçíà÷èìî, ùî ó ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.47) ìîæíà âèðàçèòè W1(x)

÷åðåç W−(x) W̃+(x) äâîìà ñïîñîáàìè. Öå äà¹ çìîãó îäåðæàòè ñïiââiä-

íîøåííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ W+(x) ç W̃+(x)

W+(x) +
W
′

+(x)− 2ε0
W+(x)

= W̃+(x)−
W̃
′

+(x)− 2ε1

W̃+(x)
. (2.51)

Öå ðiâíÿííÿ çðó÷íî ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

W+(x)W̃+(x)[W̃+(x)−W+(x)]− [W+(x) W̃+(x)]
′
+

+2[ε1W+(x) + ε0(x)W̃+(x)] = 0,
(2.52)

÷è

U(x)

(
U(x)

W+(x)
−W+(x)

)
−U ′(x)+2

(
ε1W+(x)+ ε0

U(x)

W+(x)

)
= 0, (2.53)

äå ââåäåíî íîâó ôóíêöiþ

U(x) = W+(x) W̃+(x). (2.54)

Ìè çíîâó ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ Ðiêàòòi iç âiäïîâiäíîþ U(x). Ç

iíøîãî áîêó ìè ìà¹ìî àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî W+(x), ÿêå ìî-

æíà òî÷íî ðîçâ'ÿçàòè

W+(x) = 2U(x)(U(x)+2ε0)

U ′(x)(1+R(x))
,

W̃+(x) = U
′
(x)(1+R(x))

2(U(x)+2ε0)
,

(2.55)
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äå

R(x) = 1 + 4
U(x)(U(x) + 2ε0)(U(x)− 2ε1)

U ′(x)2
, R(x) = ±

√
R(x). (2.56)

Êîðiíü êâàäðàòíèé iç R(x) ïîçèòèâíî âèçíà÷åíèé, òîäi ÿê ôóí-

êöiþ R(x) ìîæíà âèáðàòè ó ôîðìi
√
R(x) ÷è −

√
R(x) ó ðiçíèõ iíòåð-

âàëàõ, âiäîêðåìëåíèõ íóëÿìè ôóíêöi¨ R(x).

Îòæå, ìîæíà ïî÷àòè iç äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ U(x) äëÿ êîíñòðóþâà-

ííÿ ôóíêöié W+(x) i W̃+(x), çàäàíèõ (2.55). Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.49),

îäåðæèìî òàêèõ òðè ñóïåðïîòåíöiàëè

W0(x) = 1
2

(
W+(x)− W

′
+(x)−2ε0
W+(x)

)
,

W1(x) = 1
2

(
W+(x) +

W
′
+(x)−2ε0
W+(x)

)
,

W2(x) = 1
2

(
W̃+(x) +

W̃
′
+(x)−2ε1
W̃+(x)

)
.

(2.57)

Òîäi iç (2.49) ìîæíà çíàéòè õâèëüîâi ôóíêöi¨ òî÷íèõ âëàñíèõ ñòàíiâ

ãàìiëüòîíiàíà H−

ψ−0 (x) = C−0 exp−
∫
W (x)dx,

ψ−1 (x) = C−1 W+(x) exp−
∫
W1(x)dx,

ψ−2 (x) = C−2

((
W0(x) +W2(x)

)
W̃+(x)− W̃ ′

+(x)

)
×

× exp−
∫
W2(x)dx,

(2.58)

äå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ¹ òàêèìè E−0 = 0, E−1 = ε0, E−2 = ε0+ε1, à ïîòåíöiàë

ðiâíèé

V−(x) =
1

2
(W 2

0 (x)−W ′

0(x)). (2.59)

Ìîæíà òàêîæ çíàéòè ÿâíèé âèðàç äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié äâîõ

âiäîìèõ âëàñíèõ ñòàíiâ ãàìiëüòîíiàíà H+

ψ+
1 (x) = B−0 ψ

−
1 (x),

ψ+
2 (x) = B−0 ψ

−
2 (x),

(2.60)



41

äëÿ åíåðãié E+
1 = ε0, E+

2 = ε0 + ε1 òà ïîòåíöiàëó (2.59)

V+(x) =
1

2
(W 2

0 (x) +W
′

0(x)). (2.61)

Çàóâàæèìî, ùî îäåðæàíi óìîâè äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, ïîòåíöià-

ëiâ òà õâèëüîâèõ ôóíêöié âðàõîâóþòü äâà ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêè çàëåæíî

âiä âèáðàíîãî çíàêó ïåðåä êâàäðàòíèì êîðåíåì ±
√
R(x) ó âèçíà÷åí-

íi W+(x) i W̃+(x). Òóò i íàäàëi ðîçðiçíÿòèìåìî ðîçâ'ÿçêè, îäåðæàíi

äëÿ ðiçíèõ çíàêiâ, âåðõíiì iíäåêñîì ó äóæêàõ ïiñëÿ ñèìâîëó ôóíêöi¨,

íàïðèêëàä, Y (x)(+). Ïîçíà÷àòèìåìî ÿê Y (x) ðîçâ'ÿçêè îäíàêîâi äëÿ

ðiçíèõ çíàêiâ Y (x)(+) = Y (x)(−).

Âèáèðàþ÷è ðiçíi ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ U(x), îäåðæèìî ðiçíi ÊÒÐ

ïîòåíöiàëè (2.59) iç òðüîìà ÿâíî çàäàíèìè ñòàíàìè (2.58) òà ÊÒÐ ïî-

òåíöiàëè (2.61) iç äâîìà âiäîìèìè òî÷íî âëàñíèìè ñòàíàìè (2.60). Çâè-

÷àéíî, ùî ôóíêöiÿ U(x) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè äåÿêi ñïiââiäíîøåííÿ

äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ôiçè÷íîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà

Îñíîâíîþ óìîâîþ, íàêëàäåíîþ íà ôóíêöiþ U(x), ¹ óìîâà ïîçè-

òèâíî¨ âèçíà÷åíîñòi âèðàçó ïiä êâàäðàòíèì êîðåíåì (2.56)

1 +
4U(x)(U(x) + 2ε0)(U(x)− 2ε1)

U ′
2
(x)

≥ 0 (2.62)

íà óñüîìó iíòåðâàëi ïåðiîäè÷íîñòi.

Iíøèé íàáið îáìåæåíü, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ôóíêöiþ U(x), âèíè-

êà¹ âíàñëiäîê âèìîãè íåñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó V−(x). Ïîâíèé àíà-

ëiç âëàñòèâîñòåé ñóïåðïîòåíöiàëó W0(x), ÿêi çàáåçïå÷ó¹ íåñèíãóëÿð-

íiñòü ïîòåíöiàëó V−(x) i õâèëüîâèõ ôóíêöié ψ−0 (x), ψ−1 (x), ó òåðìiíàõ

ôóíêöi¨ W+(x) äàíèé ïðè ðîçãëÿäi ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ ç äâîìà òî÷íèìè

âëàñíèìè çíà÷åííÿìè. Òåïåð ïîøèðèìî öåé àíàëiç íà âèïàäîê òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ òðüîõ âëàñíèõ ñòàíiâ.

ßê âèäíî iç âèçíà÷åííÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ W0(x), W1(x) i W2(x),

ïîòåíöiàë V−(x) ìîæå ìàòè ïîëþñè ó òî÷êàõ x0, ó ÿêèõW+(x0) = 0 ÷è
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W̃+(x0) = 0. Ïðîòå, òàêi ïîëþñè ìîæíà óñóíóòè, ÿêùî [37]

W
′

+(x0)) = ±2ε0,

W̃
′

+(x0) = ±2ε1.
(2.63)

Êðiì òîãî, ïîòåíöiàë V−(x) ìîæå ìàòè ïîëþñè ó òî÷êàõ ñèíãóëÿð-

íîñòi x∞ ôóíêöi¨ W+(x). ßê ïîêàçàíî ó [91], ÿêùî ïîâåäiíêà ôóíêöi¨

W+(x)(x) ó îêîëi òî÷îê ñèíãóëÿðíîñòi x∞ ¹

W+(x) = const+
−1

x− x∞
+O(x− x∞), (2.64)

÷è

W+(x) =
−3

x− x∞
+O(x− x∞), (2.65)

òî çíàéäåíi ïîòåíöiàë i õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó òî÷êàõ x∞ áóäóòü íåïåðåðâ-

íèìè ôóíêöiÿìè.

Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ îáìåæåíîñòi i äåëîêàëiçîâàíîãî õàðàêòåðó õâè-

ëüîâèõ ôóíêöié ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x) çàâäÿêè ñïiââiäíîøåííþ (2.9) ïî-

âèííi çàäîâîëüíÿòèñÿ óìîâè∫ L
0 W0(x)dx = 0,∫ L
0 W1(x)dx = 0,∫ L
0 W2(x)dx = 0.

(2.66)

Ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó öi óìîâè çàäîâîëüíÿþòüñÿ, êîëè âiä-

ïîâiäíi ñóïåðïîòåíöiàëè W0(x), W1(x), W2(x) ¹ íåïàðíèìè ôóíêöiÿìè

âiäíîñíî ñåðåäèíè iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi xm. Äëÿ òîãî, ùîáè ñóïåð-

ïîòåíöiàëè áóëè íåïàðíèìè ôóíêöiÿìè, äîñòàòíüî, ùîáè áóëà íåïàð-

íîþ ôóíêöiÿ W+(x). Âèáåðåìî ôóíêöiþ U(x) îäíàêîâîþ âiäíîñíî ñå-

ðåäèí iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi xm. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçêè iç

ðiçíèìè çíàêàìè ïåðåä êâàäðàòíèì êîðåíåì ó ÷àñòèíi iíòåðâàëó ïåði-

îäè÷íîñòi çëiâà i ñïðàâà âiä xm, W+(x) áóäå íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ. Öå
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ëåãêî ïîìiòèòè, ÿêùî âèðàç (2.55) äëÿ W+(x) ïåðåïèñàòè ó òàêîìó

âèãëÿäi

W+(x) =
2 U(x)(U(x) + 2ε0)

U ′(x)±
√
U ′2(x) + 4U(x)(U(x) + 2ε0)(U(x)− 2ε1)

. (2.67)

Âèêîðèñòàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ iç ðiçíèìè çíàêàìè ïðèçâîäèòü äî ñêií-

÷åíèõ ðîçðèâiâ ôóíêöi¨W+(x), ÿêi ìîæíà óñóíóòè, ÿêùî ôóíêöiÿW+(x)

ïðÿìóâàòèìå äî íóëÿ çëiâà i ñïðàâà.

Îòæå, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ iñíóâàííÿ îáìåæåíèõ äåëîêàëiçîâàíèõ

õâèëüîâèõ ôóíêöié U(x) ïîâèííà áóòè ïàðíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî ñå-

ðåäèíè iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi xm, à ôóíêöiÿ W+(x) ìàòè ó öèõ òî-

÷êàõ íóëi. Ôóíêöiÿ W+(x) ìîæå ìàòè òàêîæ íóëi ó òî÷êàõ, ó ÿêèõ

U(x) = 0, i òîìó, âîíà ïîâèííà áóòè ïàðíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî xm. Ó

öèõ òî÷êàõ ôóíêöiÿ U(x) ìîæå ìàòè ëèøå íóëi ïàðíîãî ïîðÿäêó.

Çâè÷àéíî, ôóíêöiÿ U(x) ìîæå òàêîæ ìàòè íóëi i ó iíøèõ òî÷êàõ

iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi. Ðîçãëÿíåìî äîêëàäíiøå ïîâåäiíêó ñóïåðïî-

òåíöiàëiâ, ïîòåíöiàëó òà õâèëüîâèõ ôóíêöié ó îêîëi íóëiâ ôóíêöi¨ U(x).

Íåõàé ôóíêöiÿ U(x) ìà¹ ó îêîëi òî÷îê xa0 íóëi ïåðøîãî ïîðÿäêó

U(x) = U
′
(x)(x− xa0) +

1

2
U
′′
(x0)(x− xa0)2 +O(x− xa0)3. (2.68)

Òîäi ïîâåäiíêà ôóíêöiéW+(x), W̃+(x) â îêîëi òî÷îê xa0 áóäå òàêîþ

W+(x)(+) = 2ε0(x− xa0)2 +O(x− xa0)3,

W−(x)(−) = U
′
(xa0)
2ε1

+O(x− xa0),

W̃+(x)(+) = U
′
(xa0)
2ε0

+O(x− xa0),

W̃+(x)(−) = 2ε1(x− xa0) +O(x− xa0)2.

(2.69)

Íåâàæêî çàóâàæèòè, ùî ôóíêöi¨ W+(x) i W̃+(x) ó òî÷êàõ xa0 ìî-

æóòü ìàòè íåíóëüîâi çíà÷åííÿ ÷è íóëi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (2.63).
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Ñóïåðïîòåíöiàëè W0(x), W1(x), W2(x) áóäóòü òàêèìè

W0(x)(±) = A
(±)
0 +O(x− xa0),

W1(x)(±) = A
(±)
1 +O(x− xa0),

W2(x)(±) = A
(±)
2 +O(x− xa0),

(2.70)

äå

A
(+)
0 = −A(+)

1 = −8ε20ε1+U
′
(xa0)

2−ε0U
′′
(xa0

2ε0U
′(xa0)

,

A
(−)
1 = −A(−)

2 = U
′
(xa0)

2+ε1(U
′′
(xa0)−8ε0ε1)

2ε1U
′(xa0)

,

A
(−)
0 = −A(+)

2 − U
′′
(xa0)−8ε0ε1
2U ′(xa0)

,

(2.71)

Îäåðæàíèé ïîòåíöiàë áóäå òàêîþ ðåãóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ

V−(x)(±) = α
(±)
− +O(x− xa0), (2.72)

äå

α
(−)
− = − 1

8U ′(xa0)
2

(
64ε20ε

2
1 + 8ε1U

′
(xa0)

2 + U
′′
(xa0)

2−

16ε0(U
′
(xa0)

2 + ε1U
′′
(xa0))− 2U

′
(xa0)U

(3)(xa0)
)
,

α
(+)
− = −3α

(−)
− + 4ε0 + U (3)(xa0)

2U ′(xa0)
.

(2.73)

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x) ìàþòü âèãëÿä

ψ−0 (x) = 1 +O(x− xa0),

ψ−1 (x)(+) = 2ε0(x− xa0) +O(x− xa0)2,

ψ−1 (x)(−) = U
′
(xa0)
2ε1

+O(x− xa0),

ψ−2 (x) = −2ε1 +O(x− xa0).

(2.74)

Îòæå, ó òî÷êàõ xa0, ó ÿêèõ ôóíêöiÿ U(x) ìà¹ íóëi ïåðøîãî ïîðÿäêó,

ïîòåíöiàë V−(x) òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x) ¹ íåïåðåðâ-

íèìè ôóíêöiÿìè, à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−1 (x) ó òî÷êàõ xa0 ìîæå ìàòè

ïðîñòi íóëi çàëåæíî âiä çíàêó ïåðåä êâàäðàòíèì êîðåíåì.

Ðîçãëÿíåìî ïîòåíöiàë V+(x), ÿêèé ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèì ïàðòíå-

ðîì çíàéäåíîãî ïîòåíöiàëó V−(x). Ïîòåíöiàë V+(x) áóäå ðåãóëÿðíîþ
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ôóíêöi¹þ ó îêîëi òî÷îê xa0, à ñàìå

V+(x)(±) = α
(±)
+ +O(x− xa0),

α
(+)
+ = α

(−)
− + 2ε1 + U

′
(xa0)

2−2ε0U
′′
(xa0)

4ε20
,

α
(−)
+ = α

(+)
− − 2ε1,

(2.75)

iç íåïåðåðâíèìè õâèëüîâèìè ôóíêöiÿìè

ψ+
1 (x) =

√
2ε0 +O(x− xa0),

ψ+
2 (x)(+) = 2

√
2(ε0 + ε1)(x− xa0) +O(x− xa0)2,

ψ+
2 (x)(−) = (ε0+ε1)U

′
(xa0)√

2ε0
+O(x− xa0).

(2.76)

Çàëåæíî âiä âèáðàíîãî çíàêó ïåðåä êâàäðàòíèì êîðåíåì õâèëüîâà

ôóíêöiÿ ψ+
2 (x) ìàòèìå âóçëè ó òî÷êàõ xb0.

Òåïåð íåõàé ôóíêöiÿ U(x) ìà¹ ó òî÷êàõ xa0 íóëi äðóãîãî ïîðÿäêó

U(x) =
1

2
U
′′
(xb0)(x− xb0)2 +

1

6
U (3)(xb0)

3 +O(x− xb0), (2.77)

òîäi ïîâåäiíêà ôóíêöié W+(x) i W̃+(x), áóäå òàêîþ

W+(x) = 2ε0(x− xb0) +O(x− xb0)3/2,

W̃+(x) = 2ε1(x− xb0) +O(x− xb0)3/2,
(2.78)

i ó òî÷êàõ xb0 ôóíêöi¨ W+(x) i W̃+(x) ìîæóòü ìàòè íóëi. Áåðó÷è äî

óâàãè (2.63) ìîæíà ëåãêî çíàéòè êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó

U
′′
(xb0) =

(
W+(xb0) W̃+(xb0)

)′′
=

= W
′′

+(xb0) W̃+(xb0) + 2W
′

+(xb0)W̃
′

+(xb0) +W+(xb0)W̃
′′

+(xb0) =

= 2W
′

+(xb0) W̃
′

+(xb0) = 8ε0ε1.

(2.79)

Çàçíà÷èìî, ùî iñíóâàííÿ äðîáîâèõ ñòåïåíiâ ó ðîçêëàäàõ ïðèâî-

äèòü äî íåáàæàíèõ ïîëþñiâ W0(x) ó òî÷êàõ xb0.

W0(x)(±) = ±1

2

√
3U (3)(xb0)

ε0ε1(x− xb0)
+O(x− xb0)1/2, (2.80)
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ÿêi ìîæóòü ïðèçâåñòè äî ñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó V−(x). Íåâàæêî

ïîáà÷èòè, ùî ó âèïàäêó U (3)(xb0) = 0 äðîáîâi ïîêàçíèêè ó ðîçêëàäàõ

çíèêàþòü
W+(x) = 2ε0(x− xb0) +O(x− xb0)2,

W̃+(x) = 2ε1(x− xb0) +O(x− xb0)2.
(2.81)

Óìîâà U (3)(xb0) = 0 çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ íàéïðîñòiøå, ÿêùî òî÷êà xb0

¹ ñåðåäèíîþ iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi i U(x) ¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ ùîäî

xb0, ÿêùî ðàçîì iç òèì çàäîâîëüíÿþòüñÿ óìîâè (2.66).

Òåïåð ñóïåðïîòåíöiàëè ìîæíà çàïèñàòè

W0(x)(±) = B
(±)
0 +O(x− xb0),

W1(x)(±) = B
(±)
1 +O(x− xb0),

W2(x)(±) = B
(±)
2 +O(x− xb0).

(2.82)

äå

B
(+)
0 = B

(−)
1 = B

(+)
2 = B,

B
(−)
0 = B

(+)
1 = B

(−)
2 = −B,

B = 1/4
√

32(ε0 − ε1) + U (4)(xb0)/2ε0ε1.

(2.83)

Âèçíà÷åíèé ïîòåíöiàë V−(x) áóäå íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ

V−(x)(±) = β
(±)
− +O(x− xb0),

β
(±)
− = ε0 + U (4)(xb0)

64ε0ε1
∓ U (5)(xb0)

320 ε0ε1B
.

(2.84)

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

ψ−0 (x) = 1 +O(x− xb0),

ψ−1 (x) = 2ε0(x− xb0) + (x− xb0)2,

ψ−2 (x) = −2ε1 +O(x− xb0).

(2.85)

Îòæå, ó îêîëi íóëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ U(x) ïîòåíöiàë V−(x)

òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x) áóäóòü íåïåðåðâíèìè ôóí-

êöiÿìè, ÿêùî xb0 = xm çíàõîäèòüñÿ óñåðåäèíi iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi
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i U(x) ¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî òî÷êè xb0. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ
−
1 (x)

ìàòèìå âóçîë ó òî÷öi xb0.

Ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïàðòíåð V+(x) ïîòåíöiàëó V−(x) ó îêîëi xb0 ìà-

òèìå òàêó ïîâåäiíêó

V+(x)(±) = β
(±)
+ +O(x− xb0),

β
(±)
+ = ε0 − 2 U (4)(xb0)

64ε0ε1
± U (5)(xb0)

320ε0ε1B
,

(2.86)

iç õâèëüîâèìè ôóíêöiÿìè

ψ+
1 (x) =

√
2 ε0 +O(x− xb0),

ψ+
2 (x) = 2

√
2 ε1(ε0 + ε1)(x− xb0) + (x− xb0)2.

(2.87)

Òàêèì ÷èíîì, ó îêîëi íóëiâ äðóãîãî ïîðÿäêó xb0 ôóíêöi¨ U(x) ïî-

òåíöiàë V+(x) òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−1 (x), ψ−2 (x) áóäóòü íåïå-

ðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−2 (x) ìàòèìå âóçîë ó òî÷öi

xb0.

Ïðîàíàëiçó¹ìî âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ U(x) ìà¹ ó òî÷êàõ xc0 íóëi

òà ïîëþñè âèùîãî ïîðÿäêó äëÿ ÷àñòèííîãî âèïàäêó íóëiâ òðåòüîãî

ïîðÿäêó

U(x) =
1

6
U (3)(xc0)(x− xc0)3 +

1

24
U (4)(xc0)(x− xc0)4 +O(x− xc0)5. (2.88)

Òîäi ðîçêëàä ôóíêöi¨ W+(x) ó îêîëi òî÷îê xc0 ìiñòèòèìå âêëàäè,

ïðîïîðöiéíi (x−xc0)3/2, i, îòæå, óìîâà (2.63) íå áóäå çàäîâîëüíÿòèñÿ, à

òîìó ïîòåíöiàë V−(x) ìàòèìå ïîëþñè ó òî÷êàõ xc0. Îòæå ôóíêöiÿ U(x)

íå ìîæå ìàòè íóëiâ âèùå äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó, çà âèíÿòêîì íóëiâ U(x), ìîæóòü ç'ÿâè-

òèñÿ ó òî÷êàõ, ó ÿêèõ U
′
(x) = 0 ÷è 1−

√
R(x) = 0, òîáòî

U
′
(x) = 0,

U(x) = 0,

U(x) = −2ε0,

U(x) = 2ε1.

(2.89)
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Âèïàäîê U(x) = 0 áóâ äåòàëüíî ðîçãëÿíóòèé ðàíiøå. Ó îêîëi òî-

÷îê a0, ó ÿêèõ ïîõiäíà âiä U(x) = 0 ðiâíà íóëþ, òîáòî U
′
(a0) = 0 i

U(a0) 6= 0, ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ U(x) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

U(x) = U(a0) +
1

2
U
′′
(a0)(x− a0)2 +O(x− a0)3. (2.90)

Ó öüîìó âèïàäêó ïîâåäiíêà ôóíêöi¨ W+(x) ó îêîëi a0 áóäå òàêîþ

W+(x)(±) = ±

√
U(a0)(2ε0 + U(a0)))

U(a0)− 2ε1
+

U
′′
(a0)

4ε1 − 2U(a0)
(x−x0)+O(x−x0)2,

(2.91)

Iíøèìè ñëîâàìè, ó îêîëi íóëiâ U
′
(x), ÿêi íå ñïiâïàäàþòü iç íóëÿìè

U(x), îäåðæàíi ðîçâ'ÿçêè áóäóòü íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè.

Ó îêîëi òî÷êè b0, äå U(b0) = 2ε1, ôóíêöiÿ W+(x) áóäå âåñòè ñåáå

ÿê
W+(x)(+) = 4ε1(ε0+ε1)

U ′(b0)
+O(x− b0),

W+(x)(−) = − 1
(x−b0) + const+O(x− b0).

(2.92)

Íåçâàæàþ÷è íà ñèíãóëÿðíiñòü ôóíêöi¨W+(x)(−), ïîòåíöiàë òà õâè-

ëüîâi ôóíêöi¨ áóäóòü íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, îñêiëüêè ïîëþñèW+(x)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.66).

Ó îêîëi òî÷êè c0, äå U(c0) = −2ε0, ôóíêöiþ W+(x) ìîæíà îá÷è-

ñëèòè òàê
W+(x)(+) = −2ε0(x− c0) +O(x− b0)2,

W+(x)(−) = U
′
(c0)(x− c0) +O(x− b0),

(2.93)

i, îòæå, ïîòåíöiàë òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ çíîâó áóäóòü íåïåðåðâíèìè ôóí-

êöiÿìè. Îòæå, ó âñiõ òî÷êàõ, ó ÿêèõ çíàìåííèêW+(x) ïåðåòâîðþâàòè-

ìåòüñÿ ó íóëü, ïîòåíöiàë V−(x) i õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x)

íå ìàòèìóòü îñîáëèâîñòåé.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ñòîñîâíî ïîòåíöiàëó V+(x) ïîêàçóþòü, ùî

V+(x) òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi ôóíêöi¨ íå ìàòèìóòü îñîáëèâîñòåé ó âñiõ
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ðîçãëÿíóòèõ òî÷êàõ, êðiì òî÷îê c0, ó ÿêèõ ïîòåíöiàë V+(x)(+) ìàòèìå

ïîëþñè iç òàêîþ ïîâåäiíêîþ

V+(x)(+) =
1

(x− c0)2
+ const+O(x− c0). (2.94)

Ïðîòå, i ¨¨ ìîæíà ëåãêî óñóíóòè, ÿêùî ó ÷àñòèíi iíòåðâàëó ïåðiîäè-

÷íîñòi, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó c0, çàìiñòü V+(x)(−) âèêîðèñòàòè ðîçâ'ÿçîê

V+(x)(+).

Iíøèé ñïîñiá óíèêíóòè ñèíãóëÿðíîñòåé ïîòåíöiàëó V+(x) ¹ âèêëþ-

÷åííÿ íóëiâ ó çíàìåííèêóW+(x), ïiäáèðàþ÷è àìïëiòóäè ôóíêöi¨ U(x)

òàêèìè, ùîáè ðiâíÿííÿ U(x) + 2ε0 = 0 i U(x)− 2ε1 = 0 íå çàäîâîëüíÿ-

ëèñÿ. Ñïðàâäi, îñêiëüêè åíåðãåòè÷íi ðiâíi ε0 i ε1 ¹ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíè-

ìè, à U(x) - ïåðiîäè÷íà îáìåæåíà ôóíêöiÿ, òî çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè

àìïëiòóäó ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ U(x), âèêîðèñòîâóþ÷è òàêå ïðàâèëî

ε0 < 1
2 min U(x),

ε1 > 1
2 max U(x),

(2.95)

äå min U(x) i max U(x) - ìiíiìàëüíå òà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ U(x)

íà iíòåðâàëi ïåðiîäè÷íîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ U(x) ãåíåðó¹ ÊÒÐ ïîòåíöiàë

iç òðüîìà âiäîìèìè âëàñíèìè ñòàíàìè ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x) òà çíà÷å-

ííÿìè åíåðãi¨ ε0 > 0 ε1 > 0, ÿêùî R(x) ≥ 0 äëÿ âñüîãî iíòåðâàëó

ïåðiîäè÷íîñòi. Îäíî÷àñíî ôóíêöiÿ U(x) ãåíåðó¹ ÊÒÐ ïîòåíöiàë V+(x)

iç äâîìà âiäîìèìè âëàñíèìè ñòàíàìè ψ+
1 (x), ψ+

2 (x) ó âèïàäêó, êîëè

U(x) ∈ (−2ε0; 2ε1) i R(x) ≥ 0 äëÿ âñüîãî iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi.

Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íåñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó òà äåëîêàëiçîâàíî-

ñòi õâèëüîâèõ ôóíêöié U(x) ïîâèííà áóòè ïàðíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî

ñåðåäèíè iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi xm òà ìàòè ó öié òî÷öi íóëü äðóãî-

ãî ïîðÿäêó. Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè íóëi ïåðøîãî ïîðÿäêó ó
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iíøèõ òî÷êàõ iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi, àëå íå ïîâèííà ìàòè íóëiâ âè-

ùèõ ïîðÿäêiâ. Ïîõiäíà U
′′′

(x) ó òî÷öi xm ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè óìîâó

U
′′′

(x) = 8ε0ε1. Ñëiä òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ðîçâ'ÿçêè ïðîòèëåæíèõ

çíàêiâ ñïðàâà òà çëiâà âiä òî÷êè xm.

Äëÿ iëþñòðàöi¨ îïèñàíî¨ ìåòîäèêè ðîçãëÿíåìî êîðîòêèé ïðèêëàä.

Òðèãîíîìåòðè÷íi ðîçøèðåííÿ ïîòåíöiàëó Ðàçàâi. Ïî÷íåìî

iç ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨

U(x) = 4 ε0 ε1 sin2 x. (2.96)

Ïîäiáíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ U(x) = 4 ε0 ε1sh
2x ïðè ε1 = ε0 +

1/2 äà¹ äîáðå âiäîìèé ÊÒÐ ïîòåíöiàë Ðàçàâi [36]. Òîäi R(x) ìîæíà

çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

R(x) = (1 + 2ε0 − 2ε1 + 4ε0ε1 sin2 x)tg2x. (2.97)

Îïóñòèìî çàãàëüíèé âèðàç äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ òà ïîòåíöiàëiâ

÷åðåç ¨õ ãðîìiçäêiñòü òà òàêèé, áåç ÿêîãî ìîæíà îáiéòèñÿ. Iñíó¹ ïðè-

íàéìíi òðè íàáîðè ε0, ε1, ÿêi äàþòü çìîãó çíàéòè êîðåíi ôóíêöi¨ R(x),

à, îòæå, ñïðîñòèòè îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò.

Ïåðøèé íàáið ¹ òàêèì

4ε0ε1 = 0,

−1 + 2ε0 − 2ε1 ≥ 0,
(2.98)

äëÿ ÿêîãî îäåðæèìî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ε0 = 0 ÷è ε1 = 0, ÿêèé

ïðèâîäèòü äî U(x) = 0.

Äëÿ âèïàäêó äðóãîãî íàáîðó

−1 + 2ε0 − 2ε1 = −4ε0ε1,

−1 + 2ε0 − 2ε1 ≥ 0,
(2.99)

îäåðæèìî ε1 = −1/2. Òîäi

W+(x) =
ε0 sin 2x

1 +
√

2ε0 sinx
. (2.100)
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Ôóíêöiÿ W+(x) ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ xk = nπ/2, n = 0,±1,±2, ... .

Ïîõiäíi W
′

+(x) ó öèõ òî÷êàõ ¹ −2ε0/(1 +
√

2ε0) ÷è 2ε0, à, îòæå, óìîâà

(2.63) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Îñòàííié íàáið äà¹ ε1 = ε0 = −1/2, òîìó êâàäðàòíèé êîðiíü ìîæíà

ïåðåïèñàòè ÿê

R(x) = 2
√
ε0ε1 sinxtgx,

ε0 ≥ 0,
(2.101)

Ôóíêöiÿ W+(x) ìàòèìå âèãëÿä

W+(x) =
2ε0(cos2 x+ 2ε0 sin2 x)tgx

1 +
√

2ε0 sinxtgx
. (2.102)

Ôóíêöiÿ W+(x) ñèíãóëÿðíà ó òî÷êàõ x
(1)
k = ± arccos

√
ε0/ε1 +

2πn, n = 0,±1,±2 ... òà x(2)k = ± arccos
√
−ε0/ε1+2πn, n = 0,±1,±2 ....

Âíàñëiäîê îáìåæåííÿ ε0 ≥ 1/2 ðîçâ'ÿçêè x(1)k íàëåæàòü äî êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè i òîìó ïîâèííi áóòè âiäõèëåíi. Ó òî÷êàõ x(2)k ôóíêöiÿ W+(x)

ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè iç êîåôiöi¹íòîì −1, òîìó ïîòåíöiàë V−(x) áóäå ðåãó-

ëÿðíîþ ôóíêöi¹þ ó òî÷êàõ x(2)k äëÿ áóäü-ÿêèõ ε0. Êðiì òîãî, ôóíêöiþ

W+(x) ìà¹ ïðîñòi íóëi ó òî÷êàõ xk = πn, n = 0, ±1, ±2, ... . Ïîõiäíi

âiä W+(x) ó öèõ òî÷êàõ ðiâíi 2ε0, òàê ùî óìîâè, íàêëàäåíi íà ãåíå-

ðóþ÷ó ôóíêöiþ U(x), çàáåçïå÷ó¹ íåñèíãóëÿðíiñòü äiéñíîãî ïîòåíöiàëó

V−(x) i äà¹ çìîãó çíàéòè òðè âëàñíèõ ñòàíè ïîòåíöiàëó

V−(x) = ε0 − 1/2 + 1/4
(
ε0ε1 − 6

√
ε0ε1 cosx− ε0ε1 cos 2x

)
, (2.103)

äå ε1 = ε0 − 1/2. Çíà÷åííÿ åíåðãi¨ öèõ âëàñíèõ ñòàíiâ ¹ E−0 = 0, E−1 =

ε0, E
−
2 = ε0 + ε1, õâèëüîâi ôóíêöi¨ òàêi

ψ−0 (x) = C−0 e
√
4ε0ε1 cos

2 x
2

(
1 + 4

√
ε0ε1 cosx− ε0ε1 cos 2x

)
,

ψ−1 (x) = C−1 e
√
4ε0ε1 cos

2 x
2 ε0 sinx,

ψ−2 (x) = C−2 e
√
4ε0ε1 cos

2 x
2 2ε1

(
1 + 4(

√
ε0ε1 − ε0) cos2 x2

)
.

(2.104)
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Ðèñ. 2.1: Ïîòåíöiàë V−(x) (òîâñòà ëiíiÿ) òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−
0 (x), ψ−

1 (x), ψ−
2 (x)

(ñóöiëüíà, øòðèõîâà êîðîòêà i øòðèõîâà äîâãà ëiíi¨ âiäïîâiäíî) íà ïðîìiæêó x ∈
[0, 2π]. Òóò âçÿòî ε0 = 1, C−

0 = 0.05, C−
1 = 0.3, C−

2 = 1.3.

Ïîòåíöiàë V−(x) i õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x), ψ−1 (x), ψ−2 (x) çîáðàæåíî

íà ðèñ.2.1.

Òîìó ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 (x) íå ìà¹ âóçëiâ, âëàñíèé ñòàí ç

åíåðãi¹þ E0 = 0 ¹ îñíîâíèì ñòàíîì öüîãî ïîòåíöiàëó. Õâèëüîâi ôóíêöi¨

ψ−1 (x) i ψ−2 (x) ìàþòü äâà âóçëè íà iíòåðâàëi ïåðiîäè÷íîñòi, òîìó âëàñíi

ñòàíè iç åíåðãiÿìè E−1 i E−2 âiäïîâiäàþòü ãðàíèöi äðóãî¨ çàáîðîíåíî¨

çîíè.

Öåé ÊÒÐ ïîòåíöiàë âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ, ïðåä-

ñòàâëåíèõ À.Òóðáiíåðîì ó éîãî ðîáîòi [38] ó òàêié ôîðìi

V (x) =
1

2

(
− a2 cos2(2αx)− 2αa(2n+ 1) cos(2αx)

)
, (2.105)

ó âèïàäêó n = 1, α = 1/2; a ¹ âiëüíèì ïàðàìåòðîì êâàíòîâîìåõàíi÷íî¨

çàäà÷i.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ïàðòíåðà ïîòåíöiàëó V−(x)

V+(x) =
1

2

(
ε0 +

3

2
ε0 − ε0ε1 cos2 x

)
+

7∑
i=0

ai cosi x

2
8∑
i=0

bi cosi x

, (2.106)
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ó ÿêîìó

a0 = 16ε20ε
2
1,

a1 = −8
√
ε0ε1 ε0(2− 5ε0 + 2ε20),

a2 = −12ε0(1− 2ε0 − 12ε20 + 4ε30),

a3 = 8
√
ε0ε1(1 + 3ε0 − 12ε20 + 6ε30),

a4 = 1 + 16ε0 − 48ε20(1− ε20),

a5 = −6
√
ε0ε1(1 + 2ε0 − 12ε20 + 8ε30),

a6 = −8ε21ε0(3 + 2ε0),

a7 = 16ε21ε0
√
ε0ε1,

(2.107)

b0 = 8ε0ε
2
1,

b1 = 8ε20
√
ε0ε1,

b2 = −2ε20(1− 12ε0 + 16ε20),

b3 = −8ε0
√
ε0ε1(3ε0 − 1),

b4 = ε0(1 + 10ε0 − 48ε20(1− ε0)),

b5 = 2
√
εε(1− 8ε0 + 12ε20),

b6 = −2ε21(−1− 4ε0 + 16ε20),

b7 = −8ε21
√
ε0ε1,

b8 = 8ε0ε
2
1.

(2.108)

Îñêiëüêè íàì âiäîìi âëàñíi ôóíêöi¨ ψ−1 (x) i ψ−2 (x) ãàìiëüòîíiàíà

H−, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ñóïåðñèìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ (2.6), ìîæíà

çíàéòè õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ+
1 (x) i ψ+

2 (x), ÿêi ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ãà-

ìiëüòîíiàíà H+ iç âiäïîâiäíèìè åíåðãiÿìè E+
1 = ε0 i E+

2 = ε0 + ε1:

ψ+
1 (x) = C+

1 ε0e
√
4ε0ε1 cos

2 x
2

4∑
i=0

ki cos
i x

2
4∑
i=0

li cosi x
,

ψ+
2 (x) = C+

2 exp
√
4ε0ε1 cos

2 x
2 sinx

3∑
i=0

mi cos
i x

2
4∑
i=0

ni cosi x
,

(2.109)
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äå

k0 = 4
√

2ε0ε1,

k1 = 4
√

2ε0ε1,

k2 = −
√

2(8ε0ε1 − 1),

k3 = −4
√

2ε0ε1,

k4 = 4
√

2ε0ε1,

(2.110)

l0 = 4ε0
√
ε0ε1,

l1 = 2ε0,

l2 = 2(1− 4ε0)
√
ε0ε1,

l3 = 2ε1,

l4 = 4ε1
√
ε0ε1,

(2.111)

m0 = −
√

2ε0ε1(4ε0 − 1)(ε1 −
√
ε0ε1),

m1 = 2
√

2ε0(ε1 − ε0)(8ε30 − 14ε20 + 7ε0 − 1),

m2 =
√

2(
√
ε0ε1)− ε1)(1− 4ε0 − 4ε20 + 16ε30),

m3 = −4ε21
√

2ε0(
√
ε1 −
√
ε0)(4ε0 − 1)),

(2.112)

n0 = 2ε0
√
ε0ε1,

n1 = ε0,

n2 = −2(ε0 + ε1)
√
ε0ε1,

n3 = −ε1,

n4 = 2ε1
√
ε0ε1.

(2.113)

Îòæå, ìè îäåðæàëè ÊÒÐ ïîòåíöiàë V+(x) iç äâîìà òî÷íî âiäîìè-

ìè âëàñíèìè ñòàíàìè E+
1 = ε0, ψ

+
1 (x) i E+

2 = ε0 + ε2, ψ
+
2 (x), çàäàíi

(2.109). Ïîòåíöiàë V+(x) òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ+
1 (x) i ψ+

2 (x) çîáðàæåíi

íà ðèñ.2.2.

Îñêiëüêè õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ+
1 (x) i ψ+

2 (x) ìàþòü ïî äâà íóëi íà ií-

òåðâàëi ïåðiîäè÷íîñòi, âëàñíi ñòàíè ç åíåðãi¹þ E+
1 i E+

2 îïèñóþòü ãðà-

íèöþ äðóãî¨ çàáîðîíåíî¨ åíåðãåòè÷íî¨ îíè. Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî ÊÒÐ
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Ðèñ. 2.2: Ïîòåíöiàë V+(x) (òîâñòà ëiíiÿ) òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ+
1 (x), ψ+

2 (x) (ñóöiëüíà

i øòðèõîâà ëiíi¨ âiäïîâiäíî) íà ïðîìiæêó x ∈ [0, 2π]. Òóò âçÿòî ε0 = 1, C+
1 = 0.2,

C+
2 = 0.7.

ïîòåíöiàë (2.109) íå íàëåæèòü äî çàãàëüíîãî âèïàäêó Òóðáiíåðà i ¹

íîâèì.

2.5 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â öüîìó ðîçäiëi SUSY-ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ çà-

ïðîïîíîâàíèé ó [35, 37], óçàãàëüíåíî äëÿ âèïàäêó ïåðiîäè÷íèõ ïîòåí-

öiàëiâ iç äâîìà òà òðüîìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

Âèáèðàþ÷è ðiçíi ïåðiîäè÷íi ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨W+(x), ìè îäåðæà-

ëè òðè ïåðiîäè÷íi ÊÒÐ ïîòåíöiàëè, äëÿ ÿêèõ ÿâíî çíàéøëè äâà òî÷íèõ

çíà÷åííÿ åíåðãi¨ òà õâèëüîâèõ ôóíêöié. Ïåðøèé iç íèõ âiäòâîðþ¹ îäèí

iç ïîòåíöiàëiâ, ðàíiøå âèâ÷åíèé À.Òóðáiíåðîì [108], à äâà iíøèõ îäåð-

æàíi óïåðøå.

Àíàëiç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ äàâ çìîãó çðîáèòè âèñíîâîê ïðî

òå, ùî çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè âiäíîñÿòüñÿ äî âåðõíüî¨ ìåæi ïåðøî¨ åíåðãå-

òè÷íî¨ çîíè, ùî âiäïîâiäà¹ îñíîâíîìó ñòàíîâi ïåðiîäè÷íî¨ ñèñòåìè òà

íèæíié ìåæi äðóãî¨ çîíè, ùî âiäïîâiäà¹ çáóäæåíîìó ñòàíîâi.

Äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ iç òðüîìà òî÷íî âiäîìèìè ñòàíàìè

ïîêàçàíî, ùî ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ U(x) ãåíåðó¹ ÊÒÐ ïîòåíöiàë V−(x),
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äëÿ ÿêîãî çíàéäåíî òðè òî÷íî âiäîìèõ ñòàíè ψ−0 (x), ψ−1 (x) i ψ−2 (x) i

ÊÒÐ ïîòåíöiàë V+(x) iç äâîìà òî÷íî âiäîìèìè ñòàíàìè ψ+
1 (x) i ψ+

2 (x).

Ïîêàçàíî, ùî ïîòåíöiàë íå ìàòèìå îñîáëèâîñòåé, à õâèëüîâi ôóíêöi¨

îïèñóâàòèìóòü äåëîêàëiçîâàíi ñòàíè, ÿêùî ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ìà¹ íó-

ëi äðóãîãî ïîðÿäêó âñåðåäèíi iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi òà ¹ ïàðíîþ ôóí-

êöi¹þ âiäíîñíî ñåðåäèíè iíòåðâàëó. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ U(x) ìîæå ìà-

òè íóëi ïåðøîãî ïîðÿäêó ó iíøèõ òî÷êàõ iíòåðâàëó òà íå ìàòè íóëiâ

âèùîãî ïîðÿäêó, à äðóãà ïîõiäíà ó îñîáëèâié òî÷öi � çàäîâîëüíÿòè äî-

äàòêîâó óìîâó U
′′
(x) = 8ε0ε1.

ßê ïðèêëàä, çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä çàñòîñîâàíèé äî ïîòåíöiàëó,

ùî ¹ ðîçøèðåííÿì âiäîìîãî ïîòåíöiàëó Ðàçàâi. Ïðè öüîìó îäèí iç âëà-

ñíèõ éîãî ñòàíiâ îïèñó¹ îñíîâíèé ñòàí ñèñòåìè ó ïåðøié åíåðãåòè÷íié

çîíi, à äâà iíøèõ - çáóäæåíi ñòàíè, ÿêi âiäïîâiäàþòü äðóãié çîíi.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [90,91,97].
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Ðîçäië 3

Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi âèïàäêîâi

ïîòåíöiàëè

3.1 Âñòóï

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïå-

ðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè. Çàãàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè çàäà÷i ïðî ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà ó ïîëi ïåðiîäè÷íîãî ïîòåíöiàëó ¹ íàÿâíiñòü îñöè-

ëÿöiéíî¨ òåîðåìè òà áëîõiâñüêèé âèãëÿä õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨. Âàæëèâèì

ìîìåíòîì òàêîæ ¹ íàÿâíiñòü, õî÷ i îáìåæåíî¨ êiëüêîñòi, ìîäåëåé iç òî-

÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèì ïåðiîäè÷íèì ïîòåíöiàëîì.

Íà âiäìiíó âiä çàäà÷i ïðî ïîâåäiíêó åëåêòðîíà ó ïåðiîäè÷íîìó ïî-

ëi äëÿ âèïàäêó ðóõó ó âèïàäêîâîìó ïîòåíöiàëi íå iñíó¹ ìîäåëåé, äëÿ

ÿêèõ áóëè á âiäîìi ¨¨ òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Ïðîòå, äëÿ áàãàòüîõ íåâïîðÿä-

êîâàíèõ ñèñòåì âäàëîñÿ çíàéòè òàêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó.

Çîêðåìà, òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó çíàéäåíî äëÿ îäíîâè-

ìiðíîãî ðóõó ôåðìiîíiâ Äiðàêà iç âèïàäêîâîþ ìàñîþ [48] òà äâîâèìið-

íîãî ðóõó ôåðìiîíiâ Äiðàêà ó âèïàäêîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi [49].

Âíåñåííÿ âèïàäêîâîñòi ó ïîòåíöiàë çíà÷íî óñêëàäíþ¹ çíàõîäæåí-

íÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ïðî ðóõ åëåêòðîíà ó íüîìó. Íà æàëü, íå iñíó¹ òåî-

ðåìè ïîäiáíî¨ äî îñöèëÿöiéíî¨, ÿêà îïèñó¹ çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿç-

êiâ ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà ç âèïàäêîâèì ïîòåíöiàëîì. Ìîæíà ðîçðàõó-

âàòè äåÿêi ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ [117]
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òà âiäïîâiäíèõ ¨ì ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà, àëå âèïàäêîâi ïî-

òåíöiàëè, ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ ÿêèõ ìîæóòü áóòè

çíàéäåíi â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi, äîñi íå áóëè âiäîìi.

Ìè çàéìàòèìåìîñÿ âèâ÷åííÿì íåóñåðåäíåíèõ âëàñòèâîñòåé íåóïî-

ðÿäêîâàíèõ ñèñòåì íà áàçi ðîçøèðåííÿ ìåòîäèêè SUSY äëÿ âèïàäêî-

âèõ ïîòåíöiàëiâ. Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçêè îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðå-

äií åðà iç âèïàäêîâèì ïîòåíöiàëîì íà âñié îñi −∞ < x < ∞. Äëÿ

âèçíà÷åííÿ îñòàííiõ ïîäiëèìî äiéñíó âiñü íà iíòåðâàëè

li < x < li+1 (3.1)

i çàäàìî ïîòåíöiàë íà êîæíîìó iç òàêèõ iíòåðâàëiâ

V (x) = V i(x) = V (αi, x), (3.2)

ÿê ôóíêöiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè αi, âiäîìî¨ äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó

(3.1). Íàáið ïàðàìåòðiâ {αi} ¹ âèïàäêîâèì i âiäïîâiäà¹ êîíêðåòíié ðå-

àëiçàöi¨ íåâïîðÿäêîâàíîãî ïîòåíöiàëó.

Äëÿ êîæíîãî iç iíòåðâàëiâ (3.1) âèçíà÷åíi òàêîæ ñóïåðïîòåíöiàëè

W (x) = W i(x), (3.3)

Ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i ïðî ðóõ åëåêòðîíà ó âèïàäêîâîìó ïîòåíöiàëi

¹ ôóíêöi¨, îáìåæåíi íà óñié äiéñíié îñi. Iñíóþòü ðiçíi ñïîñîáè çàáåçïå-

÷åííÿ îáìåæåíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà. Ìè âèêîðèñòà¹ìî

íàéïðîñòiøó äîñòàòíþ óìîâó∫ li+1

li

W (x)dx = 0. (3.4)

Öÿ óìîâà ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì âiäïîâiäíî¨ óìîâè äëÿ ïå-

ðiîäè÷íîãî âèïàäêó.
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3.2 Âèïàäêîâèé ïîòåíöiàë iç îäíèì òî÷íèì ðîçâ'ÿç-

êîì

Âèáèðàþ÷è ðiçíi âèïàäêîâi ñóïåðïîòåíöiàëè Wi(x), ìîæíà ëåã-

êî ïîáóäóâàòè íîâi ÊÒÐ ïîòåíöiàëè çàäàíi ñïiââiäíîøåííÿì (2.4) iç

îäíèì âiäîìèì âëàñíèì ñòàíîì. Ó íàéïðîñòiøèé ñïîñiá îäåðæàòè íå-

ñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë V−(x) ìîæíà, âèáèðàþ÷è ñóïåðïîòåíöiàëW (x)

ðåãóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ. Îäíàê, iñíó¹ i ñïîñiá çàáåçïå÷èòè íåñèíãóëÿð-

íiñòü ïîòåíöiàëó V−(x) ïðè âèêîðèñòàííi ñèíãóëÿðíîãî ñóïåðïîòåíöià-

ëó iç ïåâíîþ ïîâåäiíêîþ ó îêîëi òî÷îê ñèíãóëÿðíîñòi [37,90,91]

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ìîäåëü iç îäíèì âiäîìèì ðîçâ'ÿçêîì, ó ÿêié

ñóïåðïîòåíöiàë ìà¹ òàêi ïðîñòi ïîëþñè ó òî÷êàõ xk:

W (x) =
−1

x− xk
+ A(x− xk) +O((x− xk)2), (3.5)

äå A - äåÿêà ñòàëà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ïîâ'ÿçóþòü

ñóïåðïîòåíöiàë iç ïîòåíöiàëîì (2.2), çíàéäåìî, ùî V−(x) áóäå ðåãóëÿð-

íîþ ôóíêöi¹þ iç òàêîþ ïîâåäiíêîþ ó îêîëi òî÷îê xk

2V (x) = −3A+O(x− xk). (3.6)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ó îêîëi òî÷îê xk

ìà¹ âèãëÿä

ψ−0 (x) ∼ |x− xk|
(

1− A(x− xk)2

2

)
. (3.7)

Çàçíà÷èìî, ùî ïîõiäíi âiä öi¹¨ ôóíêöi¨ dψ−0 (x)/dx ó òî÷êàõ xk

ìàþòü ðîçðèâ. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ïîõiäíî¨ âiä õâèëüî-

âî¨ ôóíêöi¨ ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì ôàêòîì, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Øðå-

äií åðà âèçíà÷åíi iç òî÷íiñòü äî ñòàëîãî ìíîæíèêà. Òîìó, âèáèðàþ÷è

âiäïîâiäíî çíàê õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, ìîæíà äîìîãòèñÿ òîãî, ùîáè i ñà-

ìà õâèëüîâà ôóíêöiÿ i ¨¨ ïîõiäíà áóëè íåïåðåðâíèìè íà êîæíîìó iç

iíòåðâàëiâ (3.1).
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3.3 Íåâïîðÿäêîâàíà ìîäåëü Êðîíiãà-Ïåííi iç îäíèì

òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì

Ðîçãëÿíåìî òàêèé ñóïåðïîòåíöiàë

W (x) = αitg(αi(x− li)), αi > 0, (3.8)

äëÿ ÿêîãî äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ i çìiííà x íàëåæèòü âiäïîâiäíîìó

iíòåðâàëîâi (3.1), äå

li+1 = li +
π

αi
, l0 = 0, (3.9)

à αi - âèïàäêîâi ïàðàìåòðè. Òàêèé ñóïåðïîòåíöiàë çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(3.4) äëÿ êîæíîãî iç iíòåðâàëiâ (3.1), à, îòæå, çíàéäåíi õâèëüîâi ôóíêöi¨

áóäóòü îáìåæåíèìè íà óñié äiéñíié îñi. Ó òî÷êàõ li + π/2αi, ó ÿêèõ

ñóïåðïîòåíöiàë ñèíãóëÿðíèé, âií ìà¹ ïîâåäiíêó òèïó (3.5), ïðè÷îìó

A = αi/3.

Òîäi ïîòåíöiàë íà êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ (3.9) li < x < li+1 çàïè-

øåòüñÿ

V−(x) = −3
α2
i

2
. (3.10)

Ïîòåíöiàë V−(x) âiäïîâiäà¹ ïîòåíöiàëîâi íåóïîðÿäêîâàíî¨ ìîäåëi

Êðîíiãà-Ïåííi. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ìà¹ âè-

ãëÿä

ψ−0 (x) = C−0 (−1)i cos(αi(x− li)), (3.11)

äå äëÿ êîæíîãî i ïîòåíöiàë âiäïîâiäà¹ âiäïîâiäíîìó ïîòåíöiàëîâi. Ìíî-

æíèê (−1)i ó öié ôóíêöi¨ çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ÿê ñàìî¨ õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨ òàê i ¨¨ ïîõiäíî¨.

Çàçíà÷èìî, ùî iñíó¹ iíøà ëiíiéíî-íåçàëåæíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ

ψ̃−0 (x), ÿêà òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà äëÿ òi¹¨ æ åíåðãi¨

ψ̃−0 (x) = ψ(x)

(∫
1

ψ2(x)
dx+ C

)
, (3.12)
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Ðèñ. 3.1: Õâèëüîâi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ñòàíîâi ìîäåëi Êðîíiãà-

Ïåííi ç íóëüîâèì ðiâíåì åíåðãi¨ äëÿ i = 0..7, αi = {1.3, 0.6, 2, 1.6, 1.8, 0.4, 1.6, 1.3}.
Æèðíîþ ëiíi¹þ ïîçíà÷åíî âèïàäêîâèé ïîòåíöiàë V−(x), ñóöiëüíà ëiíiÿ âiäïîâiä-

à¹ ψ−
0 (x), ïóíêòèðíà - ψ̃−

0 (x). Êîíñòàíòè íîðìóâàííÿ C−
0 òà C−

1 âèáðàíi ðiâíèìè

îäèíèöi

ó ÷îìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ïðÿìîþ ïiäñòàíîâêîþ ψ̃−0 (x) ó ðiâíÿííÿ

Øðåäií åðà. Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ðîçðàõóíêiâ îòðèìà¹ìî iíøèé ëiíiéíî

íåçàëåæíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ

ψ̃−0 (x) = C̃−0 (−1)i
1

αi
sin(αi(x− li)). (3.13)

Ïîòåíöiàë V−(x) òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ0(x) ψε(x) çîáðàæåíî íà ðèñ.3.1.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çìiíi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè αi çìiíþ¹òüñÿ ÿê

ãëèáèíà ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè V i
− = −α2

i /2, òàê i ¨¨ øèðèíà ∆li = π/αi,

ïðè öüîìó äîáóòîê

V i
−∆l2i = const (3.14)

çàëèøà¹òüñÿ ñòàëèì. Òàêà êîðåëÿöiÿ ìiæ ïàðàìåòðàìè çàäà÷i ¹ íàñëiä-

êîì óìîâè (3.4), ÿêà çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ äåëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ.

Çàóâàæèìî, ùî â íàøié ðîáîòi [100] ïîêàçàíî, ÿê óðàõóâàííÿ íå-

îðòîãîíàëüíîñòi áàçèñó, íà ÿêîìó áóäó¹òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ âòîðèííî-
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ãî êâàíòóâàííÿ äëÿ ãàìiëüòîíiàíó ãàçó íåâçà¹ìîäiþ÷èõ åëåêòðîíiâ íà

 ðàòöi, òàêîæ ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ êîðåëÿöié ìiæ ïàðàìåòðàìè.

3.4 Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèé âèïàäêîâèé ïîòåíöi-

àë iç äâîìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè

Çíàõîäæåííÿ ùå îäíîãî âëàñíîãî ñòàíó âæå íå ¹ òàêîþ òðèâiàëü-

íîþ çàäà÷åþ. Âèìîãà íåñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó V(x) íàêëàäà¹ îáìå-

æåííÿ íà ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ W+(x). ßê ïîêàçàíî ó [37] ïîòåíöiàëüíó

åíåðãiþ, ùî íå ìà¹ îñîáëèâîñòåé, ìîæíà îäåðæàòè òàêîæ i ó òîìó âè-

ïàäêó, êîëè ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ìà¹ çíà÷íó êiëüêiñòü íóëiâ òà ïîëþñiâ.

Øëÿõîì ïðÿìî¨ ïåðåâiðêè ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ó öüîìó âèïàäêó

ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè òàêi óìîâè:

(à) ÍåõàéW+(x) ìà¹ ïðîñòi íóëi ó òî÷êàõ xk. Òîäi ìîäóëü ïîõiäíî¨

ó öèõ òî÷êàõ ïîâèíåí áóòè |W ′

+(xk)| = 2ε. Çðó÷íî ðîçáèòè ìíîæèíó xk

íà äâi ïiäìíîæèíè x−k i x+k , äëÿ ÿêèõ W
′

+(x+k ) = 2ε > 0 òà W
′

+(x−k ) =

−2ε < 0. Ó öüîìó âèïàäêó ñóïåðïîòåíöiàëè ìàòèìóòü ïðîñòi ïîëþñè

ó òî÷êàõ x−k
W (x) = −1

x−xk +O(x− xk),

W1(x) = 1
x−xk +O(x− xk).

(3.15)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþW+(x), ùî ìà¹ ñèíãóëÿðíîñòi ó òî÷êàõ

ak àáî bk.

(b) Íåõàé ôóíêöiÿ W+(x) ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè ó òî÷êàõ ak iç òàêîþ

àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ ó îêîëi öèõ òî÷îê

W+(x) =
−1

x− ak
+ const. (3.16)

Ó öüîìó âèïàäêó ñóïåðïîòåíöiàë W (x) íå ìàòèìå ïîëþñiâ ó òî-
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÷êàõ ak, à ñóïåðïîòåíöiàë W1(x) ìàòèìå ïîëþñè iç òàêîþ ïîâåäiíêîþ

W1(x) =
−1

x− ak
+O(x− ak). (3.17)

(c) Íåõàé ôóíêöiÿ W+(x) ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè ó òî÷êàõ bk iç òàêîþ

àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ ó îêîëi öèõ òî÷îê

W+(x) =
−3

x− bk
+O(x− bk). (3.18)

Òåïåð ñóïåðïîòåíöiàëè ìàòèìóòü ïîëþñè iç òàêîþ àñèìïòîòè÷íîþ ïî-

âåäiíêîþ

W (x) = −1
x−bk +O(x− bk),

W1(x) = −2
x−bk +O(x− bk).

(3.19)

Çàçíà÷èìî, ùî iñíóâàííÿ ñèíãóëÿðíîñòåé ôóíêöi¨W+(x) iç iíøîþ

ïîâåäiíêîþ ñïðè÷èíèòü íàÿâíiñòü ñèíãóëÿðíîñòåé ó ïîòåíöiàëi V−(x),

à ôóíêöi¨ W+(x), ùî ìàþòü ïåðåëi÷åíi âëàñòèâîñòi, ãåíåðóþòü íåñèí-

ãóëÿðíi ÊÒÐ ïîòåíöiàëè.

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ψ−0 (x) òà õâèëüîâà

ôóíêöiÿ ψ−ε (x) ñòàíó iç åíåðãi¹þ ε, ùî çàäàþòüñÿ âèðàçàìè (2.8) òà

(2.15), ìàòèìóòü âóçëè: õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 (x) ó òî÷êàõ x−k òà bk, à

õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x) - ó òî÷êàõ x+k òà bk.

Äëÿ îäåðæàííÿ âèïàäêîâîãî ïîòåíöiàëó ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó ãå-

íåðóþ÷ó ôóíêöiþ ïîäiáíî äî òîãî. ÿê öå çðîáëåíî ó (3.3)

W+(x) = W i
+(x), (3.20)

äå äëÿ äàíîãî i çìiííà x âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi (3.1). Âèáèðàþ÷è ãå-

íåðóþ÷ó ôóíêöiþ íåïàðíîþ âiäíîñíî öåíòðó âèçíà÷åíîãî iíòåðâàëó

W i
+

(
li + li+1

2
− x
)

= −W i
+

(
li + li+1

2
+ x

)
, (3.21)

ìè îäåðæèìî ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) i W1(x), ÿêi ìàòèìóòü òàêó æ

âëàñòèâiñòü òà çàäîâîëüíÿòèìóòü óìîâó (3.21). ßê íàñëiäîê öi ñóïåð-
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ïîòåíöiàëè çàäîâîëüíÿòèìóòü (3.4) i òîìó ïðèâîäÿòü äî îáìåæåíèõ òà

âèçíà÷åíèõ íà âñié äiéñíié îñi âëàñíèõ ôóíêöié.

Äëÿ iëþñòðàöi¨ îïèñàíî¨ ìåòîäèêè íàâåäåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ ÊÒÐ

âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ, ÿêi ìîæíà òàêîæ ïåðåòâîðèòè ó ïåðiîäè÷íi.

3.5 Òðèãîíîìåòðè÷íèé âèïàäêîâèé ïîòåíöiàë iç äâî-

ìà âiäîìèìè ñòàíàìè

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ W+(x), ùî ìà¹ ëèøå íóëi

W+(x) = W i
+(x) =

α

βi
sin(βi(x− li)), (3.22)

ó ÿêié α > 0, à ïàðàìåòðè βi - âèïàäêîâi. Òóò i íàäàëi ó öüîìó ïðèêëàäi

äëÿ êîæíî¨ i çìiííà x íàëåæèòü âiäïîâiäíîìó iíòåðâàëîâi (3.1)

li+1 = li +
2π

βi
, l0 = 0. (3.23)

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ (3.22) ¹ íåïåðåðâíîþ, ÿêà ìà¹ íóëi iç äîäà-

òíèìè ïîõiäíèìè ó òî÷êàõ x+k = lk òà âiä'¹ìíèìè ïîõiäíèìè ó òî÷êàõ

x−k = (lk + lk+1)/2 . Iç óìîâè íåñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âè-

ïëèâà¹, ùî ε = W
′
(x+k )/2 = α/2. Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.20), îäåðæèìî

äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ

W (x) = 1
2

(
α
βi

sin
(
βi(x− li)

)
+ βitg

(
βi
2 (x− li)

))
,

W1(x) = 1
2

(
α
βi

sin
(
βi(x− li)

)
− βitg

(
βi
2 (x− li)

))
.

(3.24)

Ñóïåðïîòåíöiàë W (x) ïðèâîäèòü äî òàêîãî ÊÒÐ ïîòåíöiàëó

16V−(x) =
α(α + 4β2

i )

β2
i

− 2β2
i −

α2

β2
i

cos
(
2βi(x− li)

)
− 8α cos

(
βi(x− li)

)
.

(3.25)
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Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ (2.8) òà åíåðãi¹þ ε =

α/2 (2.15) ¹ òàêèìè

ψ−0 (x) = C−0 (−1)i cos
(
βi
2 (x− li)

)
exp

(
− α

β2
i

sin2
(
βi
2 (x− li)

))
,

ψ−ε (x) = C−ε (−1)i sin
(
βi
2 (x− li)

)
exp

(
− α

β2
i

sin2
(
βi
2 (x− li)

))
.

(3.26)

Ìíîæíèê (−1)i ââåäåíèé äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè íåïåðåðâíîñòi õâè-

ëüîâî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíî¨.

Äëÿ âèïàäêó βi = 1 îäåðæó¹ìî ïåðiîäè÷íó ñèñòåìó. Ïåðiîä ψ−0 (x)

ñòàíîâèòü 2L = 4π, i âîíà íà iíòåðâàëi L ìà¹ îäèí âóçîë òà çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó ψ−0 (x + 2π) = −ψ−0 (x). Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x) ¹ òàêîæ

ïåðiîäè÷íîþ iç ïåðiîäîì 2L = 4π, ìà¹ îäèí âóçîë íà ïðîìiæêó L òà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ψ−ε (x + 2π) = −ψ−ε (x). Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 (x)

âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ E1 âåðõíüîãî êðàþ ïåðøî¨ çîíè, à õâèëüîâà ôóí-

êöiÿ ψ−ε (x) âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ E1′ äíà êðàþ äðóãî¨ çîíè. Îòæå, øèðèíà

çàáîðîíåíî¨ çîíè ñêëàäà¹ E1′ −E1 = ε = α/2. Çàçíà÷èìî, ùî öåé ïåði-

îäè÷íèé âèïàäîê âiäòâîðþ¹ îäèí iç ïîòåíöiàëiâ, ùî âèâ÷àâñÿ ó [38].

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî õâèëüîâi ôóíêöi¨, îäåðæàíi ó öüîìó ïðèêëà-

äi, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè, îäåðæàíi ó [114] ó ðàìêàõ ñóïåðñèìåòðè÷íî¨

êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ñàìî-içîñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâî-

ñòåé ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàðòíåðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó. Iç öi¹¨ òî÷êè çîðó

ãàìiëüòîíiàí H+, ÿêèé ìè âèêîðèñòîâó¹ìî, ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèì ïàð-

òíåðîì H− ïåðøîãî ïîðÿäêó.
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3.6 Íåâïîðÿäêîâàíà ìîäåëü Êðîíiãà-Ïåííi iç äâî-

ìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè

Ðîçãëÿíåìî ñêëàäíiøèé ïðèêëàä âèïàäêîâî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨

W+(x), ùî ìà¹ íóëi òà ïîëþñè. Ïðîñòiøîþ iç òàêèõ ôóíêöié ¹

W+(x) = W i
+(x) =

1

βi
tg(βi(x− li)), (3.27)

ó ÿêié iíäåêñîâi i âiäïîâiäà¹ çìiííà x, âèçíà÷åíà íà âiäïîâiäíîìó ií-

òåðâàëi (3.1)

li+1 = li +
2π

βi
, l0 = 0. (3.28)

Öÿ ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (a), à ñàìå

W
′
(x+k = lk) = 1 = 2ε. (3.29)

Îòæå, åíåðãiÿ çáóäæåíîãî ñòàíó ðiâíà ε = 1/2. Äëÿ òîãî, ùîá

çàäîâîëüíèòè óìîâè (b) i (c) 3.4, ïàðàìåòðè βi ìîæóòü íàáóâàòè ëèøå

çíà÷åíü 1 òà 1/
√

3, i βi âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

βi = 1− ni + ni
1√
3
, (3.30)

äå ni âèïàäêîâi ïàðàìåòðè, ÿêi ìîæóòü íàáóâàòè çíà÷åíü 0 àáî 1. Ãå-

íåðóþ÷ó ôóíêöiþ ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

W+(x) = (1− ni)tg(x− li) + ni
√

3 tg

(
(x− li)√

3

)
. (3.31)

Öÿ ôóíêöiÿ ïðèâîäèòü äî òàêèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ

W (x) = ni
1√
3
tg

(
(x−li)√

3

)
,

W1(x) = (1− ni)tg(x− li) + ni
2√
3
tg

(
(x−li)√

3

)
,

(3.32)

i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨

V−(x) = −ni
6
. (3.33)
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Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî iíäåêñó i ñóïåðïîòåíöiàëè òà ïîòåí-

öiàëüíà åíåðãiÿ âèçíà÷åíi íà âiäïîâiäíîìó iíòåðâàëi (3.1). Îòæå, öåé

ïîòåíöiàë âiäïîâiäà¹ íåóïîðÿäêîâàíié ìîäåëi Êðîíiãà-Ïåííi.

Äëÿ öüîãî ÊÒÐ ïîòåíöiàëó ìè îäåðæàëè õâèëüîâi ôóíêöi¨, ÿêi

âiäïîâiäàþòü íóëüîâié åíåðãi¨ òà åíåðãi¨ ε = 1/2, âiäïîâiäíî,

ψ−0 (x) = C−0 (−1)
∑i−1
j=0 ni

(
(1− ni) + ni cos

(
(x− li)√

3

))
, (3.34)

ψ−ε (x) = C−ε (−1)
∑i−1
j=0(1−ni)

(
(1−ni) sin(x− li)+ni

√
3

2
sin

(
2(x− li)√

3

))
,

(3.35)

äå äëÿ êîæíîãî i çìiííié x âiäïîâiäà¹ iíòåðâàë (3.1). Ìíîæíèê âèäó

(−1)f(ni) çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü õâèëüîâèõ ôóíêöié òà ¨õ ïîõiäíèõ,

ñòàëi C−0 òà C̃−0 - äîâiëüíi ñòàëi îäíàêîâi äëÿ âñiõ iíòåðâàëiâ. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.12), ìîæíà âiäøóêàòè iíøó ïàðó ëiíiéíî íåçàëå-

æíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ψ̃−0 (x) òà ψ̃−ε (x) äëÿ çàäàíèõ ψ−0 (x) òà ψ−ε (x):

ψ̃−0 (x) = C̃i

(
(1−ni)(x+Ci) +ni

[
Ci cos

(
x− li√

3

)
+
√

3 sin

(
x− li√

3

)])
,

(3.36)

ψ̃−ε (x) = C̃i

(
− (1− ni) cos(x− li) + ni cos

(
2(x− li)√

3

)
, (3.37)

ó ÿêèõ êîíñòàíòè C̃i òà Ci ïiäáèðàþòü òàêèìè ùîáè çàáåçïå÷èòè íåïå-

ðåðâíiñòü õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíî¨ ó òî÷êàõ çøèâàííÿ. Îäíàê,

ðîçâ'ÿçîê ψ̃−0 (x), áóäó÷è ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà, íå ìà¹ ôi-

çè÷íîãî çìiñòó, îñêiëüêè õâèëüîâà ôóíêöiÿ (3.36) ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ

âiä x, äëÿ iíòåðâàëiâ ç ni = 0, ùî ïðèçâîäèòü äî ðîçáiãàííÿ ¨¨ ïðè x, ùî

ïðÿìó¹ äî∞ àáî −∞. Îòæå, âëàñíèé ñòàí iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ íåâè-

ðîäæåíèé, à ñòàí iç åíåðãi¹þ ε - äâîêðàòíî âèðîäæåíèé ç õâèëüîâèìè

ôóíêöiÿìè (3.35) òà (3.37).
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Ðèñ. 3.2: Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−
0 (x), ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ñòàíîâi ìîäåëi Êðîíiãà-

Ïåííi iç íóëüîâèì ðiâíåì åíåðãi¨ äëÿ i = 0 . . . 8, ni = {1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1}. Æèðíîþ

ëiíi¹þ íàâåäåíî ïîòåíöiàë V−(x). Êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ C−
0 âèáðàíà ðiâíîþ îäè-

íèöi.

Ïîòåíöiàë V−(x), õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 (x) âëàñíîãî ñòàíó ç íóëüî-

âèì çíà÷åííÿ åíåðãi¨ i õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−ε (x) òà ψ̃−ε (x) âëàñíîãî ñòàíó

ç åíåðãi¹þ ε çîáðàæåíî íà ðèñ.3.2 òà ðèñ.3.3 âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çìiíi âèïàäêîâîãî ïàðàìåòðà ni çìiíþ¹òüñÿ

ëèøå âåëè÷èíà ∆li =
√

3π/(ni+
√

3(1−ni)), ÿêà ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü

∆la = π, ∆lb =
√

3π. Òîìó, øèðèíà ÿìè ïîâèííà áóòè êðàòíîþ
√

3π, à

âiäñòàíü ìiæ ÿìàìè - êðàòíîþ π. Öi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü

iñíóâàííÿ äåëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ, òàêîæ ¹ íàñëiäêîì óìîâè (3.4).

Ïiäêðåñëèìî, ùî i ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà, ðîçñòàâëÿþ÷è ni ó

ïåâíîìó ïîðÿäêó, íàïðèêëàä, n1 = 0, n2 = 1, n3 = 0, n4 = 1 . . . ,

ïðèéòè äî âïîðÿäêîâàíî¨ ìîäåëi.

3.7 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

SUSY-ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ çàïðîïîíîâàíèé ó

[35,37], óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ. Ïîêàçàíî, ïðè
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Ðèñ. 3.3: Õâèëüîâi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ñòàíîâi ìîäåëi Êðîíiãà-

Ïåííi iç ðiâíåì åíåðãi¨ ε äëÿ i = 0 . . . 8, ni = {1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1}. Æèðíîþ ëiíi¹þ

ïîçíà÷åíî ïîòåíöiàë V−(x), ñóöiëüíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ ψ−
ε (x), ïóíêòèðíà � ψ̃−

ε (x).

Êîíñòàíòè íîðìóâàííÿ C−
ε òà C̃−

ε âèáðàíi ðiâíèìè îäèíèöi.

ÿêèõ óìîâàõ ïîòåíöiàë äàâàòèìå äâà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêè, à õâèëüîâi ôóí-

êöi¨ îïèñóâàòèìóòü äåëîêàëiçîâàíi ñòàíè.

Âèáèðàþ÷è ðiçíi âèïàäêîâi ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ W+(x) îäåðæàíî

ÊÒÐ âèïàäêîâi ïîòåíöiàëè V−(x), äëÿ ÿêèõ çíàéäåíî äâà òî÷íi ñòàíè

òà âiäïîâiäíi åíåðãi¨.

Íàâåäåíî ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ, îäèí iç ÿêèõ

âiäïîâiäà¹ íåóïîðÿäêîâàíié ìîäåëi Êðîíiãà-Ïåííi, äëÿ ÿêî¨ çíàéäåíî

äâà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü íóëüîâié åíåðãi¨ òà åíåðãi¨, ðiâ-

íié ε. Çàçíà÷èìî, ñòàí iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ íå âiäíîñèòüñÿ äî îñíîâ-

íîãî ñòàíó, ïðî ùî ñâiä÷èòü íàÿâíiñòü âóçëiâ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíóòî óìîâè, ïðè ÿêèõ âèïàäêîâèé ñóïåðïîòåíöiàë ïðèâî-

äèòü äî ïåðiîäè÷íî¨ ìîäåëi Êðîíiãà-Ïåííi. Äëÿ àíàëiçó îäåðæàíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà iç ïåðiîäè÷íèì ïîòåíöiàëîì ìîæíà

çàñòîñóâàòè îñöèëÿöiéíó òåîðåìó, çãiäíî iç ÿêîþ ó âèïàäêó ÊÒÐ ïî-

òåíöiàëó iç îäíèì âiäîìèì ðîçâ'ÿçêîì îäåðæàíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäà¹
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âåðõíüîìó êðàþ ÷åòâåðòî¨ çîíè àáî íèæíüîìó êðàþ ï'ÿòî¨, ÿêùî íó-

ìåðàöiÿ çîí ïî÷èíà¹òüñÿ iç îäèíèöi. Äëÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ iç äâîìà

ðîçâ'ÿçêàìè îäåðæàíèé ðîçâ'ÿçîê E = 0 âiäïîâiäà¹ âåðõíüîìó êðàþ

ïåðøî¨ çîíè àáî íèæíüîìó êðàþ äðóãî¨, à ðîçâ'ÿçîê E = ε � âåðõíüî-

ìó êðàþ òðåòüî¨ çîíè àáî íèæíüîìó êðàþ ÷åòâåðòî¨.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [91,92].
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Ðîçäië 4

Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè

äëÿ ñèñòåì, ìàñà ÿêèõ çàëåæèòü âiä

êîîðäèíàò. Îñíîâíèé i ïåðøèé

çáóäæåíèé ñòàíè

4.1 Âñòóï

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi

ñèñòåìè iç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, ãàìiëüòîíiàí ÿêèõ â ïðåä-

ñòàâëåííi ôîí Ðîññà [66] ìà¹ âèãëÿä

H =
1

4
[mαpmβpmγ +mγpmβpmα] + V (x), (4.1)

äå äiéñíi ïàðàìåòðè α, β i γ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó α + β + γ = −1.

Òàêà ôîðìà ãàìiëüòîíiàíà çàáåçïå÷ó¹ åðìiòîâiñòü òà ïðàâèëüíó àñèì-

ïòîòèêó ãàìiëüòîíiàíà ïðè ïåðåõîäi äî m(x) = const.

Ïðîáëåìi îäåðæàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåì iç ìàñîþ, ùî

çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò, áóëî ïðèñâÿ÷åíî ðÿä ðîáiò [74�78, 87, 89, 127,

129, 130]. Äî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàñòîñîâóâàâñÿ òàêîæ i

ìåòîä ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè [74,87].

Îäíàê, êiëüêiñòü òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷ ¹ îáìåæåíîþ. Òîìó

öiêàâîþ i âàæëèâîþ çàëèøà¹òüñÿ çàäà÷à ïîøóêó êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçó-

âàíèõ (ÊÒÐ) ïîòåíöiàëiâ, äëÿ ÿêèõ ìîæíà çíàéòè òî÷íî êiëüêà åíåð-
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ãåòè÷íèõ ðiâíiâ i âiäïîâiäíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié [41,43,74,79,131,137,

138]. Ñåðåä íèõ - êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè iç ìàñîþ, çàëå-

æíîþ âiä êîîðäèíàò [79, 131] òà ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè [41, 45, 47, 74].

Çàçíà÷èìî, ùî õî÷à äîñëiäæåííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ ïðîâîäèòüñÿ äî-

ñèòü äàâíî, äî öüîãî ÷àñó öÿ òåìàòèêà çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíîþ (äèâ.,

íàïðèêëàä, ðîáîòè [137,138] òà ïîñèëàííÿ ó íèõ).

Òîìó â öüîìó òà íàñòóïíîìó ðîçäiëàõ áóäå äåòàëüíî ðîçãëÿíó-

òî ðîçøèðåííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó êîíñòðóþâàííÿ êâàçiòî÷íî

ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ íà âèïàäîê ñèñòåì ç êîîðäèíàòíî çàëåæíîþ

ìàñîþ.

Ïðè âèâ÷åííi ñèñòåì iç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, âèíèêà-

þòü âàæëèâi çàãàëüíîôiçè÷íi ïðîáëåìè, çîêðåìà, ïðîáëåìà âïîðÿäêó-

âàííÿ íåêîìóòàòèâíèõ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó ó îïåðàòîði

êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨, óòî÷íåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ïî-

âåðõíþ, íà ÿêié ïîòåíöiàë òà åôåêòèâíà ìàñà ¹ ðîçðèâíèìè ôóíêöiÿìè,

ïðîáëåìà ãàëiëå¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåì iç ïîçèöiéíî-çàëåæíîþ

ìàñîþ [67,74,123,127,128].

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îòðèìà¹ìî åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi

ñèëüíîãî çâ'ÿçêó â íàáëèæåííi ïîâiëüíî¨ çìiíè iíòåãðàëà ïåðåõîäó, äëÿ

ÿêîãî ïðîàíàëiçó¹ìî ïðîáëåìó óïîðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè

òà iìïóëüñó â êiíåòè÷íié åíåðãi¨.

4.2 Ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè iç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä

êîîðäèíàò, ó ïðåäñòàâëåííi ôîí Ðîññà

Îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ ãàìiëüòîíiàíà ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, ÿêà çàëå-

æèòü âiä êîîðäèíàò, ¹ óïîðÿäêóâàííÿ ìàñè òà îïåðàòîðiâ iìïóëüñó ó

îïåðàòîði êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨. Çóïèíèìîñÿ íà äâîïàðàìåòðè÷íié ôîðìi
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îïåðàòîðà êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ Ðîññà [66, 88], äëÿ ÿêî¨ îïåðàòîð ãàìiëü-

òîíiàíà ìà¹ âèãëÿä

H = −~
2

4
[mδ

′

(x)∇mκ′(x)∇mλ
′

(x) +mλ
′

(x)∇mκ′(x)∇mδ
′

(x)] + V (x),

(4.2)

äå V (x) - ïîòåíöiàë, δ
′
,κ′, λ′ - ïàðàìåòðè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

δ
′
+ κ′ + λ

′
= −1.

Ïîäàâøè m(x) ÿê

m(x) = m0M(x),

M(x) = 1
f2(x) ,

(4.3)

çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí ó âèãëÿäi

H = − ~2

4m0
[f δ(x)∇fκ(x)∇fλ(x) + fλ(x)∇fκ(x)∇f δ(x)] + V (x), (4.4)

äå íà iíäåêñè δ, κ, λ íàêëàäåíî óìîâó δ + κ + λ = 2. Ó ÷àñòêîâîìó

âèïàäêó, êîëè δ
′

= λ
′

= 0,κ′ = 1 àáî δ = λ = 0,κ = 2 ãàìiëüòîíiàí

íàáóâà¹ âèãëÿäó [58]

H = − ~2

2m0
∇f 2(x)∇+ V (x). (4.5)

Ãàìiëüòîíiàí (4.4) ìîæíà òàêîæ ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

H = − ~2

2m0

√
f(x)∇f(x)∇

√
f(x) + Veff(x), (4.6)

äå Veff(x) - äåÿêèé åôåêòèâíèé ïîòåíöiàë.

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) òàêîæ ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíà iç äåôîð-

ìàöi¹þ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ êîîðäèíàòîþ òà äåôîðìîâà-

íèì îïåðàòîðîì iìïóëüñó Pi =
√
f(x)pi

√
f(x), à ñàìå

[xi, Pj] = i~f(x) δij. (4.7)

ßêùî æ äåôîðìàöiÿ âiäñóòíÿ, òîáòî

[xi, pj] = i~ δij, (4.8)
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òî ìàñà ó îïåðàòîði êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ áóäå ñòàëîþ âåëè÷èíîþ.

Ãàìiëüòîíiàí (4.6) ìîæíà òàêîæ ïîäàòè ó âèãëÿäi

H = − P 2

2m0
+ V (x), (4.9)

äå P = −i~
√
f(x) ∇

√
f(x) =

√
f(x) p

√
f(x)

Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîð P ïîâèíåí áóòè åðìiòîâèì, òîáòî çàäî-

âîëüíÿòè óìîâó ∫
ψ∗Pϕ dx =

(∫
ϕ∗Pψdx

)∗
, (4.10)

äëÿ ôóíêöié ψ(x) i ϕ(x). Ïiäñòàâèâøè ó ëiâó ÷àñòèíó îñòàííüî¨ ðiâíî-

ñòi âèðàç äëÿ îïåðàòîðà P , îäåðæèìî

−i
∫ x2
x1
ψ∗(x)

√
f(x) d

dx

√
f(x)ϕ(x)dx =

−i
[ ∫ x2

x1
ϕ∗(x)

√
f(x) d

dx

√
f(x)ψ(x)dx

]∗
.

(4.11)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ëiâó ÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi ÷àñòèíàìè, îäåðæèìî

−i
∫ x2
x1
ψ∗(x)

√
f(x) d

dx

√
f(x)ϕ(x)dx = −if(x)ψ∗(x)ϕ(x)

∣∣∣∣x2
x1

+

i
∫ x2
x1
ϕ∗(x)

√
f(x) d

dx

√
f(x)ψ(x)dx.

(4.12)

Ïîêëàâøè ó îñòàííié ðiâíîñòi ϕ = ψ òà ïîðiâíÿâøè îäåðæàíèé

ðåçóëüòàò iç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (4.10), ïðèéäåìî äî óìîâè, ùî íàêëàäà¹-

òüñÿ íà õâèëüîâi ôóíêöi¨ òà ôóíêöi¨ f(x) äëÿ çàáåçïå÷åííÿ åðìiòîâîñòi

îïåðàòîðà P

lim
x→±∞

|ψ(x)|2f(x)→ 0. (4.13)

4.3 Âïîðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ ó ãàìiëüòîíiàíi ñè-

ñòåìè iç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò

ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî ïðè ðîçãëÿäi ñèñòåì ìàñà ÿêèõ çàëåæèòü

âiä êîîðäèíàò âèíèêà¹ ïðîáëåìà óïîðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ iìïóëüñó
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òà ìàñè ÿê ôóíêöi¨ âiä êîîðäèíàò. Ó ðîáîòi [95], âèõîäÿ÷è iç ìîäåëi

ñèëüíîãî çâ'ÿçêó òà ïîñòóëþþ÷è ïîâiëüíó çìiíó iíòåãðàëà ïåðåñêîêó,

ìè îäåðæàëè åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí, äëÿ ÿêîãî ïðîàíàëiçóâàëè ïðî-

áëåìó óïîðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ â êiíåòè÷íié åíåðãi¨.

Ðîçãëÿíåìî ãàìiëüòîíiàí ó òàê çâàíîìó âóçëîâîìó ïðåäñòàâëåííi

H =
∑
i

Ji(|i+ 1〉〈i|+ |i〉〈i+ 1|) +
∑
i

εi|i〉〈i|, (4.14)

äå |i〉 - âåêòîð ñòàíó ÷àñòèíêè íà âóçëi i, âåêòîðè ñòàíó íà ðiçíèõ

âóçëàõ - îðòîãîíàëüíi, Ji - òàê çâàíèé iíòåãðàë ïåðåõîäó ìiæ ñóñiäíiìè

âóçëàìè i òà i+ 1, à εi - åíåðãiÿ íà âóçëi i.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà

H|ψ〉 = E|ψ〉/ (4.15)

Éîãî ðîçâ'ÿçêè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

|ψ〉 =
∑

ci|i〉, (4.16)

äå εi � êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó, äëÿ ÿêèõ îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

Jici+1 + Ji−1ci−1 + εici = Eci. (4.17)

Çàëåæíiñòü ci âiä êîîðäèíàòè i-ãî âóçëà çàïèøåìî ÿê

ci = ψ(xi), (4.18)

äå xi � êîîðäèíàòà i-ãî âóçëà, âiäñòàíü ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè

� a. Ìè ïðèïóñòèìî, ùî ψ çìiíþ¹òüñÿ ìàëî íà âiäñòàíÿõ, ùî ìàþòü

ïîðÿäîê ìiæâóçëîâî¨ âiäñòàíi a. Òîäi ó äðóãîìó ïîðÿäêó ïî a ìîæíà

çàïèñàòè

ci+1 = ψ(xi + a) = ψ(xi) + ψ′(xi)a+ 1
2ψ
′′(xi)a

2,

ci−1 = ψ(xi − a) = ψ(xi)− ψ′(xi)a+ 1
2ψ
′′(xi)a

2,

Ji = V (xi + a) = J(xi) + J ′(xi)a+ 1
2J
′′(xi)a

2,

(4.19)
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äå ψ′(x) = dψ(x)/dx, ψ′′(x) = d2ψ(x)/dx2, J ′(x) = dJ(x)/dx, J ′′(x) =

d2J(x)/dx2.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi ðîçêëàäè ó (4.17), îòðèìà¹ìî

a2
(
J(x)ψ′′(x) + J ′(x)ψ′(x) + 1

2J
′′(x)ψ(x)

)
− aJ ′(x)ψ(x)

+2J(x)ψ(x) + ε(x)ψ(x) = Eψ(x),
(4.20)

äå ìè çàìiñòü xi íàïèñàëè x, ââàæàþ÷è ¨¨ íåïåðåðâíîþ çìiííîþ.

Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà iç ãàìiëü-

òîíiàíîì

H = a2
(
J(x)

d2

dx2
+ J ′(x)

d

dx

)
+

1

2
a2J ′′(x)−aJ ′(x)+2J(x)+ε(x). (4.21)

Îñêiëüêè (
J(x)

d2

dx2
+ J ′(x)

d

dx

)
=

d

dx
J(x)

d

dx
, (4.22)

ãàìiëüòîíiàí (4.21) ìîæíà çàïèñàòè ó ÿâíî åðìiòîâîìó âèãëÿäi

H = a2
d

dx
J(x)

d

dx
+
a2

2
J ′′(x)− aJ ′(x) + 2J(x) + ε(x). (4.23)

Ïåðøèé äîäàíîê ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êiíåòè÷íó åíåðãiþ, à íàñòó-

ïíi äîäàíêè � ÿê ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü

1
2

(
Jα(x) d

dxJ
β(x) d

dxJ
γ(x) + Jγ(x) d

dxJ
β(x) d

dxJ
α(x)

)
=

J(x) d2

dx2 + J ′(x) d
dx + 1

2(α + γ)J ′′(x)− αγ (J ′(x))2

J(x)

(4.24)

äå α+ β + γ = 1, ïåðåïèøåìî ãàìiëüòîíiàí (4.21) ó âèãëÿäi ñóìè êiíå-

òè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨

H = T + U. (4.25)

Òóò îïåðàòîðàìè êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ¹

T =
a2

2

(
Jα(x)

d

dx
Jβ(x)

d

dx
Jγ(x) + Jγ(x)

d

dx
Jβ(x)

d

dx
Jα(x)

)
(4.26)
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U =
a2

2
(1−α− γ)J ′′(x) + a2αγ

(J ′(x))2

J(x)
− aJ ′(x) + 2J(x) + ε(x) (4.27)

âiäïîâiäíî.

ßê âèäíî, òîé ñàìèé ãàìiëüòîíiàí (4.23) ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi

(4.25) iç ðiçíèì óïîðÿäêóâàííÿì ó êiíåòè÷íié åíåðãi¨. Çìiíà óïîðÿäêó-

âàííÿ ó (4.26) ïðèâîäèòü äî çìiíè ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ (4.27) òàê ùî

¨õ ñóìà íå çàëåæèòü âiä óïîðÿäêóâàííÿ. Ìîæíà âèáðàòè iíøå óïîðÿä-

êóâàííÿ i îäåðæàòè òîé æå ãàìiëüòîíiàí ó iíøîìó âèãëÿäi. Íàïðèêëàä,

äëÿ β = 1, α = γ = 0 ìè îäåðæó¹ìî ãàìiëüòîíiàí ó ôîðìi (4.23), à äëÿ

α = 1, γ = β = 0 ãàìiëüòîíiàí (4.23) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

H =
a2

2

(
J(x)

d2

dx2
+
d2

dx
J(x)

)
− aJ ′(x) + 2J(x) + ε(x). (4.28)

Çàçíà÷èìî, ùî (4.26) íå ¹ íàéçàãàëüíiøîþ ôîðìîþ äëÿ êiíåòè÷íî¨

åíåðãi¨ ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò. Ìè ïðîïîíó¹ìî çàãàëüíiøó

ôîðìó ó òàêîìó âèãëÿäi:

T =
a2

2

(
J1(x)

d

dx
J2(x)

d

dx
J3(x) + J3(x)

d

dx
J2(x)

d

dx
J1(x)

)
, (4.29)

äå òðè ôóíêöi¨ J1(x), J2(x), J3(x) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

J1(x)J2(x)J3(x) = J(x).

Çàóâàæèìî, ùî (4.29) ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi

T = a2
(
J(x) d2

dx2 + J ′(x) d
dx

)
+

+a2

2 [J1(x)(J2(x)J ′3(x))′ + J3(x)(J2(x)J ′1(x))′]
(4.30)

Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíèé âèðàç iç (4.21), áà÷èìî, ùî ãàìiëüòîíiàí

(4.21) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóìè êiíåòè÷íî¨ (4.29) i ïîòåíöiàëüíî¨

åíåðãi¨

U = 1
2a

2J ′′(x)− aJ ′(x) + 2J(x) + ε(x)−

−a2

2 [J1(x)(J2(x)J ′3(x))′ + J3(x)(J2(x)J ′1(x))′] .
(4.31)

Òîìó íåìà¹ ñåíñó îáãîâîðåííÿ ïðî óïîðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ ó

êiíåòè÷íié åíåðãi¨ ç ìàñîþ çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò áåç ïîòåíöiàëüíî¨
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åíåðãi¨. Äëÿ ðîçãëÿíóòî¨ ìîäåëi ãàìiëüòîíiàíîì (4.23) ìîæíà ïåðåïèñà-

òè ó çàãàëüíié ôîðìi (4.25) iç äîâiëüíèì óïîðÿäêóâàííÿì ó êiíåòè÷íié

åíåðãi¨.

Îòæå, ìè ðîçãëÿíóëè ìîäåëü ñèëüíîãî çâ'ÿçêó ç iíòåãðàëîì ïåðå-

õîäó, ùî ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ âçäîâæ ëàíöþæêà àòîìiâ. Ìè îòðèìàëè

åôåêòèâíèé ãàìiëüòîíiàí, ÿêèé ìiñòèòü êiíåòè÷íó åíåðãiþ ç ïîçèöiéíî-

çàëåæíîþ ìàñîþ i åôåêòèâíîþ ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ. i ïðèéøëè äî

âèñíîâêó, ùî çìiíà óïîðÿäêóâàííÿ â êiíåòè÷íié åíåðãi¨ ïðèçâîäèòü äî

çìiíè åôåêòèâíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨, çàëèøàþ÷è ãàìiëüòîíiàí òèì

ñàìèì. Öåé ãàìiëüòîíiàí ìîæíà çàïèñàòè â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ÿê ñó-

ìó êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ç äîâiëüíèì óïîðÿäêóâàííÿì ìàñè òà iìïóëüñó i

åôåêòèâíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨.

Òàêèì ÷èíîì, íåìà¹ íiÿêîãî ñåíñó ðîçãëÿäàòè ïðîáëåìó óïîðÿäêó-

âàííÿ â êiíåòè÷íié åíåðãi¨, íå âðàõîâóþ÷è ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ. Çâåð-

òà¹ìî óâàãó, ùî ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòi âïîðÿäêóâàííÿ äëÿ åôå-

êòèâíîãî ãàìiëüòîíiàíà ìîæå áóòè âèðiøåíà, ñòàðòóþ÷è ç ìiêðîñêîïi-

÷íî¨ ìîäåëi, ÿêà íå ìà¹ æîäíî¨ ïðîáëåìè óïîðÿäêóâàííÿ. ßê ïðèêëàä,

ìè ðîçãëÿíóëè ìîäåëü ñèëüíîãî çâ'ÿçêó ç iíòåãðàëîì ïåðåõîäó, ùî ïî-

âiëüíî çìiíþ¹òüñÿ âçäîâæ ëàíöþæêà. Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä îòðèìà-

ííÿ åôåêòèâíîãî ãàìiëüòîíiàíà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé i äî iíøèõ

ìîäåëåé.

Ìè òàêîæ çàïðîïîíóâàëè çàãàëüíiøó ôîðìó äëÿ êiíåòè÷íî¨ åíåð-

ãi¨ ç ïîçèöiéíî çàëåæíîþ ìàñîþ, íiæ çàïðîïîíîâàíà ôîí Ðîññîì.
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4.4 Ñóïåðñèìåòðè÷íà êâàíòîâà ìåõàíiêà äëÿ ñèñòåì,

ìàñà ÿêèõ çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò

Ðîçãëÿíåìî äëÿ ãàìiëüòîíiàíà (4.6) ñóïåðñèìåòðè÷íå ïðåäñòàâëå-

ííÿ Âiòòåíà [3, 139], äëÿ ÷îãî ââåäåìî îïåðàòîðè

B± =
1√
2

(
∓ iP +W (x)

)
, (4.32)

÷åðåç ÿêi ãàìiëüòîíiàíè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàðòíåðiâ H± çàïèñóþòü ÿê

H± = B∓B± =
1

2

(
P 2 + V±(x)

)
, (4.33)

äå V±(x) = W 2(x)±f W ′
(x) - ïîòåíöiàëè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàðòíåðiâ,

W (x) - ñóïåðïîòåíöiàë, W ′(x) = dW (x)
dx - ïîõiäíà âiä ñóïåðïîòåíöiàëó

çà êîîðäèíàòàìè.

Ðiâíÿííÿ äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàðòíåðiâ

çàïèøåìî ÿê

H±ψ
±
n (x) = E±n ψ

±
n (x), n = 0, 1, 2.... (4.34)

Åíåðãåòè÷íi ñïåêòðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïàðòíåðiâH+ iH− ñïiâïà-

äàþòü êðiì, ìîæëèâî, ëèøå ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ. Íåõàé ñòàí iç

íóëüîâîþ åíåðãi¹þ íàëåæèòü îïåðàòîðîâi H−. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ öüîãî

ñòàíó, âíàñëiäîê òîãî, ùî ãàìiëüòîíiàí H− ïðåäñòàâëåíî ó ôàêòîðèçî-

âàíîìó âèãëÿäi, çàäîâîëüíÿòèìå ðiâíÿííÿ B−ψ−0 (x) = 0 òà ìàòèìå

âèãëÿä

ψ−0 (x) =
C−0√
f(x)

exp

(
−
∫
W (x)

f(x)
dx

)
, (4.35)

äå C−0 - êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ.

Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âèêîíàííÿ óìîâè íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨ ôóí-

êöi¨ ñóïåðïîòåíöiàë ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè óìîâó

sign(W (±∞)) = ±1. (4.36)
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4.5 Ìîäåëü iç îäíèì òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì

Ìè âèêîðèñòà¹ìî ìåòîäèêó ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíi-

êè ç ìåòîþ ãåíåðóâàííÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ (ÊÒÐ) ïîòåíöiàëiâ

äëÿ ñèñòåì, ìàñà ÿêèõ çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò. ßê âèäíî iç (4.35), âè-

áèðàþ÷è ðiçíi ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) òà ôóíêöi¨ f(x), ìîæíà çíàéòè

ðîçâ'ÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè. Âèêîðèñòàâøè âèçíà÷åííÿ ïî-

òåíöiàëó (4.33)

Veff(x) = V−(x) = W 2(x)− f(x) W
′
(x), (4.37)

òà ðîçãëÿäàþ÷è W (x) òà f(x) ÿê ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ äëÿ ïîòåíöiàëó

V (x), ìîæåìî çíàéòè ñåðåä íèõ òàêó ïàðó ôóíêöié äëÿ, ÿêèõ iñíóâà-

òèìå òî÷íà âëàñíà ôóíêöiÿ äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè.

Ïðèêëàä 4.1.. Íåõàé

W (x) = αx2n+1, (n = 0, 1, ...), (4.38)

a

f(x) = (a+ bx2n+2)k, (4.39)

äå a, b > 0.

Ó öüîìó âèïàäêó ïîòåíöiàë, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ

îñíîâíîãî ñòàíó, ìà¹ âèãëÿä

V (x) = α2x2(2n+1) − α(2n+ 1)x2n(a+ bx2n+2)k, (4.40)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ äëÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ïðè b 6= 0 ¹

òàêîþ

ψ0(x) =
C0

(a+ bx2n+2)
k
2

· exp

(
− α

b(2n+ 2)(1− k)
(a+ bx2n+2)1−k

)
,

(4.41)
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à ïðè b = 0 âîíà ìà¹ âèãëÿä

ψ0(x) = C0 exp

(
− α

ak(2n+ 2)
x2n+2

)
. (4.42)

Iç íàâåäåíèõ âèðàçiâ âèäíî, ùî çâ'ÿçàíi ñòàíè iñíóþòü ïðè α >

0, öiëèõ n òà k < 1 . Ïðè k = 1 òàêîæ iñíóþòü çâ'ÿçàíi ñòàíè, ÿêi

îïèñóþòüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ

ψ0(x) = C0 · (a+ bx2n+2)
−( α

b(2n+2)+
1
2 ). (4.43)

Ïðè k > 1 çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ íå iñíóâàòèìå, òîìó ùî ó öüîìó âè-

ïàäêó íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà åðìiòîâîñòi îïåðàòîðà P .

Çàçíà÷èìî, ùî çâ'ÿçàíi ñòàíè iñíóþòü ÿê ïðè âiä'¹ìíèõ k, êîëè

ôóíêöiÿ f(x) íà íåñêií÷åííîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ (m(x) → ∞), äîñÿãà-

þ÷è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ó òî÷öi x = 0, òàê i ïðè äîäàòíèõ k, êîëè

âîíà íà íåñêií÷åííîñòi ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi (m(x)→ 0), äîñÿãàþ÷è

ó òî÷öi x = 0 ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Íàâåäåìî òàêîæ âiäïîâiäíi âèðàçè äëÿ V (x) i ψ0(x) ïðè n = 0

V (x) = α2x2 − α(a+ bx2)k, (4.44)

i

ψ0(x) =
C0

(a+ bx2)k/2
exp

(
α

2b(k − 1)
(a+ bx2)1−k

)
. (4.45)

òà ïðè n = 1

V (x) = α2x6 − 3αx2(a+ bx4)k, (4.46)

i

ψ0(x) =
C0

(a+ bx4)k/2
exp

(
α

4b(k − 1)
(a+ bx4)1−k

)
. (4.47)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çìiíi ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié f(x) i V (x) çìiíþ-

þòüñÿ îäíî÷àñíî i ìàñà m(x) i ïîòåíöiàë V (x). Öiêàâî ïðîñëiäêóâàòè

ÿê âïëèâàþòü ðiçíi çàëåæíîñòi ìàñè âiä êîîðäèíàò íà îñíîâíèé ñòàí

ïðè îäíîìó i òîìó æ ñàìîìó ïîòåíöiàëi. Äëÿ öüîãî ñëiä ïåðåéòè äî
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íîâèõ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié, à ñàìåW (x) i V (x). Öå ëåãêî çðîáèòè çíà-

éøîâøè f(x) iç âèðàçó äëÿ ïîòåíöiàëó

f(x) =
W 2(x)− V (x)

W ′(x)
. (4.48)

Ó öüîìó âèïàäêó âèáðàâøè ïåâíîãî âèäó ïîòåíöiàë V (x) òà çìiíþ-

þ÷è W (x), îäåðæèìî ðiçíi ôóíêöi¨ f(x), ùî çàáåçïå÷àòü âiäøóêàííÿ

òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè.

Ïðèêëàä 4.2. Âèáåðåìî ñóïåðïîòåíöiàë W (x) ó òàêîìó âèãëÿäi

W (x) = αϕ(x), (4.49)

à ïîòåíöiàë V (x) òàêèì

V (x) = kϕ2(x) + V0. (4.50)

Òåïåð, çàôiêñóâàâøè ïàðàìåòðè ïîòåíöiàëó k i V0 òà çìiíþþ÷è

ïàðàìåòð ñóïåðïîòåíöiàëó α, ìè çìîæåìî îäåðæàòè ðiçíi çàëåæíîñòi

ìàñè âiä êîîðäèíàò. Ó öüîìó âèïàäêó

f(x) =
(α2 − k)ϕ2(x)− V0

αϕ′(x)
, (4.51)

à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä

ψ0(x) = C0

√
ϕ′(x)(

(α2 − k)ϕ2(x)− V0
) 2α2−k

2(α2−k)

. (4.52)

Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ iñíóâàííÿ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ âèáåðåìî V0 âiä'¹ì-

íîþ âåëè÷èíîþ, òîáòî ïðèéìåìî, ùî V0 = −|V0|.

Óìîâè åðìiòîâîñòi îïåðàòîðà P

lim
x→±∞

|C0|
(α2 − k)ϕ2(x) + |V0|

= 0 (4.53)

òà êâàäðàòè÷íî¨ iíòåãðîâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòüñÿ ïðè

lim
x→±∞

ϕ(x) = ±∞. (4.54)
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Äëÿ ϕ(x) = x

V (x) = kx2 − V0, (4.55)

i

f(x) = (α2 − k)x2 + V0. (4.56)

Äëÿ öüîãî âèïàäêó õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ

ìà¹ âèãëÿä

ψ0(x) = C0

(
(α2 − k)x2 + V0

)− 2α2−k
2(α2−k)

(4.57)

i ïðè óìîâi α2 > k îïèñó¹ ëîêàëiçîâàíi ñòàíè.

Äëÿ ϕ(x) = sh(x)

V (x) = ksh2(x)− V0, (4.58)

a

f(x) =
(α2 − k)sh2(x) + V0

αch(x)
, (4.59)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ îñíîâíîãî ñòàíó ¹ òàêîþ

ψ0(x) = C0

√
αch(x)(

(α2 − k)sh2(x) + V0

) 2α2−k
2(α2−k)

. (4.60)

i ïðè α2 > k îïèñó¹ ëîêàëiçîâàíi ñòàíè.

ßêùî æ ϕ(x) = th(x), òî

V (x) = kth(x)− V0, (4.61)

a

f(x) =
ch2(x)

α
((α2 − k)th2(x) + V0), (4.62)

Òîäi õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ ñòàí iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ, ìà¹

âèãëÿä

ψ0(x) =
C0

ch(x)

(
(α2 − k)th2(x) + V0

)− 2α2−k
2(α2−k)

. (4.63)
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Àíàëiç âèðàçó äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïîêàçó¹, ùî âèêîíàííÿ óìî-

âè k > α2 íåäîñòàòíüî äëÿ iñíóâàííÿ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ, îñêiëüêè óìîâà

åðìiòîâîñòi îïåðàòîðà P âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ïðè ïåâíîìó ñïiââiäíîøåí-

íi ìiæ ïîñòiéíèìè α, k i V0, à ñàìå, êîëè V0/(k − α2) = 1.

Ïðèêëàä 4.3. Öiêàâî ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ çâ'ÿçà-

íèõ ñòàíiâ ó ïîëi iç ïîñòiéíèì ïîòåíöiàëîì äëÿ ÷àñòèíêè, ìàñà ÿêî¨

çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò. Âèêîðèñòàâøè âèçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó (4.33)

òà ïðèéíÿâøè éîãî ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ ðiâíîþ V0, îäåðæèìî

f(x) =
W 2(x)− V0
W ′(x)

, (4.64)

ó ÿêîìó iç âèìîãè, ùîáè f(x) íå ïåðåòâîðþâàëàñÿ ó íóëü òà íå ñòàâàëà

âiä'¹ìíîþ, âèáåðåìî V0 < 0, òîáòî V0 = −|V0| òà W
′
(x) > 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíó ôóíêöiþ f(x) ó âèðàç äëÿ õâèëüîâî¨ ôóí-

êöi¨ îñíîâíîãî ñòàíó (4.35), îòðèìà¹ìî

ψ0(x) = C0

√
W ′(x)

W 2(x) + |V0|
. (4.65)

Óìîâà åðìiòîâîñòi îïåðàòîðà P äëÿ öüîãî âèïàäêó íàáóâà¹ âèãëÿ-

äó

lim
x→±∞

|C0|
W 2(x) + |V0|

= 0, (4.66)

òà çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ, êîëè

lim
x→±∞

W (x) = ±∞. (4.67)

Óìîâà êâàäðàòè÷íî¨ iíòåãðîâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ òàêà:∫
|ψ0(x)|2dx = |C0|2

∫
W
′
dx

(W 2(x)+|V0|)2

= |C0|2
∫

dW
(W 2(x)+|V0|)2 = π

|V0|3/2
,

(4.68)

çâiäêè C0 = |V0|3/4/
√
π.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä âèíèêíåííÿ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ ó ïîëi ç ïîñòié-

íèì ïîòåíöiàëîì òà ìàñîþ, ùî ¹ ôóíêöi¹þ âiä êîîðäèíàò. Âèáåðåìî
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ñóïåðïîòåíöiàë W (x), ó òàêîìó âèãëÿäi

W (x) = sh(x). (4.69)

Ôóíêöiÿ f(x), ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò ïðè ðóñi

ó ïîëi iç ñòàëèì ïîòåíöiàëîì −|V0|, ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

f(x) =
sh2(x) + |V0|

ch(x)
. (4.70)

Âiäïîâiäíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ¹ ëîêàëiçîâàíîþ ó òî÷öi x = 0 i ¹

òàêîþ

ψ0(x) = C0

√
ch(x)

sh2(x) + |V0|
. (4.71)

Çàçíà÷èìî, ùî çâ'ÿçàíèé ñòàí, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ õâèëüîâîþ ôóí-

êöi¹þ ψ0(x), iñíó¹ ïðè ÿê çàâãîäíî ìàëîìó âiä'¹ìíîìó ïîòåíöiàëi.

Iíøèé ïðèêëàä ðóõó ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, ùî ¹ ôóíêöi¹þ âiä êîîð-

äèíàò ó ïîëi ç ïîñòiéíèì ïîòåíöiàëîì, ðîçãëÿíåìî ó íàñòóïíîìó ïiä-

ðîçäiëi.

4.6 Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi çàäà÷i iç äâîìà ðiâíÿ-

ìè

Äëÿ îäåðæàííÿ ùå îäíîãî âëàñíîãî ñòàíó îïåðàòîðà H−, âðà-

õó¹ìî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíiàíiâ H+ i H−

ïîâ'ÿçàíi ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè

E−n+1 = E+
n , E

−
0 = 0, (4.72)

ψ−n+1(x) =
1√
E+
n

B+ψ+
n (x), (4.73)

ψ+
n (x) =

1√
E−n+1

B−ψ−n+1(x). (4.74)
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Ðîçãëÿíóâøè ãàìiëüòîíiàí H+, ÿêèé ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèì ïàðòíå-

ðîì îïåðàòîðà H−, òà çíàéøîâøè éîãî îñíîâíèé ñòàí, ìè òèì ñàìèì

îäåðæèìî ïåðøèé çáóäæåíèé ñòàí îïåðàòîðà H−. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñó-

ïåðñèìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ (4.72), çàïèøåìî H+ ó òàêîìó âèãëÿäi

H+ = H1
− + ε = B+

1 B
−
1 + ε, ε > 0, (4.75)

ùî ïðèâîäèòü äî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîòåíöiàëàìè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ

ïàðòíåðiâ

V+(x) = V
(1)
− (x) + ε, (4.76)

äå B±1 òà V (1)
− çàäàíi âèðàçàìè (4.32) òà (4.33) iç íîâèì ñóïåðïîòåíöi-

àëîì W1(x), à ε ¹ åíåðãi¹þ îñíîâíîãî ñòàíó ãàìiëüòîíiàíà H+, òîäi ÿê

åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó H− ¹ íóëüîâîþ.

Ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) òà W1(x) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

W 2
0 (x) + f(x) W

′

0(x) = W 2
1 (x)− f(x)W

′

1(x) + 2ε. (4.77)

Õâèëüîâó ôóíêöiþ îïåðàòîðà H+ iç åíåðãi¹þ E = ε çíàéäåìî iç

ðiâíÿííÿ B−1 (x)ψ+
1 (x) = 0, ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹

ψ+
1 (x) =

C+
1√
f(x)

exp

(
−
∫
W1(x)

f(x)
dx

)
. (4.78)

Çàñòîñîâóþ÷è ñóïåðñèìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ (4.73) äî ψ+
1 (x) îäåð-

æèìî õâèëüîâó ôóíêöiþ çáóäæåíîãî ñòàíó ç åíåðãi¹þ E = ε ãàìiëüòî-

íiàíà H−

ψ−1 (x) =
C−1√
f(x)

W+(x) exp

(
−
∫
W1(x)

f(x)
dx

)
. (4.79)

äå W+(x) = W1(x) +W (x).

Ç ðiâíÿííÿ(4.77) íå âäà¹òüñÿ çíàéòè íi W (x), íi W1(x), àëå ìî-

æíà çíàéòè òàêó ïàðó âåëè÷èí W (x) i W1(x), ÿêi çàäîâîëüíÿòèìóòü
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öå ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî äâi íîâèõ âåëè÷èíè

W+(x) = W1(x) +W (x),

W−(x) = W1(x)−W (x),
(4.80)

÷åðåç ÿêi ðiâíÿííÿ (4.77) çàïèñó¹òüñÿ ÿê

f(x) W
′

+(x) = W+(x) W−(x) + 2ε. (4.81)

Öå íîâå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÿê âiäíîñíî W−(x) äëÿ çàäà-

íîãî W+(x) òàê i íàâïàêè. Ìè âèðàæàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç W+(x).

Òîäi

W−(x) =
f(x) W+

′(x)− 2ε

W+(x)
, (4.82)

äå

W (x) = 1
2

(
W+(x)− f(x) W

′
+(x)−2ε

W+(x)

)
,

W1(x) = 1
2

(
W+(x) +

f(x) W
′
+(x)−2ε

W+(x)

)
.

(4.83)

Âèìîãà íåñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó V−(x) íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà

ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþW+(x). Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëèW+(x) ìà¹ ïðî-

ñòi íóëi ó òî÷öi x0, òîáòî ó îêîëi òî÷êè íóëÿ ïîâåäiíêà W+(x) ¹ òàêîþ

W+(x) = W
′

+(x0) (x− x0) +
1

2
W
′′

+(x0) (x− x0)2. (4.84)

Íåñèíãóëÿðíiñòü V−(x) ìîæíà çàáåçïå÷èòè íåñèíãóëÿðíiñòþW−(x),

ùî ïðèâîäèòü çíà÷åííÿ åíåðãi¨ çáóäæåíîãî ðiâíÿ

ε =
f(x0) W

′

+(x0)

2
. (4.85)

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ îñíîâíîãî òà ïåðøî-

ãî çáóäæåíîãî ñòàíiâ äëÿ äåÿêèõ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié òà ôóíêöié, ùî

îïèñóþòü çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò. Ïî÷íåìî iç âèïàäêiâ, äëÿ

ÿêèõ çàëåæíiñòü âiä êîîðäèíàò ÿê ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨, òàê i ìàñè ÷à-

ñòèíêè ¹ ñòåïåíåâèìè ôóíêöiÿìè.
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Ïðèêëàä 4.4. Âèáåðåìî ãåíåðóþ÷îþ ôóíêöiþ

W+(x) = A x,A > 0, (4.86)

ÿêà ìà¹ íóëi ó òî÷öi x0 = 0, à ôóíêöi¹þ f(x) - êâàäðàòè÷íó ôóíêöiþ

êîîðäèíàò

f(x) = a+ bx2, a, b > 0. (4.87)

Ó öüîìó âèïàäêó

ε =
aA

2
, (4.88)

a

W−(x) = bx. (4.89)

Ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) òà W1(x) íàáóâàþòü âèãëÿäó

W (x) = A−b
2 x,

W1(x) = A+b
2 x,

(4.90)

à õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

ψ0(x) = C0(a+ bx2)−[
A−b
4b + 1

2 ],

ψ1(x) = C1x(a+ bx2)−[
A+b
4b + 1

2 ].
(4.91)

Ç óìîâè ïðàâèëüíî¨ ïîâåäiíêè W(x) âèïëèâà¹ óìîâà A > b. Ïî-

òåíöiàë V−(x) äëÿ öüîãî âèïàäêó ¹ òàêèì

V−(x) =

(
A2

4
− Ab+

3

4
b2
)
x2 − (A− b)a

2
. (4.92)

Ïðè óìîâi, ùî A = b àáî A = 3b ïîòåíöiàë íàáóâà¹ ñòàëîãî çíà÷åííÿ

V−(x) = −(A− b)a/2. Ïðè A = b ñóïåðïîòåíöiàë W (x) = 0, ùî ïðèâî-

äèòü äî õâèëüîâèõ ôóíêöié, ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó åðìiòîâîñòi,

à òîìó íå ïðèâîäÿòü äî ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ.

Ó äðóãîìó âèïàäêó (A = 3b) V−(x) = −ba ñóïåðïîòåíöiàëè íàáó-

âàþòü âèãëÿäó

W (x) = bx,

W1(x) = 2bx,
(4.93)
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à âiäïîâiäíi õâèëüîâi ôóíêöi¨

ψ0(x) = C0

a+bx2 ,

ψ1(x) = C1x
(a+bx2)3/2

,
(4.94)

îïèñóþòü ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ïðè áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ a i b. Ìàñàm(x) =

m0/f
2(x) ïðè öüîìó ó òî÷öi x0 = 0 äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Ïðèêëàä 4.5. Iíøèé ïðèêëàä ç òi¹þ æ ãåíåðóþ÷îþ ôóíêöi¹þ

W+(x) = Ax, êîëè ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ âèãëÿä

f(x) =
B

a+ bx2
. (4.95)

äà¹ äëÿ åíåðãi¨ ïåðøîãî çáóäæåíîãî ðiâíÿ âèðàç

ε =
AB

2a
. (4.96)

Ñóïåðïîòåíöiàëè çàäà÷i ó öüîìó âèïàäêó ¹ òàêèìè

W (x) =
Abx3+(Aa+Bb

a )x

2(a+bx2) ,

W1(x) =
Abx3+(Aa−Bba )x

2(a+bx2) ,
(4.97)

Ïîòåíöiàë V−(x), ó ïîëi ÿêîãî ðóõà¹òüñÿ ÷àñòèíêà iç ìàñîþ,ùî ¹

ôóíêöi¹þ âiä êîîðäèíàò, ¹ òàêèì

V−(x) = A2b2

4
x6

(a+b2)2 +
A2ab+ABb2

a

2
x4

(a+bx2)2 + ABb2 x4

(a+bx2)3+

+
(Aa+Bb

a )2

4
x2

(a+bx2)2 −
3ABb
2

x2

(a+bx2)2+

+(ABab+ B2b2

a ) x2

(a+bx2)3 −
(Aa+Bb

a )B

2
1

(a+bx2)2 .

(4.98)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ îñíîâíîãî ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ìà¹ âè-

ãëÿä

ψ0(x) = C0

√
a+ bx2 exp

(
− Ab

8B
x4 −

Aa+ Bb
a

4B
x2
)
. (4.99)

Âîíà ïðè ñïiââiäíîøåííi ìiæ ïîñòiéíèìè A > 0, B > 0, a > 0,

b > 0, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

b

a
<
Aa+ Bb

a

2B
(4.100)
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ìà¹ ìàêñèìóì ïðè x = 0. ßêùî æ

b

a
>
Aa+ Bb

a

2B
, (4.101)

òî ψ0(x) ìà¹ äâîïiêîâó ñòðóêòóðó ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî òî÷êè x = 0.

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó iç åíåðãi¹þ ε = AB/2a

ψ1(x) = C1x
√
a+ bx2 exp

(
− Ab

8B
x4 −

Aa− Bb
a

4B
x2
)
. (4.102)

ìà¹ âóçîë ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ïðèêëàäè, ó ÿêèõ ÿê W+(x) òàê i f(x) âèðàæà-

þòüñÿ ÷åðåç ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 4.6. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ

W+(x) = Ash(αx), (4.103)

à çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ f(x), ïîâ'ÿçàíî¨ iç çàëåæíiñòþ ìàñè âiä êîîðäè-

íàò îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

f(x) =
B

ch(βx)
. (4.104)

Ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ìà¹ íóëi ó òî÷öi x0 = 0, ùî ïðèâîäèòü äî

òàêîãî çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó

ε =
AB

2
α, (4.105)

à ñóïåðïîòåíöiàëè ìàþòü âèãëÿä

W (x) = A
2 sh(αx) + Bα

2sh(αx)

(coth(αx)
ch(βx) − 1

)
,

W1(x) = A
2 sh(αx)− Bα

2sh(αx)

( coth(αx)
cosh(βx) − 1

)
.

(4.106)

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçðàõóíêiâ ðîçãëÿíåìî äâà ÷àñòèííèõ âèïàäêè,

êîëè α = β i êîëè α = 2β.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó α = β ñóïåðïîòåíöiàëè íàáóâàþòü âèãëÿäó

W (x) = W1(x) =
A

2
sh(αx), (4.107)
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õàðàêòåð ïîòåíöiàëó V−(x) âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

V−(x) =
A2

4
sh2(αx)− AB

2
α, (4.108)

à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ¹ òàêîþ

ψ0(x) = C0

√
ch(αx) exp

(
− A

4Bα
ch2(αx)

)
. (4.109)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç åíåðãi¹þ ε = AB
2 α äëÿ ïåðøîãî çáó-

äæåíîãî ñòàíó ìà¹ ó òî÷öi x = 0 âóçîë

ψ1(x) = C1sh(αx)
√
ch(αx) exp

(
− A

4Bα
ch2(αx)

)
. (4.110)

Çàçíà÷èìî, ùî ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ó öié çàäà÷i iñíóþòü ïðè äîäà-

òíèõ ñòàëèõ A, B òà α.

Ó äðóãîìó âèïàäêó α = 2β ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) i W1(x) ¹ òàêè-

ìè

W (x) = Ash(βx)ch(βx)−Bβ ch(βx)−1
sh(βx)ch(βx) + Bβ

2
1

sh(βx)ch(βx) ,

W1(x) = A sh(βx)ch(βx) +Bβ ch(βx)−1
sh(βx)ch(βx) −

Bβ
2

1
sh(βx)ch(βx) .

(4.111)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ìà¹ âèãëÿä

ψ0(x) = C0ch(βx)
√

2(ch(αx) + 1) exp

(
− A

3Bβ
ch3(βx)

)
, (4.112)

à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç åíåðãi¹þ ε = AB β ¹ òàêîþ

ψ1(x) = C1ch
2(βx)sh(βx)

√
2(ch(αx) + 1)exp

(
− A

3Bβ
ch3(βx)

)
.

(4.113)

Iç àíàëiçó âèðàçiâ äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié âèïëèâà¹, ùî ëîêàëiçî-

âàíi ñòàíè iñíóþòü ïðè äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ïîñòiéíèõ A i B.

Ïðèêëàä 4.7. Ó öüîìó ïðèêëàäi ðîçãëÿíåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ

âèíèêàþòü ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ç òàêîþ æ, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi

çàëåæíiñòþ ìàñè âiä êîîðäèíàò, àëå iíøîþ ôóíêöi¹þ W+(x). Îòæå

f(x) =
B

ch x
, (4.114)
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à

W+(x) = Ath x. (4.115)

Ôóíêöiÿ W+(x) ìà¹ íóëü ó òî÷öi x = 0, îñíîâíèé ñòàí ñèñòåìè iç

íóëüîâîþ åíåðãi¹þ, à ïåðøèé çáóäæåíèé - âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨

ε =
AB

2
. (4.116)

Ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) i W1(x) äëÿ ôóíêöié (4.114) i (4.115) ¹

òàêèìè
W (x) = A

2 th x−
B
2

1−ch3 x
shx ch2x

,

W1(x) = AA
2 th x+ B

2
1−ch3 x
shxch2x

.
(4.117)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ îñíîâíîãî ñòàíó

ψ0(x) =
C0√
B

√
ch x+ 1 exp

(
− 1

2

(
A

B
+ 1

)
chx

)
, (4.118)

îïèñó¹ ëîêàëiçîâàíi ñòàíè ïðè äîäàòíèõ ñòàëèõ A òà B. Õâèëüîâà ôóí-

êöiÿ ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíó, åíåðãiÿ ÿêîãî äîðiâíþ¹ ε = AB/2, ìà¹

âóçîë ïðè x = 0

ψ1x) =
C1A√
B

sh x√
ch x+ 1

exp

(
− 1

2

(
A

B
− 1

)
ch x

)
(4.119)

i ïðè äîäàòíèõ A òà B é äîäàòêîâié óìîâi A > B òàêîæ îïèñó¹ ëîêà-

ëiçîâàíi ñòàíè.

4.7 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ óçà-

ãàëüíåíî íà âèïàäîê, êîëè ìàñà ÷àñòèíêè ¹ ôóíêöi¹þ âiä êîîðäèíàò.

Äëÿ âèïàäêó iç îäíèì âiäîìèì ðîçâ'ÿçêîì ðîçãëÿíóòî óìîâè, ïðè ÿêèõ

ó ïîëi iç ïîñòiéíèì ïîòåíöiàëîì iñíóþòü çâ'ÿçàíi ñòàíè. Äëÿ âèïàäêó

iç äâîìà âiäîìèìè ñòàíàìè îäåðæàíî çàãàëüíi âèðàçè äëÿ ñóïåðïîòåí-

öiàëiâ i õâèëüîâèõ ôóíêöié îñíîâíîãî òà ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíiâ.
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Âèáèðàþ÷è ðiçíi ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ òà çàëåæíîñòi ìàñè âiä êîîð-

äèíàò, îäåðæàíî ÊÒÐ ïîòåíöiàëè iç ñòåïåíåâîþ çàëåæíiñòþ âiä êîîð-

äèíàò òà ÊÒÐ ïîòåíöiàëè, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíóòî ÷àñòêîâèé âèïàäîê, ÿêèé îïèñó¹ ðóõ ÷àñòèíêè ç ìà-

ñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, ó ïîëi iç ïîñòiéíèì ïîòåíöiàëîì. Âñòà-

íîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ ó öüîìó âèïàäêó. Îäèí

iç çíàéäåíèõ ïîòåíöiàëiâ âiäíîñèòüñÿ äî âæå âiäîìèõ òî÷íî ðîçâ'ÿçó-

âàíèõ ïîòåíöiàëiâ, à iíøi îäåðæàíi âïåðøå.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòi [94].
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Ðîçäië 5

Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè

ç äâîìà äîâiëüíèìè âëàñíèìè

ñòàíàìè äëÿ ñèñòåì iç ìàñîþ,

çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò

5.1 Âñòóï

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè íåñèíãóëÿðíi ÊÒÐ ïî-

òåíöiàëè V−(x), äëÿ ãåíåðóâàííÿ ÿêèõ âèêîðèñòîâóâàëè íåñèíãóëÿðíi

ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) i ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ W+(x) . Ó öüîìó ðîçäi-

ëi íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë V−(x), ÿê âïåðøå ïîêàçàíî ó ðîáîòi [90],

áóäå îäåðæàíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèíãóëÿðíi ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) òà

ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ W+(x) i çíàéäåíî íåñèíãóëÿðíi ïåðiîäè÷íi ÊÒÐ ïî-

òåíöiàëè äëÿ íåñèíãóëÿðíèõ òà ñèíãóëÿðíèõ ïåðiîäè÷íèõ ñóïåðïîòåí-

öiàëiâ òà(àáî) ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié. Ïðè öüîìó ìè çíàéäåìî êâàçiòî-

÷íi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi íå îáîâ'ÿçêîâî âiäïîâiäàþòü îñíîâíîìó i ïåðøîìó

çáóäæåíîìó ñòàíàì, à äâîì äîâiëüíèì ñòàíàì. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè âèêî-

ðèñòà¹ìî âèðàçè (4.37) äëÿ ïîòåíöiàëó, (4.35) äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ òà (4.79) äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ñòàíó iç

åíåðãi¹þ ε.
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5.2 Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè ç äâîìà äî-

âiëüíèìè âëàñíèìè ñòàíàìè äëÿ ñèñòåì iç ìà-

ñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò

Ìåòîä ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ìè ñïî÷àòêó çàñòî-

ñó¹ìî äëÿ ãåíåðóâàííÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ (ÊÒÐ) ïîòåíöiàëiâ,

ó ïîëi ÿêèõ ïåðåáóâà¹ ÷àñòèíêà, ìàñà ÿêî¨ çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò.

ßê âèäíî iç (4.35), âèáèðàþ÷è ðiçíi ñóïåðïîòåíöiàëè W (x) òà ôóíêöi¨

f(x) ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè. Ìè ðîç-

ãëÿíåìî íåñèíãóëÿðíi ïîòåíöiàëè, ÿêi ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó ìî-

æíà îäåðæàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è íåñèíãóëÿðíèé ñóïåðïîòåíöiàë W (x).

ßê ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ [37,90,99], íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë ìîæíà òà-

êîæ îäåðæàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèíãóëÿðíèé ñóïåðïîòåíöiàë. Ñïî÷à-

òêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè W (x) ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè ó òî÷êàõ xpk iç

òàêîþ ïîâåäiíêîþ ó ¨õ îêîëi

W (x) =
A−1
x− xpk

+ A0 + A1(x− xpk) +O((x− xpk)
2). (5.1)

Ðîçêëàâøè ó îêîëi òî÷êè xpk ôóíêöiþ f(x) ó ðÿä ç òî÷íiñòþ äî

êâàäðàòè÷íèõ âêëàäiâ, îäåðæèìî ïîòåíöiàë V−(x)

V−(x) =
A2
−1+f(x

p
k)A−1

(x−xpk)2
+

2A0A−1+f
′
(xpk)A−1

x−xpk
+ A2

0 + 2A1A−1−

−f(xpk)A1 + 1
2A−1f

′′
(xpk) +O(x− xpk).

(5.2)

Ïîòåíöiàë V−(x) áóäå íåñèíãóëÿðíèì ó äâîõ âèïàäêàõ:

a) ßêùî

A−1 = 0. (5.3)

Ó öüîìó âèïàäêó íåñèíãóëÿðíèì áóäå ÿê ïîòåíöiàë V−(x), òàê i

ñóïåðïîòåíöiàë W (x)

V−(x) = A2
0 − A1f(xpk) + 2A1A−1 + 1

2A−1f
′′
(xpk) +O(x− xpk),

W (x) = A0 + A1(x− xpk) +O((x− xpk)2).
(5.4)
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b) ßêùî æ

A−1 = −f(xpk), (5.5)

A0 =
1

2
f
′
(xpk), (5.6)

òî V−(x) íàáóâà¹ ñêií÷åíîãî çíà÷åííÿ â òî÷êàõ ñèíãóëÿðíîñòi W (x) ,

à ñàìå

V−(x) = 1
4

(
f
′
(xpk)

)2
− 3A1f(xpk) + 1

2f(xpk)f
′′
(xpk) +O(x− xpk),

W (x) = − f(xpk)

(x−xpk)
− 1

2f
′
(xpk) + A1(x− xpk) +O((x− xpk)2).

(5.7)

Çàçíà÷èìî, ùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ïàðòíåðà

ó öüîìó âèïàäêó áóäå ñèíãóëÿðíîþ.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ñóïåðïîòåíöiàëè ó (4.35), çíàéäåìî, ùî çà

óìîâè (5.3), õâèëüîâà ôóíêöiÿ ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ i ó îêîëi òî÷êè

xpk ìàòèìå òàêó ïîâåäiíêó

ψ0(x) ∼ (x− xpk), (5.8)

äå xpk ¹ íóëÿìè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨.

Ó âèïàäêó b) ïðè A−1 = −f(xpk) i A0 = 1
2f
′(xpk) ïîâåäiíêà õâèëüî-

âî¨ ôóíêöi¨ ó îêîëi îñîáëèâèõ òî÷îê áóäå òàêîþ

ψ0(x) ∼ |x−xpk|

1− 1

2

(√
A1

f(xpk)
− 1

2

f ′(xpk)
2

f(xpk)
2

(x− xpk)− C

)2
 , (5.9)

äå ïîñòiéíà C ðiâíà

C =
3

4

f
′
(xpk)√

A1f(xpk)−
1
2(f ′(xpk))

2
. (5.10)

Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè õâèëüîâó ôóíêöiþ, ïîõiäíà âiä ÿêî¨ áóäå

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, âðàõó¹ìî, ùî, ÿêùî íà äåÿêîìó ïðîìiæêó õâè-

ëüîâà ôóíêöiÿ ψ0(x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Øðåäií åðà, òî i õâèëüîâà
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ôóíêöiÿ −ψ0(x) íà öüîìó æ ïðîìiæêó çàäîâîëüíÿ¹ òå ñàìå ðiâíÿííÿ.

Çàâäÿêè öüîìó ìîæíà çìiíèòè çíàê ôóíêöi¨ ó äåÿêèõ îáëàñòÿõ òàê,

ùîá i ñàìà õâèëüîâà ôóíêöiÿ i ¨¨ ïîõiäíà áóëè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿ-

ìè. Äëÿ öüîãî ñëiä çðîáèòè çàìiíó |x− xpk| → (x− xpk). Òîäi ïîâåäiíêà

õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ áóäå òàêîþ

ψ0(x) ∼ (x− xpk)

1− 1

2

(√
A1

f(xpk)
− 1

2

(f ′(xpk)
f(xpk)

)2
(x− xpk)− C

)2
 ,

(5.11)

äå xpk ¹ íóëÿìè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨.

Ó öüîìó âèïàäêó õâèëüîâà ôóíêöiÿ ç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ìà¹ ñòiëü-

êè æ âóçëiâ, ñêiëüêè ïîëþñiâ ìà¹ ñóïåðïîòåíöiàë (n), i âîíà âiäïîâiäà¹

n - íîìó çáóäæåíîìó ñòàíîâi. Åíåðãiÿ æ îñíîâíîãî ñòàíó, ó öüîìó âè-

ïàäêó áóäå âiä'¹ìíîþ.

Ïðèêëàä 5.1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåñèíãóëÿðíîãî ñó-

ïåðïîòåíöiàëó W (x), ÿêèé âèáåðåìî òàêèì

W (x) = Ath(x). (5.12)

Âèáðàâøè ôóíêöiþ, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò ó

âèãëÿäi

f(x) =
β

ch(x)
, (5.13)

ïðèõîäèìî äî òàêîãî íåñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöiàëó

V−(x) = A2th2(x)− Aβ

ch3(x)
. (5.14)

Òî÷íà õâèëüîâà ôóíêöiÿ îñíîâíîãî ñòàíó äëÿ öüîãî ïîòåíöiàëó

ìà¹ âèãëÿä

ψ(x) ∼

√
ch(x)

β
exp (−Aβch(x)). (5.15)

i îïèñó¹ ëîêàëiçîâàíi ñòàíè.
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Ïðèêëàä 5.2. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëèW (x) ìà¹ îñîáëè-

âîñòi. Çîêðåìà, âèáåðåìî ñóïåðïîòåíöiàë

W (x) =
x2 − 1

x
, (5.16)

ÿêèé ìà¹ îñîáëèâiñòü ó òî÷öi x = 0, à ôóíêöiþ, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü

ìàñè âiä êîîðäèíàò, òàêîþ

f(x) = x2 + 1. (5.17)

Íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó âèïàäêîâi ¹ ïî-

ñòiéíèì i ðiâíèì

V−(x) = −4. (5.18)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ, ÿêà âiäïîâiäà¹ òà-

êîìó ïîòåíöiàëó, ìà¹ âèãëÿä

ψ0(x) ∼ x

(x2 + 1)
3
2

, (5.19)

i îïèñó¹ çâ'ÿçàíi ñòàíè, iñíóâàííÿ ÿêèõ öiëêîì ïîâ'ÿçàíå iç çàëåæíiñòþ

ìàñè ñèñòåìè âiä êîîðäèíàò.

Äëÿ îäåðæàííÿ ùå îäíîãî âëàñíîãî ñòàíó îïåðàòîðàH− âðàõó¹ìî,

ùî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíiàíiâ H+ i H−, ïîâ'ÿ-

çàíi ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè (4.72) i (4.73). Ðîçãëÿíóâøè

ãàìiëüòîíiàí H+ òà çíàéøîâøè éîãî îñíîâíèé ñòàí, ìè îäåðæèìî ïåð-

øèé çáóäæåíèé ñòàí îïåðàòîðàH−. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ çáóäæåíîãî ñòà-

íó iç åíåðãi¹þ ε îïèñó¹òüñÿ H− (4.79), ÿêèé ìiñòèòü ôóíêöiþ W1(x),

ùî âèçíà÷åíèé ó(4.83). Âèìîãà íåñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó íàêëàäà¹

îáìåæåííÿ íà ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ W+(x). Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êî-

ëè W+(x) ìà¹ ïðîñòi íóëi ó òî÷êàõ x0k, òîáòî, ó îêîëi íóëiâ ïîâåäiíêà

W+(x) ¹ òàêîþ

W+(x) = W
′

+(x0k) (x− x0k) +
1

2
W
′′

+(x0k) (x− x0k)2 +O(x− x0k). (5.20)
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Íóëi ôóíêöi¨ W+(x) ñïðè÷èíÿþòü ñèíãóëÿðíîñòi ñóïåðïîòåíöiàëó

W (x). Ðîçêëàâøè ó îêîëi òî÷îê x0k ôóíêöiþ, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü

ìàñè âiä êîîðäèíàò, ó ðÿä Òåéëîðà ç òî÷íiñòþ äî (x−x0k)2 i ïiäñòàâèâøè

öi ðîçêëàäè ó âèðàç äëÿ W+(x) òà îáìåæèâøèñü ëiíiéíèìè âêëàäàìè,

îäåðæèìî

W (x) = −
(
f(x0k)
2 −

ε
W
′
+(x

0
k)

)
1

(x−x0k)
− W

′′
+(x

0
k)

2W
′
+(x

0
k)

(
f(x0k)
2 + ε

W
′
+(x

0
k)

)
−

−f
′
(x0k)
2 +O((x− x0k)).

(5.21)

Ïîâåäiíêà ñóïåðïîòåíöiàëóW1(x) ó îêîëi x0k ïîäiáíà äîW (x), àëå

ìà¹ ïðîòèëåæíèé çíàê. Öåé ñóïåðïîòåíöiàë ñïðè÷èíÿ¹ òàêó ïîâåäiíêó

ó îêîëi òî÷êè x0k ïîòåíöiàëó V−(x)

V−(x) =
((

ε
W
′
−(x

0
k)

)2
−
(
f(x0k)
2

)2)(
1

(x−x0k)2
− W

′′
+(x

0
k)

W
′
+(x

0
k)

1
(x−x0k)

)
+O(const).

(5.22)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïðè

f(x0k)W+(x0k) = ±2ε (5.23)

ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ V−(x) áóäå íåñèíãóëÿðíîþ.

ßêùî W
′

+(x0k), ó äåÿêèõ òî÷êàõ ìà¹ äîäàòíi çíà÷åííÿ, à ó iíøèõ

� âiä'¹ìíi, òî çðó÷íî ðîçáèòè ìíîæèíó òî÷îê ó ÿêèõ ïîòåíöiàë ñèíãó-

ëÿðíèé íà äâi ïiäìíîæèíè, ïåðøó x+k , ó ÿêèõ f(x+k )W+(x+k ) > 0 i äðóãó

x−k , ó ÿêèõ f(x−k )W+(x−k ) < 0. Òîäi ïðè ε > 0

f(x+k ) W
′

+(x+k ) = 2ε, (5.24)

à

f(x−k ) W
′

+(x−k ) = −2ε. (5.25)

Òåïåð, íàïðèêëàä, ïðè f(x+k ) W
′

+(x+k ) = 2ε ñèíãóëÿðíîñòi ïðè x+k

çíèêàþòü i W (x) òà W1(x) ìàòèìóòü ñèíãóëÿðíîñòi ëèøå ó òî÷êàõ x−k ,
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ó îêîëi ÿêèõ ¨õ ïîâåäiíêà ¹ òàêîþ

W (x) = −
f(x−k )

x− x−k
−
f
′
(x−k )

2
+O(x− x−k ), (5.26)

W1(x) =
f(x−k )

x− x−k
+
f
′
(x−k )

2
+O(x− x−k ). (5.27)

Âèêîðèñòàâøè çíàéäåíèé ñóïåðïîòåíöiàë W (x) äëÿ îäåðæàííÿ

õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ çíàéäåìî, ùî ó îêîëi òî÷îê

x−k âîíà âåäå ñåáå ÿê

ψ−0 (x) ∼ (x− x−k ). (5.28)

Âiäïîâiäíî, âèêîðèñòàâøèW1(x) çíàéäåìî õâèëüîâó ôóíêöiþ ψ−ε (x).

Âîíà ìà¹ n+ âóçëiâ ó òî÷êàõ x+k . ßêùîW+(x) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ

òî n+ = n− + 1. Òîìó ψ−0 (x) i ψ−ε (x) âiäïîâiäàþòü n−- îìó i (n− + 1) -

ìó çáóäæåíèì ñòàíàì âiäïîâiäíî.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ W+(x) ìà¹ ó òî÷êàõ xpk

òàêîæ i ïðîñòi ïîëþñè, ó îêîëi ÿêèõ âîíà âåäå ñåáå ÿê

W+(x) =
G−1
x− xpk

+G0 +O(x− xpk). (5.29)

Òîäi ó îêîëi òî÷îê xpk äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëó îäåðæó¹ìî

W (x) = 1
2
G−1+f(x

p
k)

x−xpk
+ 1

2

(
G0 − G0

G−1
f(xpk) + f

′
(xpk)

)
+O(x− xpk),

W1(x) = 1
2
G−1−f(xpk)

x−xpk
+ 1

2

(
G0 + G0

G−1
f(xpk)− f

′
(xpk)

)
+O(x− xpk).

(5.30)

Ðîçêëàâøè ó îêîëi îñîáëèâèõ òî÷îê xpk ôóíêöiþ f(x) ç òî÷íiñòþ

äî êâàäðàòè÷íèõ âêëàäiâ, öåé ñóïåðïîòåíöiàë ïðèâîäèòü äî ïîòåíöiàëó

V−(x) ç òàêîþ ïîâåäiíêîþ

V−(x) = 1
4
(G−1+f(x

p
k))(G−1+3f(xpk))

(x−xpk)2

+1
2
G−1+f(x

p
k)

x−xpk

(
G0 +

G0f(x
p
k)

G−1
+ 2f

′
(xpk)

)
+O(const).

(5.31)

ßê âèäíî iç ïîòåíöiàëó âií áóäå íåñèíãóëÿðíèì ó âèïàäêó
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G−1 = −f(xpk) (5.32)

àáî

G−1 = −3f(xpk), G0 = −3f
′
(xpk). (5.33)

Ó âèïàäêó, êîëè G−1 = −f(xpk) ïðèõîäèìî äî òàêèõ ñóïåðïîòåí-

öiàëiâ

W (x) = G0 + 1
2f
′
(xpk) +O(x− xpk),

W1(x) = −f(xpk)

x−xpk
− 1

2f
′
(xpk) +O(x− xpk).

(5.34)

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x) i ψ−ε (x) îá÷èñëåíi çà öèìè ñóïåðïîòåíöi-

àëàìè íå ìàþòü íóëiâ ó òî÷êàõ xpk, ÿêi ó öüîìó âèïàäêó ïîçíà÷èìî

ak, k = 1, . . . , np. Àëå W+(x) êðiì n = n+ + n− íóëiâ ó òî÷êàõ x+k i

x−k ìà¹ ùå i np ïîëþñiâ ó òî÷êàõ xpk i, îòæå, ¹ ðîçðèâíîþ ôóíêöi¹þ.

Òîìó ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî n+ = n− + np + 1). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðå-

çóëüòàò îäåðæàíèé ó âèïàäêó 1, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî õâèëüîâà

ôóíêöiÿ ψ−0 (x) ìàòèìå íóëi ó òî÷êàõ x−k i âiäïîâiäàòèìå (n−)-ìó çáó-

äæåíîìó ñòàíîâi, à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x) ìàòèìå íóëi ó òî÷êàõ x+k

i âiäïîâiäàòèìå (n− + np + 1)-ìó çáóäæåíîìó ñòàíîâi.

Ó âèïàäêó, êîëè G−1 = −3f(xpk) i G0 = −3f
′
(xpk)

W (x) = −f(xpk)

x−xpk
+ f

′
(xpk) +O(x− xpk),

W1(x) = −2
f(xpk)

x−xpk
− f

′
(xpk)
2 +O(x− xpk).

(5.35)

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 (x) i ψ−ε (x) îá÷èñëåíi ç à öèìè ñóïåðïîòåíöi-

àëàìè ìàþòü ñïiëüíi íóëi ó òî÷êàõ xpk, ÿêi ó öüîìó âèïàäêó ïîçíà÷èìî

bk, k = 0, 1, ..mp. ßêùî êðiì ïîëþñiâ W+(x) ìà¹ ùå i n = n+ + n−

íóëiâ ó òî÷êàõ x−k i x+k , òî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 (x) âiäïîâiäàòèìå

(n−+mp)-ìó çáóäæåíîìó ñòàíîâi, à õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ−ε (x) âiäïîâiä-

àòèìå (n− + 2mp + 1)-ìó çáóäæåíîìó ñòàíîâi.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè íåñèíãóëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ, äëÿ ÿêèõ ìî-

æíà çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ îñíîâíîãî òà ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòà-

íiâ äëÿ äåÿêèõ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié òà ôóíêöié, ùî îïèñóþòü çàëå-

æíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò.

Ïðèêëàä 5.3. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ó ÿêèõ ãåíåðóþ÷èìè

ôóíêöiÿìè áóäå W+(x). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî òàêó W+(x), ÿêà ìà¹

ëèøå íóëi. Çîêðåìà, âèáåðåìî ¨¨ òàêîþ

W+(x) = Ash(x). (5.36)

Âîíà ìà¹ íóëü ó òî÷öi x = 0, à ôóíêöiþ, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü

ìàñè âiä êîîðäèíàò âèáåðåìî òàêîþ

f(x) = βch(x). (5.37)

Ó öüîìó âèïàäêó f(x0) = β, ε = f(x0)W+(x0) = Aβ
2 , i ìè ïðèõîäè-

ìî äî òàêèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ

W (x) = A−β
2

W1(x) = A+β
2 sh(x),

(5.38)

ÿêi ïðè A = β ïåðåõîäÿòü ó

W (x) = 0

W1(x) = sh(x).
(5.39)

Âiäïîâiäíèé çíàéäåíîìó ñóïåðïîòåíöiàëîâi ïîòåíöiàë ìà¹ âèãëÿä

V−(x) =
A2 + 3β2 − 4Aβ

4
sh(x)− βA− β

2
, (5.40)

ÿêèé ïðè A = β = 1 ïåðåõîäèòü ó íóëüîâèé V−(x) = 0.

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàíiâ iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ òà åíåðãi¹þ ðiâíîþ

ε ¹ òàêèìè
ψ0(x) ∼ ch−

A
2β (x),

ψε(x) ∼ sh(x)ch−
A
2β−1(x).

(5.41)
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Ïðè A = β = 1 õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ0(x), ψε(x) ¹ òàêèìè

ψ0(x) ∼ 1√
ch(x)

,

ψε(x) ∼ sh(x)ch−
3
2 (x).

(5.42)

Ïðèêëàä 5.4. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëèW+(x) ìà¹ ÿê íóëi

òàê i ïîëþñè. Çîêðåìà, âèáåðåìî ¨¨ òàêîþ

W+(x) = αx
x2 − a2

x2 − 1
, (5.43)

äå α i a - äîâiëüíi ïîçèòèâíî âèçíà÷åíi ñòàëi.

Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ òðè íóëi ó òî÷êàõ x0k = 0,±a òà äâà ïðîñòi ïîëþñè

ó òî÷êàõ xpk = ±1.

Óìîâà òîãî, ùîáè äîáóòêè f(x0k)W
′

+(x0k) ó âñiõ òðüîõ íóëÿõ áó-

ëè îäíàêîâi, íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà ñòàëó a/. Óìîâîþ ñòàëîñòi öèõ

äîáóòêiâ ¹

a2 = 2
f(xak)

f(x0k)
+ 1, (5.44)

ßêùî ôóíêöiþ, ÿêà îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò, âèáðà-

òè òàêîþ

f(x) =
1

x2 + b2
, (5.45)

òî ïðè b = 1 äëÿ a2 îäåðæó¹ìî a2 =
√

3.

Ç óìîâè G−1 = −f(xpk) çíàéäåìî, ùî ïîòåíöiàë V−(x) áóäå íåñèí-

ãóëÿðíèì, ÿêùî

α =
1√

3− 1
. (5.46)

Îòæå, ïðèõîäèìî äî òàêî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨

W+(x) =
x√

3− 1

x2 −
√

3

x2 − 1
(5.47)

òà ôóíêöi¨, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò

f(x) =
1

x2 + 1
, (5.48)
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ÿêi ïðèâîäÿòü äî òàêèõ ñóïåðïîòåíöiàëiâ

W (x) = 1
2
x4+5x2−3

√
3x2+6−5

√
3

(
√
3−1)(x2+1)(x2−

√
3)
x,

W1(x) = 1
2
−x6+2x4+

√
3x4+2

√
3x2−5x2−12+5

√
3

(
√
3−1)(x4−1)(x2−

√
3)

x.
(5.49)

Çíàéäåíèé ñóïåðïîòåíöiàë òà âèáðàíà çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîð-

äèíàò äàþòü íàñòóïíèé íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë

V−(x) = 1
2
x11+(7−4

√
3)x9−x8+(26−18

√
3)x7+2x6

(
√
3−1)(x2+1)3(x2−

√
3)2

(50−30
√
3)x5−2(

√
3−2)x4+(45−22

√
3)x3

(
√
3−1)(x2+1)3(x2−

√
3)2

−(6−4
√
3)x2(15−6

√
3)x−15+6

√
3

(
√
3−1)(x2+1)3(x2−

√
3)2

.

(5.50)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ

ψ0(x) ∼
√
x2 + 1 exp

(
−x

4

4
− (5− 2

√
3)x2

2

)
(5.51)

íå ìà¹ âóçëiâ i, îòæå, îïèñó¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó.

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó iç åíåðãi¹þ ε

ψε(x) ∼ x(x2 −
√

3)
√
x2 + 1 exp

(
−x

4

8
+
x2

4

)
(5.52)

ìà¹ òðè âóçëè i, îòæå, ¹ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì äëÿ òðåòüîãî çáóäæåíîãî

ñòàíó.

Òàêèì ÷èíîì, ìè óçàãàëüíèëè ìåòîä ïîáóäîâè ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ iç

äâîìà äîâiëüíèìè ñòàíàìè, ðîçâèíóòèé ó ðîáîòi [35], íà âèïàäîê ìàñè,

çàëåæíî¨ âiä êîîðäèíàò òà ñèíãóëÿðíèõ ñóïåðïîòåíöiàëW (x) àáî ãåíå-

ðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ W+(x), ùî ïðèâîäÿòü äî íåñèíãóëÿðíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨

åíåðãi¨ V−(x), òà îäåðæàëè óìîâè, çà ÿêèõ ñèíãóëÿðíèé ñóïåðïîòåíöiàë

W (x) òà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ W+(x), ùî ìà¹ ïðîñòi íóëi òà ñèíãóëÿð-

íîñòi ïðèâîäèòü äî íåñèíãóëÿðíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ V−(x).

Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿ-

çóâàíi ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè äëÿ ñèñòåì ç ìàñîþ, ÿêà ¹ ïåðiîäè÷íîþ

ôóíêöi¹þ êîîðäèíàò.
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5.3 Êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè

äëÿ ñèñòåì ç ìàñîþ, ùî ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi-

¹þ êîîðäèíàò

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîáîòè ìè ðîçãëÿíóëè ÊÒÐ ïåðiîäè÷íi ïîòåí-

öiàëè äëÿ ñèñòåì iç ïîñòiéíîþ ìàñîþ. Ó öüîìó ðîçäiëi ìåòîäè ñóïåðñè-

ìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ìè çàñòîñó¹ìî äëÿ âiäøóêàííÿ îäíîãî

i äâîõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì, ìàñà ÿêèõ òàêîæ ¹ ïå-

ðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiä êîîðäèíàò, øëÿõîì ãåíåðóâàííÿ âiäïîâiäíèõ

ÊÒÐ ïîòåíöiàëiâ. Ïðè öüîìó ìè âèêîðèñòà¹ìî îñíîâíi ñïiââiäíîøåí-

íÿ ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè äëÿ ñèñòåì iç êîîðäèíàòíî

çàëåæíîþ ìàñîþ (ïiäðîçäiëè 4.2, 4.4, 4.5 i 4.6).

Äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì õàðàêòåðíèìè ¹ ïåðiîäè÷íiñòü ïîòåíöi-

àëüíî¨ åíåðãi¨, áëîõiâñüêèé âèãëÿä õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨. Ó âèïàäêó ïî-

ñòiéíî¨ ìàñè äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñïðàâåäëèâà îñöèëÿöiéíà òåîðåìà [107].

Ìîæíà ïîêàçàòè, çðîáèâøè çàìiíó çìiííèõ ó ðiâíÿííi Øðåäií åðà çà

äîïîìîãîþ ôóíêöi¨, ÿêà îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò, ùî äëÿ

ñèñòåì iç êîîðäèíàòíî çàëåæíîþ ìàñîþ, îñíîâíi âèñíîâêè îñöèëÿöié-

íî¨ òåîðåìè òàêîæ ìàþòü ìiñöå.

Äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ñèñòåì õâèëüîâi ôóíêöi¨ ¹ òàêîæ ïåðiîäè÷íèìè

ôóíêöiÿìè. ßê ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ [45, 47] óìîâà ïåðiîäè÷íîñòi õâè-

ëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïðè ïîñòiéíié ìàñi âèìàãà¹ íàêëàäàííÿ íà ïåðiîäè÷íèé

ñóïåðïîòåíöiàë W (x+L) = W (x) óìîâè (2.9), ÿêà çàáåçïå÷ó¹ îáìåæå-

íiñòü õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà óñié ÷èñëîâié îñi i ÿêó ìîæíà óçàãàëüíèòè

äëÿ âèïàäêó ñèñòåì iç ìàñîþ çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò∫ L

0

W (x)

f(x)
dx = 0, (5.53)

äå f(x)) ¹ òàêîæ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ iç ïåðiîäîì L, àáî ÷èñëîì êðà-
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òíèì L. Öå âèïëèâà¹ iç âèãëÿäó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (4.35). Ó íàéïðî-

ñòiøèé ñïîñiá çàäîâîëüíèòè (5.53) ìîæíà âèáðàâøè W (x)) íåïàðíîþ

ôóíêöi¹þ âiäíîñíî ñåðåäíüî¨ òî÷êè iíòåðâàëó ïåðiîäè÷íîñòi, à f(x)) -

ïàðíîþ.

Ìåòîäèêó ñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ìè ñïî÷àòêó çà-

ñòîñó¹ìî äëÿ ãåíåðóâàííÿ ÊÒÐ ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, ó ïîëi ÿêèõ

çíàõîäèòüñÿ ñèñòåìà, ìàñà ÿêî¨ òàêîæ ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiä êî-

îðäèíàò. ßê âèäíî iç (4.35), âèáèðàþ÷è ðiçíi ñóïåðïîòåíöiàëèW (x) òà

ôóíêöi¨ f(x), ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó ñèñòåìè. Ó

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî íåñèíãóëÿðíi ïåðiîäè÷íi ïîòåíöiàëè,

ÿêi ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó ìîæíà îäåðæàòè âèêîðèñòîâóþ÷è íåñèí-

ãóëÿðíèé ñóïåðïîòåíöiàë W (x). ßê ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ [37, 90, 92], íå-

ñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë ìîæíà òàêîæ îäåðæàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèí-

ãóëÿðíèé ñóïåðïîòåíöiàë. Çîêðåìà, ÿêùî W (x) ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè ó

òî÷êàõ xpk iç òàêîþ ïîâåäiíêîþ ó ¨õ îêîëi

W (x) =
A−1
x− xpk

+ A0 + A1(x− xpk) +O((x− xpk)
2). (5.54)

òî ïîòåíöiàë V−(x) áóäå íåñèíãóëÿðíèì ó äâîõ âèïàäêàõ, àáî çà óìî-

âè (5.3) àáî çà óìîâè (5.6). Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ñóïåðïîòåíöiàëè ó

(4.35) çíàõîäèìî, ùî ïîâåäiíêà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ó îêîëi îñîáëèâèõ

òî÷îê ó âèïàäêó (5.3) ¹ òàêîþ (5.9), à ó âèïàäêó (5.6) � òàêîþ (5.11).

Ðîçãëÿíåìî, ÿê ïðèêëàä, âèïàäîê êîëè ìàñà òà ñóïåðïîòåíöiàë ¹

ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè, ùî íå ìàþòü îñîáëèâîñòåé.

Ïðèêëàä 5.5. Íåõàé

W (x) = A sin(x), (5.55)

à

f(x) = 1/(a+ b sin2(x)), (5.56)
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äåA, b, c > 0 i b > c. ÔóíêöiÿW (x) ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ x0k = 0,±π,±2π, ...

.

Ó öüîìó âèïàäêó ïîòåíöiàë V−(x) ìà¹ âèãëÿä

V−(x) = A2 sin2(x)− A cos(x)

a+ b sin2(x)
, (5.57)

à òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ñòàíó ç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ¹ òàêèì

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(x) exp

(
A(a+ b) cos(x)− Ab

3
cos3(x)

)
. (5.58)

Îäåðæàíèé ïîòåíöiàë ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç ïåðiîäîì 2π. Õâè-

ëüîâà ôóíêöiÿ ψ−0 ìà¹ òàêèé ñàìèé ïåðiîä òà íå ìà¹ âóçëiâ, à òîìó çà

îñöèëÿöiéíîþ òåîðåìîþ âîíà âiäíîñèòüñÿ äî äíà ïåðøî¨ çîíè.

Îáåðíåíà äî âèáðàíî¨ ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ

f(x) = a+ b sin2(x) (5.59)

òàêîæ ïðèâîäèòü äî íåñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöiàëó V−(x)

V−(x) = A2 sin2(x)− A(a+ b) cos(x) + Ab cos3(x), (5.60)

à òî÷íîþ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ¹

ψ0(x) ∼ 1√
a+ b sin2(x)


√

a+b
b + cos(x)√

a+b
b − cos(x)


A

2
√
b(a+b

. (5.61)

Ïåðiîä öi¹¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ðiâíèé 2π, âîíà íå ìà¹ âóçëiâ i òîìó

òàêîæ âiäíîñèòüñÿ äî äíà ïåðøî¨ çîíè.

Ïðèêëàä 5.6. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ïåðiîäè÷íèõ ìàñè òà

ñèíãóëÿðíîãî ñóïåðïîòåíöiàëó. Íåõàé

W (x) = Atg(x). (5.62)

Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ βx0k = 0,±π,±2π, ... òà ïîëþñè ó

òî÷êàõ βxpk = π
2 + nπ, äå n = 0,±1,±2, ....
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Âèðàçèâøè ïîòåíöiàë ÷åðåç ñóïåðïîòåíöiàëW (x) i ôóíêöiþ f(x),

îäåðæèìî

V−(x) = A2tg2(x)− Af(x)

cos2(x)
= A

A− f(x)

cos2(x)
− A2. (5.63)

Íàâåäåíèé ïîòåíöiàë ìà¹ îñîáëèâîñòi ó òî÷êàõ xpk = π
2 + nπ, n =

0,±1,±2.... Äëÿ ¨õ óñóíåííÿ ôóíêöiþ f(x) ñëiä âèáðàòè çãiäíî ç óìî-

âîþ (5.6) òàêîþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

f(xpk) = A, f
′
(xpk) = 0. (5.64)

ßêùî çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò îïèñó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

f(x) =
1

a+ b sin2(x)
, (5.65)

òî íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë V−(x) íàáóâà¹ âèãëÿäó

V−(x) = − 1

(a+ b)2

(
1 +

b

a+ b sin2(x)

)
, (5.66)

à òî÷íà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñòàíó ç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ ìà¹ âèãëÿä

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(x) cos(x) exp

(
− b

2(a+ b)
cos2(x)

)
. (5.67)

Çíàéäåíèé ïîòåíöiàë ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç ïåðiîäîì π. Ïåði-

îä õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ðiâíèé 2π, âîíà ìà¹ îäèí âóçîë, i òîìó âiäíîñè-

òüñÿ äî äíà òðåòüî¨ çîíè.

ßêùî æ

f(x) = a+ b sin2(x), (5.68)

òî ïîòåíöiàë V−(x) ¹ ïîñòiéíèì i ïðè A = a+ b ðiâíèé

V−(x) = −a(a+ b), (5.69)

à òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ äåëîêàëiçîâàíîãî ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ

ïîâ'ÿçàíi âèêëþ÷íî iç çàëåæíiñòþ ìàñè âiä êîîðäèíàò

ψ0(x) ∼ cos(x)

(a+ b sin2(x))
. (5.70)
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Äëÿ îäåðæàííÿ ùå îäíîãî âëàñíîãî ñòàíó îïåðàòîðàH− âðàõó¹ìî,

ùî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíiàíiâ H+ i H− ïîâ'ÿçàíi

ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè (4.72) i (4.73).

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè íåñèíãóëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ, äëÿ ÿêèõ ìî-

æíà çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ îñíîâíîãî òà ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòà-

íiâ äëÿ äåÿêèõ ïåðiîäè÷íèõ ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié òà ôóíêöié, ùî îïè-

ñóþòü çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò.

Ïðèêëàä 5.7. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè W+(x) ìà¹

ëèøå íóëi, à ñàìå âèáåðåìî W+(x) òàêîþ

W+(x) = A sin(x). (5.71)

Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ x0k = 0,±π,±2π, .... Ôóíêöiþ f(x),

ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò âèáåðåìî òàêîþ

f(x) =
1

a+ b sin2(x)
. (5.72)

Öåé âèáið çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ óìîâè f(x0k)W
′

+(x0k) = ±2ε.

Äëÿ öüîãî âèïàäêó f(x0k) = 1/a, à ε = A/2a, ùî ïðèâîäèòü äî

ñóïåðïîòåíöiàëiâ

W (x) = 1
2

(
A sin(x) +

tg(x2 )

a+b sin2(x)
+ b

a
sin(x)

a+b sin2(x)

)
,

W1(x) = 1
2

(
A sin(x)− tg(x2 )

a+b sin2(x)
− b

a
sin(x)

a+b sin2(x)

)
.

(5.73)

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè a = 1 i b = 0 ïðèõîäèìî äî îäåðæàíîãî ó [37]

ñóïåðïîòåíöiàëó

W (x) =
1

2

(
A sin(x) + 2tg(

x

2
)
)
. (5.74)

Îäåðæàíèé ñóïåðïîòåíöiàë iç âèáðàíîþ ôóíêöi¹þ f(x) ïðèâîäèòü

äî òàêîãî íåñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöiàëó

V−(x) = A2

4 sin2(x)− 1
4(a+b sin2(x))

+
(

1 + Ab
2a

)
sin2(x)

a+b sin2(x)
+(

b2

4a2 −
2b
a

)
sin2(x)

(a+b sin2(x))2
+
(
b2

a − 2b
)

sin2(x) cos(x)

(a+b sin2(x))2
+(

b
2a −

A
2

)
cos(x)

(a+b sin2(x))2
,

(5.75)
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ÿêèé òàêîæ ïðè a = 1 i b = 0 ïåðåõîäèòü ó îäåðæàíèé ó [37] íåñèíãó-

ëÿðíèé ïîòåíöiàë

V−(x) =
A2

4
+
A

2
− 1

4
− A2

4
cos2(x)− A cos(x). (5.76)

Ïðè óìîâi A > 0 i a > b > 0 äåëîêàëiçîâàíi ñòàíè iç íóëüîâîþ

åíåðãi¹þ îïèñóþòüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ

ψ−0 (x) = C0

√
a+ b sin2(x) cos

(x
2

)
exp

(1

2
(Aa+ Ab+

b

a
) cos(x)− Ab

6
cos3(x)

)
,

(5.77)

à ïðè óìîâi a > b äåëîêàëiçîâàíi ñòàíè iç åíåðãi¹þ ε = A
2a îïèñóþòüñÿ

õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ

ψ−ε (x) = C1

√
a+ b sin2(x) sin

(x
2

)
exp

(1

2
(Aa+ Ab− b

a
) cos(x)− Ab

6
cos3(x)

)
.

(5.78)

Çíàéäåíèé ïîòåíöiàë (5.75) ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç ïåðiîäîì

2π. Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ−0 i ψ−ε ìàþòü ïåðiîä 4π òà ïî îäíîìó âóçëî-

âi. Çãiäíî ç îñöèëÿöiéíîþ òåîðåìîþ ψ−0 âiäíîñèòüñÿ äî âåðõíüî¨ ìåæi

ïåðøî¨ çîíè, à ψ−ε - äî äíà äðóãî¨ çîíè.

Ïðèêëàä 5.8. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ãåíåðóþ÷à ôóí-

êöiÿW+(x) ìà¹ ÿê íóëi, òàê i ïðîñòi ïîëþñè. Çà òàêó ôóíêöiþ âèáåðåìî

W+(x) = Atg(βx). (5.79)

Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ íóëi ó òî÷êàõ βx0k = 0,±π,±2π, .... Êðiì íóëiâ

âîíà ìà¹ òàêîæ ïîëþñè ó òî÷êàõ βxpk = π
2 + nπ, äå n = 0,±1,±2, ....

Çàïèøåìî âèðàç äëÿ ñóïåðïîòåíöiàëiâ, íå êîíêðåòèçóþ÷è âèãëÿä

ôóíêöi¨ f(x), ÿêà îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä êîîðäèíàò. Åíåðãiÿ ε áóäå

ðiâíîþ ε = 1
2W

′

+(x0k)f(x0k), à, äîäàâøè i âiäíÿâøè äîäàíêè, ùî âèðà-

æàþòüñÿ ÷åðåç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) ó îñîáëèâèõ òî÷êàõ ãåíåðóþ÷î¨
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ôóíêöi¨, çíàéäåìî, ùî ñóïåðïîòåíöiàëè ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

W (x) =
1

2

((
A−βf(xpk)

)
tg(βx)−β

(
f(x)−f(xpk)

)
tg(βx)−βf(x)− f(x0k)

tg(βx)

)
(5.80)

W1(x) =
1

2

((
A+βf(xpk)

)
tg(βx)+β

(
f(x)−f(xpk)

)
tg(βx)+β

f(x)− f(x0k)

tg(βx)

)
.

(5.81)

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ W+(x) ó

ðÿä â îêîëi òî÷êè xpk iç ðîçêëàäîì (5.34), çíàõîäèìî, ùî ïîòåíöiàë

V−(x) áóäå íåñèíãóëÿðíèì, êîëè A = βf(xpk), àáî, ïîðiâíþþ÷è ðîçêëàä

ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ iç ðîçêëàäîì (5.35), ïðèõîäèìî äî òàêî¨ óìîâè íå-

ñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó A = 3βf(xpk).

Òåïåð âèáåðåìî ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ f(x) òàê, ùîáè âîíà ó âñiõ

îñîáëèâèõ òî÷êàõ âîíà íàáóâàëà îäíàêîâèõ çíà÷åíü i îäíîãî çíàêó.

Çîêðåìà, âiçüìåìî ¨¨ òàêîþ

f(x) =
1

a+ b sin2(βx)
. (5.82)

Ó öüîìó âèïàäêó f(x0k) = 1
a+b i ñóïåðïîòåíöiàëè íàáóâàþòü âèãëÿ-

äó

W (x) =
1

2

((
A− β

a+ b

)
tg(βx)− βb2

2a(a+ b)

sin(2βx)

a+ b sin2(βx)

)
, (5.83)

W1(x) =
1

2

((
A+

β

a+ b

)
tg(βx) +

βb2

2a(a+ b)

sin(2βx)

a+ b sin2(βx)

)
, (5.84)

Ïðè A = β
a+b , ùî âiäïîâiäà¹ âèïàäêó (5.32) ñóïåðïîòåíöiàë W (x)

íå ìà¹ îñîáëèâîñòåé

W (x) =
b2

8a(a+ b)
cos(2βx), (5.85)

à éîãî ïàðòíåð W1(x) ñèíãóëÿðíèé i ìà¹ âèãëÿä

W1(x) =
β

a+ b
tg(βx) +

βb2

4a(a+ b)

sin(2βx)

a+ b sin2(βx)
. (5.86)



112

Íåñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë V−(x) ¹ òàêèì

V−(x) = β2b
2a(a+b)

[
b

8a(a+b) + 1
a+b sin2(βx)

]
sin2(2βx)

(a+b sin2(βx))2
−

− β2b2

2a(a+b)
cos(2βx)

(a+b sin2(βx))2
.

(5.87)

Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ i ñòàíó ç åíåðãi¹þ ε

ìàþòü âèãëÿä

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) exp

(
−b

2 cos(2βx)

8a(a+ b)

)
, (5.88)

ψε(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) sin(βx) exp

(
−b(2a− b) cos(2βx)

4a(a+ b)

)
. (5.89)

Öåé ïîòåíöiàë ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç ïåðiîäîì π/β. Õâèëüîâà

ôóíêöiÿ ψ−0 ìà¹ ïåðiîä 2π/β òà íå ìà¹ âóçëiâ, à ψ−ε ìà¹ ïåðiîä 2π/β

òà îäèí âóçîë. Çãiäíî iç îñöèëÿöiéíîþ òåîðåìîþ ψ−0 âiäíîñèòüñÿ äî

âåðõíüî¨ ìåæi ïåðøî¨ çîíè, à ψ−ε - äî äíà äðóãî¨ çîíè.

Ïðè A = 3β
a+b ñïiââiäíîøåííÿ (5.33) ïðèâîäÿòü äî G0 = −f ′(xpk) =

0 ñóïåðïîòåíöiàëè ¹ ñèíãóëÿðíèìè i ìàþòü âèãëÿä

W (x) =
β

a+ b
tg(βx)− βb2

4a(a+ b)

sin(2βx)

a+ b sin2(βx)
, (5.90)

W1(x) =
2β

a+ b
tg(βx) +

βb2

4a(a+ b)

sin(2βx)

a+ b sin2(βx)
, (5.91)

à õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàíó iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ òà åíåðãi¹þ ε ìàþòü

âèãëÿä

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) cos(βx) exp

(
−b(2a+ b) cos(2βx)

8a(a+ b)

)
(5.92)

ψε(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) sin(2βx) exp

(
−b(4a− b) cos(2βx)

8a(a+ b)

)
(5.93)

Ïîòåíöiàë V−(x), ÿâíèé âèãëÿä ÿêîãî íå íàâåäåíèé ÷åðåç éîãî ãðî-

ìiçäêiñòü, ¹ ïåðiîäè÷íèì, ïåðiîä ÿêîãî ñêëàäà¹ 2π/β. Õâèëüîâà ôóí-

êöiÿ ψ−0 òàêîæ ïåðiîä iç ïåðiîäîì 2π/β òà îäèí âóçîë, à ψ−ε ìà¹ ïåðiîä
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π/β òà äâà âóçëè. Çãiäíî iç îñöèëÿöiéíîþ òåîðåìîþ ψ−0 âiäíîñèòüñÿ äî

äíà äðóãî¨ çîíè, à ψ−ε - äî âåðõíüî¨ ìåæi äðóãî¨ çîíè.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè âèáîði ôóíêöi¨, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìàñè âiä

êîîðäèíàò ó âèãëÿäi

f(x) = a+ b sin2(βx), (5.94)

ïðèõîäèìî äî íóëüîâèõ ñóïåðïîòåíöiàëóW (x) = 0 (5.80) òà ïîòåíöiàëó

V−(x) = 0. Ñóïåðïîòåíöiàë W1(x) ó öüîìó âèïàäêó íàáóâà¹ âèãëÿäó

W1(x) = β(a+ b)tg(βx), (5.95)

à òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ñòàíiâ iç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ òà åíåðãi¹þ ðiâíîþ

ε ìàþòü âèãëÿä

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(βx), (5.96)

ψε(x) ∼ 1

(
√
a+ b sin2(βx))3

sin(2βx). (5.97)

Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó ïiäðîçäiëi íàìè óçàãàëüíåíî ìåòîä ïîáóäî-

âè ÊÒÐ ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, ðîçâèíóòèé â [37] íà âèïàäîê ìàñè,

çàëåæíî¨ âiä êîîðäèíàò òà âñòàíîâëåíî óìîâè, ÿêèì ïîâèííi çàäîâîëü-

íÿòè ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨, ùîá îòðèìàíèé ïîòåíöiàë áóâ íåñèíãóëÿðíèì.

5.4 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó öüîìó ðîçäiëi ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ êâàçiòî-

÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ, çàïðîïîíîâàíèé â [35], óçàãàëüíåíî íà

âèïàäîê ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò òà ñèíãóëÿðíèõ

ñóïåðïîòåíöiàëiâ W ÷è ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié W+. Çíàéäåíî óìîâè, çà
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ÿêèõ ïîòåíöiàë V−(x) áóäå íåñèíãóëÿðíèì, íåçâàæàþ÷è íà ñèíãóëÿð-

íîñòi â ñóïåðïîòåíöiàëi W (x) i ãåíåðóþ÷ié ôóíêöi¨ W+(x).

Òàêîæ â öüîìó ðîçäiëi ìåòîä ïîáóäîâè êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ

ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê ÷àñòèíêè, ìàñà ÿêî¨

çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò. Íàâåäåíî ïðèêëàäè êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ

ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ îñíîâíîãî òà ïåðøîãî çáóäæåíîãî ñòàíiâ

òà äâîõ äîâiëüíèõ ñòàíiâ, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç ïåðiîäè÷íèõ ñóïåðïîòåí-

öiàëiâ W ÷è ãåíåðóþ÷èõ ôóíêöié W+ äëÿ ÷àñòèíêè ç ïåðiîäè÷íîþ

çàëåæíiñòþ ìàñè ñèñòåìè âiä êîîðäèíàò.

Äîñëiäæåíî âèïàäêè, êîëè çàëåæíà âiä êîîðäèíàò ìàñà òà ñóïåð-

ïîòåíöiàëW (x) ÷è ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿW+(x) ïðèâîäÿòü äî ïîñòiéíîãî

ïîòåíöiàëó. Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ðóõ ÷àñòèíêè íå âiëüíèé,

îñêiëüêè ó îïåðàòîð êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ âõîäèòü çàëåæíiñòü ìàñè âiä êî-

îðäèíàò, i ïðè iíøîìó ñïîñîái óïîðÿäêóâàííÿ âîíà ïðèâîäèòü äî äåÿêî¨

åôåêòèâíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòi [99].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçâèíóòî ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîí-

ñòðóþâàííÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ âèïàäêó ïåðiî-

äè÷íèõ òà âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ, à òàêîæ äëÿ ñèñòåì ç ìàñîþ, çàëå-

æíîþ âiä êîîðäèíàò.

Çîêðåìà, ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿ-

çóâàíèõ ïîòåíöiàëiâ óçàãàëüíåíî äëÿ âèïàäêó ïåðiîäè÷íèõ ïîòåíöià-

ëiâ ç äâîìà òà òðüîìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè Öå äîçâîëèëî îòðèìàòè

âæå iñíóþ÷i òà íîâi ïåðiîäè÷íi êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè, äëÿ

ÿêèõ âiäîìi äâà àáî òðè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêè. Îäèí ç îòðèìàíèõ ïîòåíöià-

ëiâ âiäòâîðþ¹ âiäîìèé ðàíiøå ïîòåíöiàë, çàïðîïîíîâàíèé Òóðáiíåðîì,

à iíøèé ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäîìîãî ïîòåíöiàëó Ðàçàâi. Ïðîâåäåíî àíàëiç

îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ çà äîïîìîãîþ îñöèëÿöiéíî¨ òåîðåìè.

Ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä çàñòîñîâàíî äëÿ êîíñòðóþâàííÿ êâàçi-

òî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíèõ âèïàäêîâèõ ïîòåíöiàëiâ ç îäíèì òà äâîìà âiäî-

ìèìè ðiâíÿìè. Äîñëiäæåíî óìîâè, çà ÿêèõ îòðèìàíèé âèïàäêîâèé ïî-

òåíöiàë ïðèâîäèòü äî äâîõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à ñòàíè, ÿêi îïèñóþòü öi

ðîçâ'ÿçêè, âiäíîñÿòüñÿ äî äåëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ. Îòðèìàíî êâàçiòî-

÷íî ðîçâ'ÿçóâàíó âèïàäêîâó ìîäåëü Êðîíiãà-Ïåííi i âèïàäêîâi òðèãî-

íîìåòðè÷íi ïîòåíöiàëè ç îäíèì òà äâîìà òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

Ïîêàçàíî, ùî ó äîâãîõâèëüîâié ãðàíèöi ãàìiëüòîíiàí íåîäíîðiäíî¨

ìîäåëi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó îïèñó¹ ÷àñòèíêó ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîð-
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äèíàò. Ðîçâ'ÿçàíî â öüîìó âèïàäêó ïðîáëåìó âïîðÿäêóâàííÿ iìïóëüñó

òà ìàñè â îïåðàòîði êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨.

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðà êiíåòè-

÷íî¨ åíåðãi¨ äëÿ ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò, ÿêèé ïà-

ðàìåòðèçó¹òüñÿ òðüîìà ôóíêöiÿìè, äîáóòîê ÿêèõ ïîâ'ÿçàíèé ç ìàñîþ

÷àñòèíêè.

Ñóïåðñèìåòðè÷íèé ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâà-

íèõ ïîòåíöiàëiâ óçàãàëüíåíî äëÿ âèïàäêó ÷àñòèíîê ç ìàñîþ, çàëåæíîþ

âiä êîîðäèíàò. Îòðèìàíî íîâi êâàçiòî÷íî ðîçâ'ÿçóâàíi ïîòåíöiàëè ç

îäíèì òà äâîìà ðiâíÿìè äëÿ ÷àñòèíêè ç ìàñîþ, çàëåæíîþ âiä êîîð-

äèíàò.

Â ðàìêàõ ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ìåòîäó âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ

ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ ó ïîñòiéíîìó ïîòåíöiàëi äëÿ ÷àñòèíêè ç ìàñîþ,

çàëåæíîþ âiä êîîðäèíàò.
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