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Вступ

Основою фiзики є експеримент. Саме навчальний експери-
мент допомагає студенту глибше зрозумiти фiзичнi явища, усвi-
домити залежностi мiж величинами, якi сформульованi у зако-
нах. Тому загальний фiзичний практикум є обов’язковою на-
вчальною дисциплiною пiд час вивчення фiзики на будь-якому
освiтньо-квалiфiкацiйному рiвнi, а особливо на рiвнi вищої шко-
ли – в Унiверситетi. Фiзичний практикум дає змогу студенто-
вi опанувати основи прямих вимiрювань фiзичних величин, ста-
тистичну обробку їхнiх результатiв, проводити опосередкованi
вимiрювання (за допомогою формул), оцiнку та обчислення їхнiх
похибок.

Єдина мова фiзики – математика, яка допомагає пов’язати
величини, значення яких отримують на пiдставi прямих вимiрю-
вань, у виглядi законiв, використовуючи якi фiзика має силу тео-
ретичного передбачення поведiнки рiзних фiзичних систем. Одне
з важливих завдань фiзичного практикуму – дати студентам екс-
периментально переконатися, що такi математично-теоретичнi
передбачення правильнi. Проводячи математичне опрацювання
отриманих результатiв, студенти наочно переконуються у пра-
вильностi фiзичних законiв i правил, краще усвiдомлюють при-
чинно-наслiдковi зв’язки мiж величинами, що є в основi тих чи
iнших процесiв.

Отже, фiзичний практикум дає змогу студентовi перекона-
тись у правильностi фiзичних законiв, дослiдити явища, якi
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викладають їм на лекцiйних заняттях вiдповiдних роздiлiв кур-
су загальної фiзики, а також набути навичок самостiйно викону-
вати експеримент. Отож завдання фiзичного практикуму такi:

• навчити студентiв використовувати теоретичний матерiал
для аналiзу конкретних фiзичних ситуацiй, експерименталь-
но перевiряти справджуванiсть теоретичних передбачень в
умовах конкретної задачi;

• ознайомити студентiв iз сучасними фiзичними приладами,
з основами їх роботи, а також дати вiдомостi про спектр
застосування;

• забезпечити набуття cтудентами практичних навикiв кори-
стування вимiрювальною апаратурою й експериментальни-
ми установками;

• навчити студентiв проводити фiзичнi експерименти за до-
помогою вищезгаданих приладiв i визначати похибки ви-
мiрювань, оцiнювати точнiсть i ступiнь достовiрностi отри-
муваних результатiв;

• враховуючи точнiсть експерименту, зробити обґрунтований
висновок про справджуванiсть фiзичних законiв i законо-
мiрностей; пiдтвердити значення фiзичних констант i харак-
теристик речовин чи процесiв.

Ця частина фiзичного практикуму є посiбником для вико-
нання студентами Унiверситету лабораторних робiт з механiки.
Оскiльки механiку викладають на фiзичних факультетах закла-
дiв вищої освiти у першому семестрi першого курсу, то в на-
вчальному посiбнику наведено основи визначення похибок пря-
мих i опосередкованих вимiрювань, якi будуть використовувати
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студенти i в наступних частинах фiзичного практикуму (якi ви-
кладатимуть у наступних семестрах – аж до 4-го курсу), присвя-
чених вивченню iнших роздiлiв курсу загальної фiзики, а також
пiд час виконання ними курсових i магiстерських робiт, в по-
дальшому, пiсля отримання диплома, в професiйнiй науковiй дi-
яльностi.

В описi кожної лабораторної роботи наведено:

• перелiк завдань, якi потрiбно зробити пiд час виконання
цiєї роботи;

• перелiк та опис приладiв, необхiдних для виконання цiєї
роботи;

• теоретичнi основи фiзичних процесiв i явищ, якi студенти
мають засвоїти для виконання цiєї роботи (нижче наводя-
ться посилання на доступнi навчальнi ресурси);

• виведення робочих формул;

• порядок виконання роботи;

• перелiк контрольних запитань для перевiрки готовностi сту-
дентiв до виконання роботи та обов’язковi питання, якi є
основою пiд час захисту студентами звiтiв до виконаної ро-
боти.

Студентам для самопiдготовки до виконання лабораторних
робiт рекомендуємо такий список лiтератури:

1. Мелех Б.Я., Смеречинський С.В., Стельмах О.М., Кош-
мак I.О. Електронний курс з навчальної дисциплiни “Ме-
ханiка”: Вiдеолекцiї (з описом контенту), вiдеодемонстрацiї
виконання лабораторних робiт та модульнi тести з “Меха-
нiки” для студентiв фiзичного факультету.
https://e-learning.lnu.edu.ua/course/view.php?id=204
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2. Кучерук I. М. Загальний курс фiзики. Том 1. Механiка. Мо-
лекулярна фiзика i термодинамiка / I. М. Кучерук, I. Т. Гор-
бачук, П. П. Луцик. – Київ: Технiка, 1999.

3. Ваврух М. В. Збiрник задач з механiки : навч. посiбник /
М. В. Ваврух, С. В. Смеречинський, О. М. Стельмах,
Н. Л.Тишко. – Львiв: ЛНУ iменi Iвана Франка, 2017. – 285 с.

4. Кушнiр Р. М. Загальна фiзика. Механiка. Молекулярна фi-
зика : навч. посiбник / Р. М. Кушнiр. – Львiв: ЛНУ iменi
Iвана Франка, 2003. – 403 с.

5. Бородчук А. В. Механiка : лабораторний практикум /
А. В. Бородчук, Я. А. Пастирський, З. В. Стасюк. – Львiв,
2006. – 257 с.

6. Iванкiв Л. I. Механiка : навч. посiбник для студ. фiз. спец.
вузiв / Л. I. Iванкiв, Б. М. Палюх. – Київ: IСДО, 1995. –
228 с.

7. Iро Г. Класична механiка / пер. з нiм. ; Г. Iро – Львiв, 1999.
– 461 с.

8. Gallavotti G. The Elements of Mechanics / G. Gallavotti. –
Ipparco Editore, Dipartimento di Fisica Università di Roma
“La Sapienza”, 2007. – 572 p.

Крiм запропонованих посiбникiв, для самопiдготовки реко-
мендуємо користуватися конспектом лекцiй, а також лiтерату-
рою, яку запропонував лектор.

Для визначення похибок фiзичних величин радимо викори-
стовувати: Демкiв Т. М. Основи теорiї похибок фiзичних вели-
чин. Методичнi матерiали для загального фiзичного практикуму
/ Т. М. Демкiв, О. I. Конопельник, Я. I. Шопа. – Львiв: ЛНУ iме-
нi Iвана Франка, 2008. – 40 c.
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В основу цього посiбника покладено навчальне видання: Лог-
виненко О. О. Загальна фiзика : лабораторний практикум з меха-
нiки для студентiв унiверситету / О. О. Логвиненко, Я. А. Пастир-
ський. – Львiв: Ред. видав. вiдд. Львiв. держ. ун-ту, 1995. – 113 с.

У посiбнику наведено розширенi теоретичнi вiдомостi до ла-
бораторних робiт, якi виконують студенти фiзичного та iнших
природничих факультетiв.

У другому роздiлi цього навчального посiбника описано два-
надцять лабораторних робiт (ЛР) з механiки.

• 2.1. Визначення густини речовини тiл правильної геометри-
чної форми (ЛР 101).

• 2.2. Перевiрка основного закону динамiки обертального ру-
ху за допомогою маятника Обербека (ЛР 111).

• 2.3. Визначення моменту iнерцiї тiла за допомогою маятни-
ка Максвелла (ЛР 112).

• 2.4. Дослiдження залежностi моменту iнерцiї дволанкової
системи вiд її геометричних параметрiв (ЛР 113).

• 2.5. Перевiрка закону збереження моменту iмпульсу (ЛР 114).

• 2.6. Визначення прискорення вiльного падiння за допомо-
гою фiзичного маятника (ЛР 115).

• 2.7. Дослiдження процесу пружної деформацiї розтягу дро-
тини (ЛР 118).

• 2.8. Дослiдження пружної деформацiї кручення (ЛР 120А).

• 2.9. Вивчення коливних процесiв (ЛР 122).

• 2.10. Дослiдження прецесiї гiроскопа та визначення його
моменту iнерцiї (ЛР 123).
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• 2.11. Визначення швидкостi поширення звуку в повiтрi ме-
тодом стоячої хвилi (ЛР 125).

• 2.12. Визначення швидкостi польоту кулi за допомогою кру-
тильно-балiстичного маятника (ЛР 129).

Лабораторнi роботи охоплюють основнi роздiли механiки, а
саме: сили в механiцi (ЛР 118, 120А); механiка твердого тiла (ЛР
101, 111, 112, 113); закони збереження (ЛР 114, 129); коливний
рух та поширення хвиль у пружних середовищах (ЛР 122, 125).

У додатку наведено форму звiту до лабораторних робiт.



Роздiл 1

ТЕОРЕТИЧНI ОСНОВИ ОБРОБКИ РЕЗУЛЬТАТIВ
ФIЗИЧНИХ ВИМIРЮВАНЬ

1.1. Основнi поняття. Вимiрювання та типи похибок

Точнiсть вимiрювання значень фiзичних величин характери-
зується похибками засобiв вимiрювання та результатiв дослiду
(точнiшi вимiрювання характеризуються меншою сумарною по-
хибкою). Отже, оцiнка результатiв вимiрювань безпосередньо за-
лежить вiд правильного опрацювання результатiв спостережень:
помилки пiд час такого опрацювання приведуть до втрати цiнної
iнформацiї та до неправильних висновкiв.

Умовами отримання правильних висновкiв щодо iнтерпрета-
цiї результатiв вимiрювання фiзичних величин є лише правиль-
ний аналiз методики проведення експерименту та правильне ста-
тистичне опрацювання отриманих результатiв.

Кожна з лабораторних робiт фiзичного практикуму присвя-
чена вивченню конкретного фiзичного явища, а також вiдтворен-
ню дослiдiв для перевiрки основних фiзичних законiв. Зазвичай
кожне таке дослiдження складається з кiлькох вимiрювань.

Пiд вимiрюванням розумiють виявлення значення фiзичної
величини дослiдним шляхом за допомогою спецiальних технiч-
них засобiв.
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Фiзична величина – це властивiсть, якiсно спiльна для ба-
гатьох фiзичних об’єктiв (фiзичних систем, їхнiх станiв i про-
цесiв, якi в них вiдбуваються), але кiлькiсно iндивiдуальна для
кожного об’єкта. Фiзичними величинами є довжина, маса, час,
швидкiсть тощо.

Кiлькiсна оцiнка фiзичної величини називається розмiром
фiзичної величини.

Значення фiзичної величини – це оцiнка фiзичної величини
у виглядi деякого числа прийнятих для неї одиниць.

Число, яке входить у значення фiзичної величини, називає-
ться числовим значенням фiзичної величини.

Вимiрювання фiзичної величини – це експериментальний про-
цес, пiд час якого визначають у скiльки разiв фiзична величина
бiльша або менша вiд однорiдної величини, прийнятої за одини-
цю. Вимiрювання складається зi спостережень i математичного
опрацювання їхнiх результатiв.

Спостереження пiд час вимiрювання – це експерименталь-
на операцiя, внаслiдок якої отримують одне з групи значень ве-
личин, що пiдлягають сумiсному опрацюванню, для одержання
результату вимiрювання.

Вимiрювання роздiляють на прямi та непрямi. Непрямi ви-
мiрювання подiляються на опосередкованi, сукупнi та сумiснi.

Прямi вимiрювання – це такi, за яких шукане значення фi-
зичної величини визначають безпосередньо з дослiдних даних.

Опосередкованi – це вимiрювання, за яких шукане значення
величини визначають на пiдставi вiдомої залежностi мiж цiєю
величиною i величинами, що пiдлягають прямим вимiрюванням.

Сукупнi – це одночаснi вимiрювання кiлькох однойменних
значень величин, за яких шукане значення величини визначають
за допомогою розв’язання системи рiвнянь, отриманих внаслiдок
прямих вимiрювань рiзних сполучень цих величин.
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Сумiснi – це вимiрювання двох або кiлькох однойменних зна-
чень величин, що їх виконують одночасно для визначення зале-
жностей мiж ними.

Пiд час аналiзу вимiрювань треба чiтко розмежовувати два
поняття: iстинне значення фiзичних величин та їхнi емпiричнi
прояви – результати вимiрювань.

Iстинне значення фiзичної величини – це значення, яке iде-
ально якiсно i кiлькiсно вiдображає вiдповiдну властивiсть об’єк-
та. Воно не залежить вiд засобiв нашого пiзнання i виявляється
тiєю абсолютною iстиною, до якої ми прагнемо, намагаючись ви-
разити його у виглядi числового значення.

Результати вимiрювань, навпаки, є продуктом нашого пi-
знання, наближенi оцiнки значень величин, визначенi шляхом
спостережень. Вони залежать не тiльки вiд самих величин, а й
вiд методiв вимiрювання, технiчних засобiв, за допомогою яких
їх вимiрюють, i властивостей органiв вiдчуття спостерiгача, який
виконує вимiрювання.

Через недосконалiсть засобiв вимiрювання, а також через
численнi збурення, отримане пiд час вимiрювань значення фi-
зичної величини x вiдрiзняється звичайно вiд його iстинного зна-
чення x0, тобто має похибку.

Похибка вимiрювання – це вiдхилення результату вимiрюван-
ня вiд iстинного значення вимiрюваної величини.

Похибка ∆x = x−x0, виражена в одиницях вимiрюваної фi-
зичної величини, називається абсолютною, а виражена в части-
нах або вiдсотках вiд значення вимiрюваної фiзичної величини
– вiдносною.

Оскiльки iстинне значення x0 вимiрюваної величини невiдо-
ме, то невiдомi й похибки вимiрювання. Щоб отримати хоча б на-
ближенi результати, доводиться замiсть iстинного значення пiд-
ставляти так зване дiйсне значення, тобто значення, визначене
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експериментально, яке наближається до iстинного настiльки, що
для цiєї мети його можна використати замiсть нього.

Залежно вiд закономiрностi появи похибки вимiрювання бу-
вають трьох типiв: грубi, систематичнi та випадковi.

Грубою похибкою, або промахом, називають похибку вимiрю-
вання, яка суттєво перевищує очiкувану за цих умов вимiрювань.

Систематична похибка вимiрювання – це складова похибки
вимiрювання, яка залишається сталою або закономiрно змiнює-
ться пiд час повторних вимiрювань тiєї ж величини.

Випадковою похибкою вимiрювання називають складову по-
хибки, яка змiнюється випадково пiд час повторних вимiрювань
тiєї ж величини.

Закономiрностi випадкових похибок вивченi, iснують прийо-
ми їхнiх оцiнок i виявлень. Їх виявляють шляхом багаторазових
вимiрювань. Систематичнi ж похибки не можна нi виявити, нi
усунути пiд час повторних вимiрювань тим самим приладом.

Поява тiєї чи iншої випадкової похибки є так званою випад-
ковою подiєю. Випадковими подiями називають такi подiї, появу
яких не можна точно передбачити. Їх вивчає теорiя ймовiрно-
стей, що дає методи обчислення ймовiрностi їхньої появи.

Теорiя похибок, яка ґрунтується на теорiї ймовiрностей, дає
формули для обчислення ймовiрностей появи того чи iншого зна-
чення випадкової похибки ∆x у рядi n однакових вимiрювань
величини x.

1.2. Похибки прямих вимiрювань фiзичних величин

Завдання прямого вимiрювання полягає у визначеннi серед-
нього значення шуканої величини з врахуванням поправки на
систематичну похибку, а також в обчисленнi випадкової похибки,
похибки приладу i заокруглення.
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1.2.1. Визначення випадкової похибки

Прилад не є абсолютно iзольованим вiд зовнiшнього сере-
довища. Випадковi коливання величин, якi є характеристиками
цього середовища та мають вплив на роботу приладу (наприк-
лад, атмосфернi умови, напруженостi зовнiшнiх електричних i
магнiтних полiв, нестабiльнiсть електричного джерела живлен-
ня приладу, суб’єктивнi помилки оператора, який керує роботою
приладу, вiбрацiї тощо), призводять до того, що значення тiєї
ж самої вимiрюваної величини будуть рiзними пiд час повтор-
них вимiрювань тим же приладом. Характеризує цi вiдхилення
випадкова похибка.

Якщо збiльшувати кiлькiсть вимiрювань, то можна помiти-
ти, що бiльшiсть з вимiряних значень будуть групуватися бiля
середнього значення всiх вимiряних величин. Що бiльше вiдхи-
лення вiд середнього значення, то рiдше воно траплятиметься пiд
час вимiрювань. Зi збiльшенням кiлькостi вимiрювань розподiл
отримуваних пiд час вимiрювання значень стабiлiзується.

Результуюча випадкова похибка формується багатьма ви-
падковими похибками, що з’являються унаслiдок згаданих вище
причин. Якщо цi окремi похибки (причини) незалежнi, то, згiдно
з положенням теорiї ймовiрностей, сформульованого у так званiй
центральнiй граничнiй теоремi, результуюча сумарна випадкова
похибка буде розподiлена за так званим нормальним законом
(розподiлом Гаусса). Ми враховуватимемо припущення розподi-
лу випадкової похибки саме за нормальним законом.

Нехай у результатi i-го спостереження величини x0 отримано
значення xi. Якщо таких спостережень було n, то вся сукупнiсть
значень xi називається вибiркою об’єму n. Пiд дiйсним значен-
ням вимiрюваної величини в цьому випадку розумiють середнє
арифметичне значення вибiрки

x =
x1 + x2 + x3 + ...+ xn

n
=

∑n
i=1 xi
n

. (1.1)
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Припускають, що це середнє арифметичне значення вибiрки об’єму
n приблизно вiдповiдає величинi, коли нормальний розподiл до-
сягає максимального значення.

Випадковим вiдхиленням результату i-го спостереження вiд
середнього буде

∆xi = xi − x. (1.2)

Знаючи величину випадкових вiдхилень кiлькох спостере-
жень, легко обчислити вибiркове cереднє квадратичне вiдхилен-
ня результату спостереження (оцiнка середнього квадратичного
вiдхилення)

Sx =

[∑n
i=1(∆xi)

2

n− 1

]1/2
. (1.3)

Середнє квадратичне вiдхилення визначає ширину нормального
розподiлу. Власне ця величина разом з x повнiстю визначають
нормальний розподiл для вибiрки об’єму n.

Однак значення x та Sx будуть змiнюватися пiд час збiльшен-
ня кiлькостi спостережень n. Набiр значень цих величин, отри-
маний так, буде теж мати випадковий характер i пiдкоряти-
меться нормальному закону розподiлу. Кiнцевою метою оброб-
ки деяких вимiрювань є одержання найвiрогiднiшого результату
вимiрювання (середнє вибiркове) i оцiнка його похибки.

Похибку результату вимiрювання характеризує величина, яку
називають вибiрковим середнiм квадратичним вiдхиленням се-
реднього арифметичного, або оцiнкою середнього квадратичного
вiдхилення середнього арифметичного

Sx =

[∑n
i=1(∆xi)

2

n(n− 1)

]1/2
=

Sx√
n
. (1.4)

Ця величина характеризує розподiл середнiх значень x, отрима-
них у рiзних вибiрках.
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Закон нормального розподiлу, пiд час виконання вищезгада-
ної умови незалежностi чинникiв, якi формують випадкову по-
хибку, iдеально описує розподiл випадкової похибки за нескiн-
ченної кiлькостi вимiрювань. Однак насправдi кiлькiсть вимi-
рювань n – скiнченне. Визначаючи границi довiрчого iнтервалу
(iнтервалу, в який потрапляє вимiрювана величина iз заданою
ймовiрнiстю), для x за малих значень n (n ≤ 30) використовують
закон розподiлу випадкових похибок, запропонований Стьюден-
том. Для цього спочатку треба визначити x i Sx, а потiм вибра-
ти потрiбну довiрчу ймовiрнiсть p (вiдносну кiлькiсть вiдхилень,
величина яких не перевищує за абсолютним значенням заданої
величини |∆x1|) результату i за вiдповiдною таблицею коефiцi-
єнтiв Стьюдента (табл. 1.1) залежно вiд кiлькостi проведених
спостережень n визначають коефiцiєнт Стьюдента

tpn =
∆випx

Sx
. (1.5)

Знаючи Sx i tpn, обчислюють випадкову похибку результату
вимiрювання (довiрчу границю)

∆випx = tpnSx. (1.6)

1.2.2. Похибка приладу

Похибку приладу визначають пiд час його випробування або
повiрки, яку виконують метрологiчнi служби.

Граничну похибку приладу (максимально допустима похиб-
ка, яку дає прилад пiд час вимiрювання в нормальних умовах)
θгр обчислюють за класом точностi, який зазначають у його пас-
портi або на шкалi приладу. Класом точностi k вимiрювального
приладу називають виражене у вiдсотках вiдношення граничної
абсолютної похибки θгр до максимального значення xмакс, яке
цей прилад може вимiряти: k = (θгр/xмакс)100%.
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Таблиця 1.1. Коефiцiєнти Стьюдента tpn

n Довiрча ймовiрнiсть p
0.5 0.8 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999

2 1.00 3.1 6.31 12.71 31.82 63.66 636.62
3 0.82 1.9 2.92 4.30 6.97 9.93 31.60
4 0.77 1.6 2.35 3.18 4.54 5.84 12.92
5 0.74 1.5 2.13 2.78 3.75 4.60 8.61
6 0.73 1.5 2.02 2.57 3.37 4.03 6.87
7 0.72 1.4 1.94 2.45 3.14 3.71 5.96
8 0.71 1.4 1.90 2.37 3.00 3.50 5.41
9 0.71 1.4 1.86 2.31 2.90 3.36 5.04
10 0.70 1.4 1.83 2.26 2.82 3.25 4.78
11 0.70 1.4 1.81 2.23 2.76 3.17 4.59
12 0.70 1.4 1.80 2.20 2.72 3.11 4.44
13 0.70 1.4 1.78 2.18 2.68 3.06 4.32
14 0.69 1.4 1.77 2.16 2.65 3.01 4.22
15 0.69 1.3 1.76 2.15 2.62 2.98 4.14
16 0.69 1.3 1.75 2.13 2.60 2.95 4.07
17 0.69 1.3 1.75 2.12 2.58 2.92 4.02
18 0.69 1.3 1.74 2.11 2.57 2.90 3.97
19 0.69 1.3 1.73 2.10 2.55 2.88 3.92
20 0.69 1.3 1.73 2.09 2.54 2.86 3.88
25 0.69 1.3 1.71 2.09 2.49 2.80 3.75
30 0.68 1.3 1.70 2.04 2.46 2.76 3.66
40 0.68 1.3 1.68 2.02 2.42 2.70 3.55
60 0.68 1.3 1.67 2.00 2.39 2.66 3.46
120 0.68 1.3 1.66 1.98 2.36 2.62 3.37
∞ 0.67 1.3 1.65 1.96 2.33 2.58 3.29

Граничну похибку приладу можна визначити за формулою

θгр =
kxмакс

100%
. (1.7)

Потрiбно зважати, що гранична похибка чи клас точностi
приладу стосується не конкретного екземпляра, а всiєї сукупнос-
тi цiєї серiї приладiв. Про похибку окремого екземпляра можна
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Таблиця 1.2. Довiрча ймовiрнiсть p для довiрчого iнтервалу,
вираженого в частках середнього квадратичного вiдхилення

tp p tp p tp p

0.1 0.07966 1.6 0.89040 2.8 0.99489
0.5 38292 2.0 95450 3.0 99730
0.7 51607 2.2 97219 3.5 99953
1.0 68269 2.4 98360 4.0 99994
1.3 0.80640 2.6 0.99068 4.5 0.999994

лише сказати, що вона не виходить за межi, визначенi гранич-
ною похибкою або класом точностi. Тому, незважаючи на те, що
похибка приладу систематична, її можна вираховувати пiд час
обчислень як випадкову (розподiлену за рiвномiрним законом вiд
−θ до +θ).

Граничнi похибки штангенциркулiв, мiкрометрiв i деяких iн-
ших приладiв iнодi нанесенi на самому приладi, iнодi зазначенi
в паспортi. Якщо гранична похибка або клас точностi приладу
невiдомi, то приймають, що гранична похибка θгр дорiвнює 0,5
цiни подiлки шкали (цiна подiлки шкали – це рiзниця значень,
яка вiдповiдає двом сусiднiм позначкам шкали).

Знаючи граничну похибку приладу θгр, обчислюємо вибiрко-
ве середнє квадратичне вiдхилення результату вимiрювання

Sпр =
θгр

3
. (1.8)

Тодi для довiрчої ймовiрностi p абсолютну похибку приладу
можна обчислити за формулою

∆прx = tpSпр =
tpθгр

3
, (1.9)

де tp – коефiцiєнт, який беремо з табл. 1.2.
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Зазначимо, що фактична похибка будь-якого приладу може
бути меншою, нiж це випливає з формули (1.9), i її можна враху-
вати конкретно, якщо є крива градування приладу або взiрцевий
прилад.

1.2.3. Похибка заокруглення

У тих випадках, коли вiдлiки показiв приладу заокруглю-
ють до цiлих значень або часток подiлок (лiнiйка, мiкрометр,
електровимiрювальний прилад тощо), а також пiд час користу-
вання нонiусом або цифровими приладами, виникає випадкова
похибка (похибка заокруглення), яка має рiвномiрний розподiл.
У цьому випадку, якщо немає систематичних похибок, то макси-
мальна похибка не перевищує h/2, де h – iнтервал заокруглення.
Iнтервал заокруглення h може дорiвнювати цiнi подiлки прила-
ду, якщо вiдлiк беруть з точнiстю до цiлих подiлок або половинi
цiни подiлки, якщо вiдлiки заокруглюють до половини подiлки.

Похибкою заокруглення називають величину

∆зx = p
h

2
, (1.10)

де p – довiрча ймовiрнiсть.
Пiд час виконання лабораторних робiт потрiбно враховувати

три типи похибок: випадкову ∆випx, похибку приладу ∆прx i
похибку заокруглення ∆зx.

1.2.4. Сумарна похибка дослiду

Сумарну похибку дослiду визначають “квадратичним пiдсу-
мовуванням”:

∆x =
√

(∆випx)2 + (∆прx)2 + (∆зx)2. (1.11)
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Для оцiнки точностi вимiрювань вводять поняття вiдносної
похибки:

δx =
∆x

x
. (1.12)

Пiд час обчислення сумарної похибки за формулою (1.11)
можна нехтувати будь-якою складовою (∆випx, ∆прx або ∆зx),
якщо її значення у три рази менше вiд будь-якої iншої похибки.

У випадку вимiрювання, пiд час якого виконують тiльки
одне спостереження (наприклад, вимiрювання температури, зва-
жування тiла на технiчнiй вазi тощо), сумарну похибку оцiню-
ють похибкою приладу i заокруглення. Одноразовим спостере-
женням обмежуються тодi, коли три-чотири попереднi дослiди
свiдчать, що випадкова похибка не виявляється (за повторних
спостережень отримують той самий результат). Це трапляється
тодi, коли випадкова похибка нижча порогу чутливостi приладу.
У цьому випадку обчислюють тiльки ∆прx i ∆зx.

1.3. Похибки непрямих вимiрювань фiзичних величин

Значення деяких фiзичних величин одержують за допомо-
гою формул, враховуючи фiзичнi закони чи залежностi вiд зна-
чень фiзичних величин, якi отримують на пiдставi прямих ви-
мiрювань у вiдповiднiй лабораторнiй роботi. Вище описано, як
оцiнити похибки для величин, значення яких отриманi на пiд-
ставi прямих вимiрювань. У цьому пiдроздiлi коротко описано
загальний пiдхiд для виведення формул, що дають змогу обчи-
слити похибки величин, отриманих за допомогою формул. Далi,
в описi кожної лабораторної роботи, зважаючи на описаний тут
пiдхiд, виведено формули для обчислення похибок вiдповiдних
опосередкованих вимiрювань. Варто пам’ятати, що в робочi фор-
мули пiдставляють середнi значення величини, одержанi пiд час
прямих вимiрювань.
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Непряме вимiрювання у загальному випадку можна зобрази-
ти деякою функцiєюN змiнних y = f(x1, ..., xN ), аргументи якої,
x1, ..., xN , вiдображають величини, значення яких отримують
внаслiдок прямих вимiрювань. Повний диференцiал цiєї функцiї
має такий вигляд:

dy = df(x1, ..., xN ) =
N∑
i=1

∂y

∂xi
dxi,

де ∂y/∂xi – частиннi похiднi (похiднi за кожною змiнною xi).
Пам’ятаймо, що коли береться частинна похiдна вiд функцiї

багатьох змiнних за якоюсь iз цих змiнних, то всi iншi змiннi
вважаються константами.

Переходячи вiд нескiнченно малих приростiв dy до скiнчен-
них ∆x, отримуємо:

∆y = ±
N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂y∂xi
∆xi

∣∣∣∣ . (1.13)

Точнiшу оцiнку похибки ∆y отримують через зв’язок диспер-
сiї (квадрата середнього квадратичного вiдхилення середнього
арифметичного (Sy)

2) величини y з дисперсiями (Sxi)
2 величин,

отриманих на пiдставi прямих вимiрювань:

(Sy)
2 =

N∑
i=1

(
∂y

∂xi
∆Sxi

)2

. (1.14)

Домноживши лiву та праву частину цього виразу на коефiцi-
єнти Стьюдента, а також прийнявши до уваги похибки прила-
ду/приладiв та заокруглень пiд час визначення величин xi, отри-
маємо остаточний вираз для розрахунку похибки непрямих ви-
мiрювань:

∆y = ±

√√√√ N∑
i=1

(
∂y

∂xi
∆xi

)2

, (1.15)
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де множник ∆xi – абсолютнi похибки прямих вимiрювань зна-
чень величин xi.

В описах кожної лабораторної роботи, наведених у наступно-
му роздiлi, виводяться робочi формули для визначення похибок
непрямих вимiрювань, як базову використовують дещо модифi-
кований вигляд формули (1.15). Модифiкацiя стосується введе-
ння у формулу середнього значення величини y, яке є у вiдповiд-
нiй залежностi вiд середнiх значень величин xi (y = f(x1, ..., xN )),
отриманих шляхом прямих вимiрювань:

∆y = ±y

√√√√ N∑
i=1

(
∂y

∂xi

∆xi
f(x1, ..., xN )

)2

. (1.16)



Роздiл 2

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕННЯ ЛАБОРАТОРНИХ
РОБIТ З МЕХАНIКИ ТА МЕТОДИЧНI
РЕКОМЕНДАЦIЇ ДО ЇХ ВИКОНАННЯ

2.1. Визначення густини речовини тiл правильної
геометричної форми

Пiд час виконання лабораторної роботи основною метою є
обчислення густини тiла за визначеними геометричними розмi-
рами та масою, а також оцiнка похибки прямих i непрямих вимi-
рювань. Тут необхiдними приладами є штангенциркуль, мiкро-
метр, аналiтична вага з набором важкiв, тiло правильної геоме-
тричної форми. Теоретичний матерiал, який потрiбно знати для
виконання лабораторної роботи, – абсолютна та вiдносна похиб-
ка вимiрювань, правила користування штангенциркулем i мiкро-
метром, будова нонiуса, маса та густина тiл.

2.1.1. Визначення лiнiйних розмiрiв

Для вимiрювань геометричних розмiрiв фiзичних тiл сту-
дент може використати сантиметрову лiнiйку, штангенциркуль
чи мiкрометр. Залежно вiд того, якi розмiри об’єкта дослiджень
(вiдстань, пройдена тягарцем, дiаметр шкiва чи малого цилiнд-
ра), будемо застосовувати той чи iнший вимiрювальний пристрiй.
Зрозумiло, що й точнiсть отриманого результату буде рiзною
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Рис. 2.1. Схематичне зображення лiнiйки

через рiзну точнiсть iнструментiв. Розглянемо детальнiше бу-
дову та особливостi вимiрювання лiнiйкою, штангенциркулем i
мiкрометром.

Лiнiйку (рис. 2.1) використовують для вимiрювання розмi-
рiв рiзних геометричних тiл. На нiй можна вiдраховувати тiльки
цiле число мiлiметрiв, тобто її точнiсть дорiвнює 1 мм.

Мiлiметр є доволi великою одиницею довжини для сучасних
методiв вимiрювання. Поєднання двох лiнiйок в одному iнстру-
ментi, такому як штангенциркуль, допоможе полiпшити точнiсть
вимiрювання.

Штангенциркуль (рис. 2.2) – це iнструмент для вимiрюван-
ня лiнiйних розмiрiв тiл з високою точнiстю. Вiн складається
(див. рис. 2.2, б) зi сталевої лiнiйки 1 з мiлiметровою шкалою,
щодо якої перемiщається рамка 2 з нонiусом 3, i двох пар губок 5
та 6. Стопорний гвинт 4 призначений для фiксацiї положення но-
нiуса пiд час вимiрювання. Пара губок 6 слугує для визначення
внутрiшнiх дiаметрiв отворiв та їхньої глибини, а 5 – для визна-
чення зовнiшнiх розмiрiв. У кожнiй парi одна губка рухома, iнша
нерухома. Якщо губки зiмкнутi, то вiдлiк за нонiусом дорiвнює
нулю.

Нонiусом називають доповнення до основного масштабу,
яке дає змогу пiдвищити точнiсть вимiрювання з заданим мас-
штабом у 10–50 разiв. Лiнiйний нонiус – це невелика лiнiйка, що
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a

б

Рис. 2.2. Зовнiшнiй вигляд (а) i схематичне (б) зображення
штангенциркуля з точнiстю 0.1 мм

може ковзати вздовж основного масштабу i на яку нанесена ма-
ленька шкала з m подiлок. Якщо позначити цiну подiлки лiнiйки
y, то точнiсть нонiуса ∆x = y/m.

Коли губки розсунути, то вiдстань мiж ними, очевидно, до-
рiвнюватиме довжинi, на яку нуль нонiуса перемiстився вздовж
лiнiйки вiд її нуля.
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Оскiльки подiлки нонiуса не дорiвнюють подiлкам лiнiйки,
то завжди знайдеться на ньому така n-на подiлка, яка буде най-
бiльше збiгатися з вiдповiдною подiлкою лiнiйки. На рис. 2.2,
б четверта подiлка нонiуса збiглася з подiлкою основної шкали.
У цьому випадку довжина вiдрiзка L дорiвнює сумi кiлькостi k
цiлих подiлок нерухомої лiнiйки (k = 16) i добутку точностi но-
нiуса (y/m = 1 мм / 10 = 0.1 мм) на номер подiлки нонiуса n, що
точно збiгається з деякою подiлкою лiнiйки (n = 4):

L = ky + n
y

m
.

Отже, предмет, розмiри якого вимiрюють на рис. 2.2, б, має
дiаметр 16.4 мм. Похибка штангенциркуля дорiвнює половинi йо-
го точностi 1/2 ∆x.

Мiкрометр (рис. 2.3) використовують для визначення дiа-
метра дротин, невеликих товщин пластинок тощо. Це iнструмент
для вимiрювання лiнiйних розмiрiв з точнiстю 0.01 мм. Вiн скла-
дається (див. рис. 2.3, б) зi сталевої скоби 8, що має нерухому
опорну п’яту 1, стебла 3, мiкрометричного гвинта 2 i стопорного
гвинта 7. Мiкрометричний гвинт перемiщається всерединi спе-
цiальної гiльзи з рiзьбою, закрiпленою в стеблi 3. Крок гвинта
становить 0.5 мм. На зовнiшнiй поверхнi стебла нанесенi двi по-
здовжнi шкали з цiною подiлки 0.5 мм. Зовнi стебло охоплює ба-
рабан 4, з’єднаний з мiкрометричним гвинтом 2, що обертається
пiд час обертання барабана, i його вимiрювальна поверхня пере-
мiщається. Цiна подiлки шкали 6 барабана становить 0.01 мм.

Пiд час вимiрювання мiкрометром похибки найчастiше ви-
никають через неоднаковий натиск мiкрометричного гвинта на
вимiрюваний предмет. Для забезпечення рiвномiрного натиску
мiкрометричного гвинта на дослiджуване тiло в кiнцi барабана
є спецiальний пристрiй — трiскачка 5. Для вимiрювання тiло за-
тискають мiж опорною п’ятою 1 i мiкрометричним гвинтом 2,
обертаючи мiкрометричний гвинт до моменту виникнення звуку
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a

б

Рис. 2.3. Зовнiшнiй вигляд (a) i схематичне (б) зображення
мiкрометра

в трiскачцi 5. На стеблi нанесена поздовжня лiнiя, навпроти якої
зчитують вiдлiк. Цiлi мiлiметри вiдраховують за подiлками верх-
ньої шкали. Якщо пiсля подiлки на верхнiй шкалi барабан вiд-
криває подiлку нижньої шкали, то до розмiру потрiбно додати
0.5 мм. Сотi частки мiлiметра зчитують на шкалi барабана нав-
проти поздовжньої лiнiї.
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2.1.2. Визначення маси тiла за допомогою терезiв.
Правила зважування

Для визначення маси використовують рiзнi ваги чи терези
залежно вiд габариту зважувальних об’єктiв i потрiбної точно-
стi. В умовах лабораторiї для зважування дослiджуваних зразкiв
використовують терези.

Терези (рис. 2.4) складаються з рiвноплечового коромисла
1 (див. рис. 2.4, б), опорою якого є ребро сталевої призми 2, що
вставлена всередину коромисла перпендикулярно до його пло-
щини. Ребро призми опирається на полiровану пластинку 3, що
закрiплена на верхнiй частинi колонки 6. На кiнцях коромисла
на однаковiй вiдстанi вiд опори розташованi призми 4 та необ-
хiднi пристосування для пiдвiшення шальок 8. Для визначен-
ня положення рiвноваги чашок використовують довгу стрiлку
7, прикрiплену до середини коромисла. Коли терези не викори-
стовують, вони перебувають в опущеному положеннi. Пiд час
вимiрювань коромисло з чашками дещо пiднiмають уверх за до-
помогою ручки 12. Так уникають зайвого зношування терезiв.
Колонка має бути встановлена вертикально, що можна перевi-
рити за допомогою нитки пiдвiсу 5, розташованої бiля колонки.
Пiдвiс має встановитись точно над вiстрям гайки 11, що закрi-
плена на основi 9. Досягнути цього можна обертанням гвинтiв
10 на нiжках. Якщо колонка розташована вертикально, терези
ненавантаженi й пiднятi, то кiнець стрiлки 7 має вказувати на
середню подiлку шкали 13.

Кожнi терези розрахованi на певне граничне навантаження,
яке не можна переходити, щоб не спричинити перегину короми-
сла. Вiдповiдно до цього, кожнi терези укомплектованi футля-
ром з повним набором рiзноважок (див. рис. 2.4, а) до певного
значення маси.

У разi використання терезiв треба дотримуватись таких пра-
вил:
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а

б

Рис. 2.4. Зовнiшнiй вигляд (а) i схематичне (б) зображення
терезiв
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• на пiднятi терези не можна класти або знiмати вантажi та
навiть доторкатись до шальок;

• вантажi на шальки потрiбно накладати так, щоб їхнiй за-
гальний центр тяжiння мiстився в центрi шальки;

• рiзноважки можна брати тiльки пiнцетом, дрiбнi рiзноваж-
ки плоскої форми беруть пiнцетом за зiгнений кутик;

• знiмаючи рiзноважки з шальки, їх потрiбно класти на вiд-
повiдне мiсце у футлярi;

• пiднiмати i довантажувати коромисло треба повiльно пi-
сля того, як шальки зрiвноважились i можна однозначно
стверджувати, яка важча;

• не можна залишати надовго вантажi на шальках терезiв,
особливо коли вони не опущенi на основу;

• пiсля завершення зважування терези опускають (аретиру-
ють), рiзноважки i тягарець знiмають.

2.1.3. Визначення густини тiл

Важливою фiзичною характеристикою речовини є густина
– скалярна величина, що дорiвнює масi, помiщенiй в одиницi
об’єму тiла. Її визначають формулою:

ρ =
m

V
. (2.1.1)

Визначення густини зводиться до вимiрювання маси m та
об’єму V тiла. Масу визначають за допомогою зважування на
технiчних терезах, а об’єм тiла обчислюють за вимiряними гео-
метричними розмiрами. Наприклад, для паралелепiпеда

V = abc, (2.1.2)
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де a – довжина; b – ширина; c – висота паралелепiпеда. Для
цилiндра

V =
πd2h

4
. (2.1.3)

Тут d – дiаметр; h – висота цилiндра.
У цiй лабораторнiй роботi ми визначаємо густину паралеле-

пiпеда i цилiндра, тому, пiдставивши (2.1.2) та (2.1.3) у формулу
для густини (2.1.1), отримаємо робочi формули:

ρп =
mп

abc
; (2.1.4)

ρц =
4mц

πd2h
. (2.1.5)

Для розрахунку густини тiл вимiрюють довжину, ширину
та висоту паралелепiпеда штангенциркулем i дiаметр та висоту
цилiндра мiкрометром. Геометричнi розмiри визначають п’ять
разiв. Результати вимiрювань записують у табл. 2.1 та 2.2, вiдпо-
вiдно. Визначають масу дослiджуваних тiл за допомогою елект-
ронної ваги. За середнiми значеннями отриманих величин обчис-
люють за формулами (2.1.4) та (2.1.5) густину тiл. Результати
вимiрювань та обчислень для паралелепiпеда записують у табл.
2.1, для цилiндра — у табл. 2.2.

Щоб отримати формулу для обчислення похибок величин
непрямих вимiрювань, використовують формулу, записану у ви-
глядi:

∆y =< y >

√√√√ n∑
i=1

(
∂f(x1, x2, ..., xn)

∂xi

∆xi
f(x1, x2, ..., xn)

)2

, (2.1.6)

де y = f(x1, x2, ..., xn) – деяка функцiя вiд n змiнних; < y > –
середнє її значення; ∆xi – абсолютна похибка величини прямого
вимiрювання.
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На пiдставi цiєї формули розраховують частиннi похiднi та
абсолютну похибку для густини паралелепiпеда:

∂ρ

∂a
= − m

bca2
;

∂ρ

∂m
=

1

abc
;

∂ρ

∂b
= − m

acb2
;

∂ρ

∂c
= − m

abc2
.

Аналогiчно i для густини цилiндра:

∂ρ

∂m
=

4

πd2h
;

∂ρ

∂d
= − 4m

πd3h
;

∂ρ

∂h
= − 4m

πd2h2
.

Оцiнюють похибки прямих вимiрювань геометричних розмi-
рiв i маси тiл та похибки непрямих вимiрювань густини за фор-
мулами:

∆ρп = ρп

√(
∆mп

mп

)2

+

(
∆a

a

)2

+

(
∆b

b

)2

+

(
∆c

c

)2

;

δρп =
∆ρп

ρп
· 100%;

∆ρц = ρц

√(
∆mц

mц

)2

+

(
2∆d

d

)2

+

(
∆h

h

)2

;

δρц =
∆ρц

ρц
· 100%.

Результати записують у вiдповiдну таблицю.
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Таблиця 2.1

Номер ai, ∆ai, bi, ∆bi, ci, ∆ci, ρп, ∆ρп, δρп,
з/п м м м м м м кг/м3 кг/м3 %

1-5
Сер. зн.

Таблиця 2.2

Номер di, ∆di, hi, ∆hi, ρц, ∆ρц, δρц,
з/п м м м м кг/м3 кг/м3 %
1–5

Сер. зн.

Кiнцевий результат записують у виглядi:

a = a±∆a (м), δa = ...%;

b = b±∆b (м), δb = ...%;

c = c±∆c (м), δc = ...%;

d = d±∆d (м), δd = ...%;

h = h±∆h (м), δh = ...%;

mп = mп ±∆mп (кг), δmп = ...%;

mц = mц ±∆mц (кг), δmц = ...%;

ρп = ρп ±∆ρп (кг/м3), δρп = ...%;

ρц = ρц ±∆ρц (кг/м3), δρц = ...%.

Отриманi результати порiвнюють з табличними значеннями
густини металiв i роблять висновок про роботу.
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Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Яку фiзичну величину називають густиною тiла?

2. Якi вимiрювання називають прямими, непрямими?

3. Якi види похибок Ви знаєте?

4. Що називають абсолютною та вiдносною похибкою вимi-
рювання фiзичної величини?

5. З яких похибок складається загальна похибка вимiрюван-
ня?

6. Як обчислюють випадкову похибку, похибку приладу та
заокруглення?

7. Як обчислити похибку непрямих вимiрювань?

8. Що таке довiрчий iнтервал? Вiд чого вiн залежить?
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2.2. Перевiрка основного закону динамiки
обертального руху за допомогою маятника

Обербека

Пiд час виконання лабораторної роботи основною метою є
експериментальна перевiрка основного закону динамiки оберталь-
ного руху твердого тiла навколо нерухомої осi. Необхiднi прила-
ди для роботи – маятник Обербека, лiчильник часу, електронна
вага, масштабна лiнiйка, штангенциркуль, набiр тягарцiв рiзної
маси. Теоретичний матерiал, який потрiбно знати для виконан-
ня лабораторної роботи, – тангенцiальне та кутове прискорен-
ня, їх взаємозв’язок; момент сили; момент iнерцiї матерiальної
точки та твердого тiла; момент iмпульсу; другий закон Ньюто-
на для поступального та обертального рухiв; теорема Гюйгенса–
Штейнера.

2.2.1. Основнi поняття та формули динамiки
твердого тiла

Визначимо деякi основнi поняття, якими оперуватимемо у
цiй роботi.

Абсолютно тверде тiло (надалi тверде тiло) – це тiло, вiд-
стань мiж будь-якими двома його точками можна вважати по-
стiйною. Iнакше кажучи, це тiло, форма i розмiри якого не змi-
нюються пiд час руху. Усяке тверде тiло можна подумки розбити
на велику кiлькiсть частин, як завгодно малих порiвняно з роз-
мiрами всього тiла, i розглядати його як систему (сукупнiсть)
матерiальних точок, жорстко зв’язаних одна з одною.

Центром мас, або центром iнерцiї називають геометричну
точку C, маса якої дорiвнює масi всього тiла, а її положення
визначається радiус-вектором Rc:

Rc =
m1r1 +m2r2 + ...+mnrn

m1 +m2 + ...+mn
=

∑n
i=1miri
m

, (2.2.1)
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де mi i ri – маси й радiуси-вектори окремих точок (частин), m –
маса всього тiла.

Довiльний рух тiла можна розглядати як сукупнiсть посту-
пального руху центра мас i обертального руху навколо осi, що
проходить через центр мас.

Поступальним називається рух, пiд час якого пряма, що
з’єднує будь-якi двi точки тiла, перемiщується паралельно са-
ма собi (рис. 2.5). При такому русi всi точки тiла виконують за
той самий промiжок часу рiвнi за величиною i напрямом пере-
мiщення, внаслiдок чого швидкостi i прискорення всiх точок у
кожен момент часу є однаковими. Тому достатньо визначити рух
однiєї з точок тiла (наприклад, центра мас) для того, щоб оха-
рактеризувати рух всього тiла. Для опису поступального руху
використовують тангенцiальне прискорення.

Тангенцiальне прискорення aτ , яке є складовою лiнiйного
прискорення a, кiлькiсно дорiвнює змiнi модуля швидкостi v тiла
за одиницю часу t i напрямлене по дотичнiй до траєкторiї руху.
Числове значення вектора aτ

|aτ | =
d|v|
dt

. (2.2.2)

Рис. 2.5. Схематичне зображення поступального руху



36 Роздiл 2. Методика проведення лабораторних робiт. . .

Напрям тангенцiального прискорення збiгається з напрямом
швидкостi, а його значення i знак визначають характер криволi-
нiйного руху. Якщо aτ>0, то рух прискорений, якщо ж aτ<0, –
сповiльнений.

Другий закон Ньютона для центра мас твердого тiла запи-
сується у виглядi

d(mvc)

dt
= Fзовн, (2.2.3)

де vc – швидкiсть центру мас; Fзовн – рiвнодiйна всiх зовнiшнiх
сил, прикладених до тiла.

Обертальним рухом твердого тiла називають такий рух, за
якого всi точки тiла описують кола, що лежать у паралельних
площинах, з центрами, розташованими на прямiй, яку називають
вiссю обертання (рис. 2.6). Вiсь обертання може бути всерединi
тiла та поза ним.

Кутовим прискоренням ε називають вектор, який чисельно
дорiвнює змiнi кутової швидкостi ω за одиницю часу:

ε =
dω

dt
. (2.2.4)

Це псевдовектор, його ще називають аксiальним. Вiн не має
точки прикладання i паралельний до осi обертання. У прискоре-
ному обертаннi напрям кутового прискорення ε збiгається з на-
прямом кутової швидкостi ω, а у сповiльненому – протилежний
до неї.

Кутове прискорення пов’язане з лiнiйним тангенцiальним при-
скоренням точки так, що вектор тангенцiального прискорення aτ
дорiвнює векторному добутку кутового прискорення ε на радiус-
вектор r:

aτ = [ε× r]. (2.2.5)

Щоб тверде тiло з закрiпленою вiссю привести в обертовий
рух, потрiбно хоча б до однiєї з його точок прикласти зовнiшню
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Рис. 2.6. Схематичне зображення обертального руху

силу F i щоб точка прикладання сили не була на осi обертання,
а сама сила непаралельна їй (рис. 2.6).

Моментом сили M вiдносно осi обертання називають фiзич-
ну величину, яка дорiвнює векторному добутку радiус-вектора r,
проведеного в точку прикладання сили F, на цю силу:

M = [r× F]. (2.2.6)

Момент сили M напрямлений уздовж осi обертання ОО′ та
перпендикулярний до площини, в якiй лежать радiус-вектор r
i сила F. Напрям його визначають за означенням векторного
добутку або за правилом свердлика. Пiд час спостереження з
кiнця вектора M видно, що обертання по найкоротшому шляху
вiд r до F вiдбувається проти годинникової стрiлки (рис. 2.7).

Модуль вектора M згiдно з визначенням векторного добутку
дорiвнює

M = Fr sinα = Fl, (2.2.7)

де α – кут мiж векторами r i F; величина l = r sinα – довжина
перпендикуляра, опущеного з точки A на пряму, вздовж якої дiє
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Рис. 2.7. Векторне зображення моменту сили M

сила, називається плечем сили. Одиниця вимiрювання моменту
сили – [Н·м].

Моментом iнерцiї I матерiальної точки вiдносно осi обертан-
ня називають фiзичну величину, яка дорiвнює добутку її маси
m на квадрат вiдстанi r до осi обертання:

I = mr2. (2.2.8)

Одиниця вимiрювання – [кг·м2].
Основний закон динамiки обертального руху стверджує, що

кутове прискорення твердого тiла, яке обертається навколо не-
рухомої осi, прямо пропорцiйне до сумарного моменту всiх зов-
нiшнiх сил, що дiють на тiло, i обернено пропорцiйне до моменту
iнерцiї тiла вiдносно цiєї осi:

ε =
M

I
, (2.2.9)

де ε – проєкцiя кутового прискорення на вiсь обертання; M –
проєкцiя моменту сил на вiсь обертання; I – момент iнерцiї тiла
вiдносно осi.

Цей закон є аналогом другого закону Ньютона для поступаль-
ного руху (a = F/m), проте в ньому є iншi величини – кутове
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прискорення, момент сили, момент iнерцiї, оскiльки обертальний
рух твердого тiла визначений не лише силою i масою тiла, а й
просторовим розподiлом мас точок у твердому тiлi та розташу-
ванням прямих, уздовж яких дiють сили.

В обертальному русi роль маси m, тобто мiри iнертностi, вi-
дiграє момент iнерцiї I, роль сили F – момент сили M , приско-
рення a – кутове прискорення ε.

2.2.2. Вивчення обертального руху на маятнику
Обербека

Закони обертального руху зазвичай дослiджують за допо-
могою приладу “маятник Обербека”, який зображено на рис.2.8.
Маятник складається з вала 1, на якому закрiпленi два шкiви
рiзних радiусiв R1 i R2 та чотири стрижнi 2 у виглядi хрестови-
ни. На стрижнях крiплять додатковi вантажi 3 однакової маси.
Пересуваючи їх вздовж стрижня, можна змiнювати момент iнер-
цiї I маятника. Маятнику надають обертального руху, пiдвiшу-
ючи тягарець 4 до нитки, протилежний кiнець якої намотують
на один зi шкiвiв. Змiнюючи масу m тягарця або радiус R шкiва,
можна змiнити момент сили M . Висоту h опускання тягарця ви-
мiрюють лiнiйкою або визначають за шкалою 5 приладу. Час t
опускання тягарця вимiрюють лiчильником часу 6 (механiчним,
електромеханiчним чи електронним секундомiром).

Момент сили M визначають за формулою (2.2.6). З рис. 2.8
бачимо, що довжина радiуса-вектора r дорiвнює радiусу шкiва R,
на який намотана нитка, а F – силi натягу Fн нитки, що виникає
пiд дiєю ваги тягарця масою m. Оскiльки кут мiж векторами r i
Fн дорiвнює 90о, то формулу (2.2.7) запишемо так:

M = RFн. (2.2.10)
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Рис. 2.8. Маятник Обербека

За другим законом Ньютона для поступального руху рiвно-
дiйна сил, що дiють на тiло, дорiвнює добутку маси тiла на його
прискорення: ∑

Fi = ma. (2.2.11)

Тому рiвняння поступального руху тягарця масою m набуває
вигляду

mg − Fн = ma. (2.2.12)

З урахуванням характеру руху тягарця момент iнерцiї ви-
значають так:

I =
mR2(gt2 − 2h)

2h
, (2.2.13)

де h – висота опускання тягарця; t – час опускання.



2.2. Перевiрка основного закону динамiки. . . 41

Перевiрим основний закон динамiки обертального руху
(2.2.9) за умови сталого моменту iнерцiї I, змiнюючи момент
сили M . Для двох рiзних M1 i M2 можна записати

ε1 =
M1

I
, ε2 =

M2

I
. (2.2.14)

З цих рiвностей випливає, що

M1

ε1
=

M2

ε2
= I = const. (2.2.15)

З урахуванням виразу (2.2.13) для моменту iнерцiї рiвнiсть
(2.2.15) запишемо так:

m1R1
2(gt1

2 − 2h) = m2R2
2(gt2

2 − 2h). (2.2.16)

Отже, перевiрку основного закону динамiки обертального
руху можна звести до експериментальної перевiрки рiвностi A =
B, де

A = m1R1
2(gt1

2 − 2h); B = m2R2
2(gt2

2 − 2h). (2.2.17)

Для проведення розрахункiв вимiрюють лiнiйкою висоту h
за шкалою, а штангенциркулем – радiуси шкiвiв R1 i R2. Визна-
чають маси вантажiв m1 i m2 на технiчних терезах. Вимiрюють
час t1 опускання на вiдстань h вантажу масою m1, що пiдвiше-
ний до нитки, яка намотана на шкiв радiусом R1. Вимiрювання
повторюють п’ять разiв.

Вимiрюють час t2 опускання на вiдстань h вантажу масою
m2, що пiдвiшений до нитки, яка намотана на шкiв радiусом
R2. Вимiрювання повторюють п’ять разiв. За формулою (2.2.17)
визначають A та B i переконуються, що вони однаковi (в межах
похибки).
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З робочих формул (2.2.17) розраховують частиннi похiднi:

∂A

∂m1
= R2

1(gt
2
1 − 2h);

∂A

∂R1
= 2m1R1(gt

2
1 − 2h);

∂A

∂t1
= 2m1R

2
1gt1;

∂A

∂h
= −2m1R

2
1.

∂B

∂m2
= R2

2(gt
2
2 − 2h);

∂B

∂R2
= 2m2R2(gt

2
2 − 2h);

∂B

∂t2
= 2m2R

2
2gt2;

∂B

∂h
= −2m2R

2
2.

Використовуючи наведенi вище формули та формулу (2.1.6),
обчислюють абсолютнi похибки для значень A та B:

∆A = A

√(
∆m1

m1

)2

+

(
2∆R1

R1

)2

+

(
2gt1∆t1

gt1
2 − 2h

)2

+

(
2∆h

gt1
2 − 2h

)2

;

∆B = B

√(
∆m2

m2

)2

+

(
2∆R2

R2

)2

+

(
2gt2∆t2

gt2
2 − 2h

)2

+

(
2∆h

gt2
2 − 2h

)2

;

δA =
∆A

A
· 100%; δB =

∆B

B
· 100%.

Результати вимiрювань i обчислень записують у табл. 2.3.
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Таблиця 2.3

Номер t1i, ∆t1i, t2i, ∆t2i, A, ∆A, B, ∆B,
з/п с с с с кг·м3 кг·м3 кг·м3 кг·м3

1-5
Сер. зн.

Кiнцевий результат записують у виглядi:

R1 = R1 ±∆R1, (м); R2 = R2 ±∆R2, (м);

m1 = m1 ±∆m1, (кг); m2 = m2 ±∆m2, (кг);

A = A±∆A, (кг · м3); δA = ...%;

B = B ±∆B, (кг · м3); δB = ...%.

З отриманих результатiв формують висновки до лаборатор-
ної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Що називають моментом iнерцiї матерiальної точки; твер-
дого тiла?

2. Яку фiзичну величину називають моментом сили?

3. Сформулюйте i запишiть основний закон динамiки обер-
тального руху.

4. Що називають кутовим прискоренням обертального руху?

5. Який зв’язок кутового прискорення з лiнiйним тангенцi-
альним прискоренням?
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6. Запишiть другий закон Ньютона для випадку опускання
тягарця.

7. Як можна змiнити момент сили, що дiє на маятник Обер-
бека?

8. Як можна змiнити момент iнерцiї маятника Обербека?
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2.3. Визначення моменту iнерцiї тiла за допомогою
маятника Максвелла

Основною метою цiєї роботи є вивчення законiв динамiки
обертального руху твердих тiл на прикладi маятника Максвел-
ла. До приладiв, якi необхiднi для виконання роботи, належать
маятник Максвелла i лiчильник часу. Необхiдним теоретичним
матерiалом тут є момент сили; момент iнерцiї твердого тiла; рiв-
няння моментiв; закон збереження моменту iмпульсу.

2.3.1. Закон збереження енергiї. Момент iнерцiї
маятника Максвелла

Робота маятника Максвелла (рис.2.9) базується на одному з
основних законiв механiки – законi збереження механiчної енер-
гiї: повна механiчна енергiя замкнутої консервативної системи
пiд час руху не змiнюється. Сили, якi дiють на тiла системи, по-
дiляють на внутрiшнi та зовнiшнi. Внутрiшнiми називають си-
ли, з якими взаємодiють мiж собою тiла системи; зовнiшнiми –
сили, зумовленi впливом тiл, якi не належать системi. Замкнена
система означає, що немає зовнiшнiх сил, якi виконують роботу
i збiльшують або зменшують механiчну енергiю системи.

Сили також подiляють на консервативнi та дисипативнi. Кон-
сервативними називають сили, робота яких визначається тiльки
початковим i кiнцевим положенням тiл i не залежить вiд траєк-
торiї. Дисипативними називають сили, завжди спрямованi про-
тилежно до швидкостей, якi чинять негативну сумарну роботу
пiд час будь-яких перемiщень тiл. Консервативна система не має
дисипативних сил (тертя, опору та iн.), якi перетворюють меха-
нiчну енергiю системи у внутрiшню (тепло).

Маятник Максвелла являє собою тверде тiло (масивний диск),
помiщене на горизонтальну вiсь. Вiсь пiдвiшена на двох нитках
(рис. 2.9, а). Пiд дiєю сили тяжiння (рис. 2.9, б) маятник виконує
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а

б

Рис. 2.9. Маятник Максвелла
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коливання у вертикальному напрямi, а також виконує крутильнi
коливання навколо своєї осi. Закручуючи нитки, маятник пiднi-
мається на висоту h, тобто йому надається запас потенцiальної
енергiї. Якщо вiдпустити маятник, то вiн виконує рух пiд дiєю
сили тяжiння: поступальний вниз i обертальний навколо своєї
осi. У цьому випадку потенцiальна енергiя переходить у кiнети-
чну. Досягнувши нижнього положення, маятник буде за iнерцiєю
обертатись в тому ж напрямi, нитки намотаються на вiсь мая-
тника i вiн пiднiметься. Так вiдбуваються коливання маятника.

Закон збереження енергiї для маятника Максвелла можна
записати у такому виглядi:

Eповн = Eк + Eп = const, (2.3.1)

де Eповн – повна енергiя системи; Eк – повна кiнетична енергiя;
Eп – потенцiальна енергiя.

Повна кiнетична енергiя руху маятника дорiвнює сумi кiне-
тичної енергiї поступального руху та кiнетичної енергiї оберталь-
ного руху навколо осi, яка проходить через центр мас i дорiвнює

Eк =
mv2

2
+

Iω2

2
. (2.3.2)

Тут v – лiнiйна швидкiсть руху маятника; ω – кутова швидкiсть;
m – маса маятника; I – момент iнерцiї маятника.

Пiдставивши рiвняння (2.3.2) у (2.3.1) та записавши Eп =
mgh, отримаємо:

mgh =
mv2

2
+

Iω2

2
. (2.3.3)

Оскiльки, ω = v/r, де r – радiус осi (рис. 2.9, б), на яку
намотано нитки, тодi рiвняння (2.3.3) набуде вигляду:

mgh =
mv2

2
+

Iv2

2r2
. (2.3.4)
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Звiдси знаходимо момент iнерцiї маятника:

I = mr2
(
2gh

v2
− 1

)
. (2.3.5)

Рух маятника рiвноприскорений, вiдповiдно, можна застосу-
вати формули для шляху та швидкостi:{

h = v0t+ at2/2;

v = v0 + at.
(2.3.6)

Приймемо v0 = 0, тодi{
h = at2/2;

v = at.
(2.3.7)

З системи рiвнянь (2.3.7) знаходимо v = 2h/t. Якщо r =
D/2 i пiдставивши це у формулу (2.3.5), то отримаємо робочу
формулу у виглядi:

I =
mD2

4

(
gt2

2h
− 1

)
. (2.3.8)

Таку ж формулу можна отримати iншим способом.
Запишемо рiвняння руху маятника. Пiд час поступального

руху маятника згiдно з другим законом Ньютона, з урахуванням
дiючих на маятник сил (рис. 2.9, б), можна записати:

ma = mg + 2T, (2.3.9)

де a – прискорення поступального руху центра мас маятника; T
– сила натягу однiєї нитки.

Проєкцiя цього рiвняння на вiсь Y :

ma = mg − 2T. (2.3.10)
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Для обертального руху маятника запишемо основний закон
динамiки обертального руху для абсолютно твердого тiла:

M = Iε, (2.3.11)

де I – момент iнерцiї маятника вiдносно його осi обертання; ε –
кутове прискорення маятника; M – результуючий момент зовнi-
шнiх сил вiдносно осi обертання.

Оскiльки момент сили тяжiння вiдносно осi обертання дорiв-
нює нулю, тодi

Iε = 2Tr, (2.3.12)

де r – радiус осi.
Позаяк a = εr i з рiвняння (2.3.10) 2T = m(g − a), можемо

записати:

I = mr2
(g − a)

a
, (2.3.13)

або I = mr2 (g/a− 1).
Прискорення a може бути знайдено пiсля вимiрювання часу

руху маятника пiд час проходження вiдстанi h. Iз рiвняння для
рiвноприскореного руху без початкової швидкостi маємо:

a =
2h

t2
. (2.3.14)

Тодi

I = mr2
(
gt2

2h
− 1

)
(2.3.15)

i якщо пiдставити дiаметр осi D, отримаємо основну розрахун-
кову формулу:

I =
mD2

4

(
gt2

2h
− 1

)
. (2.3.16)
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2.3.2. Визначення моменту iнерцiї маятника
Максвелла

Загальний вигляд робочої установки зображено на рис. 2.10.
Основа 1 мiстить регулюючi нiжки 2, якi дають змогу проводи-
ти вирiвнювання приладу. В основi закрiплена колонка 3, до якої
прикрiплено нерухомий верхнiй кронштейн 4 i рухомий нижнiй
кронштейн 5. На верхньому кронштейнi знаходиться електро-
магнiт 6, фотоелектричний датчик 7 i закрiплювач 8 для за-
крiплення i регулювання довжини бiфiлярної пiдвiски маятни-
ка. Нижнiй кронштейн разом iз прикрiпленим до нього фото-
електричним датчиком 9 можна перемiщувати вздовж колонки
i фiксувати в довiльно вибраному положеннi. Тiлом маятника є
ролик, закрiплений на осi 10. На нього прикрiпляють кiльце 11,
яке змiнює момент iнерцiї маятника.

Маятник пiдтримується у верхньому положеннi електромаг-
нiтом. Його довжина визначається за допомогою мiлiметрової
шкали на колонцi приладу з похибкою не бiльше 2 мм. Для то-
чнiшого вимiрювання довжини на нижньому кронштейнi наведе-
но вказiвник, який помiщений на висотi оптичної осi нижнього
фотоелектричного датчика. Для вимiрювання часу падiння з вiд-
носною похибкою не бiльше 0.02 % використовується електронна
схема, яка складається з мiлiсекундомiра 12, двох фотоелектрич-
них датчикiв i електромагнiту. Пiд час проходження маятника
бiля фотоелектричного датчика в схему мiлiсекундомiра надхо-
дить електричний сигнал, який фiксує момент проходження ма-
ятника.

Пiд час виконання лабораторної роботи перевiряють, чи збiга-
ється нижня частина кiльця маятника з нулем на колонцi. Якщо
не збiгається, тодi потрiбно вiдкрутити верхнiй кронштейн i вiд-
регулювати його висоту. Натискають кнопку “пуск” мiлiсекун-
домiра. Встановлюють довжину нитки так, щоб край стального
кiльця пiсля опускання маятника розташовувався приблизно на
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Рис. 2.10. Загальний вигляд установки

2 мм нижче оптичної осi нижнього фотоелектричного датчика.
Одночасно проводять регулювання установки маятника так, щоб
його вiсь була паралельна до основи приладу. Натискають кноп-
ку “пуск” мiлiсекундомiра. Намотують на вiсь маятника нитку
пiдвiски. Фiксують маятник за допомогою електромагнiту. На-
тискають кнопку “скидання” мiлiсекундомiра. Натискають кно-
пку “пуск” мiлiсекундомiра. Вимiрюють час падiння маятника в
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секундах за допомогою мiлiсекундомiра. Проводять аналогiчнi
вимiрювання п’ять разiв.

Визначають висоту h у метрах, використовуючи шкалу на
вертикальнiй колонцi приладу.

Визначають дiаметр осi разом iз намотаною на неї ниткою
за формулою:

D = Dо + 2Dн, (2.3.17)

де Dн – дiаметр нитки (Dн = 0.5 мм); Dо – дiаметр зовнiшньої
осi маятника (Dо = 10 мм).

Визначають масу маятника разом iз кiльцем за формулою:

m = mо +mк +mр. (2.3.18)

Тут mо – маса осi; mк – маса кiльця; mр – маса ролика. Значення
мас окремих елементiв наведено на дослiднiй установцi.

Визначають момент iнерцiї маятника за формулою (2.3.16).
Визначають теоретичне значення моменту iнерцiї за форму-

лою:

Iт = Iо + Iк + Iр, (2.3.19)

де Iо = 1
8mоDо

2 – момент iнерцiї осi; Iк = 1
8mк(Dк

2 + Dр
2) –

момент iнерцiї кiльця; Dк – зовнiшнiй дiаметр кiльця (Dк =
105 мм); Dр – зовнiшнiй дiаметр ролика (Dр = 86 мм); Iр =
1
8mр(Dр

2 +Dо
2) – момент iнерцiї ролика.

Обчислюють вiдносну похибку визначення моменту iнерцiї
за формулою:

ε =
|I − Iт|

Iт
· 100%. (2.3.20)

Вiдносна похибка не повинна перевищувати 8 %.
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Розрахуємо частиннi похiднi для формули (2.3.16) i запише-
мо їх у виглядi:

∂I

∂m
=

D2

4

(
gt2

2h
− 1

)
;

∂I

∂D
=

mD

2

(
gt2

2h
− 1

)
;

∂I

∂t
=

mD2gt

4h
;

∂I

∂h
= −mD2gt2

8h2
.

Запишемо на пiдставi формули (2.1.6), формули для похибок
величин непрямих вимiрювань:

∆I = I

√(
∆m

m

)2

+

(
4h∆D

D(gt2 − 2h)

)2

+

(
gt2∆h

h(gt2 − 2h)

)2

+

(
2gt∆t

t(gt2 − 2h)

)2

;

δI =
∆I

I
.

Результати вимiрювань i обчислень записують у табл. 2.4.

Таблиця 2.4

Номер mi, ∆mi, Di, ∆Di, ti, ∆ti, hi, ∆hi, I, ∆I,
з/п кг кг м м с с м м кг·м2 кг·м2

1-5
С.зн.

Кiнцевий результат записують у виглядi:

m = m±∆m, (кг); D = D ±∆D, (м);

t = t±∆t, (с); h = h±∆h, (м);

I = I ±∆I, (кг · м2); δI = ...%.
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На пiдставi отриманих результатiв для I та Iт формують
висновки до лабораторної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Сформулюйте закон збереження механiчної енергiї й умови
його виконання.

2. Якi сили називають консервативними, а якi дисипативними?

3. Запишiть основний закон динамiки обертального руху.

4. Дайте визначення моменту iнерцiї твердого тiла.

5. Запишiть формулу для визначення кiнетичної енергiї аб-
солютно твердого тiла, яке обертається навколо нерухомої
осi.

6. Опишiть прилад i дiю маятника Максвелла.
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2.4. Дослiдження залежностi моменту iнерцiї
дволанкової системи вiд її геометричних

параметрiв

Пiд час виконання лабораторної роботи основною метою є
експериментальне дослiдження залежностi моменту iнерцiї дво-
ланкової системи вiд положення її центра мас. Основнi прилади
та матерiали – штатив iз горизонтальною вiссю, на яку пiдвi-
шують дволанкову систему; металева тригранна призма; елек-
тронна вага; вимiрювальна лiнiйка; секундомiр; транспортир. До
теоретичного матерiалу, який потрiбний для проведення роботи,
належить центр мас; момент iнерцiї матерiальної точки та твер-
дого тiла; момент сили; момент iмпульсу; рiвняння моментiв; фi-
зичний маятник.

2.4.1. Момент iнерцiї. Рух центра мас системи
матерiальних точок

Мiрою iнертностi тiла пiд час обертального руху є момент
iнерцiї. Його можна визначити окремо для матерiальної точки
та твердого тiла (системи матерiальних точок).

Моментом iнерцiї матерiальної точки, що обертається нав-
коло нерухомої осi, є скалярна величина

I = mr2, (2.4.1)

де m – маса точки; r – вiдстань вiд осi обертання до точки.
Моментом iнерцiї твердого тiла вiдносно нерухомої осi є

сума моментiв iнерцiї всiх його матерiальних точок вiдносно цiєї
осi (осi обертання):

I =
∑
i

mir
2
i . (2.4.2)

Оскiльки рiвнянням руху матерiальної точки є другий закон
Ньютона, то рiвняння руху твердого тiла можна отримати з вра-
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хуванням руху кожної його точки, що суттєво ускладнює вiдпо-
вiдну задачу. Рiвняння можна спростити, якщо ввести поняття
центра мас твердого тiла.

Центром мас (центром iнерцiї) системи n матерiальних то-
чок (твердого тiла) називають точку, радiус-вектор якої визна-
чають за формулою:

Rc =
1

m

n∑
i=1

miri, (2.4.3)

де m =
∑n

i=1mi – повна маса системи; mi, ri – маси i радiус-
вектори матерiальних точок, вiдповiдно.

В однорiдному полi тяжiння центр мас системи одночасно
є центром тяжiння – точкою прикладання рiвнодiйної всiх па-
ралельних сил тяжiння, положення якої не змiнюється пiд час
довiльних поворотiв системи.

Якщо на систему дiють зовнiшнi сили, рiвнодiйна на кожну
точку яких є Fi, то система буде рухатися з прискоренням, при-
чому рiвняння руху набуде вигляду другого закону Ньютона для
матерiальної точки:

mac =
∑
i

Fi, (2.4.4)

де ac – прискорення центру мас.
Рiвняння (2.4.4) виражає закон руху центра мас системи

(твердого тiла): якщо на систему матерiальних точок дiють зов-
нiшнi сили, то центр мас системи рухається як матерiальна точ-
ка, маса m якої дорiвнює повнiй масi системи.

У замкненiй системi матерiальних точок (коли точки сис-
теми взаємодiють лише мiж собою i не взаємодiють з точками
iншої системи) зовнiшнi сили на систему не дiють i, згiдно з фор-
мулою (2.4.4), центр мас твердого тiла перебуває в станi спокою
або прямолiнiйного рiвномiрного руху.
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2.4.2. Дволанкова система як фiзичний маятник

Опис установки. Розглянемо зображену на рис. 2.11 уста-
новку для вимiрювання моменту iнерцiї в разi змiни положен-
ня центра мас. Основною її частиною є дволанкова система, що
складається з двох металевих планок 1 iз рiвновiддаленими отво-
рами. Планки (ланки) можна жорстко скрiпити гвинтом 2 у рi-
зних точках пiд довiльним кутом. Якщо таку систему пiдвiсити
на горизонтальну вiсь 3, яка не проходитиме через центр мас
ланок, i надати їй коливального руху, то отримаємо фiзичний
маятник.

Рис. 2.11. Дволанкова система
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Фiзичним маятником називають тверде тiло, яке коливає-
ться пiд дiєю сили тяжiння навколо горизонтальної осi, що не
проходить через його центр мас.

Виведення робочої формули. Перiод T коливань фiзи-
чного маятника визначають за формулою:

T = 2π

√
I

mgd
, (2.4.5)

де I – момент iнерцiї маятника; m – маса маятника; g – приско-
рення вiльного падiння; d – вiдстань вiд центра мас маятника до
осi пiдвiсу.

З формули (2.4.5) визначимо момент iнерцiї:

I =
T 2mgd

4π2
. (2.4.6)

У випадку змiни кута α розхилу мiж ланками змiнюватиме-
ться положення центра мас системи (вiдстань d), що, за форму-
лою (2.4.6), зумовить змiну моменту iнерцiї I системи. Цю залеж-
нiсть моменту iнерцiї дволанкової системи вiд кута мiж ланками
потрiбно дослiдити пiд час виконання лабораторної роботи.

2.4.3. Вимiрювання моменту iнерцiї дволанкової
системи

Для розрахунку моменту iнерцiї дволанкової системи визна-
чають масу першої m1 i другої (з гвинтом i гайкою) m2 ланок.
З’єднують гвинтом ланки (точку з’єднання задає викладач) так,
щоб кут мiж ними дорiвнював 0о, i визначають положення цен-
тра мас системи. Для цього жорстко з’єднану систему зрiвно-
важують на ребрi тригранної призми. Вимiрюють лiнiйкою вiд-
стань вiд положення центра мас до точки пiдвiсу (задає викла-
дач). Пiдвiшують систему на горизонтальну вiсь так, щоб вiсь
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пройшла через точку пiдвiсу. Надають системi коливального ру-
ху. Секундомiром визначають час t для N повних коливань си-
стеми й обчислюють перiод коливань T = t/N . Описанi вище дiї
повторюють для кута мiж ланками 180о, а результати записують
у табл. 2.5.

Щоб визначити вiдстань d при кутах 45о, 90о i 135о потрi-
бно виконати геометричну побудову (рис. 2.12) на пiдставi таких
вимiрювань: а) методом, описаним вище, визначають положення
центра мас ланок AB i CD (A1 i B1); б) вимiрюють вiдстань d1
вiд центра мас першої ланки AB до точки пiдвiсу O; в) вимiрю-
ють вiдстань d2 вiд центра мас другої ланки (разом з гвинтом
i гайкою) до точки з’єднання ланок; г) на мiлiметровому паперi
будують згiдно з рис. 2.12, де у довiльно вибраному масштабi
вiдкладенi: AB – довжина першої ланки; CD – довжина другої
ланки пiд вiдповiдним кутом α; точка O – точка пiдвiсу, точка
O1 – точка з’єднання ланок, точка A1 – положення центра мас

Рис. 2.12. Геометрична побудова для визначення центра мас
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першої ланки, B1 – положення центра мас другої ланки. Центр
мас (точка O2) двох ланок лежить на лiнiї, яка з’єднує центри
мас обох ланок (лiнiя A1B1). Положення точки O2 визначають
так: з точки A1 проводять у довiльному масштабi та в довiльному
напрямi вiдрiзок A1A2, пропорцiйний до маси m2 ланки CD, а з
точки B1 у протилежному напрямi в тому ж масштабi – вiдрiзок
B1B2, пропорцiйний масi m1, ланки AB. Точка O2 перетину пря-
мих A1B1 i A2B2 буде центром мас дволанкової системи. Резуль-
тати експериментiв записують у табл. 2.5. Обчислюють момент
iнерцiї дволанкової системи за формулою (2.4.6) для всiх зада-
них значень кута α та оцiнюють точнiсть одержаних результатiв.
Обчислюють похибки експерименту.

На пiдставi робочої формули (2.4.6) отримують такi частиннi
похiднi:

∂I

∂T
=

2Tmgd

4π
;

∂I

∂m
=

T 2gd

4π
;

∂I

∂d
=

T 2mg

4π
.

Тодi формули похибок для величин непрямих вимiрювань на
пiдставi формули (2.1.6) записують у такому виглядi:

∆I = I

√(
∆m

m

)2

+

(
∆d

d

)2

+

(
2∆T

T

)2

; δI =
∆I

I
.

Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.5.
Кiнцевий результат записують у виглядi:

m1 = m1 ±∆m1; m2 = m2 ±∆m2; m = m±∆m;

T0 = T 0 ±∆T0; аналогiчно для T45, T90, T135, T180;

d0 = d0 ±∆d0; аналогiчно для d45, d90, d135, d180;

I0 = I0 ±∆I0; аналогiчно для I45, I90, I135, I180.
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Таблиця 2.5

Номер αi,
о N ti, Ti, d, I, ∆I, δI,

з/п с с м кг · м2 кг · м2 %
1-5

Сер. зн. 10
1-5

Сер. зн. 10
1-5

Сер. зн. 10
1-5

Сер. зн. 10
1-5

Сер. зн. 10

Зобразити геометричнi побудови на мiлiметровому паперi для
кутiв 45о, 90о, 135о.

З отриманих результатiв формують висновки до лаборатор-
ної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Що називають центром мас системи, яка складається з
двох матерiальних точок; з n матерiальних точок?

2. Запишiть формулу, за якою визначають радiус-вектор цен-
тра мас системи матерiальних точок.

3. Що називають моментом iнерцiї матерiальної точки; твер-
дого тiла?

4. Який тип руху виконує центр мас механiчної системи?
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5. Обчислiть момент iнерцiї однорiдного стержня вiдносно осi,
що проходить через один iз його кiнцiв; через центр мас.

6. Що називають фiзичним маятником?

7. Запишiть формулу перiоду коливань фiзичного маятника.
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2.5. Перевiрка закону збереження моменту iмпульсу

Основною метою лабораторної роботи є експериментальна
перевiрка закону збереження моменту iмпульсу. Необхiдними iн-
струментами для роботи є установка для визначення моменту
iмпульсу та секундомiр. Теоретичний матерiал, який потрiбно
знати для проведення лабораторної роботи: кутова швидкiсть;
момент сили та момент iнерцiї; другий закон Ньютона для обер-
тального руху; момент iмпульсу; закон збереження моменту iм-
пульсу; закон збереження енергiї; робота сили.

2.5.1. Момент iмпульсу тiла та закон його змiни

Розглянемо тiло масою m, що рухається по деякiй траєкторiї
зi швидкiстю v i в цей момент часу його радiус-вектор дорiвнює
r, а його iмпульс p = mv (рис. 2.13). Крiм iмпульсу, iснує ще
одна векторна характеристика руху – момент iмпульсу L.

Рис. 2.13. Опис руху тiла
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Моментом iмпульсу тiла вiдносно точки O (рис. 2.13) на-
зивають векторний добуток радiус-вектора на iмпульс тiла:

L = [r,p]. (2.5.1)

Момент iмпульсу визначають для криволiнiйного та для пря-
молiнiйного руху.

На рис. 2.14, а зображено тiло, що обертається по колу ра-
дiуса r, для нього L = rp sin 90о = mvr.

На рис. 2.14, б – тiло, яке рухається по прямiй, для нього
L = mvr sinα = mvl.

Паралельним перенесенням перемiстимо вектор iмпульсу p
так, щоб його початок збiгався з початком координат O (рис. 2.15).
Згiдно з визначенням L⊥r, L⊥p, а його напрям визначають за
правилом правого гвинта. Величина L залежить вiд вибору точ-
ки O, яку можна вибирати де завгодно. Тому вектор L проводять
з точки O, якщо ж наявна вiсь обертання, то точку O ставлять
на осi.

Рис. 2.14. Визначення моменту iмпульсу для двох випадкiв руху
тiла: по колу (а) та по прямiй (б)
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Рис. 2.15. Графiчне зображення формули (2.5.1) у декартовiй
системi координат

Закон змiни моменту iмпульсу L тiла отримують, продиферен-
цiювавши за часом вираз (2.5.1):

dL

dt
=

d

dt
[r,p] =

[
dr

dt
,p

]
+

[
r,

dp

dt

]
= [v,p] +

[
r,

dp

dt

]
. (2.5.2)

Позаяк v∥p, тому перший доданок у рiвняннi (2.5.2) перетво-
рюється в нуль, а dp/dt = F згiдно з другим законом Ньютона.
Отже,

dL

dt
= [r,F] = M, (2.5.3)

де M – момент сили (див. роздiл 2.2).
Отже, закон змiни моменту iмпульсу формулюється так: швид-

кiсть змiни моменту iмпульсу тiла вiдносно деякої точки до-
рiвнює моменту сили вiдносно тiєї ж точки.

Момент iмпульсу системи Lсист є адитивна величина, що до-
рiвнює векторнiй сумi моментiв iмпульсу всiх тiл системи:

dLсист

dt
=
∑
i

Li = [ri,pi]. (2.5.4)
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Рис. 2.16. Визначення моменту iмпульсу для тiла, що рухається
по колу

Оскiльки внутрiшнi сили не можуть змiнити повного момен-
ту iмпульсу системи, то зв’язок мiж моментом зовнiшнiх сил
Mзовн, що дiють на тiло, та його моментом iмпульсу Lсист за-
дається рiвнянням:

dLсист

dt
= Mзовн. (2.5.5)

Рiвняння (2.5.5) називається рiвнянням моментiв i ствер-
джує, що швидкiсть змiни повного моменту iмпульсу системи
дорiвнює результуючому моменту зовнiшнiх сил.

Моментом iмпульсу тiла вiдносно осi називають проєкцiю
моменту iмпульсу на деяку фiксовану вiсь.

Розглянемо тiло масою m, що рухається по колу радiуса R
навколо осi z (рис. 2.16). Виберемо точку O, вiдносно якої визна-
чають проєкцiю вектора L на вiсь z. З рисунка видно, що Lz =
L sin θ = mvr sin 90о sin θ = mvR. Якщо врахувати, що v = ωR,
де ω – кутова швидкiсть обертання тiла, тодi Lz = mR2ω.
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Величина I = mR2 називається моментом iнерцiї тiла вiдно-
сно осi. Отже,

Lz = Iω, (2.5.6)

тобто момент iмпульсу тiла вiдносно осi дорiвнює добутку його
моменту iнерцiї на кутову швидкiсть обертання.

Якщо рiвняння (2.5.3) записати через проєкцiї векторiв L
i M на задану фiксовану вiсь z, то отримаємо закон змiни
моменту iмпульсу вiдносно осi:

dLz

dt
= Mz, (2.5.7)

де Mz – момент сили вiдносно осi.

2.5.2. Дослiдження обертання твердого тiла
навколо нерухомої осi. Опис установки

На рис. 2.17 зображено схему робочої установки, хрестовина
якої може обертатися навколо вертикальної осi пiд дiєю моменту
сили натягу нитки. Нитку намотують на колонку 1, радiус якої є
плечем сили. До нитки пiдвiшують тягарець 2, положення якого
можна фiксувати за шкалою 3. Кiнцi горизонтального стрижня
хрестовини 4 мiстять упори 5. По цьому стрижню можуть вiльно
рухатися два тягарцi 6, якi можна закрiпити поблизу вертикаль-
ної осi хрестовини за допомогою гвинта 7. У такому положеннi
тягарцiв хрестовина матиме мiнiмальний момент iнерцiї. Коли
тягарцi розсунути до упорiв, тодi отримаємо максимальний мо-
мент iнерцiї хрестовини.

Пiд час опускання тягарця 2 iз заданої висоти хрестовина
буде обертатися зi сталим додатним прискоренням (момент сили
– стала величина). Пiсля того, як нитка повнiстю розкрутиться з
колонки 1 (тягарець 2 опуститься в нижнє положення), почнеть-
ся обертальний рух хрестовини з вiд’ємним кутовим прискорен-
ням. Далi нитка знову буде намотуватися на колонку, а тягарець
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Рис. 2.17. Схема робочої установки для визначення моменту
iмпульсу

почне пiднiматися вгору. Якщо б не було втрат на роботу сили
тертя, то тягарець повернувся б у попереднє положення.

Знаючи висоту, з якої опускається тягарець, i висоту, на яку
вiн пiднявся, можна визначити роботу сил тертя. Такi обчислен-
ня можна виконати для двох випадкiв: мiнiмального та макси-
мального моментiв iнерцiї хрестовини.

Лабораторна установка дає змогу реалiзувати рух зi змiнним
моментом iнерцiї: пiд час опускання тягарця 2 хрестовина має
мiнiмальний момент iнерцiї (тягарцi 6 мiстяться бiля колонки);
у нижньому положеннi тягарця 2 тягарцi 6 пiд дiєю вiдцентро-
вої сили розлiтаються до упорiв 5 i у цьому випадку тягарець 2
буде пiднiматися пiд час обертання хрестовини з максимальним
моментом iнерцiї.
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Виведення робочої формули. Основний закон динамiки
обертального руху (рiвняння моментiв) визначає зв’язок мiж мо-
ментом зовнiшнiх сил M, що дiють на тiло, та його моментом
iмпульсу L:

dL

dt
= M. (2.5.8)

Для iзольованої системи, тобто системи, на яку не дiють зов-
нiшнi обертальнi моменти, одержимо

dL

dt
= 0, тобто L = const. (2.5.9)

Ця рiвнiсть виражає закон збереження моменту iмпульсу:
момент iмпульсу iзольованої системи не змiнюється пiд час
будь-яких процесiв, що вiдбуваються в системi.

Пiд час обертання твердого тiла навколо нерухомої осi за вiд-
сутностi моментiв зовнiшнiх сил останнiй вираз набуває вигляду

Iω = const. (2.5.10)

Рис. 2.18. Залежнiсть кутової швидкостi хрестовини вiд часу
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З виразу (2.5.10) видно, що зi зменшенням моменту iнерцiї
тiла I його кутова швидкiсть ω збiльшується, причому допуска-
ють, що в деякi моменти часу тiло перестає бути “твердим”.

Зобразимо графiчну залежнiсть кутової швидкостi хрестови-
ни вiд часу пiд час її руху зi змiнним моментом iнерцiї (рис. 2.18).
Вiдрiзок AO, що зростає, вiдповiдає першiй стадiї, BC – третiй
стадiї. За незначний промiжок часу ∆t (вiдрiзок DF ) кутова
швидкiсть рiзко зменшується. Дiлянка AB вiдповiдає стадiї збiль-
шення моменту iнерцiї хрестовини. Обертовому руху хрестовини
з максимальним моментом iнерцiї вiдповiдає вiдрiзок BC – третя
стадiя.

Застосовуючи закон збереження моменту iмпульсу вiдповiд-
но до (2.5.10), для нашого випадку отримаємо:

I1
I2

=
ω2

ω1
, (2.5.11)

де I1, I2 – вiдповiдно, мiнiмальний i максимальний моменти iнер-
цiї хрестовини; ω1 – найбiльша кутова швидкiсть на першiй стадiї
руху (точка A на графiку); ω2 – найбiльша кутова швидкiсть на
третiй стадiї руху (точка B на графiку).

Визначимо величини, що є у виразi (2.5.11), через iншi, якi
можна безпосередньо вимiряти на описанiй установцi. Вiдношен-
ня моментiв iнерцiї визначимо за допомогою рiвняння руху. По-
ступальний рух тягарця, прикрiпленого до нитки, описує рiв-
няння

m
dv

dt
= mg − T, (2.5.12)

де m – маса тягарця, прикрiпленого до нитки; dv/dt – його при-
скорення; v – швидкiсть поступального руху тягарця; T – сила
натягу нитки.
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Обертальний рух хрестовини описує основний закон обер-
тального руху (2.5.8). У нашому випадку

I1
dω

dt
= Tr. (2.5.13)

Тут r – радiус колонки, на яку намотана нитка; dω/dt – кутове
прискорення, пов’язане з лiнiйною залежнiстю

dv

dt
= r

dω

dt
. (2.5.14)

Визначивши з виразу (2.5.13) силу натягу нитки T , пiдставив-
ши його значення в (2.5.12) та скориставшись формулою (2.5.14)
для лiнiйного прискорення тягарця (за умови mr2 ≪ I), отри-
маємо

dv

dt
=

mgr2

I1
. (2.5.15)

З iншого боку, пiд час рiвноприскореного руху без початкової
швидкостi

dv

dt
=

2h1
t12

, (2.5.16)

де h1 – висота, з якої опускається тягарець до повного розмоту-
вання нитки. З рiвнянь (2.5.15) та (2.5.16) одержимо

I1 =
mgr2

2h1
t1

2. (2.5.17)

Аналогiчно, пiд час руху хрестовини з максимальним момен-
том iнерцiї

I2 =
mgr2

2h1
t2

2, (2.5.18)

де t2 – час опускання тягарця з висоти h1.
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З виразiв (2.5.17) i (2.5.18) отримаємо

I1
I2

=
t1

2

t22
. (2.5.19)

Отже, праву частину рiвняння (2.5.11) ми виразили за допо-
могою величин, якi безпосередньо визначаємо пiд час дослiду.

Спiввiдношення кутових швидкостей визначимо з закону збе-
реження енергiї. У першiй стадiї пiд час опускання тягарця з
висоти h1

mgh1 =
1

2
I1ω

2
1 +

1

2
mυ21 +A1, (2.5.20)

де A1 – робота сил тертя пiд час опускання тягарця. Скористав-
шись спiввiдношенням мiж лiнiйною та кутовою швидкостями
υ1 = ω1r, при mr2 ≪ I1 визначимо

ω1 =

√
2(mgh1 −A1)

I1
. (2.5.21)

Для всiх трьох стадiй руху хрестовини закон збереження
енергiї, очевидно, виглядатиме так:

mgh1 = mgh2 +A1 +A2 + (I1ω
2
1 − I2ω

2
2)/2, (2.5.22)

де A2 – робота сил тертя пiд час пiднiмання тягарця на висоту
h2; останнiй доданок – це енергiя, яка перетворилася в тепло пiд
час непружного зiткнення тягарцiв з упорами.

З рiвнянь (2.5.21) i (2.5.22) отримаємо

ω2 =

√
2(mgh2 +A2)

I2
. (2.5.23)

Тепер праву частину рiвняння (2.5.11) можемо записати у
такому виглядi, використавши формули (2.5.21) та (2.5.23),

ω2

ω1
=

√
(mgh2 +A2)I1
(mgh1 −A1)I2

. (2.5.24)
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З рiвнянь (2.5.11), (2.5.19) та (2.5.24) випливає, що

t1
2

t22
=

mgh2 +A2

mgh1 −A1
. (2.5.25)

Виведемо вирази для A1 та A2 через величини, якi безпосе-
редньо вимiрюємо пiд час дослiду.

Нехай тягарець за найменшого моменту iнерцiї I1 опускає-
ться з висоти h1 i пiднiмається на висоту h3. Енергiю, яка до-
рiвнює рiзницi потенцiальних енергiй тягарця, витрачено на ро-
боту сил тертя за весь час руху системи. Робота тiльки пiд час
опускання тягарця визначається формулою

A1 = α1mgh1, (2.5.26)

де α – величина, що вказує, яка частина потенцiальної енергiї
тягарця, пiднятого на висоту h1, витрачається на виконання ро-
боти для подолання сил тертя пiд час його повного опускання.

Значення α можна визначити на пiдставi таких мiркувань.
Рiзниця потенцiальних енергiй тягарця на початковiй h1 та кiн-
цевiй h3 висотах має дорiвнювати роботi сил тертя на повному
шляху тягарця h1 + h3, яку за аналогiєю з (2.5.26) можна запи-
сати

A′
1 = α1mg(h1 + h3). (2.5.27)

Отже,
α1mg(h1 + h3) = mg(h1 − h3). (2.5.28)

Звiдси

α1 =
h1 − h3
h1 + h3

. (2.5.29)

Аналогiчно до формули (2.5.26) виразимо роботу, яку вико-
нують сили тертя пiд час пiднiмання тягарця на висоту h2 (зга-
даємо, що в цьому випадку система мала максимальний момент
iнерцiї I2):

A2 = α2mgh2. (2.5.30)
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Щоб визначити коефiцiєнт α2, використаємо ту частину експери-
менту, в якiй тягарець опускався з висоти h1 i пiднiмався на висо-
ту h4 при максимальному моментi iнерцiї. Аналогiчно до (2.5.28)

α2mg(h1 + h4) = mg(h1 − h4). (2.5.31)

Звiдси

α2 =
h1 − h4
h1 + h4

. (2.5.32)

Пiдставивши формулу (2.5.32) у (2.5.26), отримаємо

A1 =
(h1 − h3)

h1 + h3
mgh1;

A2 =
(h1 − h4)

h1 + h4
mgh2. (2.5.33)

Тодi з формул (2.5.33) i (2.5.25) випливає робоча формула
для перевiрки закону збереження моменту iмпульсу:

t1
2

t22
=

h2(h1 + h3)

h3(h1 + h4)
. (2.5.34)

Позначимо лiву частину формули (2.5.34) через a, праву –
b, тодi перевiрка закону збереження моменту iмпульсу зводиться
до перевiрки рiвностi

a = b. (2.5.35)

2.5.3. Експериментальна перевiрка закону
збереження моменту iмпульсу

Для перевiрки рiвностi (2.5.34) закрiплюють тягарцi 2 бiля
колонки (див. рис. 2.17). Обертають хрестовину, намотують нит-
ку на колонку так, щоб тягарець 6 пiднявся на задану висоту
h1. Одночасно зi звiльненням хрестовини вмикають секундомiр
i вимикають його, коли тягарець 6 опуститься на всю довжину
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нитки. Це буде t1. Спостерiгаючи за тягарцем, який пiднiмається,
вимiрюють максимальну висоту його пiдняття h3.

Аналогiчно вимiрюють величини t2 та h4, але перед вимi-
рюванням звiльняють тягарцi 2 i розсувають їх до упорiв. Щоб
вимiряти висоту h2, на яку пiднiметься тягарець за змiнного мо-
менту iнерцiї хрестовини, треба наблизити тягарцi 2 до колонки
та пiдняти колонку так, щоб штифт, до якого крiпиться нитка,
зайшов в отвiр на колонцi. У такому положеннi штифта намоту-
ють нитку на колонку, доки тягарець 6 не пiднiметься на висо-
ту h1. Вiдпускають хрестовину. Коли нитка повнiстю розмотає-
ться, вона витягне штифт, звiльнивши колонку, яка опуститься
пiд дiєю сили ваги i вiдпустить тягарцi 2. Пiд дiєю вiдцентрової
сили тягарцi швидко розлетяться до упорiв. Кутова швидкiсть
хрестовини у цьому випадку рiзко зменшиться. Коли обертання
хрестовини припиниться, вимiрюють висоту h2, на яку пiднявся
тягарець 6.

Усi вимiрювання виконують п’ять разiв. Результати вимiрю-
вань записують у табл. 2.6 та на їхнiй пiдставi перевiряють пра-
вильнiсть закону збереження моменту iмпульсу. Оцiнюють точ-
нiсть експерименту. Роблять вiдповiднi висновки.

З робочої формули (2.5.34) розрахуємо такi частиннi похiднi:

∂a

∂t1
=

2t1
t22

;
∂a

∂t2
= −2t1

2

t23
;

∂b

∂h2
=

h1 + h3
h3(h1 + h4)

;
∂b

∂h1
=

h2
h3

h4 + h3
(h1 + h4)2

;

∂b

∂h3
= − h1h2

h32(h1 + h4)
;

∂b

∂h4
= − h2(h1 + h3)

h3(h1 + h4)2
.

Тодi на пiдставi виразу (2.1.6) формули похибок для величин
непрямих вимiрювань записують у виглядi:
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∆a = a

√(
2∆t1
t1

)2

+

(
2∆t2
t2

)2

; δα =
∆α

α
;

∆b = b

{(
∆h2

h2

)2

+

(
∆h1(h4 − h3)

(h1 + h3)(h1 + h4)

)2

+

+

(
h1∆h3

h3(h1 + h4)

)2

+

(
∆h4

h1 + h4

)2
}1/2

; δb =
∆b

b
.

Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.6.

Таблиця 2.6

Номер t1i, t2i, h3i, h4i, a ∆a δa, b ∆b δb,
з/п с с м м % %
1-5

Сер. зн.

Кiнцевий результат записують у виглядi:

h1 = h1 ±∆h1; h2 = h2 ±∆h2; δh1 = ; δh2 =;

a = a±∆a; b = b±∆b; δa = ; δb = .

Аналогiчно для h3, h4, t1, t2.

На пiдставi отриманих результатiв формують висновки до
лабораторної роботи.
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Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Що називають моментом iмпульсу? Яка формула його опи-
сує у випадку обертання навколо нерухомо закрiпленої осi?

2. Сформулюйте та виведiть закон збереження моменту iм-
пульсу.

3. Сформулюйте закон збереження моменту iмпульсу у ви-
падку обертання тiла навколо нерухомо закрiпленої осi.

4. Сформулюйте закон збереження енергiї.

5. Сформулюйте та виведiть закон збереження механiчної
енергiї.

6. Запишiть i сформулюйте закон збереження енергiї для ви-
падку, описаного в цiй роботi.

7. Запишiть формулу кiнетичної енергiї для поступального та
обертального рухiв.

8. Що називають моментом iнерцiї твердого тiла?

9. Нарисуйте та пояснiть графiк залежностi кутової швидко-
стi хрестовини вiд часу пiд час її руху зi змiнним моментом
iнерцiї.

10. Запишiть рiвняння поступального руху тягарця, який обер-
тає хрестовину.
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2.6. Визначення прискорення вiльного падiння
за допомогою фiзичного маятника

Мета цiєї лабораторної роботи – визначити експерименталь-
но прискорення вiльного падiння. Основнi прилади – оборотний
фiзичний маятник, секундомiр, металева тригранна призма, мас-
штабна лiнiйка. Теоретичний матерiал – момент сили; момент
iнерцiї; момент iмпульсу; основний закон динамiки обертального
руху; теорема Гюйгенса-Штейнера; гармонiчнi коливання; фiзич-
ний маятник; перiод коливання фiзичного маятника; зведена дов-
жина фiзичного маятника; оборотний маятник; прискорення вiль-
ного падiння, його залежнiсть вiд висоти i географiчної широти.

2.6.1. Коливання. Фiзичний i математичний
маятники

Визначимо основнi поняття, необхiднi для виконання лабо-
раторної роботи.

Прискорення вiльного падiння (g = 9,80665 м/с2) – це при-
скорення, з яким рухаються всi тiла у вакуумi пiд дiєю сили тя-
жiння бiля поверхнi Землi. Експериментально його можна визна-
чити за допомогою фiзичного маятника, перiод коливання якого
залежить вiд значення цього прискорення.

Коливанням називають рух, пiд час якого тiло багаторазово
вiдхиляється вiд положення рiвноваги i щоразу до нього повер-
тається.

Перiодичними називають коливання, за яких амплiтуда вiд-
хилення тiла вiд положення рiвноваги повторюється за однако-
вий промiжок часу. Найкоротший такий промiжок часу назива-
ють перiодом коливань.

Гармонiчними називають такi коливання, коли часову зале-
жнiсть вiдхилення x(t) тiла вiд положення рiвноваги можна опи-
сати функцiєю синуса чи косинуса:
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x(t) = A sin(ωt+ φ), чи x(t) = A cos(ωt+ φ), (2.6.1)

де A – амплiтуда коливань; ω – циклiчна частота; φ – початкова
фаза, яка визначає вiдхилення тiла в момент часу t = 0.

Фiзичним маятником називають абсолютно тверде тiло, що
коливається пiд дiєю власної ваги навколо горизонтальної осi,
яка не проходить через центр його мас. Перiод коливань фiзич-
ного маятника визначають за формулою

T = 2π

√
I

mgd
, (2.6.2)

де I – момент iнерцiї маятника вiдносно осi, що проходить через
точку його пiдвiсу; m – маса маятника; g – прискорення вiльного
падiння; d – вiдстань вiд точки пiдвiсу до центра мас маятника.

Центром мас, або центром iнерцiї твердого тiла (системи
матерiальних точок) називають певну його точку, положення
якої залежить вiд розподiлу мас у тiлi. Центр мас рухається так
само, як рухалася б матерiальна точка, в якiй зосереджена вся
маса твердого тiла i на яку дiють тi самi сили, що прикладенi до
системи (див. роздiл 2.4).

Математичним маятником називають матерiальну точку,
яка коливається пiд дiєю сили тяжiння на невагомiй i нерозтяж-
нiй нитцi довжиною l. Перiод коливань математичного маятника
визначають за формулою:

T = 2π

√
l

g
. (2.6.3)

Довжину математичного маятника, який має однаковий з фi-
зичним перiод коливань, називають зведеною довжиною фiзич-
ного маятника.
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Якщо прирiвняти правi частини формул (2.6.2) i (2.6.3) для
перiодiв коливань фiзичного та математичного маятникiв, то от-
римаємо вираз для зведеної довжини фiзичного маятника:

l =
I

md
. (2.6.4)

Якщо ж пiд час обертального або коливального руху вiсь
обертання не проходить через центр мас твердого тiла, то його
момент iнерцiї визначають за теоремою Штейнера: момент iнер-
цiї I тiла вiдносно будь-якої осi, що не проходить через центр
мас, дорiвнює сумi моменту iнерцiї I0 вiдносно паралельної до
неї осi, що проходить через центр мас, та добутку маси m тiла
на квадрат вiдстанi d мiж цими паралельними осями:

I = I0 +md2. (2.6.5)

Отже, з вiддаленням осi обертання вiд центра мас момент
iнерцiї тiла вiдносно цiєї осi збiльшується.

2.6.2. Експериментальне визначення прискорення
вiльного падiння за допомогою оборотного маятника

Зазвичай прискорення вiльного падiння g вимiрюють непря-
мими методами. Одним з них є метод оборотного маятника. Уста-
новка, на якiй проводять вимiрювання, зображена на рис. 2.19.
Вона змонтована на основi 1, в якiй є лiчильники для вимiрюва-
ння часу t i кiлькостi перiодiв коливань N . До основи прикрiпле-
на колонка 2, на якiй зафiксовано верхнiй i нижнiй кронштейни.
На верхньому кронштейнi пiдвiшують оборотний фiзичний маят-
ник, а до нижнього крiплять фотоелектричний сенсор 3. Оборот-
ний маятник – це сталевий стрижень 4, на якому можна пере-
сувати i фiксувати двi опорнi призми 5 для пiдвiсу маятника в
прямому й оберненому положеннi, а також два тягарi 6 (сочеви-
цi), пересовуючи якi, змiнюють перiод коливань маятника. Для
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Рис. 2.19. Оборотний фiзичний маятник

оборотного маятника завжди можна знайти таке розташування
опорних призм, за якого в разi пiдвiшування маятника в прямо-
му чи оберненому положеннi його перiод коливань залишається
однаковим. У цьому випадку прискорення g можна визначити з
достатньою точнiстю.

Виведення робочої формули. Якщо тверде тiло колива-
ється, то сила тяжiння, яка дiє на кожний елемент цього тiла,
створює деякий момент сили вiдносно осi. Сума моментiв цих
сил дорiвнює моментовi рiвнодiйної сили тяжiння, прикладеної
до центра мас тiла.
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Iснує взаємозв’язок мiж моментом M зовнiшньої сили вiд-
носно осi обертання та моментом iмпульсу тiла L; його описує
рiвняння моментiв

dL

dt
= M. (2.6.6)

У цьому випадку величина вектора моменту сили

M = −mgd sinα. (2.6.7)

Тут d – вiдстань вiд осi обертання O до центра мас C; α – кут
мiж прямою OC i вертикаллю (рис. 2.20).

У випадку обертання навколо нерухомої осi момент iмпульсу
тiла легко виразити через кутову швидкiсть обертання. Елемент
маси ∆mi цього тiла має елементарний момент iмпульсу

Li = [ri∆miυi].

Тут ri – радiус-вектор, значення якого дорiвнює вiдстанi вiд осi
обертання до елемента маси; υi – лiнiйна швидкiсть елемента
маси ∆mi.

Рис. 2.20. Схематичне зображення фiзичного маятника
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Враховуючи взаємозв’язок мiж лiнiйною υ та кутовою ω
швидкостями, а саме: υi = [ω, ri], отримаємо |L| = r2i ω∆mi.

Оскiльки моменти iмпульсу всiх елементiв мас напрямленi
по осi обертання та їхня кутова швидкiсть однакова, то повний
момент iмпульсу тiла

L =
n∑

i=1

∆mir
2
i ω =

n∑
i=1

(mir
2
i )ω = Iω, (2.6.8)

де
∑n

i=1mir
2
i – момент iнерцiї тiла вiдносно вибраної осi, який

залежить вiд розподiлу маси тiла вiдносно осi та є мiрою iнерцiї
тiла пiд час обертального руху.

Пiсля врахування M та L рiвняння моментiв (2.6.6) набуває
вигляду

d(Iω)

dt
= I

dω

dt
= −mgd sinα. (2.6.9)

Оскiльки ω = dα/dt, то dω/dt = d2α/dt2 i рiвняння (2.6.9)
можна записати у виглядi

d2α

dt2
= −mgd

I
sinα. (2.6.10)

Це диференцiальне рiвняння, з якого визначають кут вiдхи-
лення як функцiю часу. Розв’язати таке рiвняння досить скла-
дно, але якщо обмежитись малими кутами (змiнити sinα на α),
то задача значно спрощується. За цих умов рiвняння руху маят-
ника (2.6.10) набуває вигляду

d2α

dt2
= −mgd

I
α. (2.6.11)

Розв’язком цього рiвняння є гармонiчна функцiя

α = α0 cosωt, (2.6.12)
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де α0 – амплiтуда коливань; ω – циклiчна частота коливань (ω =
2πν, де ν – частота коливань).

Пiдставивши значення α з рiвняння (2.6.12) у рiвняння (2.6.11),
одержимо

ω2α0 cosωt =
mgd

I
α0 cosωt. (2.6.13)

Щоб рiвняння (2.6.11) задовольнялось, має бути ω2 = mgd/I, або

ω =

√
mgd

I
. (2.6.14)

Перiод коливання фiзичного маятника

T = 2π

√
I

mgd
, (2.6.15)

де I – момент iнерцiї маятника вiдносно осi, що проходить через
вiсь його пiдвiсу; m – маса маятника; d – вiдстань вiд осi пiдвiсу
до центра мас маятника; g – прискорення вiльного падiння.

Пiдставивши у формулу (2.6.15) вираз для моменту iнерцiї
матерiальної точки I = ml2 (за умови, що d = l), отримаємо
перiод коливання математичного маятника

T = 2π

√
l

g
. (2.6.16)

Отже, зведена довжина фiзичного маятника

l =
I

md
. (2.6.17)

На практицi зведену довжину фiзичного маятника визначає
вiдстань мiж точкою пiдвiсу маятника i його центром коливан-
ня. Цi двi точки лежать на однiй прямiй з центром мас маятника
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та розмiщенi по обидва боки вiд нього. Точки мають властивiсть
спряженостi, або взаємозв’язаностi, тобто якщо повернути ма-
ятник i його центр коливання стане точкою пiдвiсу, то перiод
коливання маятника збереже попереднє значення.

Виявивши двi такi точки, навколо яких маятник коливається
з однаковим перiодом, вимiрявши вiдстань мiж цими точками та
перiод коливання, можна з формули (2.6.16) отримати

g =
4π2l

T 2
. (2.6.18)

Оскiльки домогтися цiлком однакових перiодiв дуже тяжко,
то Бессель довiв, що прискорення g можна одержати простiше i
з тiєю ж точнiстю, якщо перiоди збiгаються лише приблизно.

Нехай маятник пiдвiшений у прямому положеннi, тодi перiод
його коливань

T1 = 2π

√
I

mgd1
= 2π

√
(I0 +md12)

mgd1
, (2.6.19)

(згiдно з теоремою Гюйгенса–Штейнера I = I0 + md1
2, де I0 –

момент iнерцiї маятника вiдносно осi, яка проходить через його
центр мас).

Якщо маятник пiдвiсити в оберненому положеннi, то вiдпо-
вiдно

T2 = 2π

√
(I0 +md22)

mgd2
. (2.6.20)

У формулах (2.6.19), (2.6.20) d1 i d2 – вiдстань вiд центра
мас маятника до першої i другої призм, тому l = d1 + d2. Iз цих
формул випливає:

4π2I0 = T 2
1md1g − 4π2md1

2; (2.6.21)

4π2I0 = T 2
2md2g − 4π2md2

2. (2.6.22)
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Прирiвнявши правi частини рiвнянь (2.6.21) i (2.6.22) та вра-
хувавши, що l = d1 + d2, одержимо робочу формулу:

g =
4π2l(d1 − d2)

d1T 2
1 − d2T 2

2

. (2.6.23)

Для проведення розрахунку прискорення вiльного падiння g
встановлюють сочевицi i призми згiдно з варiантом, що його за-
дав викладач. Вимiрюють час десяти повних коливань маятни-
ка в прямому та оберненому положеннях для всiх мiсць верх-
ньої призми, що зазначенi у варiантi. Щоб уникнути промахiв,
вимiрювання повторюють тричi. Визначають середнi значення
перiодiв для прямого T1 та оберненого T2 положень маятника,
будують графiк залежностi цих перiодiв вiд положення верх-
ньої призми h. Координата точки перетину графiка по осi абсцис
дає вiдстань h. Встановлюють на таку висоту h верхню призму
i п’ять разiв вимiрюють перiоди T1 i T2. Результати всiх вимi-
рювань записують у табл. 2.7. Якщо перiоди коливань маятни-
ка в прямому та оберненому положеннях збiгаються з точнiстю
0,01 с, то знiмають маятник з пiдвiсу, кладуть його на тригран-
ну металеву призму. Тодi визначають положення центра мас i
вимiрюють вiдстанi d1 i d2. За робочою формулою обчислюють
значення g i оцiнюють точнiсть одержаного результату.

Використовуючи робочу формулу (2.6.23) i формулу (2.1.6),
розраховують частиннi похiднi:

∂g

∂l
=

4π2(d1 − d2)

d1T 2
1 − d2T 2

2

;
∂g

∂d1
=

4π2l(T 2
1 d2 − T 2

2 d1)

(d1T 2
1 − d2T 2

2 )
2

;

∂g

∂d2
=

4π2l(T 2
2 d1 − T 2

1 d1)

(d1T 2
1 − d2T 2

2 )
2

;
∂g

∂T1
= −8π2l(d1 − d2)d1T1

(d1T 2
1 − d2T 2

2 )
2

;

∂g

∂T2
=

8π2l(d1 − d2)d2T2

(d1T 2
1 − d2T 2

2 )
2

.
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Формула для обчислення похибки величини непрямого вимi-
рювання набуває вигляду:

∆g = g


(
∆l

l

)2

+

(
(T

2
1 − T

2
2)d2∆d1

(d1 − d2)(d1T
2
1 − d2T

2
2)

)2

+

+

(
(T

2
1 − T

2
2)d1∆d2

(d1 − d2)(d1T
2
1 − d2T

2
2)

)2

+

+

(
2d1T 1∆T2

(d1T
2
1 − d2T

2
2)

)2

+

(
2d2T 2∆T1

(d1T
2
1 − d2T

2
2)

)2


1/2

;

δg =
∆g

g
.

Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.7.

Таблиця 2.7

Номер N t1i, T1i, ∆T1i, t2i, T2i, ∆T2i, g, ∆g, δg,
з/п с с с с с с м/с2 м/с2 %
1-5

С. зн.

Кiнцевий результат записують у виглядi:

l = l ±∆l; d1 = d1 ±∆d1; d2 = d2 ±∆d2;

T1 = T 1 ±∆T1; T2 = T 2 ±∆T2.

g = g ±∆g; δg = .
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На пiдставi вимiрювань та обчислень формують висновки до
лабораторної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Що називають прискоренням вiльного падiння?

2. Вiд чого залежить прискорення вiльного падiння?

3. Що називають математичним маятником; фiзичним мая-
тником?

4. Запишiть рiвняння руху фiзичного маятника та виведiть
формулу для перiоду його коливань.

5. Що називають зведеною довжиною фiзичного маятника?

6. Якi коливання називають гармонiчними?

7. Що називають моментом iнерцiї твердого тiла?

8. Що таке момент сили?

9. Що називають моментом iмпульсу?

10. Як направленi вектори моменту сили; моменту iмпульсу?
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2.7. Дослiдження процесу пружної деформацiї
розтягу дротини

Основна мета роботи – вимiрювання абсолютного видовжен-
ня дротини та обчислення модуля Юнга для її матерiалу. Для
виконання роботи необхiдна установка для вимiрювання дефор-
мацiї дротини, лiнiйка або рулетка, мiкрометр. Теоретичний ма-
терiал – деформацiя твердих тiл; закон Гука; модуль Юнга; гра-
ницi пружностi та мiцностi; дiаграма розтягу; пластичнi дефор-
мацiї.

2.7.1. Деформацiя твердих тiл. Закон Гука

Твердi тiла, як вiдомо, мають кристалiчну будову, тобто час-
тинки, що утворюють тверде тiло, розмiщенi в певному порядку.
Кожна частинка зазнає впливу з боку всiх сусiднiх частинок, i
їхня рiвновага вiдповiдає тому, що рiвнодiйна цих сил дорiвнює
нулю. Пiд час деформацiї твердого тiла пiд впливом зовнiшнiх
сил його частинки змiщуються з початкових положень рiвноваги
в новi. Пiд деформацiєю розумiють змiну розмiрiв чи форми тiла
пiд дiєю зовнiшньої сили.

Зовнiшнiй силi, що спричиняє деформацiю тiла, протидiють
внутрiшнi сили взаємодiї мiж частинками тiла. Якщо зсув час-
тинок був не дуже великий, то пiсля припинення дiї зовнiшньої
сили вони пiд впливом внутрiшнiх сил повертаються в початковi
положення, таку деформацiю називають пружною – тiло пiсля
припинення дiї зовнiшньої сили повнiстю вiдновлює попереднi
розмiри та форму. Якщо ж зовнiшня сила велика i перемiщує
частинки настiльки, що сили їхньої взаємодiї вже не можуть по-
вернути частинки в початковi положення пiсля припинення дiї
зовнiшньої сили, то таку деформацiю називають пластичною –
розмiри i форма тiла не повнiстю вiдновлюються пiсля припи-
нення дiї зовнiшнiх сил. Отже, зовнiшню силу, прикладену до
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тiла, зрiвноважує сила пружностi Fпр, яка виникає всерединi тi-
ла. Фiзичну величину, що чисельно дорiвнює пружнiй силi Fпр,
яка припадає на одиницю площi поперечного перерiзу S тiла,
називають механiчним напруженням σ:

σ =
Fпр

S
. (2.7.1)

Залежно вiд характеру дiї зовнiшньої сили розрiзняють де-
формацiї розтягу, стиску, згину, зсуву, кручення. Проте в теорiї
пружностi доведено, що всi вони можуть бути зведенi до дефор-
мацiй розтягу i зсуву. Розглянемо однорiдний стрижень, закрi-
плений на одному кiнцi, а до iншого прикладемо силу Fн, що роз-
тягуватиме його (рис. 2.21). Якщо початкова довжина стрижня
x0, то пiд дiєю сили вона почне збiльшуватись i буде дорiвнювати
x. У цьому разi абсолютне видовження становить ∆x = x− x0.

Рис. 2.21. Змiна розмiрiв стрижня пiд час деформацiї розтягу
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Рис. 2.22. Прямокутний брусок пiд час деформацiї зсуву

Деформацiю розтягу характеризують вiдносним видовжен-
ням, або вiдносною деформацiєю ε, яка дорiвнює вiдношенню
абсолютної деформацiї (видовження) до початкової довжини x0:

ε =
x− x0
x0

=
∆x

x0
. (2.7.2)

Деформацiю зсуву спостерiгають, коли в прямокутному брус-
ку прикрiпляють нижню грань, а до верхньої прикладають дотич-
ну силу Fτ (рис. 2.22), пiд дiєю якої всi шари бруска змiщуються
на кут φ. Деформацiю зсуву характеризують вiдносним зсувом,
тобто тангенсом кута φ:

tgφ =
AA1

h
≈ φ, (2.7.3)

де AA1 – абсолютний зсув. Для пружних деформацiй справджу-
ється закон Гука.

Закон Гука для пружної деформацiї зсуву стверджує, що
тангенцiальне механiчне напруження пiд час пружної деформа-
цiї зсуву прямо пропорцiйне до вiдносного зсуву. У виглядi фор-
мули закон записують так:

στ = Gφ. (2.7.4)
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Тут στ = Fτ/S – тангенцiальне напруження, де S – площа по-
верхнi, до якої прикладена дотична сила Fτ ; G – модуль зсуву.

Модуль зсуву – це величина, що чисельно дорiвнює механi-
чному тангенцiальному напруженню, яке б спричинило вiднос-
ний зсув, що дорiвнює одиницi.

Закон Гука для деформацiї розтягу: механiчне напруження
пружно деформованого тiла прямо пропорцiйне до його вiднос-
ної деформацiї:

σ = Eε, (2.7.5)

де E – модуль Юнга, або модуль пружностi в разi деформацiї
розтягу.

Модуль Юнга дорiвнює нормальному механiчному напру-
женню, яке виникло б у зразку в разi збiльшення його довжини
вдвiчi, якби для такої деформацiї справджувався закон Гука (де-
формацiя була б пружною).

Залежнiсть механiчного напруження σн вiд вiдносної дефор-
мацiї ε для будь-якого однорiдного зразка зображено у виглядi
дiаграми деформацiї розтягу (рис. 2.23).

Рис. 2.23. Дiаграма деформацiї розтягу
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Для невеликих вiдносних деформацiй механiчне напружен-
ня σн пропорцiйне до вiдносної деформацiї ε, тобто виконується
закон Гука. Найбiльше механiчне напруження σн, для якого ще
виконується закон Гука, називають межею пропорцiйностi, або
межею пружностi (точка A на рис.2.23). Подальше збiльшення
напруження σн спричиняє значне зростання вiдносного видов-
ження. У разi досягнення механiчного напруження, яке нази-
вають межею плинностi (точка B), вiдносна деформацiя зразка
продовжує зростати без подальшого збiльшення навантаження.
Горизонтальна дiлянка BC є дiлянкою плинностi. У точцi C роз-
починається зростання напруження зi збiльшенням деформацiї.
Найбiльше механiчне напруження σн, що вiдповiдає точцi D, на-
зивають межею мiцностi. З подальшим збiльшенням напружен-
ня зразок розривається. Експериментально в цiй роботi будемо
дослiджувати пружну деформацiю розтягу.

2.7.2. Експериментальне визначення модуля Юнга

Установка для вимiрювання абсолютного видовження дроти-
ни пiд час деформацiї розтягу (рис. 2.24) складається з шини 1,
до якої прикрiпленi три кронштейни 2. До верхнього кронштей-
на крiплять один кiнець дротини 3; iнший її кiнець закрiплений
у штоцi, який проходить через напрямну втулку нижнього крон-
штейна i закiнчується платформою 4 для установки тягарцiв 7.
Середнiй кронштейн слугує для крiплення iндикатора 5, яким
вимiрюють абсолютне видовження. Щоб забезпечити рiвномiрне
навантаження верхнього кронштейна в процесi виконання робо-
ти, до нього за допомогою двох штанг прикрiплюють платформу
6, на якiй зберiгають тягарцi.

Нехай l0 – довжина недеформованої дротини. Якщо до дро-
тини прикласти силу F , то дротина видовжиться на ∆l, i її дов-
жина l = l0 + ∆l. Вiдношення ε = ∆l/l0 називають вiднос-
ним видовженням. Для малих деформацiй виконується закон
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Гука σ = Eε, де σ = F/s – напруження (сила, вiднесена до
одиницi площi поперечного перерiзу), E – стала, яка залежить
вiд матерiалу та його фiзичного стану. Величину E називають
модулем Юнга.

З наведених вище формул отримаємо такий вираз для моду-
ля Юнга:

E =
Fl0
s∆l

. (2.7.6)

Рис. 2.24. Схема установки для вимiрювання абсолютного
видовження дротини
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Враховуючи, що s = πd2/4, а F = P = mg, одержимо робочу
формулу:

E = 4mgl0/πd
2∆l. (2.7.7)

Виведемо формулу для обчислення густини енергiї пружного
розтягу. Для того, щоб деформувати тiло, потрiбно виконати над
ним роботу. Вiдповiдно деформоване тiло саме може виконати
роботу, оскiльки воно має запас потенцiальної енергiї. Ця енергiя
називається пружною. Обчислимо енергiю розтягнутої дротини.
Прикладемо до дротини силу f(x) i будемо повiльно збiльшува-
ти її вiд початкового значення f = 0 до кiнцевого f = F . Пiд час
цього вiдбувається видовження дротини i x = (0÷∆l). За зако-
ном Гука f(x) = kx, де k – коефiцiєнт пружностi, який можна
виразити через модуль Юнга: k = Es/l0. Уся робота в нашому
випадку витратиться на прирiст пружної енергiї:

U =

∆l∫
0

f(x)dx = k

∆l∫
0

xdx =
1

2
k∆l2. (2.7.8)

Оскiльки в кiнцi розтягу x = ∆l, то F = f(∆l) = k∆l. Вра-
хувавши це, отримаємо:

U =
1

2
F∆l. (2.7.9)

Визначимо об’ємну густину пружної енергiї, тобто пружну
енергiю, яка припадає на одиницю об’єму деформованої дроти-
ни. Для цього лiву та праву частини (2.7.9) роздiлимо на об’єм
дротини V = sl:

u =
U

sl
=

F∆l

2sl
=

σε

2
. (2.7.10)
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Скориставшись законом Гука у виглядi σ = Eε i формулою
(2.7.7), отримуємо робочу формулу для об’ємної густини пружної
енергiї

u =
1

2
Eε2 =

2mg∆l

πd2l0
. (2.7.11)

Для розрахунку модуля Юнга вимiрюють мiкрометром дiа-
метр дротини в кiлькох мiсцях. Довжину дротини вимiрюють за
допомогою лiнiйки або рулетки. Встановлюють стрiлку iндикато-
ра у нульове положення (повертаючи його шкалу). З платформи
рiвномiрного навантаження кронштейна беруть по одному тягар-
цю i навантажують ним платформу штока деформацiї дротини.
Iндикатором вимiрюють абсолютнi видовження дротини для ко-
жного навантаження. Вимiрювання повторюють п’ять разiв. За
робочими формулами обчислюють модуль Юнга та об’ємну гу-
стину пружної енергiї для п’яти значень напружень.

Будують графiк залежностi об’ємної густини енергiї u вiд
деформуючої сили mg.

Щоб записати на пiдставi формули (2.1.6) формули похи-
бок, розрахуємо такi частиннi похiднi, використовуючи робочi
формули (2.7.7) i (2.7.11):

∂E

∂m
=

4gl0
πd2∆l

;
∂E

∂l0
=

4gm

πd2∆l
;

∂E

∂d
= − 8gml0

πd3∆l
;

∂E

∂∆l
= − 4gml0

πd2(∆l)2
;

∂u

∂m
=

2g∆l

πd2l0
;

∂u

∂∆l
=

2gm

πd2l0
;

∂u

∂d
= −4gm∆l

πd3l0
;

∂u

∂l0
= −2gm∆l

πd2l20
.

Тодi формули для похибок величин непрямих вимiрювань
мають вигляд:
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∆E = E

{(
∆m

m

)2

+

(
∆l0

l0

)2

+

(
2∆d

d

)2

+

+

(
∆(∆l)

∆l

)2

+

(
∆g

g

)2
}1/2

; δE =
∆E

E
;

∆u = u

{(
∆m

m

)2

+

(
∆l0
l0

)2

+

(
2∆d

d

)2

+

+

(
∆(∆l)

∆l

)2

+

(
∆g

g

)2
}1/2

; δu =
∆u

u
.

Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.8.

Таблиця 2.8

Номер m1, ∆l1i, E1, ∆E1, δE1, u1, ∆u1, δu1,
з/п кг м Па Па % Па Па %
1-5

Сер. зн.

Кiнцевi результати записують у виглядi:

m1 = m1 ±∆m1; ∆l1 = ∆l1 ±∆(∆l1);

d = d±∆d; l0 = l0 ±∆l0; g = (9, 81± 0, 01) м/c2.

E1 = E1 ±∆E1; u1 = u1 ±∆u1;

δE1 = ; δu1 = ; p = ; n = 5.
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Аналогiчно для 2, 3, 4, 5 кг, а також E2, E3, E4, E5; u2, u3,
u4, u5.

Побудувати графiк залежностi u = f(mg).
Оцiнити точнiсть виконання вимiрювань та обчислень i сфор-

мувати висновки до лабораторної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Сформулюйте закон Гука для деформацiї розтягу.

2. Що називають напруженням; абсолютним i вiдносним ви-
довженням?

3. Який фiзичний змiст модуля Юнга?

4. Що таке межа пружностi та мiцностi?

5. Нарисуйте типовий хiд дiаграм деформацiї розтягу.

6. Що таке залишкова деформацiя?

7. Виведiть вираз для енергiї пружно деформованого стержня.

8. Який зв’язок мiж модулем пружностi та коефiцiєнтом Пу-
ассона?

9. Як визначити роботу змiнної сили?
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2.8. Дослiдження пружної деформацiї кручення

Основна мета роботи – визначення модуля зсуву на основi до-
слiджень крутильних коливань. Прилади та матерiали – мiкро-
метр, штангенциркуль, технiчна вага з набором важкiв, цилiндр,
або iнше тiло правильної геометричної форми. До теоретичного
матерiалу належать деформацiї твердих тiл; модуль зсуву та мо-
дуль кручення; момент сили; момент iнерцiї; основний закон обер-
тового руху; крутильнi коливання; перiод крутильних коливань.

2.8.1. Модуль кручення та перiод коливань
крутильного маятника

Кручення – вид деформацiї, що характеризується взаємним
поворотом поперечних перерiзiв стрижня навколо його осi на де-
який кут пiд впливом моментiв зовнiшнiх сил, що дiють у цих
перерiзах. Тодi вiсь залишається прямолiнiйною i називається
вiссю кручення, а кут, на який змiщується кiнцевий перерiз, на-
зивається повним кутом закручування. На рис. 2.25 зображено
цилiндричний стрижень, один з кiнцiв якого жорстко закрiпле-
ний, а до iншого прикладено крутильний момент M , що спричи-
нює його закручування на кут φ.

Рис. 2.25. Деформацiя кручення цилiндричного стрижня
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Модуль кручення f показує, який крутильний момент M по-
трiбно прикласти, щоб закрутити стрижень на одиничний кут φ:

f =
M

φ
. (2.8.1)

Коли тверде тiло виконує обертовi рухи, тодi до нього можна
застосувати основний закон динамiки обертового руху:

M = Iε, (2.8.2)

де I – момент iнерцiї; ε = dω/dt = d2φ/dt2 – кутове прискорення.
Пiдставляючи рiвняння (2.8.2) у (2.8.1), отримаємо:

I
d2φ

dt2
− fφ = 0. (2.8.3)

Крутильний момент M напрямлений завжди так, щоб змен-
шити кутове вiдхилення φ. З рiвняння (2.8.3) видно, що кутове
прискорення пропорцiйне змiщенню φ i напрямлене протилежно
до нього, тобто iснує ознака гармонiчного коливального руху.
Оскiльки тiло виконує гармонiчнi коливання, тодi можна знайти
перiоди таких коливань.

Розв’язком рiвняння (2.8.3) є гармонiчна функцiя:

φ = φ0 cosωt. (2.8.4)

Тут кутова швидкiсть

ω =

√
f

I
. (2.8.5)

Враховуючи, що ω = 2π/T , отримаємо вираз для перiоду
коливань крутильного маятника

T = 2π

√
I

f
. (2.8.6)
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Модуль кручення f залежить вiд матерiалу та його геомет-
ричних розмiрiв i пов’язаний iз модулем зсуву G спiввiдношенням

f =
4R2G

2L
. (2.8.7)

Тут R – радiус, а L – довжина цилiндричного стрижня.

2.8.2. Визначення модуля зсуву

Модуль зсуву можна визначити за допомогою крутильного
маятника, схему установки зображено на рис. 2.26. Основа уста-
новки складається з колонки 1 та електронного блока 2. На ко-
лонцi закрiплено три кронштейни. За допомогою затискачiв 3,
що мiстяться на верхньому та нижньому кронштейнах, фiксу-
ють дротини 4, на яких пiдвiшена рамка 5. Середнiй кронштейн
складається зi сталевої плити, яка виконує роль пiдставки для
фотоелектронного датчика 6, електромагнiту 7 та кутової шкали
8. У рамцi 5 можна закрiплювати тягарцi за допомогою рухомої
поперечини 9, яку перемiщують вздовж нерухомих стрижнiв i
гайок на затискних втулках 10. Електронний секундомiр склада-
ється з мiлiсекундомiра, лiчильника перiодiв коливань i кнопок
керування.

Пiд час коливань маятника свiтловий потiк iз лампочки, який
падає на фототранзистор, перериває стрiлка рамки, унаслiдок
чого в схемi транзистора генеруються електричнi iмпульси, якi
пiсля пiдсилення у схемi транзистора надходять на вхiд мiлiсе-
кундомiра. За цих умов свiтлове табло мiлiсекундомiра безпе-
рервно фiксує час i кiлькiсть виконаних коливань. Отже, лабо-
раторна установка дає змогу вимiрювати перiод коливань маят-
ника в напiвавтоматичному режимi.

Завдання роботи – визначити модуль зсуву N сталевої дро-
тини (пiдвiсу). Спочатку з формули (2.8.6) визначимо модуль
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кручення f . Крутильнi коливання виконує рамка, закрiплена на
двох (верхньому та нижньому) пiдвiсах. У цьому випадку модуль
кручення f пiдвiсу буде складатись iз суми модулiв кручення
верхнього f1 та нижнього f2 пiдвiсiв, тобто

f = f1 + f2 =
πD4N

32
· L1 + l2

L1L2
, (2.8.8)

де D – дiаметр дротин пiдвiсу; L1 i L2 – довжина його верхньої
та нижньої частин; N – модуль зсуву пiдвiсу.

Рис. 2.26. Установка для дослiдження пружної деформацiї
кручення
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Оскiльки перiод крутильних коливань рамки описує форму-
ла (2.8.6), то визначити модуль кручення можна за умови, коли
вiдомi перiод коливань T i момент iнерцiї маятника I. Перiод
коливань легко вимiряти експериментально, однак момент iнер-
цiї маятника невiдомий. Для того, щоб вилучити з розрахункiв
момент iнерцiї I, у рамку закрiплюють тiло з вiдомим моментом
iнерцiї I1 (y цiй роботi – цилiндр, момент iнерцiї якого можна
обчислити за формулою I1 = md2/8, де m – маса, а d – дiаметр
цилiндра). Перiод крутильних коливань системи рамка – цилiндр
буде визначатись формулою:

T1 = 2π

√
I + I1

f
. (2.8.9)

З наведених формул отримаємо:

I1
I

=
T 2
1 − T 2

T 2
⇒ I =

I1T
2

T 2
1 − T 2

. (2.8.10)

Водночас iз (2.8.6) матимемо

I = f
T 2

4π2
. (2.8.11)

Прирiвняємо правi частини двох останнiх виразiв, отримаємо:

f =
4π2I1

T 2
1 − T 2

. (2.8.12)

Пiдставимо у формулу (2.8.11) вираз для I1 = md2/8 та зна-
чення f з формули (2.8.8) i одержимо робочу формулу для ви-
значення модуля зсуву:

N =
16md2πL1L2

D4(L1 + L2)(T 2
1 − T 2)

. (2.8.13)
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2.8.3. Визначення модуля зсуву матерiалу
дротини

Для виконання лабораторної роботи треба пiд’єднати ус-
тановку (рис. 2.26) до електромережi та натиснути на кнопку
“Мережа”. Вiдпустити кнопку “Пуск” i, повертаючи рамку, на-
близити її до електромагнiту, який зафiксує її в цьому положен-
нi. Натиснути на кнопку “Скидання”, виставити нулi мiлiсекун-
домiра та лiчильника кiлькостi коливань. Натиснути на кнопку
“Пуск”. У цьому разi електромагнiт вiдпустить рамку, яка поч-
не виконувати крутильнi коливання та ввiмкне мiлiсекундомiр i
лiчильник кiлькостi коливань. Потрiбно стежити за показом лi-
чильника кiлькостi коливань. Коли на лiчильнику з’явиться ци-
фра 9, натиснути кнопку “Стоп”. Через одне коливання закiнчи-
ться вимiрювання. На лiчильнику кiлькостi коливань з’явиться
цифра 10, а на мiлiсекундомiрi час t, за який рамка виконала цi
коливання.

Вище описанi операцiї повторюють п’ять разiв. Результати
вимiрювань записують у табл. 2.9.

Закрiплюють в рамцi цилiндр i виконують п’ять аналогiчних
вимiрювань часу t1 десяти коливань рамки з цилiндром. Обчис-
люють середнi значення перiодiв T i T1. Штангенциркулем ви-
мiрюють довжину верхньої L1 i нижньої L2 частин пiдвiсу, а
мiкрометром – його дiаметр D. За допомогою технiчних тере-
зiв визначають масу цилiндра m, а штангенциркулем вимiрюють
його дiаметр d. За усередненими значеннями вимiряних величин
обчислюють за формулою (2.8.13) середнє значення модуля зсу-
ву N матерiалу дротини пiдвiсу. Оцiнюють точнiсть виконаних
вимiрювань та обчислень.

Для того, щоб записати на пiдставi формули (2.1.6) формули
похибок величин непрямих вимiрювань, розраховують частиннi
похiднi, використовуючи робочу формулу (2.8.13):
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∂N

∂m
=

16πd4L1L2

D4(L1 + L2)(T 2
1 − T 2

2 )
,

∂N

∂d
=

64πmd3L1L2

D4(L1 + L2)(T 2
1 − T 2

2 )
,

∂N

∂D
= − 64πmd4L1L2

D5(L1 + L2)(T 2
1 − T 2

2 )
,

∂N

∂L1
=

16πmd4L2

D4(T 2
1 − T 2

2 )

L2

(L1 − L2)2
,

∂N

∂L2
=

16πmd4L1

D4(T 2
1 − T 2

2 )

L1

(L1 − L2)2
,

∂N

∂T1
= − 32πmd4L1L2T1

D4(L1 + L2)(T 2
1 − T 2

2 )
2
,

∂N

∂T2
=

32πmd4L1L2T2

D4(L1 + L2)(T 2
1 − T 2

2 )
2
.

Формулу для абсолютної похибки величини непрямого вимi-
рювання записують у виглядi:

∆N = N


(
∆m

m

)2

+

(
2∆D

D

)2

+

(
4∆d

d

)2

+

(
2T1∆T1

T 2
1 − T1

)2

+

+

(
2T∆T

T
2
1 − T

2

)2

+

(
L2∆L1

L1(L1 − L2)

)2

+

(
L1∆L2

L2(L1 − L2)

)2


1/2

.
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Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.9.

Таблиця 2.9

Номер ti, ∆ti, Ti, ∆Ti, t1i, ∆t1i, N, ∆N, δN,
з/п с с с с с с Па Па %
1-5

Сер.зн.

Кiнцевий результат записують у виглядi:

m = m±∆m; D = D ±∆D; d = d±∆d; L1 = L1 ±∆L1;

L2 = L2 ±∆L2; T1 = T 1 ±∆T1; T2 = T 2 ±∆T2.

N = N ±∆N ; δN = .

На пiдставi отриманих результатiв формують висновки до
лабораторної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. З якою метою у цiй роботi використовують допомiжне тiло
з вiдомим моментом iнерцiї?

2. Як змiниться перiод коливань крутильного маятника в разi
збiльшення (зменшення) його моменту iнерцiї?

3. Запишiть закон збереження енергiї для маятника, що ви-
конує крутильнi коливання.

4. Як залежить перiод коливань крутильного маятника вiд
довжини дротин пiдвiсу?

5. Назвiть види деформацiй.
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6. Що називають вiдносним зсувом?

7. Яку величину називають модулем зсуву?

8. Запишiть вираз закону Гука для деформацiї зсуву та кру-
чення.

9. Який зв’язок мiж модулем кручення та зсуву?

10. Що називають моментом сили та моментом iнерцiї?

11. Що називають крутильними коливаннями, вiд чого зале-
жить їхнiй перiод?

12. Сформулюйте основний закон обертового руху та запишiть
його математичний вираз.



108 Роздiл 2. Методика проведення лабораторних робiт. . .

2.9. Вивчення коливних процесiв

Основна мета роботи – дослiдження вiльних, загасаючих i
вимушених коливань; визначення циклiчної частоти вiльних ко-
ливань; визначення логарифмiчного декременту загасання зага-
саючих коливань; дослiдження явища резонансу. Теоретичний
матерiал, який потрiбно знати для виконання лабораторної робо-
ти: пружна (квазiпружна) сила; гармонiчнi коливання, їхнє рiв-
няння та розв’язок; амплiтуда, частота, фаза; загасаючi коливан-
ня, їхнє рiвняння та розв’язок; коефiцiєнт загасання, логарифмiч-
ний декремент загасання; вимушенi коливання, їхнє рiвняння та
розв’язок; явище резонансу.

2.9.1. Гармонiчний осцилятор

Коливаннями називають фiзичнi процеси, якi характеризу-
ються повторюванiстю у часi. У механiцi вивчають коливний рух
(змiну положення) тiл (наприклад, маятника), за якого iснує так
звана повертаюча, або квазiпружна сила (яка може бути i су-
перпозицiєю багатьох окремих сил), що намагається повернути
систему до стiйкого (статичного) або динамiчного стану. Така
сила виникає пiд час виведення тiла зi стану рiвноваги i її часто
називають повертаючою, або ж вiдновлювальною. Систему, яка
виконує коливання, називають осцилятором.

Розглянемо як осцилятор частинку масою m, яка перебуває
у потенцiальнiй ямi сил i може виконувати лише одновимiрний
рух вздовж напряму x. Нехай положення рiвноваги частинки
вiдповiдає координатi x0. Виберемо початок системи координат
так, щоб x0 = 0. Потенцiальна яма описується потенцiальною
енергiєю Φ(x), яку можна розкласти у степеневий ряд в околi
початку координат, обмежуючись квадратичним членом:

Φ(x) ≈ Φ(x = 0) +
d2Φ(x = 0)

dx2
x. (2.9.1)
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Зауважимо, що тут немає доданка, що вiдповiдає першiй сте-
пенi розкладу в ряд, оскiльки вiн у початку координат дорiв-
нює нулю, бо ця точка вiдповiдає мiнiмуму (екстремуму) функцiї
Φ(x), а отже, dΦ(x=0)

dx = 0.

Введемо позначення k = d2Φ(x=0)
dx2 . У гармонiчному набли-

женнi повертаюча квазiпружна сила є лiнiйною функцiєю вiдхи-
лення частинки вiд положення рiвноваги, яке у вибранiй системi
координат вiдповiдає координатi x частинки:

F (x) = −kx. (2.9.2)

Отже, рiвняння руху для частинки буде: mẍ = −kx. Подi-
ливши лiву та праву частини рiвняння на m i ввiвши позначення
ω2
0 = k/m, отримаємо в остаточному виглядi рiвняння руху для

гармонiчного осилятора:

ẍ+ ω2
0x = 0. (2.9.3)

Загальний розв’язок цього рiвняння можна подати у виглядi:

x(t) = A sin(ω0t+ ϕ), (2.9.4)

де A – амплiтуда коливань (максимальне вiдхилення вiд поло-
ження рiвноваги); ω0 – частота коливань; ϕ – початкова фаза.
Вираз у дужках, ω0t + ϕ, називають фазою коливань. A та ϕ
визначають з початкових умов: x(t = 0) та ẋ(t = 0).

Згiдно з формулою (2.9.4), подавши кiнетичну енергiю час-
тинки як mẋ2(t)/2 i використавши вищезгаданий розклад в ряд
потенцiальної енергiї частинки, можна переконатися, що повна
(сумарна) енергiя гармонiчного осцилятора не залежить вiд часу
i визначається квадратом амплiтуди. Для одновимiрного руху
частинки її фазова траєкторiя буде елiпсом.



110 Роздiл 2. Методика проведення лабораторних робiт. . .

2.9.2. Загасаючi коливання

У реальних системах завжди наявнi сили опору (наприклад,
тертя твердих поверхонь деталей системи, або ж сила опору се-
редовища, яка дiє на тiло пiд час його перемiщення у рiдинi чи
газi). Наявнiсть цих сил призводить до зменшення з часом ам-
плiтуди коливань, оскiльки витрачається енергiя осцилятора на
подолання цих сил опору. Це явище називається загасаючими
коливаннями.

Розглянемо модель осцилятора, в якiй сила опору пропор-
цiйна швидкостi руху елемента системи. Такий випадок реалiзу-
ється, наприклад, пiд час повiльного руху тiл у рiдинах або в
газi, де обтiкання рухомих елементiв системи має ламiнарний (а
не турбулентний) характер. У такому випадку силу опору можна
зобразити так:

Fоп = −bẋ. (2.9.5)

Тут b – стала, яку називають коефiцiєнтом опору; знак “−” озна-
чає, що сила опору спрямована протилежно до вектора швид-
костi.

Введення сили опору середовища у рiвняння руху осциля-
тора призводить до такого його вигляду: mẍ = −kx − bẋ. По-
дiливши, як i у випадку гармонiчного осцилятора, лiву i праву
частини цього рiвняння на m та ввiвши ще одне позначення –
коефiцiєнт загасання β = b/(2m), отримаємо остаточний вигляд
рiвняння руху для загасаючих коливань:

ẍ+ 2βẋ+ ω2
0x = 0. (2.9.6)

Загальний розв’язок цього рiвняння буде схожий до виразу
(2.9.4), однак тепер амплiтуда стане функцiєю часу, а частота
коливань ω ̸= ω0:

x(t) = A(t) sin(ωt+ ϕ). (2.9.7)
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Тут A(t) = A(t = 0) exp(−βt) – описує змiну амплiтуди з часом;
ω =

√
ω2
0 − β2. Цi вирази можна отримати шляхом використан-

ня (2.9.7) як пробної функцiї, з подальшою пiдстановкою її та
похiдних за часом вiд неї у рiвняння (2.9.6).

2.9.3. Вимушенi коливання

Нехай на осцилятор дiє зовнiшня перiодична сила F (x, t) =
F0 sinΩt (розглядаємо, як i вище, модель одновимiрного осци-
лятора), де F0 – амплiтуда, а Ω – частота цiєї сили. Опiр осци-
лятора цiй силi виявлятиметься у зсувi фази коливань вiдносно
фази дiючої сили, а також у залежностi амплiтуди коливань вiд
Ω. Рiвняння руху осцилятора таке: mẍ + kx + bẋ = F0 sinΩt.
Подiливши його лiву та праву частини на m i ввiвши позначен-
ня f0 = F0/m, отримаємо остаточний вигляд рiвняння руху для
вимушених коливань:

ẍ+ 2βẋ+ ω2
0x = f0 sinΩt. (2.9.8)

Це неоднорiдне диференцiйне рiвняння другого порядку, загаль-
ний розв’язок якого є сумою вiдповiдного однорiдного рiвняння
x1(t) (у нашому випадку вiн дорiвнює загальному розв’язку рiв-
няння (2.9.6) для загасаючих коливань) та часткового розв’язку
неоднорiдного рiвняння x2(t):

x(t) = x1(t) + x2(t),

x1(t) = e−βt{a cos(ωt) + b sin(ωt)},
x2(t) = A cos(Ωt) +B sin(Ωt). (2.9.9)

Тут коефiцiєнти a, b, A та B є функцiями Ω.
Розв’язок рiвняння (2.9.8) має вiдповiдати заданим початко-

вим умовам конкретної задачi. У пiдсумку вигляд для x2(t) мож-
на подати у такому виглядi:

x2(t) = f0
sin(Ωt− α(Ω))√

(Ω2 − ω2
0)

2 + 4β2Ω2
, (2.9.10)
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де α = arctg 2βΩ
ω2
0−Ω2 визначає фазовий зсув.

Мiнiмум знаменника виразу (2.9.10) визначає резонансну
частоту

Ωрез =
√
ω2
0 − 2β2, (2.9.11)

в околi якої амлiтуда у виразi (2.9.10) досягає максимального
значення. З цiєю частотою пов’язане явище резонансу, яке може
виникати у системах з вимушеними коливаннями.

2.9.4. Експериментальне вивчення коливань

Усi вищезгаданi види коливань дослiджують експерименталь-
но за допомогою установки для вивчення коливних процесiв (рис.
2.27). Установка змонтована на основi, що має чотири нiжки, ви-
соту яких можна змiнювати (вирiвнювати установку). На основi
закрiпленi колонка 1 та електричний блок 2, який складається
з мiлiсекундомiра, лiчильника перiодiв, електропривода хитуна,
кнопок керування. На колонцi закрiпленi два кронштейни. До
верхнього кронштейна прикрiплено пiдвiски 3, в якi вмонтова-
но маятник 4 i хитун 5 (хитун розташований за маятником i на
рисунку стержнi хитуна i маятника перебувають на однiй лiнiї).
На стержнi маятника закрiпленi переривач свiтлового потоку 6
i гальмiвний прапорець 7, за допомогою якого змiнюють силу
опору повiтря.

Вимушенi коливання маятника збуджують за допомогою за-
крiпленого на валу електродвигуна диска, який приводить в рух
хитуна, з’єднаного пружиною зi стержнем маятника.

До нижнього кронштейна прикрiплена кутова шкала 8, за
допомогою якої визначають амплiтуду коливань маятника. У
цьому ж кронштейнi вмонтований фотоелектричний датчик, який
пiд час проходження через нього переривача свiтлового потоку
6 вмикає мiлiсекундомiр i лiчильник.
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Рис. 2.27. Установка для вивчення коливних процесiв

2.9.5. Визначення циклiчної частоти вiльних
коливань i логарифмiчного декремента загасання

Частота вiльних коливань маятника ν = 1/T = n/t, де T –
перiод коливань; n – кiлькiсть коливань; t – час, протягом якого
виконується n коливань. Циклiчна частота

ω = 2πν =
2πn

t
. (2.9.12)

Для загасаючих коливань їхня амплiтуда змiнюється за екс-
поненцiальним законом

A(t) = A0e
−βt. (2.9.13)
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Вiдношення двох послiдовних амплiтуд Θ = An/An+1 є ста-
лим, не залежить вiд їхнiх значень i називається декрементом
загасання, логарифм цього вiдношення lnΘ = λ називається ло-
гарифмiчним декрементом загасання i описується формулою:

lnΘ = ln
An

An+1
= ln

A0e
−βt

A0e−β(t+T )
= ln eβT = βT = λ. (2.9.14)

Нехай у момент часу t1 амплiтуда загасаючих коливань

A1 = A0e
−βt1 , (2.9.15)

а в момент часу t2
A2 = A0e

−βt2 . (2.9.16)

Роздiливши почленово цi вирази, одержимо:

A1

A2
= e−β(t1−t2) = eβ∆t = eβn1T . (2.9.17)

Пiсля логарифмування

ln
A1

A2
= βn1T (2.9.18)

i звiдси

β =
1

n1T
ln

A1

A2
, (2.9.19)

де β – коефiцiєнт загасання, що є фiзичною величиною, обер-
неною до промiжку часу τ , протягом якого амплiтуда коливань
зменшується в e разiв.

Тодi логарифмiчний декремент загасання визначається фор-
мулою:

λ = βT =
1

n1
ln

A1

A2
. (2.9.20)
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2.9.6. Дослiдження вiльних, загасаючих та
вимушених коливань

Для виконання лабораторної роботи потрiбно увiмкнути уста-
новку (рис. 2.27) в електромережу. Закрiпити переривач свiтло-
вого потоку, який зв’язаний з маятником так, щоб вiн пiд час
його коливання переривав свiтловий потiк фотоелектричного да-
тчика. Вiдхилити маятник на (5− 10)о i вiдпустити його. Нати-
снути кнопку “Скидання”, а коли на лiчильнику перiодiв засвiти-
ться цифра “9”, натиснути кнопку “Стоп”. Через один перiод за-
кiнчиться цикл вимiрювання i на iндикаторах засвiтяться цифри
кiлькостi перiодiв “10” i час, протягом якого маятник виконав цi
коливання. Записати данi вимiрювань у таблицю. Дослiд повто-
рити п’ять разiв. За результатами вимiрювань обчислити перiод
коливань та їхню циклiчну частоту.

Надати маятнику коливного руху так, щоб його амплiтуда
була дещо бiльшою вiд початкової A1, заданої викладачем. У
момент, коли амплiтуда дорiвнюватиме зазначенiй величинi, на-
тиснути кнопку “Пуск”, а коли амплiтуда досягне кiнцевого зна-
чення A2 – кнопку “Стоп”. Записати данi вимiрювань A1, A2, n1

у табл. 2.10. Дослiд повторити п’ять разiв. За формулою (2.9.20)
обчислити логарифмiчний декремент загасання. Аналогiчнi ви-
мiрювання виконати для iнших орiєнтацiй гальмiвного прапорця
i визначити для них логарифмiчний декремент.

Обчислити похибки циклiчної частоти ∆ω i δω та логарифмiч-
ного декремента загасання ∆λ i δλ. Зробити вiдповiднi висновки.

Для вивчення вимушених коливань треба пiднести угору пе-
реривач свiтлового потоку на стержнi маятника, а переривач
свiтлового потоку на стержнi хитуна опустити у щiлину фото-
електричного датчика. Увiмкнути електродвигун, визначити час-
тоту коливань хитуна i максимальну амплiтуду коливань ма-
ятника для цiєї частоти. Вимiрювання виконати для рiзних час-
тот коливань хитуна (змушувальної сили) до i пiсля досягнення
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резонансу (не менше семи-дев’яти). Результати вимiрювань за-
писати у табл. 2.10 i зобразити графiчно, вiдклавши по осi абсцис
циклiчну частоту хитуна, а по осi ординат – амплiтуду коливань
маятника. Визначити з графiка резонансу частоту ωрез.

Робочi формули:

ω =
2πn

t
; λ =

1

n1
ln

A1

A2
. (2.9.21)

Щоб записати на пiдставi формули (2.1.6) формули похибок
величин непрямих вимiрювань, розраховують такi частиннi по-
хiднi, використовуючи робочу формулу (2.9.21):

∂ω

∂t
= −2πn

t2
;

∂λ

∂n1
= − 1

n2
1

ln
A1

A2
;

∂λ

∂A1
=

1

n1

A2

A1
,

∂λ

∂A2
=

1

n1

A2

A1
.

Тодi формули для похибок величин непрямих вимiрювань
набувають вигляд:

∆ω = ω
∆t

t
; δω =

∆ω

ω
;

∆λ =
λ

n1

√(
∆A1

A1

)2

+

(
∆A2

A2

)2

; δλ =
∆λ

λ
.

Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.11.

Кiнцевий результат записують у виглядi:

A1 = A1 ±∆A1; A2 = A2 ±∆A2; t = t±∆t1;

n1 = n1 ±∆n1; ω = ω ±∆ω; λ = λ±∆λ;

δω = ; δλ = .
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Таблиця 2.10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
t1i, с

ωi, с−1

Ai,
о

Таблиця 2.11

Номер ti ω, ∆ω, δω, A1, A2, n1i λ ∆λ δλ,
з/п с с−1 с−1 % о о %
1-5

Сер.зн.

Будують графiк залежностi A = f(ω) та з отриманих резуль-
татiв формують висновки до лабораторної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Який тип руху називається гармонiчним коливанням?

2. Якi сили можуть спричинити появу гармонiчних коливань?

3. Запишiть диференцiальне рiвняння коливного руху, якщо
наявнi сила опору та перiодична за значенням зовнiшня
сила.

4. Що називається фазою гармонiчного коливання?

5. Що називається логарифмiчним декрементом згасання? Як
вiн пов’язаний з коефiцiєнтом згасання?

6. Побудувати графiк залежностi змiщення вiд часу для за-
гасаючих коливань.
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7. Який фiзичний змiст i розмiрнiсть коефiцiєнта згасання?

8. Якi коливанння називають вимушеними? Запишiть їх рiв-
няння.

9. Охарактеризуйте умови виникнення резонансу.
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2.10. Дослiдження прецесiї гiроскопа та визначення
його моменту iнерцiї

Основна мета роботи – дослiдження явища прецесiї гiроско-
па та визначення його моменту iнерцiї. Прилади, необхiднi для
виконання роботи – це дослiдне обладнання з гiроскопом. Тео-
ретичний матерiал – момент сили; момент iмпульсу та момент
iнерцiї твердого тiла; тензор iнерцiї; основне рiвняння динамiки
обертового руху; закон збереження моменту iмпульсу; рух вiль-
ного гiроскопа; вимушена прецесiя гiроскопа.

2.10.1. Опис гiроскопiв

Гiроскопом називається масивне однорiдне тiло, яке швидко
обертається навколо однiєї з головних осей iнерцiї. Отже, гiро-
скоп має вiсь симетрiї, яка є також однiєю з головних осей iнерцiї,
оскiльки матерiал гiроскопа однорiдний. Зазвичай за вiсь обер-
тання гiроскопа вибирається головна вiсь iнерцiї, якiй вiдповiдає
максимальний момент iнерцiї. Цю вiсь будемо називати вiссю гi-
роскопа.

Слово “гiроскоп” буквально означає “вказiвник обертання”.
Його ввiв у 1852 роцi французький фiзик Фуко, який назвав так
сконструйований ним прилад для демонстрацiї добового обертан-
ня Землi.

Розглянемо кiлька прикладiв гiроскопiв.
1. Дзига (рис. 2.28), яка обертається навколо осi симетрiї,

що є також головною вiссю симетрiї диска (вiдносно масивного
тiла). Однак такий гiроскоп важко стабiлiзувати i його стiйкий
рух (обертання) триває порiвняно недовго. Тому його важко на-
звати повноцiнним приладом, який би дав змогу визначати певнi
параметри руху такого гiроскопа.

2. Найбiльш простим гiроскопiчним приладом є гiроскоп у
карданному пiдвiсi (рис. 2.29).
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Рис. 2.28. Дзига

Рис. 2.29. Гiроскоп у карданному пiдвiсi

Карданний пiдвiс – це шарнiрна опора, яка дає змогу закрiп-
леному об’єкту обертатися довкола осi. Тривiсний пiдвiс, зобра-
жений на рис. 2.29, складається з трьох закрiплених мiж собою
за допомогою пiдшипникiв пiдвiсiв з перпендикулярними осями.

Тут гiроскопом є диск, який обертається навколо своєї осi си-
метрiї AA′. Одним з пiдвiсiв є внутрiшнє кiльце, яке обертається
навколо осi BB′, а також зовнiшнє кiльце – обертається навколо
осi CC ′. Обертання з мiнiмальним тертям вiдбувається за допо-
могою пiдшипникiв, якi розташованi в точках A,A′, B,B′, C, C ′,
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що забезпечує три незалежних один вiд одного обертання – дис-
ка, внутрiшнього та зовнiшнього кiлець. Всi три осi обертання
перетинаються у центрi диска в однiй точцi, яка залишається
нерухомою. Зауважимо, що в цiй точцi розташований центр мас
диска та обох кiлець, тобто центр мас усiєї системи.

3. Для проведення експерименту зручний гiроскоп, зобра-
жений на рис. 2.30. На основi з чотирма нiжками, висоту яких
можна змiнювати для вирiвнювання установки, закрiпленi блок
керування 1 i колонка 2. До колонки прикрiплено кронштейн, на
якому у вилцi 3 змонтовано гiроскоп з електроприводом 4 i фото-
електричний датчик для вимiрювання кута повороту гiроскопа
у горизонтальнiй площинi. Гiроскоп з електроприводом i вилкою
може обертатися навколо вертикальної осi, а гiроскоп з електро-
приводом — навколо горизонтальної, яка проходить через вилку.
На валу електропривода закрiплено масивний металевий диск,
захищений екраном 6. Диск має прорiзи, через якi свiтло потра-
пляє на фотоелектричний датчик, iмпульси якого дають iнфор-
мацiю про швидкiсть обертання гiроскопа. До корпуса електро-
привода прикрiплений важiль 7 з мiлiметровою шкалою. Уздовж
важеля може перемiщуватися i закрiплюватися тягарець 8, яким
можна зрiвноважувати гiроскоп або прикладати до нього рiзнi
моменти зовнiшнiх сил. На основi установки розмiщений також
блок живлення електропривода гiроскопа та блоки вимiрювання
параметрiв його руху. На переднiй панелi блока є кнопки “Ме-
режа”, “Скидання”, “Стоп”; ручка потенцiометра, за допомогою
якої вмикають напругу живлення електропривода гiроскопа та
змiнюють швидкiсть його обертання; покажчик швидкостi обер-
тання гiроскопа, цифровий iндикатор кута повороту гiроскопа та
мiлiсекундомiр.

Гiроскопи мають кiлька специфiчних властивостей, якi
дають змогу широко використовувати їх в технiцi, особливо в
системах навiгацiйного обладнання, а також в позицiюваннi та
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Рис. 2.30. Гiроскоп для проведення експериментiв

маневруваннi космiчних апаратiв. Наприклад, космiчний теле-
скоп Габбла маневрує для виставлення оптичної осi телескопа на
спостережуваний астрофiзичний об’єкт за допомогою системи гi-
роскопiв, у яких регулюється вiсь нахилу. Джерелом живлення
електродвигунiв є акумуляторнi батареї, якi заряджаються вiд
сонячних батарей. Отже, така система не потребує мiсiй з доза-
правлення паливом, а також не створює хмар газових викидiв,
як це було б у випадку використання ракетних двигунiв.

2.10.2. Момент iнерцiї гiроскопа

Гiроскоп є симетричним масивним тiлом, обертання якого
пiдлягає основному закону обертання твердого тiла:

dL

dt
= M, (2.10.1)

де L – вектор моменту iмпульсу, а M – вектор моменту сили.
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Коли на гiроскоп не дiють зовнiшнi сили та їх рiвнодiйна
дорiвнює нулю (гiроскоп у карданному пiдвiсi), матимемо:

dL

dt
= 0, L = const. (2.10.2)

Вектор L = Iω0 (тут I – момент iнерцiї гiроскопа, а ω0 – ку-
това швидкiсть його обертання), направлений вздовж осi обер-
тання гiроскопа, залишається нерухомим в просторi, отже, вiсь
гiроскопа зберiгає своє положення в просторi незмiнним. Саме
цю властивiсть гiроскопа в карданному пiдвiсi (рис. 2.29) широко
використовують пiд час конструювання гiроскопiчних компасiв
у сучасних навiгацiйних пристроях.

Пiд дiєю зовнiшнiх сил (наприклад, сил тертя, сил тяжiн-
ня) момент M вiдрiзняється вiд нуля i вектор L буде змiнювати
своє положення в просторi. Рух осi моменту iмпульсу гiроско-
па внаслiдок дiї на нього зовнiшнiх сил називають прецесiєю. У
цьому випадку спостерiгають обертання не тiльки навколо осi
гiроскопа, але i навколо iнших можливих осей обертання (див.
рис. 2.29).

Опишемо рух гiроскопа у декартовiй системi координат, яку
сумiстимо з гiроскопом-дзигою так, як зображено на рис. 2.31.

Рис. 2.31. Вiльний рух гiроскопа



124 Роздiл 2. Методика проведення лабораторних робiт. . .

За вiльного руху гiроскопа проєкцiї вектора моменту iмпульсу
будуть такими:

Lx = Ly = 0, Lz = Izωz, (2.10.3)

тобто ненульовим буде лише його компонент Lz, який визнача-
ють моментом iнерцiї гiроскопа, Iz та кутовою швидкiстю ωz,
вектор якої також направлений вздовж осi Z (iншi компоненти
цього вектора дорiвнюють нулю).

Розглянемо випадок (див. рис. 2.30), коли гiроскоп перебуває
в горизонтальному положеннi, в якому саме тiло гiроскопу зрiв-
новажене противагою. Якщо точка опори такого гiроскопа збi-
гається з центром мас системи, то на гiроскоп не дiють зовнiшнi
моменти сил тяжiння. Коли немає зовнiшнiх сил i сума момен-
тiв дорiвнює нулю, то гiроскоп називається вiльним. У цьому
випадку M = 0 i, вiдповiдно, момент iмпульсу L = const.

Якщо такий гiроскоп обертається навколо осi симетрiї, то,
як ми вже бачили вище, його момент iмпульсу можна виразити
через добуток моменту iнерцiї I гiроскопа та його кутової швид-
костi обертання ω: L = Iω. Якщо L = const, то постiйними є та-
кож напрям осi обертання (оскiльки вектор L = const лежить на
осi обертання) та значення вектора кутової швидкостi обертання
ω. Якщо ж напрями осей обертання i симетрiї вiдрiзняються, то
тодi вiсь симетрiї гiроскопа (її називають вiссю фiгури) рiвно-
мiрно обертається навколо вектора L, який вже не дорiвнює Iω.
Рух цього типу називають вiльною прецесiєю гiроскопа.

У випадку коли момент зовнiшнiх сил M не дорiвнює ну-
лю, тобто на гiроскоп дiють зовнiшнi моменти сил, результуюча
векторна сума яких не дорiвнює нулю, i гiроскоп обертається то-
чно навколо осi симетрiї, то вiн виконує новий тип руху, який
називають вимушеною прецесiєю.

Виведемо спiввiдношення, якi описують вимушену прецесiю
гiроскопа в експериментальнiй установцi, зображенiй на рис. 2.30.
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Нехай на вiсь гiроскопа, який обертається зi сталою кутовою
швидкiстю навколо осi симетрiї, почала дiяти деяка зовнiшня
сила F, момент iнерцiї якої вiдносно осi обертання дорiвнює M.
Пiд дiєю цього зовнiшнього моменту вiсь гiроскопа повернулася
на нескiнченно малий кут dϕ. Унаслiдок цього момент iмпульсу
змiнився на dL (змiна напряму вектора без змiни його модуля –
див. рис. 2.32).

Згiдно з рiвнянням моментiв (основним законом обертово-
го руху) dL = Mdt, тобто напрям збiгається з напрямом мо-
менту сили M. Отже, поворот навколо осi OZ вiдбувається пiд
дiєю моменту сили M, напрям вектора якого паралельний до
напряму вектора dL. У пiдсумку вектор кутової швидкостi ω
обертання гiроскопа повертається у напрямi dL, виконуючи пре-
цесiйний рух. Кутову швидкiсть прецесiї Ω = dϕ/dt можна

Рис. 2.32. Вимушена прецесiя гiроскопа
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визначити з формули, яка пов’язує dL, L та dϕ:

dL = I dϕ. (2.10.4)

Продиференцiюємо цей вираз за часом:

dL

dt
= I

dϕ

dt
= IΩ, (2.10.5)

звiдки, з урахуванням 2.10.1, одержимо:

Ω =
M

Iω
. (2.10.6)

Напрями векторiв M, ω та Ω пов’язанi спiввiдношенням:

M = [Ω, Iω] = [Ω,L]. (2.10.7)

Це спiввiдношення можна отримати також iз формули Пуансо,
яка стверджує: якщо вектор A (у нашому випадку його роль вi-
дiграє вектор L) обертається з кутовою швидкiстю ω, не змi-
нюючи свого модуля, то dA

dt = [ω,A].
Якщо Ω перпендикулярний до L, то |M| = |Ω| · |L|, або ж

M = LΩ. (2.10.8)

У випадку вимушеної прецесiї гiроскопа

M = mgd, (2.10.9)

де m – маса тягарця 8 на рис. 2.30; g – прискорення вiльного
падiння; d – плече сили тяжiння, яка дiє на вiсь гiроскопа.

Кутову швидкiсть прецесiї Ω можна одержати, вимiрявши
час t, впродовж якого гiроскоп повернувся на кут α радiанiв
унаслiдок прецесiйного руху. Тодi

Ω =
α

t
. (2.10.10)
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Пiдставивши (2.10.9) i (2.10.10) у вираз (2.10.8) та враху-
вавши, що L = Iω, одержимо робочу формулу для визначення
моменту iнерцiї гiроскопа:

I =
tmgd

αω
. (2.10.11)

Перевiвши радiани у градуси, а кутову швидкiсть у частоту
обертання ν гiроскопа (ω = 2πν), одержимо робочу формулу у
величинах, якi безпосередньо вимiрюємо:

I =
90оtmgd

αоπ2ν
. (2.10.12)

2.10.3. Експериментальне визначення моменту
iнерцiї гiроскопа

Встановити тягарець 8 на важелi 7 (див. рис. 2.30) так, щоб
гiроскоп був у положеннi байдужої рiвноваги. Натиснути кнопку
“Мережа” i, плавно повертаючи ручку потенцiометра “Рег. швид-
костi” за годинниковою стрiлкою, встановити оберти гiроскопа в
iнтервалi 6000-8000 обертiв за хвилину. Дочекатися стабiльної
швидкостi обертання гiроскопа. Переконатися, що гiроскоп не
виконує прецесiйного руху. Перемiстити тягарець на важелi на
вiдстань бiльше 6 см вiд положення рiвноваги у бiк кiнця важеля.
Натиснути кнопку “Скидання” i пiсля повороту гiроскопа на кут,
заданий викладачем, натиснути кнопку “Стоп”. Записати у табл.
2.12 значення кута повороту та час прецесiї. Дослiд повторити
п’ять разiв.

Перемiстити тягарець на важелi в iнший бiк вiд положення
рiвноваги. Переконатися, що напрям кутової швидкостi прецесiї
змiнився на протилежний. Обчислити значення моменту iнерцiї
гiроскопа, оцiнити точнiсть експерименту.
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Щоб записати на пiдставi (2.1.6) формули похибок величин
непрямих вимiрювань, розраховують такi частиннi похiднi, ви-
користовуючи робочу формулу (2.10.12):

∂I

∂t
=

90оmgd

αоπ2ν
,

∂I

∂m
=

90оtgd

αоπ2ν
,

∂I

∂d
=

90оtmg

αоπ2ν
,

∂I

∂αо = − 90оtmgd

(αо)2π2ν
,

∂I

∂ν
= −90оtmgd

αоπ2ν2
.

Формула для визначення абсолютної похибки непрямого ви-
мiрювання моменту iнерцiї гiроскопа набуває вигляду:

∆I = I

√(
∆t

t

)2

+

(
∆m

m

)2

+

(
∆d

d

)2

+

(
∆α

α

)2

+

(
∆ν

ν

)2

.

Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.12.

Таблиця 2.12

Номер α,о ∆α,о ti, ∆ti, ν, ∆ν, I, ∆I, δI,
з/п с с с−1 с−1 кг·м2 кг·м2 %
1-5

С. зн.

m = (0.375± 0.001) кг; g = (9.81± 0.01) м/с2.
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Кiнцевi результати записують у виглядi:

α = α±∆α; ν = ν ±∆ν; t = t±∆t; d = d±∆d;

I = I ±∆I; δI = .

На пiдставi отриманих результатiв формують висновки до
лабораторної роботи.

Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Що таке гiроскоп?

2. Що таке момент iмпульсу?

3. Що таке момент сили?

4. Що таке момент iнерцiї матерiальної точки; момент iнерцiї
твердого тiла?

5. Сформулюйте основний закон динамiки обертового руху.

6. Як спричинити прецесiю гiроскопа?

7. Який напрям мають вектори кутової швидкостi; момент си-
ли; момент iмпульсу?

8. Значення яких величин потрiбно вимiряти в цiй роботi, щоб
визначити момент iнерцiї гiроскопа?

9. Як пов’язанi мiж собою напрями векторiв M, L i Ω ?

10. Наведiть приклади застосування гiроскопiв.
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2.11. Визначення швидкостi поширення звуку
в повiтрi методом стоячої хвилi

Основна мета роботи – визначення швидкостi звуку в повiт-
рi методом стоячої хвилi. Прилади, якi потрiбнi для виконан-
ня лабораторної роботи – установка для визначення довжини
звукової хвилi, звуковий генератор. Теоретичний матерiал, який
треба засвоїти пiд час пiдготовки до виконання роботи – хвильо-
вий процес; рiвняння бiжучої хвилi; стояча хвиля та її рiвняння;
резонанс; розподiл амплiтуд коливань у стоячих хвилях рiзного
типу; швидкiсть поширення звуку в пружному середовищi.

2.11.1. Звук

Через взаємодiю частинок пружного середовища, при виве-
денi з положення рiвноваги навiть однiєї частинки, вона почне
коливатися вiдносно положення рiвноваги i залучає до коливно-
го процесу сусiднi частинки, якi, з деяким запiзненням, повто-
рюють коливання цiєї частинки. Поширення таких коливань у
просторi називають хвилею. Частинки середовища, якi колива-
ються в однаковiй фазi, належать однiй хвильовiй поверхнi. За-
лежно вiд форми цiєї поверхнi, хвилi можуть бути, наприклад,
сферичними або плоскими. Якщо коливання частинок вiдбуває-
ться у напрямi поширення хвилi, то такi хвилi називають повз-
довжнiми. Коли ж частинки коливаються у напрямi перпенди-
кулярному до напряму поширення хвилi, то такi хвилi назива-
ються поперечними. Якщо середовище має пружнiсть об’єму та
форми, то у ньому можуть поширюватися i повздовжнi, i попе-
речнi хвилi. У середовищах, якi мають пружнiсть лише об’єму
(гази, рiдини), можуть поширюватися лише повздовжнi хвилi. У
широкому фiзичному розумiннi такi хвилi можна назвати звуком,
проте у бiльш вузькому (бiологiчному) визначеннi звуком нази-
вають лише тi з вищезгаданих хвиль, якi сприймає сенсорна сис-
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тема людей i тварин. Частота звукових хвиль лежить у дiапазо-
нi вiд 20 Гц до 20 кГц. Хвилi з нижчими частотами називають
iнфразвуковими, а з бiльшими, нiж у цьому дiапазонi – ультра-
звуковими.

Якщо зустрiчаються декiлька хвиль, то вони можуть iнтер-
ферувати мiж собою (накладатись), утворюючи за певних умов
стiйку картину пiдсилення коливань частинок середовища в одних
точках простору i послаблення – в iнших. Умовами виникнення
такої стiйкої картини є однаковiсть частот коливання хвиль, що
накладаються, та їх когерентнiсть (стала рiзниця фаз у кожнiй
точцi середовища). Часто до цих умов додають ще однаковий
напрям поширення хвиль. Однак iнтерферувати можуть i хвилi,
якi поширюються у протилежних напрямах. Така iнтерференцiя
приводить до утворення стоячих хвиль.

2.11.2. Стояча хвиля

Розглянемо детальнiше процес утворення стоячої хвилi. Не-
хай маємо двi плоскi хвилi, якi поширюються назустрiч одна
однiй уздовж осi OX.

Рiвняння цих хвиль запишемо у виглядi

ξ1 = A cos

(
ωt− 2πx

λ

)
i ξ2 = A cos

(
ωt+

2πx

λ

)
,

де A – амплiтуда; ω – частота; λ – довжина хвилi; x – поточне
значення координати.

Пiсля iнтерференцiї (накладання) цих хвиль утвориться но-
ва хвиля

ξ = ξ1 + ξ2 = 2A cos

(
2πx

λ

)
cos(ωt). (2.11.1)

Це стояча хвиля, амплiтуда якої

Aст = 2|A cos

(
2πx

λ

)
| (2.11.2)
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залежить вiд координати x за законом косинуса. Координати,
для яких амлiтуда дорiвнює нулю, називаються вузлами стоячої
хвилi, а координати, за яких амплiтуда стоячої хвилi максималь-
на, називаються пучностями. Максимального значення Aст на-
буває за умови

2πx = πn, де n = 0, 1, 2, 3.... (2.11.3)

Звiдси легко визначити координати пучностей (видуг) стоя-
чої хвилi

xп = n
λ

2
. (2.11.4)

Отже, як бачимо iз (2.11.4), вiдстань мiж двома сусiднiми
пучностями стоячої хвилi є сталою i дорiвнює λ/2. У цiй роботi
цю вiдстань будемо визначати експериментально.

2.11.3. Визначення довжини звукової хвилi
та швидкостi поширення звуку

Експериментальна установка на рис. 2.33 складається зi скля-
ної трубки 1 та резервуара з водою 2, з’єднаного з помпою 3.
Поряд з трубкою встановлена лiнiйка 4 з мiлiметровою шкалою
для визначення положення рiвня води. За допомогою помпи во-
ду з резервуара можна перекачувати в трубку, змiнюючи висо-
ту повiтряного стовпа всерединi трубки. Над вiдкритим кiнцем
трубки закрiплено динамiк 5, мембрана якого коливається з час-
тотою, заданою звуковим генератором 6. Моменти пiдсилення
звуку можна реєструвати на слух або осцилографом 7 вiд мiкро-
фона 8, встановленого над трубкою.

Коливання мембрани динамiка збуджують поздовжнi коли-
вання стовпа повiтря у трубi, якi поширюються в нiй, вiдбиваю-
ться вiд поверхнi води та йдуть у зворотному напрямi. Цi двi си-
стеми зустрiчних хвиль, iнтерферуючи одна з одною, утворюють
у трубi стоячу хвилю (рис. 2.34), тобто перiодичний ряд вузлiв i
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Рис. 2.33. Установка для визначення довжини звукової хвилi

пучностей (видугiв) коливань. На поверхнi води за цих умов зав-
жди утворюється вузол. Залежно вiд висоти повiтряного стовпа,
а також вiд частоти коливань мембрани мiж рiвнем води i верх-
нiм кiнцем труби розмiститься певна кiлькiсть вузлiв i пучностей
стоячих хвиль. Якщо неперервно змiнювати висоту повiтряного
стовпа, накачуючи або випускаючи воду з труби, то простежува-
тимуться послiдовнi пiдсилення звуку. Вiрогiдно, що повторення
пiдсилення звуку настає тодi, коли висота повiтряного стовпа у
трубцi змiнюється на λ/2.

Отже, фiксуючи положення рiвня води L за кожного наступ-
ного пiдсилення, матимемо

Ln − Ln−1 =
λ

2
. (2.11.5)
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З iншого боку, вiдомо, що довжина хвилi λ пов’язана зi швид-
кiстю її поширення v i частотою ν спiввiдношенням

λ =
v

ν
. (2.11.6)

Пiдставивши (2.11.6) у (2.11.5), отримаємо робочу формулу
для визначення швидкостi звуку в повiтрi

v = 2ν(Ln − Ln−1). (2.11.7)

Визначена за формулою (2.11.7) швидкiсть звуку в повiтрi
– це швидкiсть звуку за температури дослiду. Тому одержаний
результат потрiбно стандартизувати, тобто звести до 0оС за фор-
мулою

v0 =
v

(1 + αt)1/2
, (2.11.8)

де α – коефiцiєнт об’ємного розширення повiтря (α = 0.004 град−1);
t – температура примiщення пiд час дослiду.

Рис. 2.34. Схематичне зображення установки для визначення
довжини звукової хвилi
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Для експериментального визначення швидкостi поширення
звуку потрiбно увiмкнути в електромережу генератор звукової
частоти 6 (рис. 2.33) та задати потрiбну частоту ν. Вiдкрити
кран, який сполучає помпу 3 iз водяним резервуаром 2 i, нака-
чуючи повiтря, пiдняти рiвень води в трубцi 1 на 10 см нижче
вiд її верхнього кiнця. (Обережно! Не перелийте воду через
край!). Повернути кран у таке положення, щоб рiвень води по-
чав повiльно знижуватися. За шкалою лiнiйки вiдмiчати кожне
положення рiвня води у момент пiдсилення звуку. Зафiксувати
шiсть пiдсилень звуку. Дослiд повторити п’ять разiв. Результати
вимiрювань записати в табл. 2.13.

Аналогiчнi вимiрювання виконати для iнших частот, заданих
викладачем. За усередненими значеннями Li обчислити швид-
кiсть поширення звуку в повiтрi за формулою (2.11.7).

На пiдставi (2.1.6) розраховують такi частиннi похiднi, вико-
ристовуючи робочу формулу (2.11.7):

∂v

∂Ln
= 2ν,

∂v

∂Ln−1
= −2ν;

∂v

∂ν
= 2(Ln − Ln−1);

∂vo
∂v

=
1√

1 + αt
;

∂vo
∂t

= − vα

2(1 + αt)3/2
.

Формули для обчислення похибок непрямих вимiрювань ма-
ють вигляд:

∆v = v

√(
∆ν

ν

)2

+

(
∆Ln

Ln − Ln−1

)2

+

(
∆Ln−1

Ln − Ln−1

)2

;

∆v0 = v0

√(
∆ν

ν

)2

+

(
0.002∆t

1 + 0.004t

)2

;

δv =
∆v

v
· 100%; δv0 =

∆v0
v0

· 100%.
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Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.13
i 2.14.

Таблиця 2.13

Номер L1i, L2i, L3i, L4i, L5i, L6i,
з/п см см см см см см
1-5

Сер. зн.

Таблиця 2.14

Номер ∆Li = Ln − Ln+1, v, ∆v,
з/п м м/с м/с
1-5

Сер. зн.

Кiнцевi результати записують у виглядi:

ν = ν ±∆ν; t = t±∆t.

v0 = v0 ±∆v0; δv0 = ; v1 = v1 ±∆v1; δv1 = .

Аналогiчно для v2, v3, v4, v5 та результуючої v:

v = v ±∆v; δv1 = .

На пiдставi отриманих результатiв формують висновки до
лабораторної роботи.
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Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Що називають звуком?

2. Якими параметрами характеризують звук?

3. Вiд яких параметрiв залежить швидкiсть поширення звуку?

4. Яка рiзниця мiж бiжучою та стоячою хвилями?

5. Запишiть рiвняння бiжучої та стоячої хвилi.

6. Яку хвилю називають повздовжньою; поперечною?

7. Вiд чого залежить тип хвилi, яка виникає в тому чи iншому
пружному середовищi?

8. У чому полягає явище резонансу?

9. У якому випадку вiдбувається пiдсилення звуку мембрани,
що розмiщена бiля вiдкритого краю труби?
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2.12. Визначення швидкостi польоту кулi за
допомогою крутильно-балiстичного маятника

Основна мета роботи – визначити, використовуючи закони
збереження, швидкiсть польоту кулi за допомогою крутильно-
балiстичного маятника. До необхiдних приладiв для роботи нале-
жить крутильно-балiстичний маятник, пружинний пiстолет, се-
кундомiр, мiлiметрова лiнiйка, штангенциркуль, куля. Теоретич-
ний матерiал – момент iнерцiї, момент сили, момент iмпульсу, ме-
ханiчна енергiя поступального та обертального рухiв, основний
закон обертального руху, закони збереження iмпульсу, моменту
iмпульсу та енергiї, рiвняння руху балiстичного маятника, абсо-
лютно пружне та непружне зiткнення.

2.12.1. Крутильно-балiстичний маятник та опис
його коливань

Крутильно-балiстичний маятник (рис. 2.35) змонтований на
основi 1, що опирається на чотири нiжки, висоту яких можна ре-
гулювати (вирiвнювати прилад). На основi закрiпленi електрич-
ний блок 2 та колонка 3. До колонки прикрiпленi верхнiй, нижнiй
i середнiй кронштейни. До середнього кронштейна прикрiпленi
пружинний пiстолет 4, прозорий екран 5 з градусною шкалою та
фотоелектричний датчик 6. Верхнiй i нижнiй кронштейни мають
затискачi для крiплення сталевої дротини 7, на якiй розташова-
нi переривач свiтлового потоку 10 i маятник, що складається
з двох мисочок 9, наповнених пластилiном, двох стержнiв, по
яких можуть пересуватися закрiпленi на них тягарi 8. Фотоелек-
тричний датчик 6 з’єднаний з мiлiсекундомiром. На переднiй па-
нелi електричного блока 2 розмiщенi вiкна цифрових iндикато-
рiв мiлiсекундомiра, лiчильника перiодiв i три кнопки керуван-
ня. Кнопкою “Мережа” вмикають установку в електромережу;
кнопкою “Скидання” обнулюють мiлiсекундомiр i лiчильник пе-
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рiодiв; кнопкою “Стоп” зупиняють цикл вимiрювання через один
перiод пiсля її натискання.

Виведення робочої формули. Пiсля попадання кулi в мi-
шень балiстичного маятника, вiн починає виконувати крутильнi
коливання навколо своєї вертикальної осi. Якщо пiд час його ру-
ху знехтувати моментом сил тертя, то можна використати два
закони збереження. На пiдставi закону збереження моменту iм-
пульсу, вважаючи удар абсолютно непружним, можна записати
рiвнiсть (до удару i пiсля):

mvr = (I1 +mr2)ω, (2.12.1)

де m – маса кулi; v – її швидкiсть до удару; r – вiдстань вiд осi
обертання маятника до точки удару кулi; ω – кутова швидкiсть
маятника; I1 – момент iнерцiї маятника; mr2 – момент iнерцiї
кулi.

Рис. 2.35. Установка балiстичного маятника для експерименту
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Закон збереження механiчної енергiї (пiсля удару)

1

2
(I1 +mr2)ω2 =

1

2
fφ2, (2.12.2)

де φ – найбiльший кут повороту маятника; f – модуль кручення
пiдвiсу маятника.

З рiвнянь (2.12.1) та (2.12.2) одержуємо:

v2 =
fφ2(I1 +mr2)

m2r2
. (2.12.3)

Оскiльки момент iнерцiї кулi mr2 набагато менший вiд I1, то
рiвняння (2.12.3) можна записати у виглядi

v2 =
fφ2I1
m2r2

. (2.12.4)

Будемо вважати, що час дiї кулi на маятник набагато мен-
ший вiд перiоду коливань балiстичного маятника, тобто τ ≪ T .
Рiвняння руху балiстичного маятника за цих умов можна запи-
сати у виглядi

I1ε = −fφ. (2.12.5)

Тут ε = d2φ/dt2 – кутове прискорення. Розв’язок цього рiвняння
приводить до виразу для перiоду крутильних коливань

T1 = 2π

√
I1
f
. (2.12.6)

Для вилучення з останньої формули невiдомої величини f
змiнимо момент iнерцiї балiстичного маятника, змiстивши тягарi
на iншу вiдстань вiд осi маятника, тодi

T2 = 2π

√
I2
f
, (2.12.7)



2.12. Визначення швидкостi польоту кулi. . . 141

де T2 – перiод коливання маятника за нового значення моменту
iнерцiї I2.

З формул (2.12.6) i (2.12.7) одержимо

I1
I2

=
T1

2

T2
2
. (2.12.8)

Якщо рiзницю моментiв iнерцiї маятника позначимо через
∆I, тобто

∆I = I1 − I2, (2.12.9)

то з формули (2.12.8) одержимо

I1∆I =
T1

2

T1
2 − T2

2
. (2.12.10)

З формули (2.12.6)

f = 4π2 I1
T1

2
. (2.12.11)

Пiдставивши в рiвняння (2.12.4) значення f з (2.12.11), а зна-
чення I1 з (2.12.10), для швидкостi кулi отримаємо вираз

v =
2πφT1∆I

mr(T1
2 − T2

2)
. (2.12.12)

Величину ∆I можна визначити, використавши такi рiвняння:

I1 = I0 + 2MR1
2, (2.12.13)

I2 = I0 + 2MR2
2,

де I0 – момент iнерцiї маятника без тягарiв; I1 – момент iнерцiї
маятника, якщо обидва тягарi розташованi на вiдстанi R1 вiд осi
обертання; I2 – на вiдстанi R2; M – маса одного тягаря.

Нехай R1 > R2, тодi з рiвнянь (2.12.9) i (2.12.13) одержуємо:

∆I = I1 − I2 = 2M(R1
2 −R2

2). (2.12.14)
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Iз рiвнянь (2.12.12) i (2.12.14) визначаємо робочу формулу
для обчислення швидкостi польоту кулi:

v =
4πMT1(R1

2 −R2
2)φ

mr(T1
2 − T2

2)
, (2.12.15)

де φ – кут максимального вiдхилення маятника пiсля вцiлення
в нього кулi, виражений у радiанах:

φ =
πφо

180о .

Примiтка. Якщо кут повороту маятника визначають за вiд-
хиленням свiтлового “зайчика”, то

φ =
n

2L
,

де L – вiдстань вiд дзеркальця до свiтлового “зайчика”; n – кiль-
кiсть подiлок шкали, на яке вiн змiщується.

2.12.2. Визначення швидкостi кулi та оцiнка
точностi експерименту

Для виконання лабораторної роботи треба увiмкнути уста-
новку балiстичного маятника (рис. 2.35) в електромережу (натис-
нiть кнопку “Мережа”). Перевiрити чи маятник є в нульовому по-
ложеннi. Якщо потрiбно, то виконати коректування. Установити
додатковi тягарi на вiдстанi R1. Вистрiлити i вимiряти кут мак-
симального вiдхилення маятника φ. Вимiрювати можна в тому
випадку, якщо кулька прилипла до пластилiну. Натиснути кноп-
ку “Скидання”. У цьому випадку обнуляться цифровi iндикато-
ри i розпочнеться цикл вимiрювання часу та кiлькостi перiодiв.
Якщо на лiчильнику перiодiв з’явиться число 9, то натиснiть
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кнопку “Стоп”. Через один перiод закiнчиться цикл вимiрюван-
ня. На лiчильнику перiодiв засвiтиться число 10, а мiлiсекун-
домiр покаже час t1, протягом якого маятник виконав десять
коливань. Вимiрювання виконують п’ять разiв.

Установити тягарi на вiдстанi R2. П’ять разiв вимiряти час
t2 (аналогiчно до вимiрювання часу t1). На аналiтичнiй вазi ви-
значити масу кульки m. По шкалi, нанесенiй на чашцi з пла-
стилiном, вимiряти вiдстань r. Результати вимiрювань записати
у табл. 2.15. Обчислити перiоди T1 i T2. За робочою формулою
обчислити швидкiсть кулi v та оцiнити точнiсть експерименту.

На пiдставi (2.1.6) розраховують такi частиннi похiднi, вико-
ристовуючи робочу формулу (2.12.15):

∂v

∂M
=

4πT1φ(R1
2 −R2

2)

mr(T1
2 − T2

2)
;

∂v

∂φ
=

4πMT1(R1
2 −R2

2)

mr(T1
2 − T2

2)
;

∂v

∂R1
=

8πMT1φR1

mr(T1
2 − T2

2)
;

∂v

∂R2
= − 8πMT1φR2

mr(T1
2 − T2

2)
;

∂v

∂m
= −4πMT1φ(R1

2 −R2
2)

m2r(T1
2 − T2

2)
;

∂v

∂r
= −4πMT1φ(R1

2 −R2
2)

mr2(T1
2 − T2

2)
;

∂v

∂T1
= −4πMφ(R1

2 −R2
2)(T1

2 + T2
2)

mr(T1
2 − T2

2)2
;

∂v

∂T2
=

4πMφ(R1
2 −R2

2)T2

mr(T1
2 − T2

2)2
.
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Формули похибок для величин непрямих вимiрювань мають
вигляд:

∆v = v

{[
∆M

M

]2
+

[
∆m

m

]2
+

[
∆φ

φ

]2
+

[
∆r

r

]2
+

+

[
2R1∆R1

(R1
2 −R2

2)

]2
+

[
2R2∆R2

(R1
2 −R2

2)

]2
+

+

[
2T 2∆T2

(T 1
2 − T 2

2)

]2
+

[
∆T1(T 1

2 + T 2
2)

T 1(T 1
2 − T 2

2)

]2}1/2

;

δv =
∆v

v
.

Результати вимiрювань та обчислень записують у табл. 2.15.

Таблиця 2.15

Номер n t1i, T1i, φi,
о t2i, T2i, v, ∆v, δv,

з/п с с с с м/c м/c %
1-5

Сер.зн.

Кiнцевi результати записують у виглядi:

M = M ±∆M ; m = m±∆m; r = r ±∆r; R1 = R1 ±∆R1;

R2 = R2±∆R2; T1 = T 1±∆T1; T2 = T 2±∆T2; φ = φ±∆φ.

v = v ±∆v; δv = .

З отриманих результатiв формують висновки лабораторної
роботи.
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Питання для самостiйного опрацювання матерiалу

1. Що називається моментом iнерцiї?

2. Що називається моментом сили?

3. Що називається моментом iмпульсу?

4. Сформулюйте та запишiть закон збереження моменту iм-
пульсу.

5. Сформулюйте закон збереження механiчної енергiї.

6. Який удар називається непружним?

7. Запишiть i пояснiть закон збереження моменту iмпульсу
для випадку непружного зiткнення кулi з балiстичним ма-
ятником.

8. Запишiть закон збереження механiчної енергiї для маятни-
ка, який виконує крутильнi коливання.

9. Виведiть робочу формулу.



ДОДАТОК

Форма звiту до лабораторної роботи

1. Титульна сторiнка.

2. Завдання.

3. Рисунок установки.

4. Робочi формули з розшифруванням величин, якi входять
до них.

5. Формули для розрахунку похибок величин, якi безпосере-
дньо не вимiрюються.

6. Результати вимiрювань i обчислень, поданi у виглядi та-
блиць.

7. Кiнцевi результати.

8. Висновки.
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