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  ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

Актуальність теми. Дослідження фізичних систем у квантованому просторі є 

важливими та актуальними на сьогодні, оскільки вони дозволяють знайти ефекти у 

властивостях класичних та кантових систем, зумовлені особливостями структури 

простору на планківських масштабах, а також дають можливість встановити 

властивості фізичних систем на які квантованість простору має найбільший вплив 

та запропонувати спосіб експериментального підтвердження теорії квантованого 

простору. На основі порівняння теоретичних результатів таких досліджень з 

високоточними експериментальними даними можна оцінити верхню межу для 

мінімальної довжини. 

Багато уваги приділялося дослідженням простору з мінімальною довжиною, 

побудованого на основі ідеї деформації звичних комутаційних співвідношень для 

операторів координат та операторів імпульсів. Про це свідчить велика кількість 

публікацій з цієї тематики (для прикладу, [С. Villalpando, S. K. Modak, Phys. Rev. D 

100, 024054 (2019); L. Menculini, O. Panella, P. Roy, Phys. Rev. D 91, 045032 (2015)] 

та посилання в них). Ідея деформації комутаційних співвідношень випливає з теорії 

струн та теорії квантової гравітації [N. Seiberg, E. Witten, J. High Energy Phys. 1999, 

032 (1999); S. Doplicher, K. Fredenhagen, J. E. Roberts, Phys. Lett. B 331, 39 (1994)]. 

Для опису особливостей структури простору на планківських масштабах було 

запропоновано різні деформовані алгебри. Багато уваги приділялося дослідженням 

фізичних проблем в рамках алгебри Кемпфа (ця алгебра є узагальненням історично 

першої деформованої алгебри, запропонованої Снайдером), некомутативної 

алгебри канонічного типу, некомутативної алгебри Лі типу та ін. Вiдомi 

деформованi алгебри для операторiв координат та операторiв iмпульсiв описують 

простiр з мiнiмальною довжиною, проте вони не узгоджуються з фундамента-

льними законами та принципами. А саме, у просторах з алгеброю Снайдера, 

алгеброю Кемпфа, алгеброю з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю 

iмпульсiв канонiчного типу, некомутативною алгеброю типу Лi iснують проблеми 

порушення адитивностi кiнетичної енергiї та її залежностi вiд композицiї. Звiдси 

випливає, що в рамках теорiй квантованого простору, побудованих на основi цих 

алгебр, порушується фундаментальний закон – закон збереження енергiї. Також 

деформацiя комутацiйних спiввiдношень для операторiв координат та операторiв 

iмпульсiв зумовлює проблему кiнематичних змiнних, порушення принципу 

еквiвалентностi. Зважаючи на важливiсть цих проблем, необхiдним є пошук 

можливостей для їх розв’язання з метою побудови теорiї квантованого простору зi 

збереженими фундаментальними законами та принципами. 

Поряд із вище згаданими проблемами важливою проблемою, яка виникає в 

рамках різних деформованих алгебр, є проблема опису руху системи багатьох 

частинок з врахуванням квантованості простору на планківських масштабах. 

Припущення про те, що параметри деформованих алгебр для координат та 
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імпульсів центра мас макроскопічного тіла, а також для координат та імпульсів 

елементарних частинок є однаковими, приводить до абсурдно малих результатів 

для мінімальної довжини, які є на багато порядків менші ніж довжина Планка. Для 

прикладу, такі результати були отримані на основі досліджень зсуву перигелію 

Меркурію у просторі з алгеброю Снайдера [B. Ivetić, S. Meljanac, S. Mignemi, Class. 

Quant. Grav. 31, 105010 (2014); S Mignemi, R Štrajn, Phys. Rev. D 90, 044019 (2014)]. 

Автори статей [B. Ivetić, S. Meljanac, S. Mignemi, Class. Quant. Grav. 31, 105010 

(2014); S Mignemi, R Štrajn, Phys. Rev. D 90, 044019 (2014)] зробили висновок, що 

теорія квантованого простору з алгеброю Снайдера не може бути застосована на 

випадок дослідження макроскопічних тіл. Актуальним є узагальнення відомих 

алгебр, зокрема і алгебри Снайдера, для координат та імпульсів різних частинок, 

розв'язання проблеми опису руху центра мас макроскопічного тіла з врахуванням 

мінімальної довжини, оскільки це дозволить побудувати послідовну теорію 

квантованого простору та розширити область дослідження, включивши в неї 

макроскопічні системи. 

У просторі з некомутативністю координат та некомутативністю імпульсів 

канонічного типу також існують проблеми порушення симетрії відносно інверсії 

часу та сферичної симетрії. Відомі різні типи некомутативних алгебр, які є 

сферично-симетричні, проте не є інваріантні відносно інверсії часу та не є 

еквівалентні до некомутативної алгебри канонічного типу. Для прикладу, добре 

відомими є алгебри з координатно-залежною некомутативністю (комутатор 

координат є функцією координат). Тому необхідно побудувати сферично-

симетричну алгебру з некомутативністю координат та некомутативністю 

імпульсів, яка є інваріантна відносно інверсії часу та еквівалентна до 

некомутативної алгебри канонічного типу. 

Дослідження нулів статистичної суми, які після робіт [C. N. Yang, T. D. Lee, 

Phys. Rev 87, 404 (1952); T. D. Lee, C. N. Yang, Phys. Rev 87, 410 (1952); M. E. Fisher, 

Lectures in Theoretical Physics: Volume VII C (1965)] мають назву нулі Лі-Янга та 

нулі Фішера, має фундаментальну важливість у статистичній фізиці. Метод аналізу 

нулів статистичної суми використовується для вивчення фазових переходів. 

Експериментальне спостереження цих нулів довгий час вважалося неможливим 

через труднощі з реалізацією фізичних систем з комплексними параметрами. 

Cтаття, в якій було запропоновано метод спостереження нулів Лі-Янга, 

опублікована у 2012 році [Bo-Bo Wei, Ren-Bao Liu, Phys. Rev. Lett. 109, 185701 

(2012)]. У 2015 році було здійснено перше експериментальне спостереження нулів 

статистичної суми на основі вимірювання когерентності пробного спіну, який 

взаємодіє зі спіновою системою [X. Peng, H. Zhou, Bo-Bo Wei et al, Phys. Rev. Lett. 

114, 010601 (2015)]. Актуальним є дослідження нулів статистичної суми з 

врахуванням квантованості простору та пошук нових можливостей для  

експериментального спостереження нулів статистичної суми. 
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 Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна 

робота виконана у Львівському національному університеті імені Івана Франка та 

згідно держбюджетних тем: "Астрофізичні системи на різних енергетичних і 

просторово-часових масштабах та ефекти квантування простору" (2017-2019 рр., 

науковий керівник теми, номер держреєстрації 0117U007190); "Квантові ефекти у 

фізиці одно- і багаточастинкових систем у просторах зі складною структурою" 

(2019 р., виконавець теми, номер держреєстрації 0119U002203); ФФ-30Ф ''Класичні 

і квантові системи з нестандартними комутаційними співвідношеннями і 

статистиками'' (2016-2018 рр., виконавець теми, номер держреєстрації 

0116U001539); теми ''Фізичні системи у квантованому просторі'', яка фінансувалася 

в рамках Гранту Президента України для підтримки наукових досліджень молодих 

учених у 2018 році, (номер держреєстрації 0118U005226, науковий керівник теми); 

проекту ДФФД “Концепція складних мереж у задачах квантової фізики та 

космології” (2017-2018 рр., виконавець проекту, номери держреєстрації 

0117U003869, 0116U001539); проекту ДФФД "Класичні та квантові системи за 

межами стандартних підходів: електродинаміка у просторах" (2016-2017 рр., 

виконавець проекту, номери держреєстрації 0115U004838, 0115U00505); проекту 

"Structure and Evolution of Complex Systems with Applications in Physics and Life 

Sciences" approved by the European Commissions 7th Framework Programme Grant 

Agreement Number: PIRSESGA-2013-612669 (виконавець проекту). 

Мета і задачі дослідження. Метою дисертаційної роботи є побудова 

деформованої алгебри, яка описує квантованість простору на планківських 

масштабах та дає можливість розвинути послідовну фізичну теорію без порушення 

фундаментальних фізичних законів та принципів; розв'язання проблеми опису 

макроскопічних тіл та проблеми порушення слабкого принципу еквівалентності в 

рамках деформованих алгебр; знаходження впливу особливостей структури 

простору на планківських масштабах на властивості класичних і квантових систем 

та виявлення фізичних систем найбільш чутливих до квантованості простору; 

оцінка величини кванта простору; встановлення зв'язку нулів кореляційних 

функцій бозе-газу у квантованому просторі з нулями статистичної суми та 

знаходження можливостей спостереження нулів Лі-Янга та нулів Фішера на 

експерименті. 

Для досягнення мети дослідження поставлено такі задачі: побудувати 

інваріантну відносно інверсії часу, сферично-симетричну некомутативну алгебру, 

яка є еквівалентна до некомутативної алгебри канонічного типу; знайти вирази для 

спектрів двочастинкової системи з кулонівською взаємодією (атом водню, 

екзотичні атоми) та системи взаємодіючих гармонічних осциляторів у сферично-

симетричному   квантованому  фазовому  просторі  канонічного   типу;  розв'язати                                 
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проблему кінематичних змінних у просторі Снайдера, у некомутативному 

фазовому просторі канонічного типу, у просторі з деформацією-кручення;  

встановити особливості опису руху макроскопічного тіла в рамках алгебри 

Снайдера, алгебри з некомутативністю координат та некомутативністю імпульсів 

канонічного типу, некомутативної алгебри Лі типу, алгебри з деформацією-

кручення;  дослідити вплив квантованості простору на рух системи Сонце-Земля-

Місяць та проаналізувати виконання слабкого принципу еквівалентності; знайти 

умови на параметри деформованих алгебр, які дозволяють зберегти принцип 

еквівалентності; знайти вплив мінімальної довжини на зміщення перигелію 

Меркурію та на основі порівняння отриманих результатів із експериментальними 

даними отримати оцінку величини кванта простору; обчислити кореляційні функції 

бозе-газу у просторі з мінімальною довжиною та мінімальним імпульсом (q-

деформований бозе-газ) та встановити їх зв'язок з нулями статистичної суми; 

дослідити можливості експериментального спостереження нулів статистичної 

суми (нулів Лі-Янга, нулів Фішера) для спінових та бозе-систем. 

Об'єктом дослідження є квантований простір, який описується 

деформованими комутаційними співвідношеннями для координат та імпульсів; 

класичні та квантові системи у квантованому просторі, кореляційні функції та нулі 

статистичної суми бозе-газу у просторі з мінімальною довжиною та мінімальним 

імпульсом. 

Предметом дослідження є симетрійні властивості квантованого простору, 

вплив квантованості простору на властивості класичних та квантових систем, 

можливості експериментального спостереження нулів статистичної суми. 

Методи дослідження. Запропоновано метод дослідження фізичних систем у 

сферично-симетричному квантованому фазовому просторі канонічного типу, в 

основі якого лежить знаходження усередненого за додатковими ступенями 

вільності гамільтоніану системи. Для знаходження поправок до енергетичних 

рівнів фізичних систем, зумовлених квантованістю простору, у роботі використано 

метод теорії збурень, а також метод представлення координат та імпульсів, які 

задовольняють деформовані комутаційні співвідношення, за допомогою координат 

та імпульсів, для яких виконуються звичні комутаційні співвідношення.  Для 

обчислення нулів статистичної суми у квантованому (q-деформованому) просторі, 

а також у звичному просторі були використані чисельні методи розв'язку 

алгебраїчних рівнянь. 

Наукова новизна отриманих результатів. У роботі досліджено фізичні 

системи в рамках різних деформацій комутаційних співвідношень для координат 

та імпульсів. Встановлено ефекти квантованості простору у властивостях фізичних 

систем та знайдено оцінки для величини кванта простору. Вперше отримано такі 

результати: 
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– Розв'язано проблеми порушення властивостей кінетичної енергії, опису руху 

макроскопічного тіла, порушення принципу еквівалентності у просторі з 

алгеброю Снайдера та у просторі з алгеброю Кемпфа у всіх порядках за 

параметрами деформації. 

– Знайдено вирази для мінімальної довжини у шестивимірному 

некомутативному фазовому просторі канонічного типу на основі розв'язків 

задачі на власні значення для оператора квадрата довжини. 

– У некомутативному фазовому просторі канонічного типу запропоновано 

залежності параметрів координатної та імпульсної некомутативностей від 

маси при яких некомутативні координати можуть розглядатися, як 

кінематичні змінні; некомутативні імпульси пропорційні до маси; імпульс 

центра мас може бути означений, як інтеграл руху;  траєкторія вільної 

частинки не залежить від її маси; виконується слабкий принцип 

еквівалентності, зберігаються властивості кінетичної енергії. 

– Отримано точний вираз для спектру системи двох частинок з осциляторною 

взаємодією у чотиривимірному некомутативному фазовому просторі 

канонічного типу. 

– Встановлено та проаналізовано вплив некомутативності координат та 

некомутативності імпульсів канонічного типу на параметр Етвеша для Землі 

та Місяця. 

– Отримано оцінку для мінімального імпульсу у некомутативному фазовому 

просторі канонічного типу, яка щонайменше на 10 порядків покращує 

результати, представлені у літературі. 

– Знайдено та досліджено точний вираз для періоду руху по колу у 

некомутативному фазовому просторі канонічного типу. 

– Побудовано інваріантну відносно інверсії часу сферично-симетричну алгебру 

з некомутативністю координат та некомутативністю імпульсів, яка є 

еквівалентна до некомутативної алгебри канонічного типу та не зумовлює 

порушення слабкого принципу еквівалентності. 

– Знайдено вираз для мінімальної довжини та мінімального імпульсу у 

сферично-симетричному некомутативному фазовому просторі з точністю до 

другого порядку за параметрами некомутативності. 

– Встановлено вплив некомутативності координат та некомутативності 

імпульсів на спектри симетричної мережі осциляторів в однорідному полі, 

ланцюжка осциляторів. 

– Показано, що дослідження енергетичних рівнів антипротонного гелію 

відкриває можливість покращити оцінки величини параметра координатної 

некомутативності. 

– Відновлено слабкий принцип еквівалентності та розв'язано проблему опису 
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руху макроскопічного тіла у просторі з некомутативною алгеброю Лі типу та 

у просторі з деформацією кручення. 

– Знайдено зв'язки нулів кореляційних функцій бозе-газу у просторі з 

мінімальною довжиною та мінімальним імпульсом (q-деформованого бозе-

газу), взаємодіючого бозе-газу та спінових систем із нулями статистичної суми 

(нулі Фішера, нулі Лі-Янга). Отримані результати відкривають нові 

можливості спостереження цих нулів на експерименті. 

Практичне значення отриманих результатів. Результати, представлені у 

роботі, є важливими для подальших досліджень фізичних систем у квантованому 

просторі. Зокрема, умови на параметри деформованих алгебр, які пов'язують їх з 

масами, дають можливість розв'язати фундаментальні проблеми (порушення 

принципу еквівалентності,  проблеми макроскопічного тіла) у некомутативному 

просторі канонічного типу, некомутативному просторі Лі типу, у просторі з 

нелінійною деформацією алгебри Гайзенберґа. Це обґрунтовує їх використання у 

подальших дослідженнях ефектів квантованості простору у властивостях фізичних 

систем. Розв'язок проблеми опису руху макроскопічних тіл у просторах з 

деформованими комутаційними співвідношеннями для координат та імпульсів, 

знайдений у роботі, може бути основою для подальших досліджень впливу 

особливостей структури простору на планківських масштабах на властивості 

систем багатьох частинок. Висновки про значний вплив імпульсної 

некомутативності на рух макроскопічних тіл, значний вплив координатної 

некомутативності на спектр антипротонного атома гелію є важливими для 

покращення оцінок мінімальної довжини та мінімального імпульсу, а також для 

подальшого пошуку можливостей експериментального підтвердження теорії 

квантованого простору, побудованої на основі ідеї про некомутативність координат 

та некомутативність імпульсів. Зв'язок нулів кореляційних функцій із нулями 

статистичної суми відкриває нові можливості для експериментального 

спостереження нулів Фішера та нулів Лі-Янга, які мають фундаментальну 

важливість у статистичній фізиці. 

Особистий внесок здобувача. Усі оригінальні результати, викладені в 

дисертації, автор отримала самостійно або при своїй безпосередній участі. Роботи 

[1,2,7,10,18,19,24,25] є одноосібними. У роботах, виконаних зі співавторами, 

здобувачці належить: 

– дослідження проблеми порушення симетрії відносно інверсії часу у 

некомутативному фазовому просторі канонічного типу, побудова 

некомутативної алгебри зі сферичною симетрією та симетрією відносно 

інверсії часу [3]; 

– встановлення особливостей опису руху системи багатьох частинок у 

шестивимірному некомутативному фазовому просторі канонічного типу; 
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знаходження умов на параметри некомутативностей, при яких зберігається 

принцип еквівалентності; оцінка мінімального імпульсу [4]; 

– розв'язання проблеми опису руху макроскопічного тіла у просторі з алгеброю 

Кемпфа [5]; 

– розв'язання проблем порушення властивостей кінетичної енергії, 

кінематичних змінних, опису руху макроскопічного тіла у просторі з алгеброю 

Снайдера, оцінка величини параметра деформації [6]; 

– дослідження зв'язку нулів двочасових спінових кореляційних функцій з 

нулями Лі-Янга [8]; 

– встановлення особливостей опису системи багатьох частинок та знаходження 

поправок до спектрів екзотичних атомів у сферично-симетричному 

некомутативному фазовому просторі [9]; 

– означення імпульсу центра мас, як інтеграла руху; знаходження та аналіз 

рівнянь руху системи вільних частинок у некомутативному фазовому про-

сторі [11]; 

– знаходження енергетичних рівнів вільної частинки та виразу для мінімальної 

довжини у сферично-симетричному некомутативному фазовому просторі [12]; 

– встановлення впливу некомутативності координат та некомутативності 

імпульсів на рух системи Сонце-Земля-Місяць [13]; 

– дослідження зв'язку нулів двочасових кореляційних функцій та нулів Лі-Янга 

для взаємодіючого бозе-газу [14]; 

– розв'язання проблем опису руху центра мас системи багатьох частинок, 

порушення принципу еквівалентності, порушення властивостей кінетичної 

енергії у некомутативному фазовому просторі [15]; 

– побудова сферично-симетричної алгебри з некомутативністю координат та 

некомутативністю імпульсів канонічного типу, оцінка величин параметрів 

координатної та імпульсної некомутативностей [16]; 

– дослідження зв'язку нулів кореляційних функцій q-деформованого бозе-газу з 

нулями Фішера [17]; 

– знаходження точного виразу для спектру двочастинкової системи з 

осциляторною взаємодією у некомутативному просторі канонічного типу [20]; 

– отримання та дослідження квантових рівнянь руху для частинки у 

гравітаційному полі, класичних рівнянь руху для макроскопічного тіла у 

гравітаційному  полі   у   сферично-симетричному  некомутативному  просто-  

рі [21]; 

– знаходження виразів для мінімальної довжини у шестивимірному 

некомутативному фазовому просторі канонічного типу [22]; 

– дослідження особливостей алгебри для координат та імпульсів центра мас та 

відносного руху у сферично-симетричному некомутативному просторі [23]. 
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Апробація результатів дисертації. Результати дослiджень, що включенi до 

дисертацiї, здобувач представляла особисто на таких конференцiях:  

– The 5th Conference ''Statistical Physics: Modern Trends and Applications'', 

dedicated to the 110th anniversary of the birth of M. M. Bogolyubov, 3-6 July 2019 

(Lviv) [26]; 

– 19-та Всеукраїнська школа-семінар та Конкурс молодих вчених зі 

статистичної фізики та теорії конденсованої речовини, 13-14 червня 2019 р. 

(Львів) [27]; 

– Міжнародна конференція студентів і молодих науковців з теоретичної та 

експериментальної фізики ''Еврика-2019'', 14-16 травня 2019 р. (Львів) [28,29]; 

– Різдвяні дискусії, 10-11 січня 2019 р. (Львів) [30]; 

– Workshop on Current Problems in Physics, 03-04 July 2018 (Lviv) [31]; 

– 18-та Всеукраїнська школа-семінар та Конкурс молодих вчених зі 

статистичної фізики та теорії конденсованої речовини, 7-8 червня 2018 р. 

(Львів) [32]; 

–  Різдвяні дискусії, 11-12 січня 2018 р. (Львів) [33]; 

– Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Gόra - Lviv, October 16-19, 

2017 (Zielona Gόra, Poland) [34]; 

– IX наукова конференція "Вибрані питання астрономії та астрофізики", 

присвячена пам'яті Богдана Бабія (1936-1993), 1-5 жовтня 2018 р. (Львів) [35]; 

– Міжнародна конференція студентів і молодих науковців з теоретичної та 

експериментальної фізики ''Еврика-2017'', 16-18 травня 2017 р. (Львів) [36]; 

– Різдвяні дискусії, 11-12 січня 2017 р. (Львів) [37]. 

Результати роботи також були представленi на наукових семiнарах у 

Вiденському унiверситетi (Vienna Theory Lunch Seminar, December 12th, 2017), у 

Iнституті теоретичної фiзики iменi М. М. Боголюбова (25 жовтня 2018 р.), а також 

неодноразово обговорювалися на наукових семiнарах кафедри теоретичної фiзики 

Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.  

Публікації. Результати дисертаційної роботи опубліковано у двадцяти 

чотирьох журнальних статтях [1-24], розділах монографії [25] (розділ 1 (підрозділ 

1.3), розділ 4, розділ 5 (підрозділ 5.3), розділ 8) та дванадцяти тезах доповiдей на 

конференцiях [26-37]. 

Cтруктура та обсяг дисертації. Дисертація складається з анотації, вступу, 

семи розділів, висновків, списку використаних джерел та одного додатка. Робота 

містить 10 рисунків. Обсяг дисертації становить 335 сторінок включно зі списком 

використаних джерел, що містить 299 найменувань, та додатком зі списком 

публікацій за темою дисертації, а також переліком конференцій та семінарів, де 

були апробовані результати роботи. 
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ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ 

У вступі обґрунтовано актуальність досліджень, представлено мету та основні 

завдання роботи, її зв’язок з науковими темами, висвітлено наукову новизну та 

практичне значення отриманих результатів. Подано перелік публікацій за темою 

дисертації. Зазначено конференції та семінари, на яких результати представлялися 

здобувачем особисто. 

У першому розділі розглянуто деформованi алгебри для операторiв 

координат та операторiв iмпульсiв, якi описують квантований простiр. Детально 

проаналiзовано основнi типи деформацiй комутацiйних спiввiдношень (деформацiї 

канонiчного типу, Лі типу, нелiнiйнi деформацiї). 

У другому роздiлi розглянуто нелінійні деформації алгебри Гайзенберґа, а 

саме: нерелятивістську алгебру Снайдера 

[𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 𝑖ℏ𝛽2(𝑃𝑗𝑋𝑖 − 𝑃𝑖𝑋𝑗), 

[𝑋𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ(𝛿𝑖𝑗 + 𝛽2𝑃𝑖𝑃𝑗), [𝑃𝑖 , 𝑃𝑗] = 0, 
(1) 

де  𝛽– параметр деформації, 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 [H. Snyder, Phys. Rev. 71, 38 (1947)], а також 

загальний випадок алгебри Кемпфа 

[𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 𝑖ℏ
(2𝛽 − 𝛽′) + (2𝛽 + 𝛽′)𝛽𝑃2

1 + 𝛽𝑃2
(𝑃𝑖𝑋𝑗 − 𝑃𝑗𝑋𝑖), 

 

[𝑋𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ(𝛿𝑖𝑗(1 + 𝛽𝑃2) + 𝛽′𝑃𝑖𝑃𝑗), [𝑃𝑖 , 𝑃𝑗] = 0, 

(2) 

де 𝛽, 𝛽′– параметри деформації (𝛽 ≥ 0, 𝛽′ ≥ 0), 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 [A. Kempf, J. Phys. A: 

Math. Gen. 30, 2093 (1997)]. Зауважимо, що у (1) та (2) ми зберігаємо позначення, 

прийняті у літературі. Параметри 𝛽 у (1) та (2) є різними. 

Узагальнено алгебру Снайдера для координат 𝑋𝑖
(𝑎)

та імпульсів 𝑃𝑖
(𝑎)

різних 

частинок 

{𝑋𝑖
(𝑎)

, 𝑋𝑗
(𝑏)

} = 𝛽𝑎
2 (𝑃𝑗

(𝑎)
𝑋𝑖

(𝑎)
− 𝑃𝑖

(𝑎)
𝑋𝑗

(𝑎)
), 

{𝑋𝑖
(𝑎)

, 𝑃𝑗
(𝑏)

} = 𝛿𝑎𝑏(𝛿𝑖𝑗 + 𝛽𝑎
2𝑃𝑖

(𝑎)
𝑃𝑗

(𝑎)
), {𝑃𝑖

(𝑎)
, 𝑃𝑗

(𝑏)
} = 0, 

(3) 

тут індекси a, b позначають частинки, 𝛽𝑎 — параметр деформації, який відповідає 

частинці з індексом a. Знайдено, що обернено пропорційна залежність параметра 

𝛽𝑎 від маси частинки  

𝛽𝑎𝑚𝑎 =γ=const, (4) 

де константа γ є однаковою для частинок з різними масами, є необхідною для 

збереження фундаментальних законів та принципів у просторі з нерелятивістською 

алгеброю Снайдера. А саме, встановлено, що при виконанні рівності (4), 

відношення імпульсу частинки (тіла) до її маси є функцією швидкості частинки та 

константи γ. На основі цього результату показано, що у всіх порядках за 

параметром деформації кінетична енергія є адитивна та не залежить від композиції.  

Знайдено, що у випадку виконання умови (4), дужки Пуассона для координат 
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та імпульсів центра мас тіла з масою M відповідають співвідношенням алгебри 

Снайдера з  параметром 

𝛽̃ =
𝛾

𝑀
. (5) 

Отже, розв’язується проблема опису руху макроскопічного тіла у просторі з 

нерелятивістською алгеброю Снайдера.  

Встановлено, що врахувавши вираз для параметра деформації (5), можна 

пояснити екстремально малий результат для мінімальної довжини, отриманий при 

дослідженні зсуву перигелію Меркурію у статті [B. Ivetić, S. Meljanac, S. Mignemi, 

Class. Quant. Grav. 31, 105010 (2014)]. На основі результатів цієї статті та 

співвідношення (5) у роботі знайдено таку оцінку для мінімальної довжини: 

ℏ𝛽𝑛𝑢𝑐 < 10−19м, (6) 

де 𝛽𝑛𝑢𝑐 – параметр деформації, який відповідає нуклонам. Верхня межа (6) є 

більшою за довжину Планка. Отже, проблема екстремально малих оцінок  для 

мiнiмальної довжини розв’язується при врахуваннi особливостей опису руху 

макроскопiчних тiл у просторi Снайдера. 

Знайдено, що рівняння руху частинки (тіла) у гравітаційному полі 

𝑉(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3) не залежать від її маси 𝑚, якщо виконується умова (4) 

𝑋̇𝑖 = 𝑃𝑖
′(1 + 𝛾2(𝑃′)2) + 𝛾2(𝑋𝑖𝑃𝑗

′ − 𝑋𝑗𝑃𝑖
′)

𝜕𝑉

𝜕𝑋𝑗
 , 

𝑃𝑖
′ = −

𝜕𝑉

𝜕𝑋𝑖
− 𝛾2𝑃𝑖

′𝑃𝑗
′

𝜕𝑉

𝜕𝑋𝑗
 , 

(7) 

тут використано позначення 𝑃𝑖
′ = 𝑃𝑖/𝑚. Отже, рівність (4) дозволяє зберегти 

слабкий принцип еквівалентності у просторі з нерелятивістською алгеброю 

Снайдера. 

Проаналізовано представлення для координат 𝑋𝑖
(𝑎)

 та імпульсів 𝑃𝑖
(𝑎)

, які 

задовольняють співвідношення (3). Знайдено, що координати не залежать від маси 

та можуть розглядатися як кінематичні змінні, а також імпульси пропорційні до 

маси у випадку, коли виконується рівність (4). Представлення має вигляд: 

 

𝑋𝑖
(𝑎)

=    𝑥𝑖
(𝑎)√1 − 𝛾2

(𝑝(𝑎))2

𝑚𝑎
2

,     𝑃𝑖
(𝑎)

=
𝑝𝑖

(𝑎)

√1 − 𝛾2 (𝑝(𝑎))2

𝑚𝑎
2

, (8) 

тут координати 𝑥𝑖
(𝑎)

 та імпульси 𝑝𝑖
(𝑎)

 задовольняють звичні співвідношення 

{𝑥𝑖
(𝑎)

, 𝑥𝑗
(𝑏)

} = 0, {𝑥𝑖
(𝑎)

, 𝑝𝑗
(𝑏)

} = 𝛿𝑎𝑏𝛿𝑖𝑗 , {𝑝𝑖
(𝑎)

, 𝑝𝑗
(𝑏)

} = 0. 

Отже, ми встановили, що зв’язок параметра алгебри Снайдера з масою (4) 

дозволяє  
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– зберегти адитивність кінетичної енергії та її незалежність від композиції, а 

тому розв’язати проблему порушення закону збереження енергії; 

– розглядати координати як кінематичні змінні; 

– відновити пропорційність імпульсів до маси; 

– розв’язати проблему опису руху макроскопічного тіла; 

– відновити виконання слабкого принципу еквівалентності; 

– пояснити екстремально малі оцінки для мінімальної довжини, отримані на 

основі досліджень зсуву перигелію Меркурію. 

Кількість результатів, які можуть бути отримані завдяки ідеї залежності 

параметрів деформованої алгебри від маси, підтверджує її важливість. У розділі 

показано, що така ідея також дозволяє розв’язати фундаментальні проблеми у 

просторі з алгеброю Кемпфа. У випадку, коли параметри алгебри (2) 

задовольняють умови: 

√𝛽𝑎𝑚𝑎 =γ=const,  √𝛽𝑎
′ 𝑚𝑎 = 𝛾′=const,        (9) 

(тут 𝛽𝑎, 𝛽𝑎
′  – параметри деформації, які відповідають частинці з масою 𝑚𝑎,  

константи γ, γ′ не залежать від маси), зберігаються властивості кінетичної енергії, 

відновлюється принцип еквівалентності. 

У третьому розділі розглянуто алгебру з некомутативністю координат та 

некомутативністю імпульсів канонічного типу, яка має такий вигляд: 

[𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 𝑖ℏ𝜃𝑖𝑗 , [𝑋𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ(𝛿𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗), [𝑃𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ𝜂𝑖𝑗 , (10) 

де 𝜃𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗  – елементи сталих антисиметричних матриць, параметри координатної та 

імпульсної некомутативностей. Константи 𝜎𝑖𝑗 залежать від параметрів 𝜃𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗 , що 

випливає з тотожності Якобі. У роботі розглядається випадок, коли  𝜎𝑖𝑗 = 𝜃𝑖𝑘𝜂𝑘𝑗/4 , 

що можна отримати з симетричного представлення для некомутативних координат 

та некомутативних імпульсів. 

Розв’язано задачу на власні значення оператора квадрата довжини 𝑸2 =

𝛼2𝑷2 + 𝛽2𝑿2 (тут α, β – константи) у шестивимірному (тривимірному 

конфігураційному та тривимірному імпульсному) некомутативному фазовому 

просторі. На основі цього результату знайдено, що мінімальна довжина у фазовому 

просторі визначається параметрами координатної та імпульсної некомута-

тивностей та має такий вигляд: 

∆𝑄𝑚𝑖𝑛 = √ ℏ√(2𝛼2 +
𝜃2𝛽2

2
) (2𝛽2 +

ղ2𝛼2

2
) + ℏ𝜂𝛼2 + ℏ𝜃𝛽2 + ℏ𝛼𝛽 , 

𝜃 = √𝜃12
2 + 𝜃23

2 + 𝜃31
2 ,   𝜂 = √𝜂12

2 + 𝜂23
2 + 𝜂31

2 . 

(11) 

Поклавши у (11)  𝛼 = 0 чи 𝛽 = 0, отримаємо мінімальну довжину у координатному  

чи імпульсному просторах, відповідно. 
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Розглянуто чотиривимірний некомутативний фазовий простір канонічного 

типу 

[𝑋1, 𝑋2] = 𝑖ℏ𝜃, [𝑋𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ𝛿𝑖𝑗(1 + 𝜎), [𝑃1, 𝑃2] = 𝑖ℏ𝜂, (12) 

де θ, η – параметри некомутативностей. Досліджено випадки, коли σ=0 та σ=θη/4. 

Знайдено умови на праметри некомутативностей, при яких розв’язується проблема 

кінематичних змінних у некомутативному фазовому просторі, а також 

відновлюється пропорційність імпульсів до маси. А саме, встановлено, що у 

випадку, коли задовольняються рівності: 

𝑚𝜃 = 𝛾 = const,
𝜂

𝑚
= 𝛼 = const, (13) 

(тут θ, η – параметри некомутативності, які відповідають частинці з масою m, γ, α – 

константи, які не залежать від маси), некомутативні координати та імпульси, для 

яких виконуються співвідношення (12) з σ=0, можуть бути представлені як 

𝑋1 = √
𝛼𝛾

2(1 ± √1 − 𝛼𝛾)
(𝑥1 −

1

𝛼
(1 ± √1 − 𝛼𝛾)

𝑝2

𝑚
 

), 

𝑋2 = √
𝛼𝛾

2(1 ± √1 − 𝛼𝛾)
(𝑥2 −

1

𝛼
(1 ± √1 − 𝛼𝛾)

𝑝1

𝑚
 

), 

𝑃1 = √
𝛼𝛾

2(1 ± √1 − 𝛼𝛾)
(𝑝1 +

𝑚

𝛾
(1 ± √1 − 𝛼𝛾)𝑥2

 
), 

𝑃2 = √
𝛼𝛾

2(1 ± √1 − 𝛼𝛾)
(𝑝2 −

𝑚

𝛾
(1 ± √1 − 𝛼𝛾)𝑥1

 
). 

(14) 

Для координат 𝑥i та імпульсів 𝑝i справедливими є рівності [𝑥𝑖 , 𝑥𝑗] = [𝑝𝑖 , 𝑝𝑗] = 0, 

[𝑥𝑖 , 𝑝𝑗]= 𝑖ℏ𝛿𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗 = 1,2).  

Представлення для некомутативних координат та некомутативних імпульсів, 

які задовольняють (12) з σ=θη/4, при виконанні (13), має вигляд: 

𝑋1 = 𝑥1 −
𝛾𝑝2

2𝑚
, 𝑋2 = 𝑥2 +

𝛾𝑝1

2𝑚
,    

𝑃1 = 𝑝1 +
𝛼𝑚𝑥2

2
,   𝑃2 = 𝑝2 −

𝛼𝑚𝑥1

2
. 

(15) 

Зауважимо, що відповідно до (14) та (15) некомутативні координати не залежать 

від маси та можуть розглядатися як кінематичні змінні, некомутативні імпульси 

пропорційні до маси. У роботі також знайдено, що при виконанні рівностей (13), 

імпульси центра мас системи частинок пропорційні до маси системи, координати 

та імпульси центра мас, які задовольняють співвідношення некомутативної 

алгебри, можуть бути представлені через координати та імпульси центра мас, які 

задовольняють звичні співвідношення. 
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Досліджено особливості руху системи вільних частинок у некомутативному 

фазовому просторі канонічного типу (12) з σ=0. Знайдено, що траєкторія вільної 

частинки залежить від її маси m 

𝑋1(𝑡) = 𝜐01

𝑚

𝜂
sin

𝜂

𝑚
𝑡 − 𝜐02

𝑚

𝜂
cos

𝜂

𝑚
𝑡 + 𝜐02

𝑚

𝜂
+ 𝑋01, 

𝑋2(𝑡) = 𝜐02

𝑚

𝜂
sin

𝜂

𝑚
𝑡 + 𝜐01

𝑚

𝜂
cos

𝜂

𝑚
𝑡 − 𝜐01

𝑚

𝜂
+ 𝑋01,   

(18) 

де 𝑋0𝑖 , 𝜐0𝑖 − початкові координати та швидкості частинки. Встановлено, що навіть 

у випадку системи вільних частинок відносний рух впливає на рух центра мас, 

система вільних частинок з однаковими початковими швидкостями розлітається. 

Знайдено, що ця проблема розв’язується, коли параметр імпульсної 

некомутативності пропорційний до маси (13). 

Отримано вираз для імпульсу центра мас, який є інтегралом руху у 

некомутативному фазовому просторі канонічного типу. Знайдено, що коли 

виконуються рівності (13), імпульси, означені як 

 𝑃̃1
′ = 𝑃̃1 − 𝜂̃𝑋̃2, 𝑃̃2

′ = 𝑃̃2 + 𝜂̃𝑋̃1, (19) 

зберігаються. У (19) 𝑋̃𝑖 , 𝑃̃𝑖 − координати та імпульси центра мас, визначені тра-

диційно (𝑋̃𝑖 = ∑ µ𝑎𝑃𝑖
(𝑎)

,   𝑎 𝑃̃𝑖 = ∑ 𝑃𝑖
(𝑎)

, µ𝑎 = 𝑚𝑎/𝑀,𝑎  𝑀 = ∑ 𝑚𝑎𝑎 ). Запропоновано 

означення для координат центра мас, які спряжені до імпульсів (19) 

𝑋̃𝑖
′ =

𝑋̃𝑖

1 − 𝜂̃𝜃̃
 . (20) 

Також у розділі знайдено точний вираз для енергетичних рівнів системи двох 

частинок з осциляторною взаємодією у чотиривимірному некомутативному 

просторі канонічного типу (12) з σ=0: 

𝐸𝑛1 𝑛2𝑛3
= ℏ𝛺1 (𝑛1 +

1

2
) + ℏ𝛺2 (𝑛2 +

1

2
) + ℏ𝛺3 (𝑛3 +

1

2
), 

𝛺1 =
𝜂̃

𝑀
,  𝛺2 = 𝜔̃ + (

𝜂𝑟

2µ
+

𝑘𝜃𝑟

2
) ,  𝛺3 = 𝜔̃ − (

𝜂𝑟

2µ
+

𝑘𝜃𝑟

2
),   

𝜔̃ = √
𝜃𝑟𝜂𝑟

2µ(1 − √1 − 𝜃𝑟𝜂𝑟)
+

𝑘𝜃𝑟(1 − √1 − 𝜃𝑟𝜂𝑟)

2𝜂𝑟
× 

√
𝑘𝜃𝑟𝜂𝑟

2(1 − √1 − 𝜃𝑟𝜂𝑟)
+

𝜂𝑟(1 − √1 − 𝜃𝑟𝜂𝑟)

2µ𝜃𝑟
. 

(21) 

Тут k – константа взаємодії, M, µ − повна та зведена маса системи, 𝜂̃ − параметр 

імпульсної некомутативності, який відповідає руху центра мас, 𝜃𝑟 ,  𝜂𝑟 − параметри 

некомутативностей, які відповідають відносному руху. Встановлено, що через 

некомутативність імпульсів спектр центра мас системи не є неперервний та 

відповідає спектру гармонічного осцилятора з частотою 𝜂̃/𝑀. 

Запропоновано узагальнення некомутативної алгебри для координат та 
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імпульсів різних частинок: 

{𝑋𝑖
(𝑎)

, 𝑋𝑗
(𝑏)

} = 𝛿𝑎𝑏𝜃𝑖𝑗
(𝑎)

, {𝑋𝑖
(𝑎)

, 𝑃𝑗
(𝑏)

} = 𝛿𝑎𝑏𝛿𝑖𝑗 + 𝛿𝑎𝑏 ∑
𝜃𝑖𝑘

(𝑎)
𝜂𝑗𝑘

(𝑎)

4
𝑘

, 

{𝑃𝑖
(𝑎)

, 𝑃𝑗
(𝑏)

} = 𝛿𝑎𝑏𝜂𝑖𝑗
(𝑎)

, 

(22) 

тут параметри 𝜃𝑖𝑗
(𝑎)

, 𝜂𝑖𝑗
(𝑎)

 відповідають частинці з індексом a. Показано, що у 

шестивимірному некомутативному просторі канонічного типу дужки Пуассона для 

координат та імпульсів центра мас не відповідають співвідношенням 

некомутативної алгебри (22). Знайдено, що ця проблема розв’язується при 

виконанні рівностей: 

𝑚𝑎𝜃𝑖𝑗
(𝑎)

= 𝛾𝑖𝑗 = const,
𝜂𝑖𝑗

(𝑎)

𝑚𝑎
= 𝛼𝑖𝑗 = const, (23) 

(тут 𝛾𝑖𝑗 , 𝛼𝑖𝑗 − константи, які є однакові для різних частинок, 𝜃𝑖𝑗
(𝑎)

, 𝜂𝑖𝑗
(𝑎)

− параметри 

координатної та імпульсної некомутативностей, які відповідають частинці з масою 

𝑚𝑎).  

Встановлено, що при виконанні умов на параметри некомутативної алгебри 

(23), розв’язується проблема кінематичних змінних, некомутативні імпульси 

пропорційні до маси, рух вільної частинки не залежить від маси у шестивимірному 

квантованому фазовому просторі канонічного типу (22). 

У розділі  знайдено та досліджено траєкторію вільного падіння частинки (тіла) 

у квантованому фазовому просторі (12) з 𝜎 = 0. Проаналізовано рівняння руху для 

частинки (тіла) у неоднорідному гравітаційному полі у просторі з 

некомутативністю координат та некомутативністю імпульсів. Досліджено вплив 

некомутативності на рух системи Сонце-Земля-Місяць. Знайдено поправки до 

параметра Етвеша для Землі та Місяця, зумовлені некомутативністю координат та 

некомутативністю імпульсів: 

∆𝑎

𝑎
=

∆𝑎𝜂

𝑎
+

∆𝑎𝜃

𝑎
, 

∆𝑎𝜂

𝑎
=

𝜐𝐸𝑅2

𝐺𝑚𝑆
(

𝜂𝐸

𝑚𝐸
−

𝜂𝑀

𝑚𝑀
) ,

∆𝑎𝜃

𝑎
=

𝜐𝐸

𝑅
(𝜃𝐸𝑚𝐸 − 𝜃𝑀𝑚𝑀), 

(24) 

де 𝜐𝐸 −  орбітальна швидкість Землі, 𝑚𝐸 , 𝑚𝑀, 𝑚𝑆 — маси Землі, Місяця та Сонця, 

𝜃𝐸 , 𝜂𝐸 , 𝜃𝑀, 𝜂𝑀 – параметри некомутативностей для Землі та Місяця, R – відстань від 

Землі до Сонця та від Місяця до Сонця, G – гравітаційна стала.  Ми показали, що у 

некомутативному фазовому просторi параметр Етвеша не дорiвнює нулю навiть у 

випадку рiвностi iнерцiйної та гравiтацiйної мас. Модифiкацiя дужок Пуассона для 

координат та iмпульсiв зумовлює порушення слабкого принципу еквiвалентностi. 

Знайдено, що при виконанні рівностей (23), зберігається слабкий принцип 

еквівалентності у шестивимірному квантованому фазовому просторі (22). 
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Отримано верхні межі для параметрів імпульсної некомутативності для 

нуклонів та електронів 

ℏ|𝜂𝑛𝑢𝑐| ≤ 3.3 ∙ 10−80кг2м2/𝑐2, 

  ℏ|𝜂𝑒| ≤ 1.8 ∙ 10−83кг2м2/𝑐2, 
(25) 

які щонайменше на 10 порядків покращують результати, представлені у літературі 

[O. Bertolami et al, Phys. Rev. D 72, 025010 (2005), O. Bertolami, R. Queiroz, Phys. 

Lett. A 375, 4116 (2011)]. Результати (25) знайдено на основі дослідження зсуву 

перигелію Меркурію з врахуванням особливостей опису макроскопічного тіла у 

квантованому фазовому просторі канонічного типу (22). 

У четвертому розділі досліджено проблему порушення симетрії відносно 

інверсії часу (Т-симетрії) у просторі з некомутативністю координат та 

некомутативністю імпульсів канонічного типу. Некомутативна алгебра 

канонічного типу не є інваріантна відносно інверсії часу. Розглянувши 

перетворення для координат та імпульсів при інверсії часу, як у випадку звичного 

простору, а саме: 𝑋𝑖 → 𝑋𝑖 , 𝑃𝑖 → −𝑃𝑖, та врахувавши, що у квантовій механіці 

перетворення інверсії часу включає комплексне спряження, отримаємо, що при 

інверсії часу алгебра (12) перейде у  

[𝑋1, 𝑋2] = −𝑖ℏ𝜃, [𝑋1, 𝑃1] = [𝑋2, 𝑃2] = 𝑖ℏ(1 + 𝜎), [𝑃1, 𝑃2] = −𝑖ℏ𝜂. (26) 

У розділі показано, що через неінваріантність некомутативної алгебри 

канонічного типу відносно інверсії часу, перетворення для координат та імпульсів 

при інверсії часу залежать від їх представлення. А саме, координати та імпульси, 

які задовольняють (12), можна представити через координати та імпульси 𝑥i, 𝑝𝑖,  

для яких виконуються звичні співвідношення [𝑥𝑖 , 𝑥𝑗]= [𝑝𝑖 , 𝑝𝑗]= 0, [𝑥𝑖 , 𝑝𝑗]= 𝑖ℏ𝛿𝑖𝑗 , 

(𝑖, 𝑗 = 1,2) 

𝑋1 = 𝜀(𝑥1 + 𝜃1
′ 𝑝2),    𝑋2 = 𝜀(𝑥2 + 𝜃2

′ 𝑝1), 

𝑃1 = 𝜀(𝑝1 + 𝜂1
′ 𝑥2),   𝑃2 = 𝜀(𝑝2 + 𝜂2

′ 𝑥1), 
(27) 

тут  ε, 𝜃1
′ , 𝜃2

′ , 𝜂1
′ , 𝜂2

′  – константи, які пов’язані з θ, η, σ та можуть бути вибрані певним 

чином. Розглянувши звичні перетворення для координат та імпульсів при інверсії 

часу 𝑥𝑖 → 𝑥𝑖 , 𝑝𝑖 → −𝑝𝑖 , із (27) отримаємо, що Т-перетворення для некомутативних 

координат та некомутативних імпульсів залежать від констант ε, 𝜃1
′ , 𝜃2

′ , 𝜂1
′ , 𝜂2

′  

𝑋1 → 𝑋1
′ = 𝜀(𝑥1 − 𝜃1

′ 𝑝2),  

𝑋2 → 𝑋2
′ = 𝜀(𝑥2 − 𝜃2

′ 𝑝1),    

𝑃1 → 𝑃1
′ = 𝜀(−𝑝1 + 𝜂1

′ 𝑥2),    

𝑃2 → 𝑃1
′ = 𝜀(−𝑝2 + 𝜂2

′ 𝑥1), 

(28) 

а, отже, залежать від представлення. 

Як приклад для дослiдження симетрiї вiдносно iнверсiї часу, розглянуто рух 

по колу у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу. Для частинки у 

гравітаційному полі 

𝐻 =
𝑃1

2

2𝑚
+

𝑃2
2

2𝑚
−

𝑘

𝑋
 , (29) 



 
16 

де k – константа, 𝑋 = √𝑋1
2 + 𝑋2

2, знайдено, що період руху по колу радіуса 

R0 залежить від напрямку руху. А саме, отримано такі розв’язки рівнянь руху: 

𝑋1(𝑡) = 𝑅0cos (
2𝜋

𝑇
𝑡),    𝑋2(𝑡) = 𝑅0sin (

2𝜋

𝑇
𝑡), 

 

T = 4π (√
4𝑘

𝑚𝑅0
3 ((1 + 𝜎2) − 𝜃𝜂) + (

𝑘𝜃

𝑅0
3 +

𝜂

𝑚
)

2

−
𝜂

𝑚
−

𝑘𝜃

𝑅0
3)

−1

, (30) 

  

та  

𝑋1(𝑡) = 𝑅0cos (
2𝜋

𝑇′
𝑡),    𝑋2(𝑡) = −𝑅0sin (

2𝜋

𝑇′
𝑡), 

 

T′ = 4π (√
4𝑘

𝑚𝑅0
3 ((1 + 𝜎2) − 𝜃𝜂) + (

𝑘𝜃

𝑅0
3 +

𝜂

𝑚
)

2

+
𝜂

𝑚
+

𝑘𝜃

𝑅0
3)

−1

. (31) 

  

Зауважимо, що вирази для періодів руху (30), (31) відрізняються знаками 

параметрів координатної та імпульсної некомутативності.  

 Для розв’язання проблеми порушення симетрії відносно інверсії часу у 

некомутативному фазовому просторі запропоновано означати тензори 

координатної та імпульсної некомутативностей за допомогою додаткових 

імпульсів 𝑝𝑖
𝑎,  𝑝𝑖

𝑏, а саме: 

𝜃𝑖𝑗 =
𝑐𝜃̅

ℏ
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑝𝑘

𝑎 ,    𝜂𝑖𝑗 =
𝑐𝜂̅

ℏ
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑝𝑘

𝑏 , (49) 

де 𝑐𝜃̅ , 𝑐𝜂̅ – константи. Для збереження також сферичної симетрії розглянуто 

випадок, коли додаткові імпульси 𝑝𝑖
𝑎, 𝑝𝑖

𝑏  відповідають сферично-симетричній 

системі, для прикладу, гармонічним осциляторам. У результаті, побудовано 

некомутативну алгебру канонічного типу, яка  інваріантна відносно інверсії часу та 

сферично-симетрична. Ця алгебра має вигляд: 

[𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 𝑖 𝑐𝜃̅𝜀𝑖𝑗𝑘𝑝𝑘
𝑎 , 

[𝑋𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ (𝛿𝑖𝑗 +
𝑐𝜃̅𝑐𝜂̅

4ℏ2
(𝒑𝑎 ∙ 𝒑𝑏)𝛿𝑖𝑗 −

𝑐𝜃̅𝑐𝜂̅

4ℏ2
𝑝𝑗

𝑎𝑝𝑖
𝑏), 

[𝑃𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖𝑐𝜂̅𝜀𝑖𝑗𝑘𝑝𝑘
𝑏 . 

(50) 

У п’ятому розділі досліджено властивості одно- та багаточастинкових 

фізичних систем у квантованому фазовому просторі зі збереженою сферичною 

симетрією. Простір характеризується такими комутаційними співвідношеннями 

для операторів координат та операторів імпульсів: 
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[𝑋𝑖
(𝑛)

, 𝑋𝑗
(𝑚)

] = 𝑖𝛿𝑛𝑚

𝑐𝜃
(𝑛)

𝑙𝑃
2

ℏ2
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎̃𝑘 , 

[𝑋𝑖
(𝑛)

, 𝑃𝑗
(𝑚)

] = 𝑖𝛿𝑛𝑚 (𝛿𝑖𝑗 +
𝑐𝜃

(𝑛)
𝑐ղ

(𝑛)

4ℏ
(𝒂̃ ∙ 𝒑̃𝑏)𝛿𝑖𝑗 −

𝑐𝜃
(𝑛)

𝑐ղ
(𝑛)

4ℏ
𝑎̃𝑗𝑝̃𝑖

𝑏), 

[𝑃𝑖
(𝑛)

, 𝑃𝑗
(𝑚)

] = 𝑖𝛿𝑛𝑚

𝑐𝜂
(𝑛)

ℏ2

𝑙𝑝
2

𝜀𝑖𝑗𝑘𝑝̃𝑘
𝑏 , 

(51) 

де 𝑋𝑖
(𝑛)

, 𝑃𝑖
(𝑛)

− координати та імпульси частинки з індексом n, 𝑙𝑃
2  – довжина 

Планка,  𝑐𝜃
(𝑛)

, 𝑐𝜂
(𝑛)

– константи, які залежать від маси 𝑚𝑛 частинки як  

𝑐𝜃
(𝑛)

𝑚𝑛 = 𝛾̃ = const,
𝑐𝜃

(𝑛)

𝑚𝑛
= 𝛼̃ = const, (52) 

(тут константи 𝛾̃, 𝛼̃ є однакові для різних частинок), 𝑎̃𝑘, 𝑝̃𝑘
𝑏 – додаткові координати 

та імпульси, які відповідають сферично-симетричним системам та задовольняють 

звичні комутаційні співвідношення. Координати та імпульси 𝑎̃𝑘, 𝑝̃𝑘
𝑏 комутують між 

собою. 

Досліджено оператор Гамільтона у некомутативному фазовому просторі 

канонічного типу зі сферичною симетрією: 

𝐻 = 𝐻𝑠 + 𝐻𝑜𝑠𝑐
𝑎 + 𝐻𝑜𝑠𝑐

𝑏 = 𝐻0 + ∆𝐻, (53) 

де 𝐻𝑠 – гамільтоніан системи, 𝐻𝑜𝑠𝑐
𝑎 , 𝐻𝑜𝑠𝑐

𝑏  – гамільтоніани гармонічних осциляторів: 

𝐻𝑜𝑠𝑐
𝑎 = ℏ𝜔𝑜𝑠𝑐 (

(𝑝̃𝑎)2

2
+

𝑎̃2

2
) ,    𝐻𝑜𝑠𝑐

𝑏 = ℏ𝜔𝑜𝑠𝑐 (
(𝑝̃𝑏)2

2
+

𝑏̃2

2
). (54) 

Оператори 𝐻0 та ∆𝐻 у (53) визначаються як: 

𝐻0 = 〈𝐻𝑠〉𝑎𝑏 + 𝐻𝑜𝑠𝑐
𝑎 + 𝐻𝑜𝑠𝑐

𝑏 ,    

∆𝐻 = 𝐻 − 𝐻0 = 𝐻𝑠 − 〈𝐻𝑠〉𝑎𝑏, 
(55) 

тут 〈… 〉𝑎𝑏 позначає усереднення за хвильовими функціями гармонічних 

осциляторів (54) у основних станах. Знайдено, що з точністю до другого порядку 

за ∆𝐻 поправки до енергетичних рівнів 𝐻0 дорівнюють нулю. Отже, при 

дослідженні фізичних систем у некомутативному фазовому просторі зі сферичною 

симетрією з точністю до другого порядку за ∆𝐻 можемо розглядати гамільтоніан 

𝐻0, який отримується усередненням гамільтоніана системи за хвильовими 

функціями основних станів гармонічних осциляторів (54). Варто зауважити, що 

гамiльтонiан 𝐻0  не мiстить доданкiв, лiнiйних за тензорами некомутативностi, та є 

iнварiантний вiдносно iнверсiї часу. 

Розв’язано задачу на власні значення оператора квадрата довжини 𝑸2 =

𝛼2𝑷2 + 𝛽2𝑿2 (тут α, β – константи) у некомутативному фазовому просторі зі 

сферичною симетрією (51) з точністю до другого порядку за параметрами 

некомутативностей та знайдено вираз для мінімальної довжини:   
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𝑞𝑚𝑖𝑛 = √ℏ√2𝛽2 +
𝛼2〈𝜂2〉

3

4

√2𝛼2 +
𝛽2〈𝜃2〉

3

4

, (56) 

де 〈𝜃2〉 = 〈𝜃2〉𝑎𝑏 , 〈𝜂2〉 = 〈𝜂2〉𝑎𝑏 – середні значення квадрату модуля векторів 𝞱 та η  

у основних станах гармонічних осциляторів. Компоненти векторів 𝞱, η  

визначаються як 

𝜃𝑖 =
𝑐𝜃

(𝑛)
𝑙𝑃

2

ℏ2
𝑎̃𝑖 , 𝜂𝑖 =

𝑐𝜂
(𝑛)

ℏ2

𝑙𝑝
2

𝑝̃𝑖
𝑏 . (57) 

Досліджено проблему опису системи багатьох частинок у сферично-

симетричному фазовому просторі з некомутативністю координат та 

некомутативністю імпульсів. Знайдено, що у випадку, коли виконуються рівності 

(52), координати та імпульси центра мас 𝑋𝑖
𝑐 , 𝑃𝑖

𝑐, означені звично, задовольняють 

співвідношення некомутативної алгебри 

[𝑋𝑖
𝑐 , 𝑋𝑗

𝑐] = 𝑖ℏ𝜃𝑖𝑗
𝑐 ,    [𝑋𝑖

𝑐, 𝑃𝑗
𝑐] = 𝑖ℏ (𝛿𝑖𝑗 +

𝜃𝑖𝑘
𝑐 𝜂𝑘𝑗

𝑐

4
) , 

[𝑃𝑖
𝑐, 𝑃𝑗

𝑐] = 𝑖ℏ𝜂𝑖𝑗
𝑐 , 

(58) 

з тензорами координатної та імпульсної некомутативностей 𝜃𝑖𝑗
𝑐 , 𝜂𝑖𝑗

𝑐 , які залежать від 

повної маси системи M 

𝜃𝑖𝑗
𝑐 =

𝛾̃𝑙𝑃
2

𝑀ℏ2
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎̃𝑘 , 𝜂𝑖𝑗

𝑐 =
𝛼̃ℏ2𝑀

𝑙𝑝
2

𝜀𝑖𝑗𝑘𝑝̃𝑘
𝑏 . (59) 

Отримано та проаналізовано поправки до енергетичних рівнів системи двох 

частинок з кулонівською взаємодією  

𝐻 =
(𝑷(1))2

2𝑚1
+

(𝑷(2))2

2𝑚2
−

𝜅

|𝑿(1) − 𝑿(2)|
+ 𝐻𝑜𝑠𝑐

𝑎 + 𝐻𝑜𝑠𝑐
𝑏 , (60) 

де 𝜅 − константа, 𝑚1,  𝑚2 – маси частинок, координати 𝑋𝑖
(𝑛)

 та імпульси 

𝑃𝑖
(𝑛)

 задовольняють співвідношеняння сферично-симетричної алгебри (51). 

Знайдено, що цi поправки мають рiзнi залежностi вiд квантових чисел та вiд 

параметрiв системи (зведена маса µ = (𝑚1𝑚2)/(𝑚1 + 𝑚2 ), параметр взаємодiї 

κ). Зважаючи на це, ми прийшли до висновку, що iснують системи, енергетичнi 

рiвнi яких є бiльш чутливi до некомутативностi координат чи до 

некомутативностi iмпульсiв. А саме, ми встановили, що вплив iмпульсної 

некомутативностi добре проявляється для енергетичних рiвнiв з l = 0 та великим 

квантовим числом n для атомiв з малою зведеною масою. Вплив 

некомутативності координат добре проявляється для ns енергетичних рівнів з 

малими квантовими числами n для атомів з великою зведеною масою. Поправки 

до енергетичних рівнів з l = 0 мають вигляд: 
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∆𝐻𝑛,0
(𝜃𝜂)

=
𝑎3𝜅〈(𝜂𝑟)2〉

24ℏ2
𝑛2(5𝑛2 + 1) +

1.72ℏ〈𝜃𝑟〉𝜋𝜅

8𝑎3𝑛2
, (61) 

де a = ℏ2/(µ𝜅), n – квантове число, 〈… 〉 позначає усереднення за хвильовими 

функціями гармонічних осциляторів (54) в основних станах, компоненти векторів 

𝜽𝑟 та 𝜼𝑟  мають вигляд: 

𝜃𝑖
𝑟 =

𝛾̃𝑙𝑃
2

µℏ2
𝑎̃𝑖 , 𝜂𝑖

𝑟 =
𝛼̃ℏ2µ

𝑙𝑝
2

𝑝̃𝑖
𝑏 . (62) 

На основі отриманих поправок до енергетичних рівнів системи двох частинок 

з кулонівською взаємодією проаналiзовано вплив некомутативностi координат та 

некомутативностi iмпульсiв на спектри атома водню та екзотичних атомiв 

(мюонний водень, антипротонний гелiй). Ми прийшли до висновку, що поправки 

до енергетичних рiвнiв з l > 1 мюонного атома водню, зумовленi некомутативнiстю 

координат, є у 8.8 ∙ 106 разiв бiльшi вiд цих поправок для атома водню. Вплив 

некомутативностi iмпульсiв на енергетичнi рiвнi мюонного атома водню є у 206.8 

разiв меншим нiж на енергетичнi рiвнi атома водню, що пов’язано iз великою 

зведеною масою атома. Отже, вивчення спектру мюонного атома водню 

дозволяють краще дослідити вiдмiннiсть впливу координатної та iмпульсної 

некомутативностей на енергетичнi рiвнi системи. 

Знайдено оцінки для параметрів некомутативностей 

ℏ√〈(𝜃𝑟)2〉 ≤ 10−27м2,   ℏ√〈(𝜂𝑟)2〉 ≤ 10−50кг2м2/𝑐2, (63) 

на основі експериментального результату для частоти переходу (n,l)=(36,34)→

(34,32) антипротонного гелію (її величина 1522107062MГц вимiряна з точнiстю 

3.5MГц [M. Hori, A. Soter, D. Barn et al, Nature 475, 484 (2011)]). Нерівності (63) не 

накладають строгих обмежень на величини параметрів некомутативностей у 

порінянні з верхніми межами для параметрів некомутативностей, які отримані на 

основі досліджень енергетичних рівнів атома водню: 

ℏ〈𝜃𝑟〉 ≤ 10−36м2,   ℏ√〈(𝜂𝑟)2〉 ≤ 6.4 ∙ 10−56кг2м2/𝑐2. (64) 

Це пов’язано з малою точнiстю експериментальних даних для спектру 

антипротонного гелію. Важливо зауважити, що антипротонний гелiй є бiльш 

чутливий до впливу некомутативностi координат у порiвняннi з атомом водню, 

оскiльки зведена маса цього атома є на 3 порядки бiльша вiд зведеної маси атома 

водню. Зважаючи на це, покращення точностi експериментальних даних для 

спектру антипротонного атома гелiю вiдкриє можливiсть отримати бiльш строге 

обмеження для величини параметра координатної некомутативностi. 

Знайдено енергетичнi рiвнi симетричної мережi N осциляторiв у однорiдному 

полi, яка описується гамільтоніаном: 
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𝐻 = ∑
(𝑃(𝑛))2

2𝑚
𝑛

+ ∑
𝑚𝜔2(𝑋(𝑛))2

2
𝑛

+
𝑘

2
∑(𝑋(𝑛) − 𝑋(𝑚))2 + 𝜅

𝑛,𝑚

∑ 𝑋1
(𝑛)

+

𝑛

 

+𝐻𝑜𝑠𝑐
𝑎 + 𝐻𝑜𝑠𝑐

𝑏 , 

(65) 

де  𝑘, κ – константи, координати та імпульси 𝑋𝑖
(𝑛)

, 𝑃𝑖
(𝑛)

задовольняють комутаційні 

співвідношення (51). Встановлено, що некомутативнiсть впливає на частоти 

системи. Однорiдне поле зумовлює змiщення спектру системи на константу. З 

точнiстю до другого порядку за праметрами некомутативностей енергетичні рівні 

симетричної мережi N осциляторiв у однорiдному полi мають такий вигляд: 

𝐸{𝑛1}{𝑛2}{𝑛3} = ∑ ℏ𝜔𝑎 (𝑛1
(𝑎)

+ 𝑛2
(𝑎)

+ 𝑛3
(𝑎)

+
3

2
)

𝑁

𝑎=1

−
𝑁𝜅2

3𝑚𝑒𝑓𝑓𝜔𝑒𝑓𝑓
+ 3ℏ𝜔𝑜𝑠𝑐 , 

𝜔1 = 𝜔𝑒𝑓𝑓 , 

𝜔2 = 𝜔3 = ⋯ = 𝜔𝑁 = (𝜔𝑒𝑓𝑓
2 +

2𝑘𝑁

𝑚𝑒𝑓𝑓
+

𝑘𝑁〈𝜃2〉𝑚𝑒𝑓𝑓𝜔𝑒𝑓𝑓
2

3
+

2𝑘2〈𝜃2〉𝑁2

3
)

1
2

, 

 

(66) 

тут використано позначення: 

𝑚𝑒𝑓𝑓 = 𝑚 (1 +
𝑚2𝜔2〈𝜃2〉

6
)

−1

,     

𝜔𝑒𝑓𝑓 = (𝜔2 +
〈𝜂2〉

6𝑚2
)

1
2

(1 +
𝑚2𝜔2〈𝜃2〉

6
)

1/2

, 

(67) 

 

𝑛𝑖
(𝑎)

− квантові числа, (𝑛𝑖
(𝑎)

= 0,1,2 …).  

На основi отриманого результату дослiджено частковi випадки, а саме: 

систему частинок з осциляторною взаємодiєю (ω=0 у (65)) та систему вiльних 

частинок (ω=k=0 у (65)). Встановлено, що спектр системи вiльних частинок у 

квантованому фазовому просторi зі сферичною симетрiєю не є неперервний. 

Енергетичнi рiвнi системи вiльних частинок вiдповiдають енергетичним рiвням 

системи N осциляторiв з частотами, якi визначаються параметрами iмпульсної 

некомутативностi та масами частинок  〈𝜂2 〉/(6𝑚2 ). Знайдено, що некому-

тативнiсть iмпульсiв також зумовлює дискретнiсть спектру центра мас системи 

частинок з осциляторною взаємодiєю. Некомутативнiсть координат та 

некомутативнiсть iмпульсiв впливають на частоти у спектрi вiдносного руху. Ми 

прийшли до висновку, що вплив некомутативностi координат та енергетичнi рiвнi 

симетричної мережi осциляторiв, а також на енергетичнi рiвнi системи частинок, 

якi взаємодiють всi зi всiма з осциляторною взаємодiєю, збiльшується при 

збiльшеннi числа частинок, що формують системи.  
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З точнiстю до другого порядку за параметрами некомутативностей знайдено 

вплив некомутативностi координат та некомутативностi iмпульсiв на спектр 

ланцюжка N гармонiчних осциляторiв  

𝐻𝒔 = ∑
(𝑃(𝑛))2

2𝑚
𝑛

+ ∑
𝑚𝜔2(𝑋(𝑛))2

2
𝑛

+ 𝑘 ∑(𝑋(𝑛+1) − 𝑋(𝑛))2

𝑛

+ 𝐻𝑜𝑠𝑐
𝑎 + 𝐻𝑜𝑠𝑐

𝑏 , (68) 

з перiодичними граничними умовами 𝑋(𝑁+1) = 𝑋(1). Встановлено, що з точнiстю 

до другого порядку за параметрами координатної та iмпульсної некомутативностi 

форма спектру системи у квантованому просторi вiдповiдає спектру цiєї системи у 

звичному просторi. Квантованiсть простору впливає лише на частоти системи: 

𝐸{𝑛1}{𝑛2}{𝑛3} = ∑ ℏ𝜔𝑎 (𝑛1
(𝑎)

+ 𝑛2
(𝑎)

+ 𝑛3
(𝑎)

+
3

2
) + 3ℏ𝜔𝑜𝑠𝑐

𝑁

𝑎=1

, 

𝜔𝑎
2 = (𝜔2 +

〈𝜂2〉

6𝑚2
) (1 +

𝑚2𝜔2〈𝜃2〉

6
+

4𝑘2𝑚〈𝜃2〉

3
sin2

𝜋𝑎

𝑁
) + 

+
8𝑘

𝑚
sin2

𝜋𝑎

𝑁
+

32𝑘2〈𝜃2〉

3
sin4

𝜋𝑎

𝑁
, 

 

 

(69) 

тут 𝑛𝑖
(𝑎)

− квантові числа, (𝑛𝑖
(𝑎)

= 0,1,2 …). 

Також у розділі досліджено рух частинки у гравітаційному полі у 

некомутативному фазовому просторі зі сферичною симетрією та показано, що 

слабкий принцип еквівалентності зберігається, коли виконуються рівності (52). 

Важливо відзначити, що результати з дослiдження фiзичних систем у 

сферично-симетричному квантованому фазовому просторi, отриманi у цьому 

роздiлi, можуть бути легко узагальненi на випадок рiзних означень тензорiв 

координатної та iмпульсної некомутативностей, для яких 〈𝜃𝑖𝑗〉 = 〈𝜂𝑖𝑗〉 = 0, 

оскiльки вони явно не залежать вiд виглядiв цих тензорiв, а визначаються середнiми      

〈𝜃2〉 = 〈𝜃12
2 + 𝜃23

2 + 𝜃13
2 〉, 〈𝜂2〉 = 〈𝜂12

2 + 𝜂23
2 + 𝜂13

2 〉. 

У шостому розділі розглянуто простір з некомутативною алгеброю Лі типу 

{𝑋𝑖 , 𝑋𝑗} = 𝜃𝑖𝑗
0 𝑡 + 𝜃𝑖𝑗

𝑘 𝑋𝑘, 

{𝑋𝑖 , 𝑃𝑗} = 𝛿𝑖𝑗 + 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘 𝑋𝑘 + 𝜃̃𝑖𝑗

𝑘 𝑃𝑘, 

{𝑃𝑖 , 𝑃𝑗} = 0, 

 

(70) 

𝜃𝑖𝑗
0 , 𝜃𝑖𝑗

𝑘 , 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘 , 𝜃̃𝑖𝑗 

𝑘   — антисиметричні за нижніми індексами параметри 

некомутативності, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = (1,2,3). Параметри 𝜃𝑖𝑗
0 , 𝜃𝑖𝑗

𝑘 , 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘 , 𝜃̃𝑖𝑗 

𝑘  не є довільні, що 

пов’язано з тотожністю Якобі.  

Запропоновано таке узагальнення некомутативної алгебри для координат 

𝑋𝑖
(𝑎)

та імпульсів 𝑃𝑖
(𝑎)

частинок: 

{𝑋𝑖
(𝑎)

, 𝑋𝑗
(𝑏)

} = 𝛿𝑎𝑏(𝜃𝑖𝑗
0(𝑎)

𝑡 + 𝜃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

𝑋𝑘
(𝑎)

), 

{𝑋𝑖
(𝑎)

, 𝑃𝑗
(𝑏)

} = 𝛿𝑎𝑏(𝛿𝑖𝑗 + 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

𝑋𝑘
(𝑎)

+ 𝜃̃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

𝑃𝑘
(𝑎)

), 
(71) 
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{𝑃𝑖
(𝑎)

, 𝑃𝑗
(𝑏)

} = 0, 

тут індекси a, b – позначають частинки, 𝜃𝑖𝑗
0(𝑎)

, 𝜃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

, 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

, 𝜃̃𝑖𝑗 
𝑘(𝑎)

— параметри 

некомутативної алгебри, які відповідають частинці з індексом a. 

Розглянуто систему N частинок з масами 𝑚𝑛 у просторі (71). Означивши 

координати та імпульси центра мас традиційно (𝑋̃𝑖 = ∑ µ𝑎𝑃𝑖
(𝑎)

,   𝑎 𝑃̃𝑖 = ∑ 𝑃𝑖
(𝑎)

,𝑎

µ𝑎 = 𝑚𝑎/𝑀, 𝑀 = ∑ 𝑚𝑎),𝑎  ми отримали, що співвідношення для координат та 

імпульсів центра мас не відповідають некомутативній алгебрі Лі типу. Маємо: 

{𝑋̃𝑖 , 𝑋̃𝑗} = 𝛿𝑎𝑏 (∑ µ𝑎
2

𝑎

𝜃𝑖𝑗
0(𝑎)

𝑡 + ∑ µ𝑎
2

𝑎

𝜃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

𝑋𝑘
(𝑎)

), 

{𝑋̃𝑖 , 𝑃̃𝑗} = 𝛿𝑎𝑏 (𝛿𝑖𝑗 + ∑ µ𝑎

𝑎

𝜃̅𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

𝑋𝑘
(𝑎)

+ ∑ µ𝑎

𝑎

𝜃̃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

𝑃𝑘
(𝑎)

), 

{𝑃̃𝑖 , 𝑃̃𝑗} = 0. 

(72) 

Запропоновано такі залежності параметрів 𝜃𝑖𝑗
0(𝑎)

, 𝜃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

, 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

, 𝜃̃𝑖𝑗 
𝑘(𝑎)

 від маси: 

𝜃𝑖𝑗
0(𝑎)

𝑚𝑎 = 𝛾𝑖𝑗
0 = const,

𝜃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

𝑚𝑎 = 𝛾𝑖𝑗
𝑘 = const,    𝜃̃𝑖𝑗 

𝑘(𝑎)
𝑚𝑎 = 𝛾̃𝑖𝑗

𝑘 = const, 

  

(73) 

де 𝛾𝑖𝑗
0 , 𝛾𝑖𝑗

𝑘 , 𝛾̃𝑖𝑗
𝑘  – константи, які не залежать від мас частинок. Показано, що коли 

виконуються рівності (73), та  параметри 𝜃𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

є однакові для різних частинок  

𝜃̅𝑖𝑗
𝑘(𝑎)

= 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘 , (74) 

алгебра для координат та iмпульсiв центра мас відповідає некомутативній алгебрі 

Лі типу 

{𝑋̃𝑖 , 𝑋̃𝑗} = 𝛿𝑎𝑏 (𝜃𝑖𝑗
0(𝑒𝑓𝑓)

𝑡 + 𝜃𝑖𝑗
𝑘(𝑒𝑓𝑓)

𝑋̃𝑘), 

{𝑋̃𝑖 , 𝑃̃𝑗} = 𝛿𝑎𝑏 (𝛿𝑖𝑗 + 𝜃̅𝑖𝑗
𝑘 𝑋̃𝑘 + 𝜃̃𝑖𝑗

𝑘(𝑒𝑓𝑓)
𝑃̃𝑘), 

{𝑃̃𝑖 , 𝑃̃𝑗} = 0, 

(75) 

з параметрами, які обернено пропорційні до маси сиcтеми: 

𝜃𝑖𝑗
0(𝑒𝑓𝑓)

=
𝛾𝑖𝑗

0

𝑀
, 𝜃𝑖𝑗

𝑘(𝑒𝑓𝑓)
=

𝛾𝑖𝑗
𝑘

𝑀
,        𝜃̃𝑖𝑗 

𝑘(𝑒𝑓𝑓)
=

𝛾̃𝑖𝑗
𝑘

𝑀
. 

 

(76) 

Встановлено, що коли виконуються співвідношення (73), (74), також зберігається 

слабкий принцип еквівалентності у некомутативному просторі Лі типу. Якщо 

задовольняються рівності (73), (74), рівняння руху частинки (тіла) з масою m у 

гравітаційному полі 𝑉(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3) мають вигляд: 

𝑋̇𝑖 = 𝑃𝑖
′ + (𝜃̅𝑖𝑗

𝑘 𝑋̃𝑘 + 𝛾̃𝑖𝑗
𝑘 𝑃𝑘

′ )𝑃𝑗
′ + (𝛾𝑖𝑗

0 𝑡 + 𝛾𝑖𝑗
𝑘 𝑋𝑘)

𝜕𝑉

𝜕𝑋𝑗
, 

𝑃𝑖
′ = −

𝜕𝑉

𝜕𝑋𝑖
− (𝜃̅𝑖𝑗

𝑘 𝑋̃𝑘 + 𝛾̃𝑖𝑗
𝑘 𝑃𝑘

′ )
𝜕𝑉

𝜕𝑋𝑗
, 

(77) 
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де 𝑃𝑖
′ = 𝑃𝑖/𝑚. Рівняння руху (77) не залежать від маси, тому їх розв’язок 𝑋𝑖(𝑡),

𝑃𝑖
′(𝑡) також не залежить від маси. Отже, слабкий принцип еквівалентності 

зберігається у просторі з некомутативністю Лі типу. 

У розділі також розглянуто простір з деформацією кручення, який 

характеризується такими комутаційними співвідношеннями: 

[𝑡, 𝑋𝑖] = 0, [𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 𝑖ℏ𝑓 (
𝑡


) 𝜃𝑖𝑗 , (78) 

де 𝜃𝑖𝑗 – параметри некомутативностей,  − параметр, який має розмірність часу,  

𝑓(𝑡/) – деяка функція часу, 𝑓(𝑡/)=f(sh(𝑡/), ch(𝑡/)) чи 𝑓(𝑡/)=f(sin(𝑡/), 

cos(𝑡/)) [M. Daszkiewicz, Phys. Scripta 93, 085202 (2018)]. 

Ми узагальнили алгебру (78) для координат та імпульсів різних частинок та 

показали, що залежність параметра некомутативності 𝜃𝑖𝑗
(𝑎)

 від маси частинки 𝑚𝑎 

𝜃𝑖𝑗
(𝑎)

𝑚𝑎 = 𝛾𝑖𝑗 = const, (79) 

(константи 𝛾𝑖𝑗 є однаковими для різних частинок) дозволяє відновити неза-

лежність координат  центра мас від імпульсів відносного руху; розглядати некому-

тативні координати, як кінематичні змінні; зберегти принцип еквівалентності. 

Отже, на основі ідеї про те, що параметри алгебр, якi описують квантований 

простiр, залежать вiд маси, можна розв’язати важливi проблеми у некомутативному 

просторi типу Лi, у просторi з деформацiєю кручення. Також, як було показано у 

попереднiх роздiлах роботи, залежнiсть параметрiв деформованих алгебр вiд маси 

важлива у просторi з деформованою алгеброю Снайдера, у просторi з 

деформованою алгеброю Кемпфа, квантованому фазовому просторi канонiчного 

типу. Отриманi результати дозволяють зробити висновок, що ідея про те, що 

параметри деформованих алгебр є різні для різних частинок та визначаються їхніми 

масами, є важлива для побудови послiдовної теорiї квантованого простору зi 

збереженими фундаментальними законами та принципами. 

У сьомому розділі досліджено зв’язок нулів кореляційних функцій бозе-газу 

у просторі з мінімальною довжиною та мінімальним імпульсом з нулями 

статистичної суми. Розглянуто таку деформацію комутаційного співвідношення 

для координати та імпульсу: 

[𝑋, 𝑃] = 𝑖ℏ(1 + 𝛼𝑋2 + 𝛽𝑃2), (80) 

дe 𝛼, 𝛽 – константи 𝛼 ≥ 0, β≥ 0. Для 𝛼𝛽 < 1/ℏ2 деформація описує простір з 

мінімальною довжиною та мінімальним імпульсом. Деформована алгебра для 

операторів координати та імпульсу (80) пов’язана з q-деформованою алгеброю для 

бозонних операторів породження та знищення 𝑎, 𝑎+ 

[𝑎, 𝑎+]q = 𝑎𝑎+ − 𝑞𝑎+𝑎 = 1, (81) 

де q – параметр деформації, який визначається через параметри α, β як 
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𝑞 =
1 + ℏ√𝛼𝛽

1 − ℏ√𝛼𝛽
, (82) 

[C. Quesne, K. A. Penson, V. M. Tkachuk, Phys. Lett. A 313, 29 (2003)].  

Розглянуто систему N бозе частинок на s рівнях 𝜖𝑖 (i=1,2..s) у просторі з 

мінімальною довжиною та мінімальним імпульсом (q-деформований бозе-газ). 

Гамільтоніан системи має вигляд: 

𝐻 = ∑ 𝜖𝑖𝑎𝑖
+𝑎𝑖 ,

𝑠

𝑖=1

 (83) 

де оператори породження на знищення 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖
+ задовольняють q-деформовані 

комутаційні співвідношення (81). Досліджено двочасові кореляційні функції q-

деформованого бозе-газу 

〈∏ 𝑎𝑗
+(𝑡1)

𝑠

𝑗=1

𝑎𝑗(𝑡2)〉 =
1

𝑍(𝛽)
Tr𝑒−𝛽𝐻𝑎1

+(𝑡1)𝑎1(𝑡2) … 𝑎𝑠
+(𝑡1)𝑎𝑠(𝑡2), 

 

Z(β) = Tr𝑒−𝛽𝐻,     𝛽 =
1

𝑘𝑇
,   𝑎𝑗(𝑡) = 𝑒𝑖𝐻𝑡/ℏ𝑎𝑗𝑒−𝑖𝐻𝑡/ℏ. 

(82) 

Ввівши комплексну температуру 

𝛽̃ = 𝛽 − 𝑖 (1 −
1

𝑞
)

𝜏

ħ
,    𝜏 = 𝑡1 − 𝑡2, (83) 

кореляційні функції  переписано у такому вигляді: 

〈∏ 𝑎𝑗
+(𝑡1)

𝑠

𝑗=1

𝑎𝑗(𝑡2)〉 = 𝑒𝑖 ∑ 𝜖𝑗𝜏/𝑞ħ 𝑗
1

𝑍(𝛽)
Tr𝑒−𝛽̃𝐻 ∏ 𝑎𝑗

+𝑎𝑗

𝑠

𝑗=1

. (84) 

Важливо зазначити, що уявна частина комплексної температури появляється через 

квантованiсть простору, а також пов’язана з еволюцiєю системи.  

Звернiмо увагу, що знайдена рiвнiсть (84) пов’язує нулi статистичної суми 

(нулі Фішера) з експериментально спостережуваними величинами (нулями 

кореляційних функцій). Тому результат (84) дає новi можливостi для 

спостереження нулiв Фiшера. Нещодавно q-деформований осцилятор був 

експериментально реалiзований з використанням коливалього контуру [J. Batouli 

M. E. Baz, A. Maaouni A. Phys. Lett. A. 379, 1619 (2015)]. Тому ми сподiваємося, що 

отриманий результат (84) вiдкриє можливiсть експериментального спостереження 

нулiв Фiшера для системи, описаної у роботi [J. Batouli M. E. Baz, A. Maaouni A.  

Phys. Lett. A. 379, 1619 (2015)]. 

Проаналізовано нулі кореляційних функцій та нулі Фішера для дворівневої 

системи. Нулi Фiшера та нулi статистичної суми у цьому випадку представлено на 

рис. 1.  
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Рис. 1 Нулi Фiшера (позначенi хрестиками) та нулi кореляцiйної функцiї (позначенi колами) для 

q = 2, 𝜖2 = 0 (a) N = 5, (б) N = 7, на площині 𝑧 = exp(−𝛽𝜖1). 

 

Зауважимо, що кiлькiсть нулiв Фiшера є бiльшою вiд числа частинок N. Це 

пов’язано з тим, що залежнiсть енергiї вiд кiлькостi q-деформованих бозе частинок 

на заданому рiвнi є експоненцiйною.  

Розглянуто систему N бозе-частинок, яка описується гамільтоніаном: 

𝐻 = ∑ 𝜖𝑖𝑛𝑖 + 𝛾

𝑠

𝑖=1

∑ 𝑛𝑖
2

𝑠

𝑖=1

, (85) 

тут 𝑛𝑖 = 𝑎𝑖
+𝑎𝑖  – оператор кiлькостi частинок на i-тому рiвнi, 𝑎𝑖

+, 𝑎𝑖  – оператори 

породження знищення частинки i-тому рiвнi, [𝑎𝑖 , 𝑎𝑗
+] = 𝛿𝑖𝑗, 𝜖𝑖 − енергетичнi рiвнi 

невзаємодiючих частинок, s – кiлькiсть рiвнiв, γ – константа взаємодiї. Двочасові 

кореляційні функції системи записано як 

〈𝑎𝑗
+(𝑡1)𝑎𝑗(𝑡2)〉 = −

𝑖ℏ

2𝛾

𝑒
𝑖(𝜖𝑗−𝛾)

ℏ

𝑍

∂𝑍̃

𝜕
, 

Z = Tr𝑒−𝛽𝐻, 𝑍̃ = Tr𝑒−𝛽𝐻̃ ,     𝛽 =
1

𝑘𝑇
 ,   

𝐻̃ =  ∑ 𝜖𝑘̃𝑛𝑘 + 𝛾

𝑠

𝑘=1

∑ 𝑛𝑘
2 ,

𝑠

𝑘=1

 

𝜖𝑘̃ = 𝜖𝑘 , якщо 𝑘 ≠ 𝑗, 𝜖𝑗̃ = 𝜖𝑗 −
𝑖2𝛾

𝛽ℏ
. 

(86) 

Звернімо увагу, що у статистичнiй сумi  𝑍 гамільтоніан 𝐻̃ мiстить комплекснi 

параметри. Тому статистична сума  𝑍  може мати нулi, які відомі у літературі, як 
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нулi Лi-Янга. Важливо зауважити, що вiдповiдно до (86) цi нулi пов’язанi з 

нулями кореляційної функцiї.  
У розділі також розглянуто спінову систему з гамільтоніаном: 

 

𝐻𝑇 = 𝐻 + 𝐻0 + 𝐻𝑖𝑛𝑡, 

𝐻 = 𝐻′ − ℎ ∑ 𝜎𝑗
𝑧, 𝐻0 = −ℎ0𝜎0

𝑧,   

𝑁

𝑖=1

 

𝐻𝑖𝑛𝑡 = −𝜆𝜎0
𝑧 ∑ 𝜎𝑗

𝑧,

𝑁

𝑗=1

 

(87) 

тут 𝐻′ − гамільтоніан, який може бути гамільтоніаном Ізінга, Гайзенберґа чи 

іншим гамільтоніаном. Єдине обмеження на  𝐻′, це виконання рівності:  

[𝐻′, ∑ 𝜎𝑗
𝑧

𝑁

𝑖=1

] = 0. (88) 

Доданок 𝐻𝑖𝑛𝑡 описує взаємодію пробного спіна-1/2 з системою  (λ – константа 

зв’язку), 𝐻0 – гамільтоніан пробного спіна в магнітному полі.  

Знайдено зв’язок двочасової кореляцiйної функцiї зі статистичною сумою 

спiнової системи у комплексному магнiтному полi: 

〈𝜎0
+(𝑡 + )𝜎0

−(𝑡)〉 = 𝑒(𝛽ℎ_0−2𝑖ℎ0/ℏ)
𝑍(𝛽, ℎ̃)

𝑍𝑇
, 

𝜎0
± =

𝜎0
𝑥 ± 𝑖𝜎0

𝑦

2
,        𝑍𝑇 = Tr 𝑒−𝛽𝐻𝑇 , 

(89) 

де 𝑍(𝛽, ℎ̃) − статистична сума з гамільтоніаном H  (87). Магнітне поле ℎ̃ має вигляд: 

ℎ̃ = ℎ + 𝜆 −
𝑖2𝜆

𝛽ℏ
. (90) 

Вiдповiдно до (89) нулi кореляцiйної функцiї є нулями статистичної суми 𝑍(𝛽, ℎ̃) з 

гамільтоніаном  H (87)  в комплексному магнітному полі (90).   

Отримані результати відкривають нові можливості експериментального 

спостереження нулів статистичної суми для бозе- та спінових систем. 

На завершення дисертаційної роботи представлено Висновки, Список 

використаних джерел, а також додаток із списком публікацій за темою дисертації 

та інформацією про апробацію представлених результатів. 

Основні результати та висновки дисертації  

У роботі досліджено проблеми порушення фундаментальних законів та 

принципів у квантованому просторі. Побудовано алгебру, яка описує квантований 

фазовий простір зі збереженими симетрійними властивостями (симетрія відносно 

інверсії часу, сферична симетрія).  Знайдено та проаналізовано вплив квантованості 

простору на властивості класичних та квантових систем. 
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Серед основних наукових результатів можна виділити такі: 

– Знайдено умову на параметр алгебри Снайдера, при якій координати не 

залежать від маси та можуть розглядатися як кінематичні змінні; імпульси 

пропорційні до маси; координати та імпульси центра мас задовольняють 

співвідношення алгебри Снайдера; кінетична енергія є адитивною та 

незалежною від композиції; виконується слабкий принцип еквівалентності. 

– Розв'язано проблеми опису руху макроскопічного тіла, порушення 

властивостей кінетичної енергії, порушення слабкого принципу 

еквівалентності у просторі з алгеброю Кемпфа у всіх порядках за параметрами 

деформації. 

– Отримано вираз для мінімальної довжини у шестивимірному квантованому 

фазовому просторі канонічного типу на основі розв'язків задачі на власні 

значення оператора квадрату довжини. 

– Встановлено, що некомутативність імпульсів канонічного типу зумовлює 

залежність траєкторії вільної частинки від маси, залежність руху центра мас 

системи вільних частинок від відносного руху, ефект розлітання системи 

вільних частинок з однаковими початковими швидкостями. 

– Запропоновано залежності параметрів координатної та імпульсної 

некомутативностей від маси, при яких некомутативні координати можуть 

розглядатися як кінематичні змінні; некомутативні імпульси пропорційні до 

маси; імпульс центра мас може бути означений, як інтеграл руху;  траєкторія 

вільної частинки не залежить від її маси; виконується слабкий принцип 

еквівалентності; зберігаються властивості кінетичної енергії  у квантованому 

фазовому просторі канонічного типу. 

– Знайдено верхню межу для параметра імпульсної некомутативності, яка 

щонайменше на 10 порядків покращує (накладає сильніше обмеження на його 

величину) результати, відомі у літературі. Оцінку отримано на основі 

досліджень  зсуву перигелію  Меркурію з врахуванням особливостей опису 

руху макроскопічних тіл у некомутативному фазовому просторі. 

– Встановлено вплив некомутативності координат та некомутативності 

імпульсів канонічного типу на параметр Етвеша для Землі та Місяця. 

Показано, що параметр Етвеша не дорівнює нулеві навіть у випадку рівності 

гравітаційної та інерційної мас. 

– Знайдено точний вираз для спектру системи двох частинок з осциляторною 

взаємодією у чотиривимірному некомутативному фазовому просторі 

канонічного типу. 

– Отримано точний розв'язок для періоду руху по колу у некомутативному 

фазовому просторі канонічного типу. Встановлено, що некомутативність 

координат та некомутативність імпульсів зумовлюють залежність періоду 

руху по колу від його напрямку. 
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– Побудовано алгебру з некомутативністю координат та некомутативністю 

імпульсів, яка є інваріантна відносно інверсії часу, сферично-симетрична, 

еквівалентна до некомутативної алгебри канонічного типу та не зумовлює 

порушення слабкого принципу еквівалентності. 

– Запропоновано узагальнення сферично-симетричної алгебри канонічного 

типу для координат та імпульсів різних частинок, яке дозволяє розглядати 

співвідношення алгебри також для координат та імпульсів центра мас системи 

частинок. 

– З точністю до другого порядку за параметрами некомутативностей знайдено 

енергетичні рівні системи двох частинок з кулонівською взаємодією у 

сферично-симетричному квантованому фазовому просторі. На основі 

отриманого результату проаналізовано вплив некомутативності координат та 

некомутативності імпульсів на енергетичні рівні атома водню, мюонного 

атома водню, антипротонного гелію. Встановлено, що дослідження 

енергетичних рівнів антипротонного гелію дають можливість покращити 

оцінки для величини кванта простору. 

– Знайдено енергетичні рівні симетричної мережі осциляторів у однорідному 

полі та ланцюжка осциляторів  у сферично-симетричному некомутативному 

фазовому просторі. 

– Отримано квантові та класичні рівняння руху у гравітаційному полі у 

сферично-симетричному квантованому фазовому просторі. Запропоновано 

залежності тензорів координатної та імульсної некомутативностей від маси, 

при яких класичні рівняння руху у гравітаційному полі не залежать від маси, 

квантові рівняння руху залежать від відношення сталої Планка до маси, отже, 

відновлюється слабкий принцип еквівалентності. 

– Розв'язано проблеми опису руху системи частинок та порушення слабкого 

принципу еквівалентності в рамках різних некомутативних алгебр Лі типу 

(комутатор координат пропорційний до часу, комутатор координат 

пропорційний координаті, узагальнена некомутативна алгебра). Знайдено 

умови на параметри  алгебр, при яких комутаційні співвідношення для 

координат та імпульсів центра мас відповідають співвідношенням алгебри Лі 

типу, рух частинки (системи частинок) в гравітаційному полі не залежить від 

маси. 

– Знайдено умову на параметр алгебри з деформацією кручення при якій 

розв'язується проблема кінематичних змінних, координати центра мас системи 

частинок не залежать від імпульсів відносного руху, зберігається слабкий 

принцип еквівалентності. 

– Встановлено зв'язок нулів кореляційних функцій бозе-газу у просторі з 

мінімальною довжиною та мінімальним імпульсом (q-деформованого бозе-

газу), взаємодіючого бозе-газу, спінових систем  з нулями статистичної суми. 
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На основі отриманих результатів запропоновано новий спосіб 

експериментального спостереження нулів Лі-Янга та нулів Фішера. 

Результати, представлені у дисертації, можуть бути використаними для 

подальших досліджень фізичних систем в рамках теорії квантованого простору, 

побудованої на основі ідеї про деформацію комутаційних співвідношень для 

операторів координат та операторів імпульсів. Зокрема, важливим є продовження 

досліджень фізичних систем у квантованому просторі, який характеризується  

інваріантною відносно інверсії часу, сферично-симетричною некомутативною 

алгеброю. 

У роботі встановлено, що ідея про те, що комутаційні співвідношення для 

координат та імпульсів частинки можуть залежати від маси є важливою для 

розв'язання фундаментальних проблем (проблеми опису руху макроскопічних тіл, 

проблеми порушення слабкого принципу еквівалентності) в рамках різних алгебр 

(алгебра Снайдера, алгебра Кемпфа,  алгебра з канонічними некомутативностями 

координат та імпульсів, некомутативна алгебра Лі типу, алгебра з деформацією 

кручення). Це підтверджує важливість цієї ідеї та обґрунтовує її використання у 

подальших дослідженнях фізичних систем у квантованому просторі, які можуть 

відбуватися у таких напрямках: узагальнення результатів дослідження на випадок 

релятивістських багаточастинкових систем, визначення одно- та багато-

частинкових фізичних систем на які квантованість простору має особливий вплив 

з метою експериментального підтвердження теорії квантованого простору з 

деформованими комутаційними співвідношеннями для координат та імпульсів. 
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Анотація 

Гнатенко Х. П. Вплив квантованості простору на властивості класичних та 

квантових систем. – Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора фізико-математичних наук 

за спеціальністю 01.04.02 – теоретична фізика, Львівський національний 

університет імені Івана Франка, МОН України, Львів, 2020. 

Робота присвячена дослідженням впливу особливостей структури простору на 

планківських масштабах на властивості квантових та класичних систем. У 

дисертації вивчається теорія квантованого простору, побудована на основі ідеї 

деформації звичних комутаційних співвідношень для операторів координат та 

операторів імпульсів.  

Встановлено, що ідея про зв'язок параметрів деформованих алгебр з масою 

відкриває можливість побудови теорії квантованого простору зі збереженими 

фундаментальними законами та принципами. Важливість цієї ідеї підтверджується 

кількістю деформованих алгебр (алгебра Снайдера, алгебра Кемпфа, алгебра 

канонічного типу, некомутативна алгебра Лі типу, алгебра з деформацією 

кручення) та числом результатів (збереження властивостей кінетичної енергії, 
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розв’язання проблеми кінематичних змінних, збереження пропорційності 

імпульсів масі, відновлення принципу еквівалентності, незалежність руху вільної 

частинки від маси), які можуть бути отримані при її розгляді. Досліджено 

симетрійні властивості некомутативного фазового простору. Побудовано 

сферично-симетричну алгебру, яка є інваріантна відносно інверсії часу та не 

зумовлює порушення принципу еквівалентності. 

Знайдено вплив квантованості простору на властивості фізичних систем 

(вільна частинка, симетрична мережа гармонічних осциляторів, ланцюжок 

осциляторів, атом водню, антипротонний гелій). Досліджено вплив 

некомутатавності координат та некомутативності імпульсів на рух системи Сонце-

Земля-Місяць та зсув перигелію Меркурію. Отримано верхню межу для параметра 

імпульсної некомутативності, яка щонайменше на 10 порядків покращує 

результати, представлені у літературі. 

Знайдено зв’язок нулів кореляційних функцій бозе-газу у просторі з 

мінімальною довжиною та мінімальним імпульсом (q-деформованого бозе-газу)  з 

нулями статистичної суми. Встановлено нові можливості експериментального 

спостереження нулів статистичної суми, які мають фундаментальну важливість у 

статистичній фізиці. 

Ключові слова: квантований фазовий простір, алгебра Снайдера, алгебра 

Кемпфа, некомутативна алгебра Лі типу, мінімальна довжина, мінімальний 

імпульс, слабкий принцип еквівалентності, симетрія відносно інверсії часу, 

сферична симетрія, екзотичні атоми, симетрична мережа осциляторів, ланцюжок 

гармонічних осциляторів, нулі статистичної суми, властивості кінетичної енергії, 

проблема макроскопічного тіла. 

 

Аннотация 

Гнатенко Х. П. Влияние квантованности пространства на свойства 

классических и квантовых систем. – Квалификационный научный труд на правах 

рукописи. 

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических 

наук по специальности 01.04.02 – теоретическая физика, Львовский национальный 

университет имени Ивана Франко, МОН Украины, Львов, 2020. 

Работа посвящена исследованию влияния особенностей структуры 

пространства на планковских масштабах на свойства квантовых и классических 

систем. В диссертации изучается теория квантованного пространства, построенная 

на основе идеи деформации привычных коммутационных соотношений для 

операторов координат и операторов импульсов. 

Установлено, что идея о связи параметров деформированных алгебр с массой 

открывает возможность построения теории квантованного пространства с 

сохранением фундаментальных законов и принципов. Важность этой идеи 
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подтверждается количеством деформированных алгебр (алгебра Снайдера, алгебра 

Кемпфа, алгебры канонического типа, некоммутативная алгебра типа Ли, алгебра 

с деформацией кручения) и числом результатов (сохранение свойств кинетической 

энергии, решения проблемы кинематических переменных, сохранение пропор-

циональности импульсов массе, восстановление принципа эквивалентности, 

независимость движения свободной частицы от массы), которые могут быть 

получены при ее рассмотрении. Исследованы симметричние свойства 

некоммутативного фазового пространства. Построена сферически-симметричная 

алгебра, которая является инвариантной относительно инверсии времени и не 

вызывает нарушения принципа эквивалентности. 

Найдено влияние квантованости пространства на свойства физических систем 

(свободная частица, симметричная сеть гармонических осцилляторов, цепочка 

осцилляторов, атом водорода, антипротонный гелий). Исследовано влияние 

некомутатавности координат и некоммутативности импульсов на движение 

системы Солнце-Земля-Луна, смещение перигелия Меркурия. Получена верхняя 

граница для параметра импульсной некоммутативности, которая минимум на 10 

порядков улучшает результаты, представленые в литературе. 

Найдена связь нулей корреляционных функций бозе-газа в пространстве с 

минимальной длиной и минимальным импульсом (q-деформированного бозе-газа) 

с нулями статистической суммы. Установлены новые возможности экспери-

ментального наблюдения нулей статистической суммы, которые имеют 

фундаментальное значение в статистической физике. 

Ключевые слова: квантованное фазовое пространство, алгебра Снайдера, 

алгебра Кемпфа, некоммутативная алгебра Ли типа, минимальная длина, 

минимальной импульс, слабый принцип эквивалентности, симметрия 

относительно инверсии времени, сферическая симметрия, экзотические атомы, 

симметричная сеть осцилляторов, цепочка гармонических осцилляторов, нули 

статистической суммы, свойства кинетической энергии, проблема 

макроскопического тела. 
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The work is devoted to studies of influence of features of space structure on the 

Planck scale on the properties of quantum and classical systems. Significant increasing 

of interest to such studies in the last years is caused by the development of the String 

Theory and Quantum Gravity.  In the work, the theory of quantum space constructed on 
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the basis of the idea that the ordinary commutation relations for operators of coordinates 

and momenta can be deformed was studied. Noncommutative algebras of canonical type, 

Lie type, and nonlinear deformed algebras were considered.  

Properties of the kinetic energy of a macroscopic body, independence of coordinates 

of mass, the weak equivalence principle were recovered in a space which is characterized 

by nonrelativistic Snyder algebra and in the space with deformed Kempf algebra.  

We obtained that in the case when parameters of coordinate noncommutativity are 

proportional inversely to mass and parameters of momentum noncommutativity are 

proportional to mass the noncommutative coordinates do not depend on mass and can be 

considered as kinematic variables, the properties of the kinetic energy are preserved, the 

problem of description of motion of a composite system is solved (the total momentum 

can be introduced as integrals of motion, the motion of the center-of-mass is independent 

of the relative motion), the weak equivalence principle is recovered, the trajectory of 

motion of free particle does not depend on mass.  

The motion of the Sun-Earth-Moon system was studied in noncommutative phase 

space of canonical type and the corrections to the Eӧtvӧs-parameter for Earth and Moon 

caused by noncommutativity were analyzed. On the basis of studies of perihelion shift of 

the Mercury planet with taking into account features of description of motion of a 

macroscopic body in noncommutative phase space the upper bound for the parameter of 

momentum of noncommutativity which at least 10 orders less than results presented in 

literature was obtained.  

The problem of violation of the time reversal  and rotational symmetries was studied 

in noncommutative phase space of canonical type. We found that because of 

noninvariance of noncommutative algebra upon time reversal the transformation of 

coordinates and momenta upon time reversal depend on their representation, period of the 

circular motion depends on its direction. Noncommutative algebra which is rotationally-

invariant, time reversal invariant and equivalent to the noncommutative algebra of 

canonical type was constructed. It was found that idea to relate parameters of 

noncommutativity with mass is also important for solving the problem of description of 

motion of many-particle system and problem of violation of the equivalence principle in 

rotationally-invariant noncommutative phase space. 

The spectrum of system of interacting harmonic oscillators (symmetric network of 

harmonic oscillators, harmonic oscillator chain) was obtained in the noncommutative 

phase space with rotational symmetry. It was shown that noncommutativity of 

coordinates and noncommutativity of momenta affect on the frequencies of the systems.  

It was found that noncommutativity of coordinates better appears in spectrum of 

atoms with large reduced mass, the influence of momentum noncommutativity is bigger 

in the case of atoms with small reduced mass. The influence of noncommutativity on the 

spectrum of the hydrogen atom and exotic atoms (muonic hydrogen, antiprotonic helium) 

was found and analyzed. On the basis of comparison of obtained results with experimental 
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ones the upper bounds for the parameter of coordinate noncommutativity and parameter 

of momentum noncommutativity were found. It was concluded that studies of 

antiprotonic helium open good possibilities for estimation of the minimal length. 

The problem of description of motion of macroscopic body and the problem of 

violation of the equivalence principle in a space with noncommutative algebra of Lie type 

was solved due to relation of parameters of noncommutativity with mass. Therefore we 

concluded that the idea of relation of parameters with mass opens possibility to build 

theory of quantum space with preserved fundamental laws and principles. Importance of 

this idea is justified by the number of deformed algebras and number of results that can 

be obtained due to its consideration. 

It was found that zeros of the correlation functions of Bose gas in a space with 

minimal length and minimal momentum (q-deformed Bose gas) are related with zeros of 

partition function (Fisher zeros). Complex temperature is caused by q-deformation and 

evolution of correlation function. Similar relation of zeros of partition function with zeros 

of correlation functions was found for the interacting Bose gas and for spin systems in the 

ordinary space. The obtained results open new possibilities for experimental observation 

of zeros of partition function (Fisher and Lee-Yang zeros), which have fundamental 

importance in statistical physics. 

Keywords: quantized phase space, Snyder algebra, Kempf algebra, 

noncommutative algebra of Lie type, minimal length, minimal momentum, weak 

equivalence principle, time reversal symmetry, rotational symmetry, exotic atoms, 

symmetric network of harmonic oscillators, harmonic oscillator chain, zeros of partition 

function, properties of the kinetic energy, problem of macroscopic body. 
 

 

 

 

 


