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АНОТАЦIЯ

Гнатенко Х. П. Вплив квантованостi простору на властивостi

класичних i квантових систем. – Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису. Дисертацiя на здобуття наукового ступеня докто-

ра фiзико-математичних наук за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична

фiзика». – Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

МОН України, Львiв, 2020.

Робота присвячена дослiдженням впливу особливостей структури

простору на планкiвських масштабах на властивостi квантових та кла-

сичних систем. Значне зростання зацiкавлення до таких дослiджень у

останнi роки зумовлене розвитком теорiї струн, а також теорiї кван-

тової гравiтацiї. Вiдповiдно до цих теорiй iснує мiнiмальна довжина,

квант простору, яка має порядок планкiвської довжини. Вивчення фi-

зичних систем у квантованому просторi є актуальними, оскiльки во-

ни дозволяють отримати обмеження на мiнiмальну довжину, знайти

ефекти квантованостi простору у фiзицi одно- та багаточастинкових

систем, встановити властивостi фiзичних систем на якi квантованiсть

простору має особливий вплив.

У роботi вивчається теорiя квантованого простору, побудована на

основi iдеї про те, що звичнi комутацiйнi спiввiдношення для операто-

рiв координат та операторiв iмпульсiв можуть бути деформованими.

Розглядаються некомутативнi алгебри канонiчного типу, Лi типу та

нелiнiйнi деформованi алгебри. Деформацiя комутацiйних спiввiдно-

шень для операторiв координат та операторiв iмпульсiв зумовлює ряд

фундаментальних проблем, серед яких: порушення симетрiйних вла-

стивостей, порушення принципу еквiвалентностi, неадитивнiсть кiне-

тичної енергiї, залежнiсть кiнетичної енергiї вiд композицiї, проблема
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опису руху макроскопiчних тiл, проблема кiнематичних змiнних. У

роботi вивчено цi проблеми в рамках рiзних деформованих алгебр та

запропоновано шляхи для їх розв’язання.

Дослiджено властивостi кiнетичної енергiї макроскопiчного тiла

у просторi, який характеризується нерелятивiстською алгеброю Снай-

дера. Встановлено, що деформацiя комутацiйних спiввiдношень для

координат та iмпульсiв зумовлює порушення властивостей кiнетичної

енергiї. Знайдено, що у випадку, коли координати та iмпульси части-

нок задовольняють спiввiдношення алгебри Снайдера з параметрами

деформацiї, якi є обернено пропорцiйним до їх маси, кiнетична енер-

гiя є адитивною та не залежить вiд композицiї. Крiм цього, показано,

що у випадку обернено пропорцiйної залежностi параметра деформа-

цiї вiд маси комутацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв

центра мас макроскопiчного тiла вiдповiдають спiввiдношенням алге-

бри Снайдера, роз’язується проблема кiнематичних змiнних, а також

вiдновлюється слабкий принцип еквiвалентностi у всiх порядках за

параметрами деформацiї. Знайдено, що отриманi результати можна

узагальнити на випадок простору з деформованою алгеброю Кемпфа.

Отримано вираз для мiнiмальної довжини у шестивимiрному не-

комутативному фазовому просторi канонiчного типу на основi розв’яз-

кiв задачi на власнi значення оператора квадрата довжини. Дослiдже-

но представлення для некомутативних координат та некомутативних

iмпульсiв. Знайдено, що у випадку, коли параметри координатної не-

комутативностi обернено пропорцiйнi до маси та параметри iмпульсної

некомутативностi пропорцiйнi до маси, некомутативнi координати не

залежать вiд маси та можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi, а

також некомутативнi iмпульси пропорцiйнi до маси. Встановлено, що

некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює залежнiсть траєкторiї руху вiль-
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ної частинки вiд маси, а також ефект розлiтання системи вiльних ча-

cтинок з однаковими початковими швидкостями. Показано, що навiть

для системи вiльних частинок вiдносний рух впливає на рух центра

мас. Знайдено, що у випадку пропорцiйностi параметра iмпульсної не-

комутативностi, який вiдповiдає частинцi, до її маси, траєкторiя руху

вiльних частинок у квантованому фазовому просторi канонiчного типу

не залежить вiд їх маси та рух центра мас системи є незалежним вiд

вiдносного руху. Також встановлено, що у випадку залежностi пара-

метрiв некомутативної алгебри вiд маси iмпульс центра мас може бути

означений як iнтеграл руху у некомутативному фазовому просторi ка-

нонiчного типу.

На основi дослiджень зсуву перигелiю Меркурiю з врахуванням

особливостей опису руху макроскопiчного тiла у некомутативному фа-

зовому просторi отримано верхню межу для параметра iмпульсної не-

комутативностi, яка щонайменше на 10 порядкiв покращує результати,

представленi у лiтературi. Ми прийшли до висновку, що дослiдження

впливу iмпульсної некомутативностi на рух макроскопiчних тiл дають

можливiсть отримати сильне обмеження на величину мiнiмального iм-

пульсу у квантованому фазовому просторi канонiчного типу. Розгля-

нуто систему Сонце-Земля-Мiсяць та знайдено поправки до параметра

Етвеша для Землi та Мiсяця, зумовленi некомутативнiстю координат

та некомутативнiстю iмпульсiв. Отримано залежностi параметрiв не-

комутативної алгебри вiд маси, при яких параметр Етвеша дорiвнює

нулю та виконується слабкий принцип еквiвалентностi.

Дослiджено проблему порушення симетрiї вiдносно iнверсiї часу у

некомутативному фазовому просторi канонiчного типу. Ми показали,

що через неiнварiантнiсть некомутативної алгебри вiдносно iнверсiї ча-

су перетворення для координат та iмпульсiв при iнверсiї часу залежать
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вiд їх представлення. Як приклад, розглянуто задачу про рух по колу

та знайдено її точний розв’язок у некомутативному фазовому просторi

канонiчного типу. Отримано, що перiод руху по колу залежить вiд йо-

го напрямку. На основi iдеї про узагальнення параметрiв координатної

та iмпульсної некомутативностей побудовано некомутативну алгебру,

яка є iнварiантна вiдносно iнверсiї часу, сферично-симетрична, а та-

кож еквiвалентна до некомутативної алгебри канонiчного типу.

Отримано вирази для мiнiмальної довжини та мiнiмального iм-

пульсу у сферично-симетричному некомутативному фазовому просто-

рi. Встановлено, що у випадку, коли тензор координатної некомута-

тивностi обернено пропорцiйний до маси та тензор iмпульсної некому-

тативностi пропорцiйний до маси, комутацiйнi спiввiдношення для ко-

ординат та iмпульсiв центра мас системи частинок вiдповiдають спiв-

вiдношенням сферично-симетричної некомутативної алгебри. Також

при таких залежностях тензорiв некомутативностi вiд маси класичнi

рiвняння руху частинки (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйному по-

лi у сферично-симетричному некомутативному просторi не залежать

вiд маси, а квантовi рiвняння руху залежать вiд вiдношення сталої

Планка до маси, як i у просторi зi звичними комутацiйними спiввiд-

ношеннями для операторiв координат та операторiв iмпульсiв. Отже,

iдея залежностi параметрiв некомутативної алгебри вiд маси є також

важлива для розв’язання проблем опису руху багаточастинкової систе-

ми, порушення принципу еквiвалентностi у сферично-симетричному

некомутативному фазовому просторi.

Знайдено вплив некомутативностi на спектр вiльної частинки з то-

чнiстю до другого порядку за параметром iмпульсної некомутативно-

стi. Встановлено, що спектр вiльної частинки вiдповiдає спектру гар-

монiчного осцилятора з частотою, яка визначається параметром iм-



11

пульсної некомутативностi. Отримано та дослiджено енергетичнi рiвнi

симетричної мережi гармонiчних осциляторiв у однорiдному полi та

ланцюжка осциляторiв. Знайдено, що некомутативнiсть координат та

некомутативнiсть iмпульсiв впливають на частоти системи взаємодi-

ючих осциляторiв чи системи частинок з осциляторною взаємодiєю.

Спектр центра мас системи частинок з осциляторною взаємодiєю у

сферично-симетричному квантованому фазовому просторi не є непе-

рервним, а вiдповiдає спектру гармонiчного осцилятора у звичному

просторi.

Отримано поправки до енергетичних рiвнiв двочастинкової систе-

ми з кулонiвською взаємодiєю з точнiстю до другого порядку за па-

раметрами некомутативностей. Встановлено, що некомутативнiсть ко-

ординат краще проявляється у спектрах атомiв з великою зведеною

масою, вплив iмпульсної некомутативностi є бiльшим у випадку ато-

мiв з малою зведеною масою. Знайдено та проаналiзовано поправки

до енергетичних рiвнiв атома водню та екзотичних атомiв (мюонний

атом водню, антипротонний атом гелiю). На основi порiвняння отри-

маних результатiв iз експериментальними даними отримано верхнi ме-

жi для параметрiв координатної та iмпульсної некомутативностi. Ми

прийшли до висновку, що вплив координатної некомутативностi про-

являється краще у спектрi антипротонного атома гелiю нiж у спектрi

атома водню. Отже, дослiдження антипротонного атома гелiю вiдкри-

вають можливостi для покращення оцiнки мiнiмальної довжини.

Розв’язано проблему опису руху макроскопiчного тiла та пробле-

му порушення слабкого принципу еквiвалентностi у просторi з неко-

мутативною алгеброю Лi типу. Дослiджено випадки, коли комутатор

координат пропорцiйний до часу, комутатор координат пропорцiйний

до координати та випадок узагальненої алгебри з некомутативнiстю
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Лi типу. Знайдено залежностi параметрiв алгебри вiд маси, при яких

комутацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв центра мас

вiдповiдають спiввiдношенням некомутативної алгебри Лi типу, а та-

кож рух частинки (тiла) у гравiтацiйному полi не залежить вiд її

маси, а тому зберiгається слабкий принцип еквiвалентностi. Також

запропоновано умову на параметр алгебри з деформацiєю кручення

при якiй розв’язується проблема кiнематичних змiнних, координати

центра мас не залежать вiд iмпульсiв вiдносного руху та зберiгається

слабкий принцип еквiвалентностi у квантованому просторi. На осно-

вi отриманих результатiв ми прийшли до висновку, що iдея зв’язку

параметрiв деформацiї з масою вiдкриває можливiсть побудови теорiї

квантованого простору зi збереженими фундаментальними законами

та принципами. Важливiсть цiєї iдеї пiдтверджується кiлькiстю дефор-

мованих алгебр та числом результатiв, якi можуть бути отриманi при

її розглядi.

Розглянуто алгебру з квадратичною деформацiєю комутацiйних

спiввiдношень для координат та iмпульсiв, яка описує простiр з мiнi-

мальною довжиною та мiнiмальним iмпульсом i пов’язана з q-деформо-

ваною алгеброю для операторiв породження та знищення. Дослiджено

часовi кореляцiйнi функцiї q-деформованого бозе-газу. Встановлено,

що нулi кореляцiйних функцiй пов’язанi з нулями статистичної суми

при комплекснiй температурi (нулями Фiшера). Комплексна темпера-

тура появляється через q-деформацiєю комутацiйних спiввiдношень

для операторiв породження та знищення (чи еквiвалентно деформа-

цiю комутацiйних спiввiдношень для координат та iмпульсiв, квантова-

нiсть простору), а також через еволюцiєю кореляцiйної функцiї. Подi-

бний зв’язок нулiв статистичної суми з нулями кореляцiйних функцiй

знайдено також для взаємодiючого бозе-газу та для спiнових систем у
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звичному просторi. Отриманi результати вiдкривають новi можливо-

стi експериментального спостереження нулiв статистичної суми (нулiв

Лi-Янга, нулiв Фiшера), якi мають фундаментальну важливiсть у ста-

тистичнiй фiзицi.

Ключовi слова: квантований фазовий простiр, алгебра Снайдера,

алгебра Кемпфа, некомутативна алгебра Лi типу, мiнiмальна довжина,

мiнiмальний iмпульс, слабкий принцип еквiвалентностi, симетрiя вiд-

носно iнверсiї часу, сферична симетрiя, екзотичнi атоми, симетрична

мережа осциляторiв, ланцюжок гармонiчних осциляторiв, нулi стати-

стичної суми, властивостi кiнетичної енергiї, проблема макроскопiчно-

го тiла.
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ANNOTATION

Gnatenko Kh. P. Effect of space quantization on the properties of

classical and quantum systems. – manuscript copyright. Thesis for a Doctor

of Physical and Mathematical Sciences Degree, specialty 01.04.02 «Theoreti-

cal physics». – Ivan Franko National University of Lviv, Ministry of Science

and Education of Ukraine, Lviv, 2020.

The work is devoted to studies of the influence of features of space

structure on the Planck scale on the properties of quantum and classical

systems. Significant increasing of interest to such studies in the last years

is caused by the development of the String Theory and Quantum Gravity.

According to these theories, the minimal length (quantum of space) exists

which is of the order of the Planck length. Studies of physical systems in

quantum space are actual because they give a possibility to find a restricti-

on on the minimal length, to find effects of space quantization in physics

of one- and many-particle physical systems, to find properties of physical

systems on which space quantization has a special effect.

In the work, the theory of quantum space constructed on the basis of

the idea that the ordinary commutation relations for operators of coordi-

nates and momenta can be deformed is studied. Noncommutative algebras

of canonical type, Lie type, and nonlinear deformed algebras are consi-

dered. Deformation of commutation relations for operators of coordinates

and operators of momenta causes a list of fundamental problems among

them violation of the symmetrical properties, violation of equivalence pri-

nciple, nonadditivity of the kinetic energy, dependence of kinetic energy on

composition, the problem of description of motion of macroscopic bodies,

the problem of kinematic variables. In the work, these problems were studi-

ed in the frame of different algebras and the ways to solve these problems
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were suggested.

Properties of the kinetic energy of a macroscopic body were examined

in a space that is characterized by nonrelativistic Snyder algebra. It was

found that the deformation of commutation relations for coordinates and

momenta causes a violation of the properties of the kinetic energy. It was

obtained that in the case when coordinates and momenta of a particle sati-

sfy relations of the Snyder algebra with parameters of deformation which

are proportional inversely to the mass, the kinetic energy is additive and

does not depend on composition. Besides, it was shown that in the case of

inverse proportionality of parameters of deformation to mass commutati-

on relations for coordinates and momenta of macroscopic body correspond

to relations of the Snyder algebra, the problem of kinematic variables is

solved and the weak equivalence principle is recovered in all orders in the

parameters of deformation. It was found that the obtained results can be

generalized in the case of the Kempf algebra.

The expression for the minimal length in six-dimensional noncommutati-

ve phase space of canonical type was found on the basis of solution of

the problem for eigenvalues of the squared length operator. Representati-

on for noncommutative coordinates and noncommutative momenta was

examined. It was found that in the case when parameters of coordinate

noncommutativity are proportional inversely to mass and parameters of

momentum noncommutativity are proportional to mass, noncommutative

coordinates do not depend on mass and can be considered as kinematic

variables, noncommutative momenta are proportional to mass. It was obtai-

ned that noncommutativity of momenta causes dependence of trajectory

of motion of free particle on mass and also the effect of flying away of a

system of free particles with the same initial velocities. It was shown that

even for a system of free particles the relative motion effects on the motion
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of the center-of-mass. It was found that in the case of proportionality of

parameter of momentum noncommutativity, which corresponds to a parti-

cle, to its mass, trajectories of motion of free particles do not depend on

their masses and also the motion of the center-of-mass of system of free

particles is independent of the relative motion. Also, it was found that

in the case of dependence of parameters of noncommutative algebra on

mass the momentum of the canter-of-mass can be defined as an integral of

motion in noncommutative phase space of canonical type.

On the basis of studies of the perihelion shift of the Mercury wi-

th taking into account features of description of motion of macroscopic

body in noncommutative phase space the upper bound for the parameter

of momentum of noncommutativity which at least on 10 orders improves

results presented in the literature was obtained. We concluded that studies

of macroscopic bodies in noncommutative phase space give possibility to fi-

nd strong restrictions on the value of minimal momentum. The Sun-Earth-

Moon system was considered in noncommutative phase space of canoni-

cal type and corrections to the E otvos-parameter for the Earth and the

Moon caused by noncommutativity of coordinates and noncommutativi-

ty of momenta were found. It was obtained dependence of parameters of

noncommutative algebra on mass on which the E otvos-parameter is equal

to zero and the weak equivalence principle is satisfied.

The problem of violation of the time-reversal symmetry was studied in

noncommutative phase space of canonical type. We found that because of

noninvariance of noncommutative algebra upon time reversal the transfor-

mation of coordinates and momenta upon time-reversal depends on their

representation. As an example, the problem of the circular motion was

examined and the exact solution of this problem was found in noncommutati-

ve phase space of canonical type. It was obtained that the period of circular
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motion depends on its direction. On the basis of the idea of generali-

zation of parameters of coordinate and momentum noncommutativity,

noncommutative algebra which is time-reversal invariant, rotationally-inva-

riant, and equivalent to the noncommutative algebra of canonical type was

constructed.

Expressions for the minimal length and minimal momentum in rotatio-

nally-invariant noncommutative phase space of canonical type were obtai-

ned. It was found that in the case when tensor of coordinate noncommutati-

vity is proportional inversely to mass and tensor of momentum noncommu-

tativity is proportional to mass commutation relations for coordinates and

momenta of the center-of-mass of a system of particles correspond to relati-

ons of rotationally-invariant noncommutative algebra. Also, in the case

of such dependencies of parameters of noncommutativity on mass classi-

cal equations of motion of a particle (a body) in gravitational field in

rotationally-invariant noncommutative space do not depend on mass and

quantum equations of motion of a particle in gravitational field depend on

the ratio of the Planck constant and mass, as it is in a space with ordinary

commutation relations for coordinates and momenta. So, the idea to relate

parameters of noncommutativity with mass is also important for solving

the problem of description of the motion of many-particle system and the

problem of violation of the equivalence principle in rotationally-invariant

noncommutative phase space.

Influence of noncommutativity on the spectrum of free particle is

found up to the second order in the parameter of momentum noncommutati-

vity. It was obtained that the spectrum of free particle corresponds to the

spectrum of harmonic oscillator with frequency which is determined by

the parameter of momentum noncommutativity. Also, the energy levels

of the symmetric network of harmonic oscillators in uniform field, and
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energy levels of harmonic oscillator chain were obtained and analyzed. It

was found that noncommutativity of coordinates and noncommutativity

of momenta affect on the frequencies of the systems of interacting osci-

llators or systems of particles with harmonic oscillator interaction. The

spectrum of the center-of-mass of the system of particles with harmonic

oscillator interaction in rotationally-invariant quantized phase space is not

continuous, it corresponds to the spectrum of harmonic oscillator in the

ordinary space.

Corrections to the energy levels of two-particle system with Coulomb

interaction were found up to the second order in the parameters of noncom-

mutativity. It was obtained that noncommutativity of coordinates better

appears in spectrum of atoms with large reduced mass, influence of momen-

tum noncommutativity is bigger in the case of atoms with small reduced

mass. Corrections to the energy levels of the hydrogen atom and exotic

atoms (muonic hydrogen, antiprotonic helium) were found and analyzed.

On the basis of comparison of obtained results with experimental ones

and the upper bounds for the parameter of coordinate noncommutati-

vity and parameter of momentum, noncommutativity were found. We

concluded that influence of coordinate noncommutativity better appears

in the spectrum of antiprotonic helium than in the spectrum of hydrogen

atom. So, studies of antiprotonic helium open possibilities for improvement

of estimations of the minimal length.

The problem of description of motion of macroscopic body and the

problem of violation of the weak equivalence principle in a space with

noncommutative algebra of Lie type was studied. The cases when commuta-

tor for coordinates is proportional to time, commutator of coordinates

is proportional to coordinate and the case of generalized algebra with

noncommutativity of Lie type were examined. We found dependence of
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the parameters of algebra on mass on which commutation relations for

coordinates and momenta of the center-of-mass corresponds to relations

of noncommutative algebra of Lie type and the motion of a particle (a

body) in gravitational field does not depend on its mass, therefore the

weak equivalence principle is preserved. Also it was proposed condition on

the parameter of algebra with twist deformation on which problem of ki-

nematic variables is solved, coordinates of the center-of-mass do not depend

on momenta of the relative motion and the weak equivalence principle is

preserved in quantized space. On the basis of the obtained results, we

concluded that the idea of relation of parameters with mass opens possi-

bility to build a theory of quantum space with preserved fundamental

laws and principles. Importance of this idea is justified by the number of

deformed algebras and number of results that can be obtained due to its

consideration.

Noncommutative algebra with quadratic deformation of commutation

relations for coordinates and momenta, which describes space with mini-

mal length and minimal momenta and is related with q-deformed algebra

for creation and annihilation operators was considered. Time-dependent

correlation functions of q-deformed Bose gas were examined. It was found

that zeros of the correlation functions are related to zeros of partition

function at the complex temperature (Fisher zeros). The complex tempera-

ture appears because of the q-deformation of commutation relations for

creation and annihilation operators (or equivalently because of deformati-

on of commutation relations for coordinates and momenta, space quanti-

zation) and also because of the evolution of correlation function. Similar

relation of zeros of partition function with zeros of correlation functions

was found for the interacting Bose gas and for the spin systems in the ordi-

nary space. The obtained results open new possibilities for experimental
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observation of zeros of partition function (Fisher and Lee-Yang zeros),

which have fundamental importance in statistical physics.

Keywords: quantized phase space, Snyder algebra, Kempf algebra,

noncommutative algebra of Lie type, minimal length, minimal momentum,

weak equivalence principle, time-reversal symmetry, rotational symmetry,

exotic atoms, symmetric network of harmonic oscillators, harmonic osci-

llator chain, zeros of partition function, properties of the kinetic energy,

problem of macroscopic body.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дослiдження фiзичних систем у квантова-

ному просторi є важливими i актуальними на сьогоднi, оскiльки во-

ни дозволяють знайти ефекти у властивостях класичних та квантових

систем, зумовленi особливостями структури простору на планкiвських

масштабах, а також дають можливiсть встановити властивостi фiзи-

чних систем на якi квантованiсть простору має найбiльший вплив та

запропонувати спосiб експериментального пiдтвердження теорiї кван-

тованого простору. На основi порiвняння теоретичних результатiв та-

ких дослiджень з високоточними експериментальними даними можна

оцiнити верхню межу для мiнiмальної довжини.

Багато уваги придiлялося дослiдженням простору з мiнiмальною

довжиною, побудованого на основi iдеї деформацiї звичних комута-

цiйних спiввiдношень для операторiв координат та операторiв iмпуль-

сiв. Про це свiдчить велика кiлькiсть публiкацiй з цiєї тематики (див.,

для прикладу, однi з останнiх робiт [1–9] та посилання в них). Iдея

деформацiї комутацiйних спiввiдношень випливає з теорiї струн та

теорiї квантової гравiтацiї [10–16]. Для опису особливостей структу-

ри простору на планкiвських масштабах було запропоновано рiзнi де-

формованi алгебри. Багато уваги придiлялося дослiдженням фiзичних

проблем в рамках алгебри Кемпфа [17–19] (ця алгебра є узагальнен-

ням iсторично першої деформованої алгебри, запропонованої Снайде-
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ром [20]), некомутативної алгебри канонiчного типу [21–25], некому-

тативної алгебри Лi типу [26–29] та iн. Вiдомi деформованi алгебри

для операторiв координат та операторiв iмпульсiв описують простiр

з мiнiмальною довжиною, проте вони не узгоджуються з фундамен-

тальними законами та принципами. А саме, у просторах з алгебою

Снайдера, алгеброю Кемпфа, алгеброю з некомутативнiстю коорди-

нат та некомутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу, некомутативною

алгеброю типу Лi iснують проблеми порушення адитивностi кiнети-

чної енергiї та її залежностi вiд композицiї. Звiдси випливає, що в

рамках теорiй квантованого простору, побудованих на основi цих ал-

гебр, порушується фундаментальний закон – закон збереження енергiї.

Також деформацiя комутацiйних спiввiдношень для операторiв коор-

динат та операторiв iмпульсiв зумовлює проблему кiнематичних змiн-

них, порушення принципу еквiвалентностi. Зважаючи на важливiсть

цих проблем, необхiдним є пошук можливостей для їх розв’язання з

метою побудови теорiї квантованого простору зi збереженими фунда-

ментальними законами та принципами.

Поряд iз вище згаданими проблемами важливою проблемою, яка

виникає в рамках рiзних деформованих алгебр, є проблема опису ру-

ху системи багатьох частинок з врахуванням квантованостi простору

на планкiвських масштабах. Припущення про те, що параметри де-

формованих алгебр для координат та iмпульсiв центра мас макроско-

пiчного тiла, а також для координат та iмпульсiв елементарних ча-

стинок є однаковими, приводить до абсурдно малих результатiв для

мiнiмальної довжини, якi є на багато порядкiв меншi нiж довжина

Планка [19, 30, 31]. Для прикладу, такi результати були отриманi на

основi дослiджень зсуву перигелiю Меркурiю у просторi з алгеброю

Снайдера [30, 31]. Автори статей [30, 31] зробили висновок, що теорiя
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квантованого простору з алгеброю Снайдера не може бути застосована

на випадок дослiдження макроскопiчних тiл. Актуальним є узагаль-

ненення вiдомих алгебр, зокрема i алгебри Снайдера, для координат

та iмпульсiв рiзних частинок, розв’язання проблеми опису руху центра

мас макроскопiчного тiла з врахуванням мiнiмальної довжини, оскiль-

ки це дозволить побудувати послiдовну теорiю квантованого простору

та розширити область дослiдження, включивши в неї макроскопiчнi

системи.

У просторi з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю

iмпульсiв канонiчного типу також iснують проблеми порушення си-

метрiї вiдносно iнверсiї часу та сферичної симетрiї. Вiдомi рiзнi типи

некомутативних алгебр, якi є сферично-симетричнi, проте не є iнва-

рiантнi вiдносно iнверсiї часу та не є еквiвалентнi до некомутативної

алгебри канонiчного типу. Для прикладу, добре вiдомими є алгебри

з координатно-залежною некомутативнiстю (комутатор координат є

функцiєю координат) [32–34]. Тому необхiдно побудувати сферично-

симетричну алгебру з некомутативнiстю координат та некомутативнi-

стю iмпульсiв, яка є iнварiантна вiдносно iнверсiї часу та еквiвалентна

до некомутативної алгебри канонiчного типу.

Дослiдження нулiв статистичної суми, якi пiсля робiт [35–37] ма-

ють назву нулi Лi-Янга та нулi Фiшера має фундаментальну важли-

вiсть у статистичнiй фiзицi. Метод аналiзу нулiв статистичної суми

використовується для вивчення фазових переходiв. Експерименталь-

не спостереження цих нулiв довгий час вважалося неможливим через

труднощi з реалiзацiєю фiзичних систем з комплексними параметра-

ми. Cтаття, у якiй було запропоновано метод спостереження нулiв Лi-

Янга опублiкована у 2012 роцi [38]. У 2015 роцi було здiйснено перше

експериментальне спостереження нулiв статистичної суми на основi
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вимiрювання когерентностi пробного спiну, який взаємодiє зi спiно-

вою системою [39]. Актуальним є дослiдження нулiв статистичної суми

з врахуванням квантованостi простору та пошук нових можливостей

для експериментального спостереження нулiв статистичної суми.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Дисертацiйна робота виконана у Львiвському нацiональному унi-

верситетi iменi Iвана Франка та згiдно держбюджетних тем: ”Астрофi-

зичнi системи на рiзних енергетичних i просторово-часових масштабах

та ефекти квантування простору” (2017-2019 рр., науковий керiвник

теми, номер держреєстрацiї 0117U007190); ”Квантовi ефекти у фiзицi

одно- i багаточастинкових систем у просторах зi складною структу-

рою” (2019 р., виконавець теми, номер дежреєстрацiї 0119U002203);

ФФ-30Ф ”Класичнi i квантовi системи з нестандартними комутацiй-

ними спiввiдношеннями i статистиками” (2016-2018 рр., виконавець

теми, номер держреєстрацiї 0116U001539); теми ”Фiзичнi системи у

квантованому просторi”, яка фiнансувалася в рамках Гранту Прези-

дента України для пiдтримки наукових дослiджень молодих учених

у 2018 роцi, (номер держреєстрацiї 0118U005226, науковий керiвник

теми); проекту ДФФД ”Концепцiя складних мереж у задачах кванто-

вої фiзики та космологiї” (2017-2018 рр., виконавець проекту, номери

держреєстрацiї 0117U003869, 0116U001539); проекту ДФФД ”Класичнi

та квантовi системи за межами стандартних пiдходiв: електродина-

мiка у просторах” (2016-2017 рр., виконавець проекту, номери держ-

реєстрацiї 0115U004838, 0115U00505); проекту ”Structure and Evoluti-

on of Complex Systems with Applications in Physics and Life Sciences”

approved by the European Commissions 7th Framework Programme Grant

Agreement Number: PIRSESGA-2013-612669 (виконавець проекту).
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Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є по-

будова деформованої алгебри, яка описує квантованiсть простору на

планкiвських масштабах та дає можливiсть розвинути послiдовну фi-

зичну теорiю без порушення фундаментальних фiзичних законiв та

принципiв; розв’язання проблеми опису макроскопiчних тiл та пробле-

ми порушення слабкого принципу еквiвалентностi в рамках деформо-

ваних алгебр; знаходження впливу особливостей структури простору

на планкiвських масштабах на властивостi класичних i квантових си-

стем та виявлення фiзичних систем найбiльш чутливих до квантовано-

стi простору; оцiнка величини кванта простору; встановлення зв’язку

нулiв кореляцiйних функцiй бозе-газу у квантованому просторi з ну-

лями статистичної суми та знаходження можливостей спостереження

нулiв Лi-Янга та нулiв Фiшера на експериментi.

Для досягнення мети дослiдження поставлено такi задачi: побу-

дувати iнварiантну вiдносно iнверсiї часу, сферично-симетричну не-

комутативну алгебру, яка є еквiвалентна до некомутативної алгебри

канонiчного типу; знайти вирази для спектрiв двочастинкової системи

з кулонiвською взаємодiєю (атом водню, екзотичнi атоми) та систе-

ми взаємодiючих гармонiчних осциляторiв у сферично-симетричному

квантованому фазовому просторi канонiчного типу; розв’язати про-

блему кiнематичних змiнних у просторi Снайдера, у некомутативно-

му фазовому просторi канонiчного типу, у просторi з деформацiєю-

кручення; встановити особливостi опису руху макроскопiчного тiла в

рамках алгебри Снайдера, алгебри з некомутативнiстю координат та

некомутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу, некомутативної алгебри

Лi типу, алгебри з деформацiєю-кручення; дослiдити вплив кванто-

ваностi простору на рух системи Сонце-Земля-Мiсяць та проаналiзу-

вати виконання слабкого принципу еквiвалентностi; знайти умови на
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параметри деформованих алгебр, якi дозволяють зберегти принцип

еквiвалентностi; знайти вплив мiнiмальної довжини на змiщення пе-

ригелiю Меркурiю та на основi порiвняння отриманих результатiв iз

експериментальними даними отримати оцiнку величини кванта про-

стору; обчислити кореляцiйнi функцiї бозе газу у просторi з мiнiмаль-

ною довжиною та мiнiмальним iмпульсом (q-деформований бозе-газ)

та встановити iх зв’язок з нулями статистичної суми; дослiдити мо-

жливостi експериментального спостереженя нулiв статистичної суми

(нулiв Лi-Янга, нулiв Фiшера) для спiнових та бозе-систем.

Об’єктом дослiдження є квантований простiр, який описується

деформованими комутацiйними спiввiдношеннями для координат та

iмпульсiв; класичнi та квантовi системи у квантованому просторi, ко-

реляцiйнi функцiї та нулi статистичної суми бозе-газу у просторi з

мiнiмальною довжиною та мiнiмальним iмпульсом.

Предметом дослiдження є симетрiйнi властивостi квантованого

простору, вплив квантованостi простору на властивостi класичних та

квантових систем, можливостi експериментального спостереження ну-

лiв статистичної суми.

Методи дослiдження. Запропоновано метод дослiдження фiзи-

чних систем у сферично-симетричному квантованому фазовому про-

сторi канонiчного типу, в основi якого лежить знаходження усередне-

ного за додатковими ступенями вiльностi гамiльтонiану системи. Для

знаходження поправок до енергетичних рiвнiв фiзичних систем, зу-

мовлених квантованiстю простору, у роботi використано метод теорiї

збурень, а також метод представлення координат та iмпульсiв, якi за-

довольняють деформованi комутацiйнi спiввiдношення, за допомогою

координат та iмпульсiв, для яких виконуються звичнi комутацiйнi спiв-

вiдношення. Для обчислення нулiв статистичної суми у квантованому
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(q-деформованому) просторi, а також у звичному просторi були вико-

ристанi чисельнi методи розв’язку алгебраїчних рiвнянь.

У першому роздiлi розглянуто деформованi алгебри для опе-

раторiв координат та операторiв iмпульсiв, якi описують квантований

простiр. Детально проаналiзовано основнi типи деформацiй комута-

цiйних спiввiдношень, а саме деформацiї канонiчного типу, Лi типу,

нелiнiйнi деформацiї.

У другому роздiлi представлено результати з дослiджень руху

макроскопiчного тiла у просторах з нелiнiйною деформацiєю кому-

тацiйних спiввiдношень для координат та iмпульсiв (простiр з алге-

брою Снайдера, простiр з алгеброю Кемпфа). Ми знайшли умови на

параметри деформацiї при яких розв’язується проблема опису руху

макроскопiчного тiла, вiдома у лiтературi, як проблема футбольно-

го м’яча, зберiгаються властивостi кiнетичної енергiї, вiдновлюється

слабкий принцип еквiвалентностi, координати не залежать вiд маси та

можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi.

У третьому роздiлi дослiджено мiнiмальну довжину у некому-

тативному фазовому просторi канонiчного типу. Проаналiзовано пред-

ставлення для некомутативних координат та некомутативних iмпуль-

сiв та запропоновано умову на параметри некомутативної алгебри при

яких координати не залежать вiд маси, а iмпульси пропорцiйнi до ма-

си. Знайдено вплив некомутативностi iмпульсiв на траєкторiю руху

вiльної частинки та проаналiзовано особливостi руху системи вiль-

них частинок у квантованому фазовому просторi канонiчного типу.

Запропоновано означення iмпульсу центра мас, який є iнтегралам ру-

ху. Розв’язано проблему опису руху макроскопiчного тiла у шестиви-

мiрному квантованому фазовому просторi канонiчного типу. Знайдено

верхнi межi для параметрiв координатної та iмпульсної некомутатив-
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ностей на основi дослiдження зсуву перигелiю Меркурiю з врахува-

нням особливостей опису руху макроскопiчного тiла у квантованому

просторi. Отримано вираз для спектру системи двох частинок з осци-

ляторною взаємодiєю. Дослiджено виконання принципу еквiвалентно-

стi для Землi та Мiсяця у гравiтацiйному полi Сонця. Знайдено умови

на параметри некомутативної алгебри при яких вiдновлюється слаб-

кий принцип еквiвалентностi.

Четвертий роздiл присвячено дослiдженням симетрiї вiдносно

iнверсiї часу у просторi з некомутативнiстю координат та некомута-

тивнiстю iмпульсiв. У роздiлi розглянуто рух по колу у некомутатив-

ному фазовому просторi канонiчного типу та показано, що перiод ру-

ху залежить вiд його напрямку. Також дослiджено перетворення для

некомутативних координат та некомутативних iмпульсiв при iнверсiї

часу. Встановлено, що цi перетворення залежать вiд представлення.

На основi iдеї залучення додаткових iмпульсiв побудовано iнварiантну

вiдносно iнверсiї часу, сферично-симетричну некомутативну алгебру,

яка є еквiвалентна до некомутативної алгебри канонiчного типу.

У п’ятому роздiлi розглянуто сферично-симетричний некому-

тативний фазовий простiр канонiчного типу. Дослiджено мiнiмальну

довжину та мiнiмальний iмпульс у такому просторi. Розв’язано про-

блему опису руху системи багатьох частинок. Знайдено енергетичнi

рiвнi системи двох частинок з кулонiвською взаємодiєю та на основi

отриманих результатiв проаналiзовано вплив некомутативностi коор-

динат та некомутативностi iмпульсiв на спектри атома водню, мюонно-

го атома водню, антипротонного гелiю. Встановлено, що дослiдження

спектру антипротонного гелiю вiдкриває можливостi для покращення

оцiнки для мiнiмальної довжини. Знайдено енергетичнi рiвнi симетри-

чної мережi осциляторiв у однорiдному полi та ланцюжка осцилято-
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рiв у некомутативному фазовому просторi зi сферичною симетрiєю.

Встановлено, що некомутативнiсть координат та некомутативнiсть iм-

пульсiв впливають на частоти систем. На основi отриманих результа-

тiв дослiджено також енергетичнi рiвнi систем частинок з осцилятор-

ною взаємодiєю. Встановлено, що некомутативнiсть iмпульсiв зумов-

лює дискретнiсть спектру центра мас цих систем. Знайдено класичнi

та квантовi рiвняння руху частинки в гравiтацiйному полi у сферично-

симетичному квантованому фазовому просторi та запропоновано ви-

рази для тензорiв некомутативностi, при яких вiдновлюється слабкий

принцип еквiвалентностi.

У шостому роздiлi розглянуто систему багатьох частинок у

просторах з рiзними некомутативними алгебрами Лi типу (комутатор

координат пропорцiйний часу, комутатор координат пропорцiйний ко-

ординатi, узагальнена некомутативна алгебра Лi типу). Дослiджено

особливостi некомутативної алгебри для координат та iмпульсiв цен-

тра мас та встановлено умови на параметри некомутативностi при

яких некомутативна алгебра для координат та iмпульсiв центра мас

вiдповiдає некомутативнiй алгебрi Лi типу. Також у роздiлi розв’язано

проблему порушення принципу еквiвалентностi у просторi з некому-

тативнiстю Лi типу. Знайдено, що отриманi результати можуть бути

узагальненi на випадок алгебри з деформацiєю кручення.

У сьомому роздiлi розглянуто нелiнiйну деформовану алгебу

для операторiв координат та iмпульсiв, яка описує простiр з мiнiмаль-

ною довжиною та мiнiмальним iмпульсом, а також пов’язана з q-дефор-

мованою алгеброю для операторiв породження та знищення. Дослi-

джено кореляцiйнi функцiї бозе-газу у квантованому просторi (q-де-

формованого бозе-газу) та встановлено зв’язок нулiв цих функцiй з

нулями статистичної суми при комплекснiй температурi (нулi Фiше-
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ра). У роздiлi також знайдено, що подiбний зв’язок нулiв кореляцiй-

них функцiй iз нулями статистичної суми (нулями Лi-Янга) iснує для

бозе-газу у звичному просторi та спiнових систем.

Дисертацiйна робота завершується Висновками, Списком ви-

користаних джерел i Додатком зi списком публiкацiй за темою

дисертацiї та вiдомостями про апробацiю результатiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. У роботi дослiдже-

но фiзичнi системи в рамках рiзних деформацiй комутацiйних спiввiд-

ношень для координат та iмпульсiв. Встановлено ефекти квантовано-

стi простору у властивостях фiзичних систем та знайдено оцiнки для

величини кванта простору. Вперше отримано такi результати:

1. Розв’язано проблеми порушення властивостей кiнетичної енергiї,

опису руху макроскопiчного тiла, порушення принципу еквiвален-

тностi у просторi з алгеброю Снайдера та у просторi з алгеброю

Кемпфа у всiх порядках за параметрами деформацiї.

2. Знайдено вирази для мiнiмальної довжини у шестивимiрному не-

комутативному фазовому просторi канонiчного типу на основi роз-

в’язкiв задачi на власнi значення для оператора квадрата довжи-

ни.

3. У некомутативному фазовому просторi канонiчного типу запро-

поновано залежностi параметрiв координатної та iмпульсної неко-

мутативностей вiд маси при яких некомутативнi координати мо-

жуть розглядатися, як кiнематичнi змiннi; некомутативнi iмпуль-

си пропорцiйнi до маси; iмпульс центра мас може бути означений,

як iнтеграл руху; траєкторiя вiльної частинки не залежить вiд її

маси; виконується слабкий принцип еквiвалентностi, зберiгаються

властивостi кiнетичної енергiї.
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4. Отримано точний вираз для спектру системи двох частинок з

осциляторною взаємодiєю у чотиривимiрному некомутативному

фазовому просторi канонiчного типу.

5. Встановлено та проаналiзовано вплив некомутативностi коорди-

нат та некомутативностi iмпульсiв канонiчного типу на параметр

Етвеша для Землi та Мiсяця.

6. Отримано оцiнку для мiнiмального iмпульсу у некомутативному

фазовому просторi канонiчного типу, яка щонайменше на 10 по-

рядкiв покращує результати, представленi у лiтературi.

7. Знайдено та дослiджено точний вираз для перiоду руху по колу

у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу.

8. Побудовано iнварiантну вiдносно iнверсiї часу сферично-симетрич-

ну алгебру з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю

iмпульсiв, яка є еквiвалентна до некомутативної алгебри канонi-

чного типу та не зумовлює порушення слабкого принципу еквiва-

лентностi.

9. Знайдено вираз для мiнiмальної довжини та мiнiмального iмпуль-

су у сферично-симетричному некомутативному фазовому просто-

рi з точнiстю до другого порядку за параметрами некомутатив-

ностi.

10. Встановлено вплив некомутативностi координат та некомутатив-

ностi iмпульсiв на спектри симетричної мережi осциляторiв в одно-

рiдному полi, ланцюжка осциляторiв.

11. Показано, що дослiдження енергетичних рiвнiв антипротонного

гелiю вiдкриває можливiсть покращити оцiнки величини параме-
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тра координатної некомутативностi.

12. Вiдновлено слабкий принцип еквiвалентностi та розв’язано про-

блему опису руху макроскопiчного тiла у просторi з некомутатив-

ною алгеброю Лi типу та у просторi з деформацiєю кручення.

13. Знайдено зв’язки нулiв кореляцiйних функцiй бозе-газу у просторi

з мiнiмальною довжиною та мiнiмальним iмпульсом (q-деформо-

ваного бозе-газу), взаємодiючого бозе-газу та спiнових систем iз

нулями статистичної суми (нулi Фiшера, нулi Лi-Янга). Отриманi

результати вiдкривають новi можливостi спостереження цих нулiв

на експериментi.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати,

представленi у роботi, є важливими для подальших дослiджень фi-

зичних систем у квантованому просторi. Зокрема, умови на параме-

три деформованих алгебр, якi пов’язують їх з масами, дають можли-

вiсть розв’язати фундаментальнi проблеми (порушення принципу еквi-

валентностi, проблеми макроскопiчного тiла) у некомутативному про-

сторi канонiчного типу, некомутативному просторi Лi типу, у просто-

рi з нелiнiйною деформацiєю алгебри Гайзенберґа. Це обґрунтовує їх

використання у подальших дослiдженнях ефектiв квантованостi про-

стору у властивостях фiзичних систем. Розв’язок проблеми опису руху

макроскопiчних тiл у просторах з деформованими комутацiйними спiв-

вiдношеннями для координат та iмпульсiв, знайдений у роботi, може

бути основою для подальших дослiджень впливу особливостей стру-

ктури простору на планкiвських масштабах на властивостi систем ба-

гатьох частинок. Висновки про значний вплив iмпульсної некомута-

тивностi на рух макроскопiчних тiл, значний вплив координатної не-

комутативностi на спектр антипротонного атома гелiю є важливими
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для покращення оцiнок мiнiмальної довжини та мiнiмального iмпуль-

су, а також для подальшого пошуку можливостей експериментально-

го пiдтвердження теорiї квантованого простору, побудованої на основi

iдеї про некомутативнiсть координат та некомутативнiсть iмпульсiв.

Зв’язок нулiв кореляцiйних функцiй iз нулями статистичної суми вiд-

криває новi можливостi для експериментального спостереження нулiв

Фiшера та нулiв Лi-Янга, якi мають фундаментальну важливiсть у

статистичнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Усi оригiнальнi результати, ви-

кладенi в дисертацiї, автор отримала самостiйно або при своїй без-

посереднiй участi. Роботи [40–47] є одноосiбними. У роботах [48–64]

виконаних зi спiвавторами, здобувачцi належить:

• дослiдження проблеми порушення симетрiї вiдносно iнверсiї часу

у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу, побудо-

ва некомутативної алгебри зi сферичною симетрiєю та симетрiєю

вiдносно iнверсiї часу [48];

• встановлення особливостей опису руху системи багатьох частинок

у шестивимiрному некомутативному фазовому просторi канонi-

чного типу; знаходження умов на параметри некомутативностей,

при яких зберiгається принцип еквiвалентностi; оцiнка мiнiмаль-

ного iмпульсу [49];

• розв’язання проблеми опису руху макроскопiчного тiла у просторi

з алгеброю Кемпфа [50];

• розв’язання проблем порушення властивостей кiнетичної енергiї,

кiнематичних змiнних, опису руху макроскопiчного тiла у про-

сторi з алгеброю Снайдера; оцiнка величини параметра деформа-

цiї [51];
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• дослiдження зв’язку нулiв двочасових спiнових кореляцiйних фун-

кцiй з нулями Лi-Янга [52];

• встановлення особливостей опису системи багатьох частинок та

знаходження поправок до спектрiв екзотичних атомiв у сферично-

симетричному некомутативному фазовому просторi [53];

• означення iмпульсу центра мас, як iнтеграла руху; знаходження

та аналiз рiвнянь руху системи вiльних частинок у некомутатив-

ному фазовому просторi [54];

• знаходження енергетичних рiвнiв вiльної частинки та виразу для

мiнiмальної довжини у сферично-симетричному некомутативно-

му фазовому просторi [55];

• встановлення впливу некомутативностi координат та некомута-

тивностi iмпульсiв на рух системи Сонце-Земля-Мiсяць [56];

• дослiдження зв’язку нулiв двочасових кореляцiйних функцiй та

нулiв Лi-Янга для взаємодiючого бозе-газу [57];

• розв’язання проблем опису руху центра мас системи багатьох ча-

стинок, порушення принципу еквiвалентностi, порушення власти-

востей кiнетичної енергiї у некомутативному фазовому просто-

рi [58];

• побудова сферично-симетричної алгебри з некомутативнiстю ко-

ординат та некомутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу; оцiнка

величин параметрiв координатної та iмпульсної некомутативно-

стей [59];

• дослiдження зв’язку нулiв кореляцiйних функцiй q-деформованого

бозе-газу з нулями Фiшера [60];
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• знаходження точного виразу для спектру двочастинкової системи

з осциляторною взаємодiєю у некомутативному просторi канонi-

чного типу [61];

• отримання та дослiдження квантових рiвнянь руху для частинки

у гравiтацiйному полi, класичних рiвнянь руху для макроскопi-

чного тiла у гравiтацiйному полi у сферично-симетричному неко-

мутативному просторi [62];

• знаходження виразiв для мiнiмальної довжини у шестивимiрному

некомутативному фазовому просторi канонiчного типу [63];

• дослiдження особливостей алгебри для координат та iмпульсiв

центра мас та вiдносного руху у сферично-симетричному неко-

мутативному просторi [64].

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, ви-

кладених в дисертацiї, автор представляла особисто на таких конфе-

ренцiях:

• The 5th Conference ”Statistical Physics: Modern Trends and Appli-

cations”, dedicated to the 110th anniversary of the birth of M.M.

Bogolyubov, 3-6 July 2019 (Lviv) [65];

• 19-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi

статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, 13-14 черв-

ня 2019 р. (Львiв) [66];

• Мiжнародна конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоре-

тичної та експериментальної фiзики ”Еврика-2019”, 14-16 травня

2019 р. (Львiв) [67,68];

• Рiздвянi дискусiї 10-11 сiчня 2019 р. (Львiв) [69];
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• Workshop on Current Problems in Physics, 03-04 July 2018 (Lviv)

[70];

• 18-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi

статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, 7-8 червня

2018 р. (Львiв) [71];

• Рiздвянi дискусiї 11-12 сiчня 2018 р. (Львiв) [72];

• Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Góra - Lviv,

October 16-19, 2017 (Zielona Góra, Poland) [73];

• IX наукова конференцiя "Вибранi питання астрономiї та астро-

фiзики присвячена пам’ятi Богдана Бабiя (1936-1993), 1-5 жовтня

2018 р. (Львiв) [74];

• Мiжнародна конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоре-

тичної та експериментальної фiзики ”Еврика-2017”, 16-18 травня

2017 р. (Львiв) [75];

• Рiздвянi дискусiї 11-12 сiчня 2017 р. (Львiв) [76];

Результати роботи також були представленi на наукових семiна-

рах у Вiденському унiверситетi (Vienna Theory Lunch Seminar,

December 12th, 2017), у Iнститутi теоретичної фiзики iменi М. М.

Боголюбова (25 жовтня 2018 р.), а також неодноразово обговорю-

валися на наукових семiнарах кафедри теоретичної фiзики Львiв-

ського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у двад-

цяти чотирьох журнальних статтях [40–46, 48–64], роздiлах моногра-

фiї [47] (роздiл 1 (пiдроздiл 1.3), роздiл 4, роздiл 5 (пiдроздiл 5.3),

роздiл 8) та дванадцяти тезах доповiдей на конференцiях [65–76].
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Роздiл 1

Деформацiї комутацiйних

спiввiдношень для операторiв

координат та iмпульсiв

1.1 Вступ

Значне зростання зацiкавленостi до iдеї про деформацiю комутацiй-

них спiввiдношень у останнi роки зумовлене розвитком теорiї струн та

теорiї квантової гравiтацiї (див., для прикладу, [10–16]). Дослiдження

з цих теорiй передбачають iснування ненульової мiнiмальної невизна-

ченостi координати, мiнiмальної довжини, величина якої є порядку

планкiвської довжини.

Рiзнi деформованi алгебри було запропоновано для опису кван-

тованого простору (простору з мiнiмальною довжиною). Цi алгебри

можуть бути подiленi на три типи, а саме: некомутативнi алгебри ка-

нонiчного типу (комутатори координат та комутатори iмпульсiв до-

рiвнюють константам), некомутативнi алгебри Лi типу (комутатори

координат та iмпульсiв дорiвнюють лiнiйним функцiям координат та

iмпульсiв) та нелiнiйнi деформованi алгебри (комутатори координат та

iмпульсiв дорiвнюють нелiнiйним функцiям координат та iмпульсiв).

Iдея про те, що комутацiйнi спiввiдношення для координат та iм-

пульсiв можуть бути деформованими, була запропонована Гайзенбер-
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ґом для вирiшення проблеми ультрафiолетових розбiжностей у кван-

товiй теорiї поля [77, 78]. У 1947 роцi ця iдея була оформлена Снай-

дером у його роботi [20]. Алгебра Снайдера характеризується такими

спiввiдношеннями:

[Xµ, Xµ] = i~β2Jµν, (1.1)

[Xi, Pj] = i~(ηµν + β2PµPν), (1.2)

[Pµ, Pν] = 0, (1.3)

де Jµν – генератори Лоренца, β – константа, ν, µ = (0, 1, 2, 3), ηµν –

метричний тензор, [ηµν] = diag(−1, 1, 1, 1). У нерелятивiстському ви-

падку алгебра Снайдера має такий вигляд:

[Xi, Xj] = i~β2(PjXi − PiXj), (1.4)

[Xi, Pj] = i~(δij + β2PiPj), (1.5)

[Pi, Pj] = 0, (1.6)

тут i, j = (1, 2, 3) (див., для прикладу, [79–83]).

У цьому роздiлi ми представляємо добре вiдомi у лiтературi де-

формованi алгебри, якi описують квантований простiр. Пiдроздiл 1.2

присвячено некомутативним алгебрам канонiчного типу. У пiдроздi-

лi 1.3 розглянуто рiзнi випадки алгебр з некомутативнiстю Лi типу.

У пiдроздiлi 1.4 представлено алгебри з нелiнiйною деформацiєю, якi

описують простiр з мiнiмальною довжиною.

1.2 Некомутативнi алгебри канонiчного типу

Найпростiшою алгеброю, яка описує квантований простiр, є некомута-

тивна алгебра канонiчного типу. У двовимiрному випадку ця алгебра



44

має такий вигляд:

[X1, X2] = i~θ, (1.7)

[X1, P1] = [X2, P2] = i~, (1.8)

[P1, P2] = [X1, P2] = [X2, P1] = 0, (1.9)

де θ – константа, яку називають параметром координатної некомута-

тивностi, [84–88]. Величина ~θ має розмiрнiсть площi. Iз (1.7) випливає

таке спiввiдношення невизначеностей для координат

∆X1∆X2 ≥
~|θ|

2
, (1.10)

де використано позначення

∆Xi =
√

⟨∆X2
i ⟩. (1.11)

У просторi з некомутативними координатами (1.7) iснує мiнiмальна

довжина
√
~|θ| та мiнiмальна площа ~|θ| [63, 89].

Координати та iмпульси, якi задовольняють комутацiйнi спiввiд-

ношення (1.7)-(1.9), можуть бути представленi через координати та

iмпульси xi, pi, для яких виконуються звичнi комутацiйнi спiввiдно-

шення:

[xi, xj] = 0, (1.12)

[xi, pj] = i~δij, (1.13)

[pi, pj] = 0, (1.14)

i, j = (1, 2). Це представлення має такий вигляд:

X1 = x1 − q̃θp2, (1.15)

X2 = x2 + (1 − q̃)θp1, (1.16)

P1 = p1, P2 = p2, (1.17)
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де q̃ – константа, яка може бути вибрана довiльно. Зручно використо-

вувати симетричне представлення. А саме у випадку, коли q = 1/2,

маємо:

X1 = x1 −
θ

2
p2, (1.18)

X2 = x2 +
θ

2
p1, (1.19)

(див., для прикладу, [90,91]).

Важливо вiдзначити, що некомутативнiсть координат виникає у

задачi про рух частинки у сильному магнiтному полi. А саме, частинка

з зарядом e у сильному магнiтному полi B, напрям якого збiгається з

вiссюX3, рухається на некомутативнiй площинi. Координати частинки

задовольняють спiввiдношення [X1, X2] = −i~c/eB, де c – швидкiсть

свiтла [78,92–95].

У бiльш загальному випадку, спiввiдношення некомутативної ал-

гебри мають такий вигляд:

[Xi, Xj] = i~θij, (1.20)

[Xi, Pj] = i~(δij + σij), (1.21)

[Pi, Pj] = i~ηij, (1.22)

де θij, ηij – елементи сталих антисиметричних матриць, якi назива-

ють параметрами координатної некомутативностi та параметрами iм-

пульсної некомутативностi, вiдповiдно, σij – константи, i, j = (1, 2, 3)

[21–25, 96–101]. Параметри σij залежать вiд параметрiв некомутатив-

ностi θij, ηij, що випливає з тотожностi Якобi.

Iз симетричного представлення для координат та iмпульсiв, якi
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задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (1.20), (1.22):

Xi = xi −
1

2

∑
j

θijpj, (1.23)

Pi = pi +
1

2

∑
j

ηijpj, (1.24)

(координати xi та iмпульси pi задовольняють звичнi комутацiйнi спiв-

вiдношення (1.12)-(1.14)) випливає, що параметри σij визначаються як

σij =
∑
k

θikηjk
4

, (1.25)

(див., для прикладу, [99,102]).

У некомутативному просторi канонiчного типу сферична симетрiя

не зберiгається. Некомутативна алгебра (1.20)-(1.22) з параметрами θij,

ηij, σij, якi є константами, не є iнварiантна вiдносно поворотiв [33, 34,

103,104].

Вiдомi рiзнi сферично-симетричнi алгебри з некомутативнiстю ко-

ординат [32–34,105]. Зокрема, багато уваги придiлялося вивченням ал-

гебр з координатно-залежною некомутативнiстю [32, 106–111], якi ха-

рактеризуються тим, що комутатор координат дорiвнює функцiї цих

координат. Найпростiшою алгеброю з координатно-залежною некому-

тативнiстю є некомутативна алгебра Лi типу (ця алгебра буде детально

розглянута у наступному пiдроздiлi). Також багато робiт присвячено

дослiдженню алгебри зi спiновою некомутативнiстю координат, яка ха-

рактеризується такими спiввiдношеннями:

[Xi, Xj] = i~θ2εijksk, (1.26)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.27)
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[Pi, Pj] = 0, (1.28)

[si, sj] = i~θεijksk, (1.29)

[Xi, sj] = i~θεijksk, (1.30)

де θ – параметри некомутативностей, якi є константами, si – компо-

ненти оператора спiну (див., для прикладу, [112–117]).

Важливо зауважити, що у випадку, коли параметри координатної

некомутативностi θij не є константами, а залежать вiд операторiв ко-

ординат чи вiд спiнових операторiв, порушується спiввiдношення:

[θij, Xk] = [θij, Pk] = 0, (1.31)

яке характерне для некомутативної алгебри канонiчного типу (1.20)-

(1.22) з ηij = σij = 0. Тому алгебри з координатно-залежною некому-

тативнiстю, чи алгебри зi спiновою некомутативнiстю не є еквiвален-

тними до некомутативної алгебри (1.20)-(1.22) з ηij = σij = 0. Крiм

того, варто вiдзначити, що у випадку координатно-залежної некому-

тативностi маємо проблему порушення iнварiантностi алгебри вiдно-

сно трансляцiй. Залучення спiнових операторiв для побудови алгебри

(1.26)-(1.30) вносить додатковi труднощi у дослiдження. Для прикла-

ду, у випадку, коли оператори si є операторами спiна-1/2, при до-

слiдженнi квантових задач у просторi зi спiновою некомутативнiстю

(1.26)-(1.30) є необхiднiсть розглядати двокомпонентну хвильову фун-

кцiю.

Проблема побудови некомутативної алгебри, яка є сферично-симе-

трична та еквiвалентна некомутативнiй алгебрi канонiчного типу, ви-

вчалася у роботах [105, 118–120]. Для розв’язання цiєї проблеми ав-

тор статей [105,118,119] запропонував розглядати оператор координа-

тної некомутативностi θlm, який комутує з координатами та iмпуль-
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сами, а також означати iмпульс πjk, спряжений до цього оператора.

Сферично-симетрична алгебра, запропонована у [105, 118, 119] має та-

кий вигляд:

[xi, xj] = iθij, [xi, pj] = iδij, [pi, pj] = 0, (1.32)

[θlm, θjk] = 0, [θlm, πjk] = i(δljδ
m
k − δlkδ

m
j ). (1.33)

У роботi [120] побудовано сферично-симетричну алгебру з некому-

тативнiстю координат канонiчного типу, розглянувши iдею залучення

додаткових координат ai, якi вiдповiдають сферично-симетричнiй си-

стемi, для прикладу гармонiчному осцилятору. Сферично-симетрична

алгебра канонiчного типу має такий вигляд:

[Xi, Xj] = iεijkl0ak, (1.34)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.35)

[Pi, Pj] = 0, (1.36)

де координати ai та спряженi до них iмпульси pai задовольняють звичнi

спiввiдношення:

[ai, aj] = [pai , p
a
j ] = 0, (1.37)

[ai, p
a
j ] = i~δij, (1.38)

а також комутують з координатами та iмпульсами Xi, Pi [120].

У наступному пiдроздiлi розглянуто випадок, коли комутатори

для координат пропорцiйнi координатi. У пiдроздiлi вивчаються рiзнi

некомутативнi алгебри Лi типу.
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1.3 Некомутативнi алгебри Лi типу

Багато робiт присвячено вивченням некомутативної алгебри Лi типу

(див. для прикладу [26–29, 121–127], та посилання в них). Ця алгебра

характеризується такими спiввiдношеннями:

[Xi, Xj] = i~θkijXk, (1.39)

де константи θkij антисиметричнi за нижнiми iндексами параметри не-

комутативностi.

В залежностi вiд вибору констант θkij розрiзняють випадки, коли

комутатор координат пропорцiйний часу:

[Xi, Xj] =
i~t
κ

(δiρδjτ − δiτδjρ) , (1.40)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.41)

[Pi, Pj] = 0, (1.42)

(iндекси ρ, τ є фiксованi та рiзнi i, j = (1, 2, 3), κ – параметр [26,128]),

комутатор координат пропорцiйний координатi

[Xk, Xγ] = i~
Xl

κ̃
, [Xl, Xγ] = −i~Xk

κ̃
, (1.43)

[Pk, Xγ] = i~
Pl

κ̃
, [Pl, Xγ] = −i~Pk

κ̃
, (1.44)

[Xi, Pj] = i~δij, [Xγ, Pγ] = i~, (1.45)

[Xk, Xl] = [Pm, Pn] = 0, (1.46)

(iндекси k, l, γ є фiксованi та рiзнi k, l, γ = (1, 2, 3), i ̸= γ, j ̸= γ,

m,n = (1, 2, 3), κ̃ – константа [26]).

У бiльш загальному випадку некомутативна алгебра Лi типу ха-



50

рактеризується такими спiввiдношеннями

[Xi, Xj] = i~(θ0ijt+ θkijXk), (1.47)

[Xi, Pj] = i~(δij + θ̄kijXk + θ̃kijPk), (1.48)

[Pi, Pj] = 0, (1.49)

де i, j, k = (1, 2, 3). Параметри θ0ij, θkij, θ̄kij, θ̃kij є антисиметричними

вiдносно нижнiх iндексiв. Зауважимо, що комутатор координат та часу

дорiвнює нулю [121]. Iз тотожностi Якобi випливає, що ми не можемо

розглядати довiльнi параметри θ0ij, θkij, θ̄kij, θ̃kij. Дослiджуючи рiвняння

на θ0ij, θkij, θ̄kij, θ̃kij , якi випливають з тотожностi Якобi, у роботi [121]

запропоновано два типи некомутативних алгебр:

[Xk, Xγ] = i~
(
− t

κ
+
Xl

κ̃

)
, [Xl, Xγ] = i~

(
t

κ
− Xk

κ̃

)
, (1.50)

[Xk, Xl] = i~
t

κ
, [Pk, Xγ] = i~

Pl

κ̃
, (1.51)

[Pl, Xγ] = −i~Pk

κ̃
, [Xi, Pj] = i~δij, (1.52)

[Xγ, Pγ] = i~, [Pm, Pn] = 0, (1.53)

та

[Xk, Xγ] = i~
(
− t

κ
+
Xl

κ̃

)
, [Xl, Xγ] = i~

(
t

κ
− Xk

κ̃

)
, (1.54)

[Pk, Xγ] = i~
(
Xl

κ̄
+
Pl

κ̃

)
, [Pl, Xγ] = i~

(
Xk

κ̄
− Pk

κ̃

)
, (1.55)

[Xi, Pj] = i~δij, [Xγ, Pγ] = i~, (1.56)

[Xk, Xl] = [Pm, Pn] = 0, (1.57)
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де iндекси k, l, γ є рiзнi та фiксованi. Алгебра (1.50)-(1.53) може бути

отримана iз узагальненої алгебри Лi типу (1.47)-(1.49), поклавши

θ0kl = −θ0kγ =
1

κ
, (1.58)

θ0lγ =
1

κ
(1.59)

θlkγ = −θklγ = θ̃lkγ = −θ̃klγ =
1

κ̃
. (1.60)

Алгебра (1.54)-(1.57) вiдповiдає такому вигляду параметрiв:

θ0lγ = −θ0kγ =
1

κ
, (1.61)

θlkγ = −θklγ =
1

κ̃
, (1.62)

θ̃lkγ = −θ̃klγ = θ̄lkγ = −θ̄klγ =
1

κ̄
. (1.63)

У бiльш загальному випадку комутатори для координат та iмпуль-

сiв можуть бути нелiнiйними функцiями цих координат та iмпульсiв.

У наступному пiдроздiлi представлено нелiнiйнi деформованi алгебри,

якi описують простiр з мiнiмальною довжиною.

1.4 Нелiнiйнi деформованi алгебри

Важливим передбаченням теорiї струн та теорiї квантової гравiтацiї є

узагальнене спiввiдношення невизначеностей

∆X ≥ ~
2

(
1

∆P
+ β∆P

)
, (1.64)

де β – константа (β ≥ 0), ∆X та ∆P визначаються як

∆X =
√
⟨∆X2⟩, (1.65)

∆P =
√

⟨∆P 2⟩. (1.66)
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Зауважимо, що ми зберiгаємо позначення, прийнятi у лiтературi. Па-

раметри β у (1.64) та (1.4)-(1.6) є рiзними. Iз нерiвностi (1.64) випливає,

що мiнiмальна невизначенiсть координати не дорiвнює нулю. Маємо:

∆Xmin = ~
√
β. (1.67)

Вважається, що ∆Xmin є порядку довжини Планка lP =
√
~G/c3 =

1.6 × 10−35м (див., для прикладу, [12]).

Узагальнене спiввiдношення невизначеностей (1.64) можна отри-

мати, розглянувши деформацiю комутацiйних спiввiдношень для опе-

раторiв координати та iмпульсу

[X,P ] = i~(1 + βP 2). (1.68)

Параметр β називають параметром деформацiї [129–131]. У границi

β → 0 спiввiдношення (1.68) переходить у звичне комутацiйне спiввiд-

ношення [X,P ] = i~.

Координати та iмпульси, якi задовольняють деформоване спiв-

вiдношення (1.68), можуть бути представленi через координати та iм-

пульси x, p, для яких виконується звична рiвнiсть [x, p] = i~. А саме,

справедливим є таке представлення:

X = x, (1.69)

P =
1√
β

tg(
√
βp). (1.70)

Бiльш загальна деформацiя комутацiйних спiввiдношень з додан-

ками квадратичними за координатою та iмпульсом

[X,P ] = i~(1 + αX2 + βP 2), (1.71)

(де α, β – константи, α ≥ 0, β ≥ 0, αβ < ~−2) описує квантований

простiр з мiнiмальними невизначеностями координати та iмпульсу, якi
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мають вигляд:

∆X0 = ~

√
β

1 − ~2αβ
, ∆P0 = ~

√
α

1 − ~2αβ
. (1.72)

(див. [131–135]). Алгебра (1.71) з β = 0, а також бiльш загальна алге-

бра

[X,P ] = i~g(X), (1.73)

(g(X) – функцiя деформацiї) описують частинку з масою залежною

вiд координати [134,136,137].

Одновимiрна деформована алгебра (1.68) була узагальнена Кем-

пфом на випадки бiльших вимiрностей

[Xi, Xj] = i~
(2β − β′) + (2β + β′)βP 2

1 + βP 2
(PiXj − PjXi), (1.74)

[Xi, Pj] = i~(δij(1 + βP 2) + β′PiPj), (1.75)

[Pi, Pj] = 0, (1.76)

тут β ≥ 0, β′ ≥ 0 – параметри деформацiї [17] (див. також [18, 19,

129, 138–144]). Деформацiя комутацiйних спiввiдношень (1.74)-(1.76)

приводить до iснування мiнiмальної довжини, яка визначається вели-

чинами параметрiв деформацiї ~
√
β + β′.

Алгебру (1.74)-(1.76) можна узагальнити як

[Xi, Xj] = G(P 2)(XiPj −XjPi), (1.77)

[Xi, Pj] = f(P 2)δij + F (P 2)PiPj, (1.78)

[Pi, Pj] = 0. (1.79)

У роботi [145] знайдено, що з тотожностi Якобi випливає таке спiввiд-
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ношення для функцiй G(P 2), F (P 2), f(P 2)

f(F −G) − 2f ′(f + FP 2) = 0, (1.80)

f ′ =
∂f

∂P 2
. (1.81)

Варто вiдзначити, що для опису квантованого простору було роз-

глянуто рiзнi функцiї деформацiй [146–154]. Для прикладу, поклавши

f = 1 + βP 2, F = β′, отримаємо, що спiввiдношення (1.77)-(1.79) вiд-

творюють спiввiдношення алгебри (1.74)-(1.76). Якщо f = 1, F = β2,

алгебра (1.77)-(1.79) вiдповiдає нерелятивiстськiй алгебрi Снайдера

(1.4)-(1.6). Розглянувши функцiї f =
√

1 + βP 2, F = β
√

1 + βP 2,

побудуємо алгебру з комутативними координатами та комутативними

iмпульсами [155]

[Xi, Xj] = [Pi, Pj] = 0, (1.82)

[Xi, Pj] = i~
√

1 + βP 2(δij + βPiPj). (1.83)

Зауважимо, що алгебру з комутативними координатами та комутатив-

ними iмпульсами можна також отримати з спiввiдношень (1.74)-(1.76),

поклавши β′ = 2β та записавши їх з точнiстю до першого порядку за

параметрами деформацiї. Алгебра має такий вигляд:

[Xi, Xj] = [Pi, Pj] = 0, (1.84)

[Xi, Pj] = i~(δij(1 + βP 2) + 2βPiPj), (1.85)

(див. [156,157]). Алгебри (1.82)-(1.83), (1.84)-(1.85) на вiдмiну вiд (1.77)-

(1.79) є iнварiантними вiдносно трансляцiй у координатному просторi.

У наступних роздiлах роботи будуть дослiдженi властивостi фi-

зичних систем у просторах з нелiнiйною деформованою алгеброю (не-

релятивiстська алгебра Снайдера, алгебра Кемпфа), некомутативною

алгеброю канонiчного типу, некомутативною алгеброю Лi типу.
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Роздiл 2

Рух макроскопiчного тiла у просторi

з нелiнiйною деформацiєю алгебри

Гайзенберґа та принцип

еквiвалентностi

2.1 Вступ

Iсторично перша алгебра, запропонована Снайдером [20], характери-

зується нелiнiйною деформацiєю комутацiйних спiввiдношень для ко-

ординат та iмпульсiв та має вигляд (1.1)-(1.3). Рiзнi проблеми до-

слiджувалися в рамках алгебри Снайдера. Серед них, для прикладу,

квантування площi [82], вiльна частинка [79, 80], гармонiчний осциля-

тор [79,80], симетрiйнi властивостi простору [158,159]. Багато уваги та-

кож придiлялося вивченням властивостей фiзичних систем у просторi

з алгеброю Кемпфа (1.74)-(1.76), яка є узагальненням нерелятивiст-

ської алгебри Снайдера (1.4)-(1.6). Вивчалися, зокрема, гармонiчний

осцилятор [17,129,133,138,140,160], атом водню [18,156,161–165], опера-

тор моменту кiлькостi руху [165], електростатичне поле [166], частинка

в постiйному магнiтному полi [161], та iншi.

Важливим є дослiдження проблем багатьох частинок у просторi

з нелiнiйною деформацiєю комутацiйних спiввiдношень для коорди-

нат та iмпульсiв, пошук ефектiв, зумовлених квантованiстю простору,
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у властивостях макроскопiчних тiл. Рух планет з врахуванням осо-

бливостей стуктури простору на планкiвських масштабах аналiзував-

ся у роботах [19, 30, 31, 167]. У статтi [19] дослiджено орбiту частинки

у гравiтацiйному полi у просторi з алгеброю Кемпфа, проаналiзова-

но вплив мiнiмальної довжини на зсув перигелiю Меркурiю. Автори

статей [30, 31] дослiдили зсув перигелiю Меркурiю у просторi з алге-

брою Снайдера. На основi порiвняння теоретичних результатiв з да-

ними спостережень у роботах [19, 30, 31] отримано екстремально малi

(значно меншi за довжину Планка) оцiнки для мiнiмальної довжини.

Для прикладу, у статтi [19] знайдено оцiнку для мiнiмальної довжи-

ни 10−68м, яка є на 33 порядки менша за довжину Планка. Автори

статей [19, 30, 31] зробили висновок, що iснує проблема опису макро-

скопiчних тiл у просторi з алгеброю Снайдера, алгеброю Кемпфа. Ця

проблема є подiбною до проблеми, яка виникає в подвiйнiй спецiаль-

нiй теорiї вiдносностi (Double Special Relativity) та є вiдома пiд назвою

проблема футбольного м’яча ("the soccer-ball problem" [168–172]).

Проблема опису руху системи багатьох частинок у рамках нелi-

нiйної деформованої алгебри з комутативними координатами, що вiд-

повiдає частковому випадку алгебри Кепфа (β′ = 2β (1.84)-(1.85)), з

точнiстю до першого порядку за параметром деформацiї β дослiджу-

валася у статтi [157]. У роботi [157] показано, що рух системи частинок

у деформованому просторi з мiнiмальною довжиною описується ефе-

ктивним параметром деформацiї. На основi цього результату переоб-

числено екстремально малу оцiнку для мiнiмальної довжини, отрима-

ну у статтi [19]. Показано, що у просторi (1.84)-(1.85) iснують проблеми

порушення властивостей кiнетичної енергiї (адитивнiсть, незалежнiсть

вiд композицiї) та слабкого принципу еквiвалентностi [173]. З точнiстю

до першого порядку за параметром деформацiї знайдено, що властиво-
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стi кiнетичної енергiї зберiгаються та слабкий принцип еквiвалентностi

вiдновлюється у деформованому просторi (1.84)-(1.85), якщо припу-

стити, що параметр деформацiї залежить обернено квадратично вiд

маси [173].

У цьому роздiлi ми розглядаємо нелiнiйнi деформацiї алгебри Гай-

зенберґа, а саме: нерелятивiстську алгебру Снайдера (1.4)-(1.6), а та-

кож загальний випадок алгебри Кемпфа (1.74)-(1.76). У просторi Снай-

дера дослiджується проблема опису руху макроскопiчного тiла. Ми

показуємо, що координати та iмпульси центра мас макроскопiчного

тiла задовольняють комутацiйнi спiввiдношення, якi не вiдповiдають

алгебрi Снайдера. Вiдповiднiсть цих спiввiдношень алгебрi Снайдера

можна вiдновити, якщо припустити, що параметр алгебри залежить

вiд маси. Ми встановлюємо, що рух центра мас макроскопiчного тiла

у просторi Снайдера описується ефективним параметром, який є мен-

шим вiд параметра, що вiдповiдає елементарним частинкам. Автори

статтей [30, 31] отримали екстремально малу оцiнку для мiнiмальної

довжини через те, що вони припустили, що координати та iмпульси

центра мас задовольняють спiввiдношення алгебри Снайдера з пара-

метрами, якi є такi самi, як i для елементарних частинок. Врахував-

ши те, що координати та iмпульси центра мас задовольняють алгебру

Снайдера з ефективними параметрами, результат для мiнiмальної дов-

жини [30], можна переобчислити та отримати мiнiмальну довжину, яка

узгоджується з результатами, представленими у лiтературi.

Також у цьому роздiлi дослiджується проблема порушення вла-

стивостей кiнетичної енергiї, порушення принципу еквiвалентностi, про-

блема кiнематичних змiнних у просторi з алгеброю Снайдера. Ми зна-

ходимо, що всi цi проблеми розв’язуються у всiх порядках за параме-

тром деформацiї, якщо припустити, що параметр алгебри Снайдера є
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обернено пропорцiйний до маси. Отриманi результати узагальнюються

на випадок алгебри Кемпфа.

Роздiл має таку структуру. Пiдроздiл 2.2 присвячено дослiджен-

ням проблеми опису руху макроскопiчного тiла, вивченням властиво-

стей кiнетичної енергiї у просторi Снайдера. У пiдроздiлi 2.3 розгля-

дається вплив деформацiї комутацiйних спiввiдношень на виконання

слабкого принципу еквiвалентностi та пропонується умова на параметр

алгебри Снайдера, при якiй принцип еквiвалентностi зберiгається. У

пiдроздiлi 2.4 знаходиться зсув перигелiю для Меркурiю з врахуван-

ням особливостей опису руху макроскопiчних тiл у просторi з дефор-

мованою алгеброю Снайдера. На основi отриманих результатiв обчи-

слюється верхня межа для мiнiмальної довжини. Проблема макроско-

пiчного тiла та принцип екiввалентностi у просторi з алгеброю Кемпфа

вивчаються у пiдроздiлi 2.5. Завершується роздiл висновками 2.6.

Представленi результати опублiковано у статтях [50,51].

2.2 Проблема опису руху макроскопiчного тiла у

просторi з нерелятивiстською алгеброю Снай-

дера

Дослiдiмо рух макроскопiчного тiла з масою M в рамках нереляти-

вiстської алгебри Снайдера (1.4)-(1.6). У класичнiй границi ~ → 0

комутатори переходять в дужки Пуассона [A,B]/i~ → {A,B}. Отже,

при ~ → 0, спiввiдношенням алгебри Снайдера (1.4)-(1.6) вiдповiдають
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такi дужки Пуассона:

{Xi, Xj} = β2Jij, (2.1)

{Xi, Pj} = δij + β2PiPj, (2.2)

{Pi, Pj} = 0, (2.3)

де i, j = (1, 2, 3) (див., для прикладу, [30]).

Для тiла з масою M , яке описується гамiльтонiаном:

H =
P 2

2M
, (2.4)

(P 2 =
∑

i P
2
i ), врахувавши спiввiдношення алгебри Снайдера (2.1)-

(2.3), отримаємо:

Ẋi = {Xi, H} =
Pi

M
(1 + β2P 2), (2.5)

Ṗi = 0. (2.6)

Iз (2.5), з точнiстю до першого порядку за β2 знайдемо:

Pi = MẊi(1 − β2M 2Ẋ2), (2.7)

де Ẋ2 =
∑

i Ẋ
2
i . Отже, з точнiстю до першого порядку за β2 гамiль-

тонiан (2.4) можна переписати, як функцiю швидкостi тiла, у такому

виглядi:

H =
MẊ2

2
(1 − 2β2M 2Ẋ2). (2.8)

Розгляньмо випадок, коли тiло з масою M можна подiлити на N

частин з масами ma, якi можуть розглядатися, як точковi частинки.

Цi частини є жорстко зв’язанi та рухаються зi швидкiстю руху центра

мас тiла. Отже, з iншого боку вiдповiдно до властивостi адитивностi

кiнетичної енергiї, кiнетична енергiя тiла може бути записана як

H =
∑
a

(P (a))2

2ma
, (2.9)
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де iндекс a позначає частинки,∑
a

ma = M. (2.10)

Узагальнимо спiввiдношення алгебри Снайдера для координат та

iмпульсiв частинок X
(a)
i , P (a)

i . Координати та iмпульси рiзних части-

нок можуть задовольняти алгебру (2.1)-(2.3) з рiзними параметрами β.

Позначимо βa параметр деформацiї, який вiдповiдає частинцi з iнде-

ксом a. Отже, спiввiдношення алгебри Снайдера для X(a)
i , P (a)

i можуть

бути записанi у такому виглядi

{X(a)
i , X

(b)
j } = δabβ

2
aJ

(a)
ij , (2.11)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δab(δij + β2

aP
(a)
i P

(a)
j ), (2.12)

{P (a)
i , P

(b)
j } = 0, (2.13)

де

J
(a)
ij = X

(a)
i P

(a)
j −X

(a)
j P

(a)
i . (2.14)

Iндекси a, b позначають частинки. Записуючи (2.11)-(2.13), ми припу-

стили, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв рiзних частинок

дорiвнюють нулю.

Розглянувши гамiльтонiан (2.9) та взявши до уваги рiвностi (2.11)-

(2.13), можемо знайти вираз для швидкостi частинки з iндексом a

Ẋ
(a)
i = {X(a)

i , H} =
P

(a)
i

ma

(
1 + β2

a(P (a))2
)
. (2.15)

Отже, з точнiстю до першого порядку за β2
a маємо:

P
(a)
i = maẊ

(a)
i

(
1 − β2

am
2
a(Ẋ

(a))2
)
, (2.16)

та кiнетична енергiя (2.9), як функцiя швидкостi, може бути записана

у такому виглядi:

H =
∑
a

maẊ
2

2
(1 − 2β2

am
2
aẊ

2) =
MẊ2

2
(1 − 2M2

∑
a

β2
aµ

3
aẊ

2). (2.17)
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Тут ми врахували те, що частинки рухаються з однаковими швидко-

стями, якi дорiвнюють швидкостi руху тiла:

Ẋ
(a)
i = Ẋi, (2.18)

а також (2.10).

Якщо ми, як розглядалося у роботах [30, 31], припустимо, що па-

раметр алгебри Снайдера є однаковий для рiзних частинок та макро-

скопiчних тiл, а саме:

β = βa, (2.19)

iз (2.8), (2.17) отримаємо, що фундаментальна властивiсть кiнетичної

енергiї, її адитивнiсть, порушується. Отже, припущення (2.19) не має

фiзичного змiсту.

Порiвнявши вирази (2.8), (2.17), маємо, що кiнетична енергiя є

адитивною, якщо параметр алгебри Снайдера, який вiдповiдає макро-

скопiчному тiлу, визначається як

β̃2 =
∑
a

β2
aµ

3
a. (2.20)

Iнша властивiсть кiнетичної енергiї – незалежнiсть вiд композицiї

– також порушується у просторi з алгеброю Снайдера. Зауважимо, що

кiнетична енергiя (2.17) залежить вiд ефективного параметра (2.20),

який визначається масами частинок, якi формують макроскопiчне тi-

ло, та параметрами алгебри Снайдера для координат та iмпульсiв ча-

стинок βa. Отже, вiдповiдно до (2.17) кiнетична енергiя залежить вiд

способу подiлу макроскопiчного тiла на частини (частинки). Для ма-

кроскопiчних тiл з однаковими масами M , проте рiзним складом, вiд-

повiдно до (2.17) ми отримаємо рiзнi вирази для кiнетичної енергiї.

Отже, кiнетична енергiя тiла у просторi Снайдера залежить вiд його

композицiї.
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Звернiмо увагу, що, якщо ми розглянемо iдею пов’язати параметр

алгебри Снайдера з масою, а саме, якщо ми припустимо, що виконує-

ться таке спiввiдношення:

βama = γ = const, (2.21)

(тут ma – маса частинки, γ – константа, яка не залежить вiд маси) iз

(2.20) отримаємо:

β̃ =
γ

M
(2.22)

Врахувавши (2.22), кiнетична енергiя макроскопiчного тiла (2.17) за-

пишеться у такому виглядi:

H =
MẊ2

2
(1 − 2γ2Ẋ2). (2.23)

Отже, при виконаннi рiвностi (2.21), кiнетична енергiя залежить вiд

повної маси системи та не залежить вiд її композицiї. Властивостi кi-

нетичної енергiї вiдновлюються у просторi з алгеброю Снайдера.

На додаток, завдяки спiввiдношенню (2.21), дужки Пуассона для

координат та iмпульсiв центра мас, означених традицiйно:

X̃ =
∑
a

µaX
(a), (2.24)

P̃ =
∑
a

P(a), (2.25)

вiдтворюють спiввiдношення алгебри Снайдера (2.1)-(2.3) з ефектив-

ним параметром (2.22).

Врахувавши (2.11)-(2.13), для координат та iмпульсiв центра мас

(2.24), (2.25) знайдемо:

{X̃i, X̃j} =
∑
a

µ2aβ
2
aJ

(a)
ij (2.26)
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{X̃i, P̃j} = δij +
∑
a

µaβ
2
aP

(a)
i P

(a)
j (2.27)

{P̃i, P̃j} = 0. (2.28)

Звернiмо увагу, що спiввiдношення (2.26), (2.27) не вiдтворюють спiв-

вiдношення алгебри Снайдера (2.1), (2.2).

Якщо виконується умова (2.21), використавши (2.15), можемо за-

писати:

P
(a)
i

ma

(
1 + γ2

(
P (a)

ma

)2
)

= Ẋ
(a)
i . (2.29)

Iз (2.29) маємо, що вiдношення P (a)
i /ma визначається константою γ та

швидкiстю Ẋ
(a)
i .

P
(a)
i

ma
= f(Ẋ

(a)
i , γ). (2.30)

Отже, у просторi Снайдера для частинок, якi рухаються з однаковими

швидкостями, маємо:

P
(a)
i

ma
=
P̃i

M
. (2.31)

Врахувавши (2.26)-(2.28), (2.31), для координат та iмпульсiв центра

мас тiла отримаємо спiввiдношення алгебри Снайдера з параметром

β̃, який визначається як (2.22). А саме, можемо записати:

{X̃i, X̃j} = β̃2J̃ij, (2.32)

{X̃i, P̃j} = δij + β̃2P̃iP̃j, (2.33)

{P̃i, P̃j} = 0, (2.34)

де

J̃ij = X̃iP̃j − X̃jP̃i. (2.35)
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Важливо зауважити, що спiввiдношення (2.32), (2.33) отримано

без наближень, пов’язаних з малiстю величини β. У всiх порядках за

параметром β завдяки умовi (2.21), спiввiдношення для координат та

iмпульсiв центра мас макроскопiчного тiла вiдтворюють спiввiдноше-

ння алгебри Снайдера. Також iз (2.31) маємо, що у всiх порядках за

параметром β ∑
a

(P (a))2

ma
=
P̃ 2

M
. (2.36)

Отже, кiнетична енергiя є адитивною та не залежить вiд композицiї.

Важливо, що параметр β̃, який описує рух центра мас тiла, є мен-

ший нiж параметри βa, якi вiдповiдають частинкам, що його форму-

ють. На основi рiвностей (2.21) та (2.22) можемо записати:

β̃ = βa
ma

M
, (2.37)

де ma – маса частинки з параметром деформацiї βa, M – маса тiла,

рух якого описується параметром β̃. Зважаючи на це, можемо зробити

висновок, що вплив особливостей структури простору на планкiвських

масштабах на рух макроскопiчних тiл є меншим нiж на елементарнi

частинки. Це твердження є зрозумiлим, та має бути врахованим при

дослiдженнi руху макроскопiчних тiл у просторi Снайдера.

На закiнчення цього пiдроздiлу, важливо зауважити ще один ва-

жливий результат, який можна отримати завдяки умовi (2.21). Коор-

динати та iмпульси, якi задовольняють спiввiдношення (2.11)-(2.13)

можуть бути представленi як

X
(a)
i = x

(a)
i

√
1 − β2

a(p(a))2, (2.38)

P
(a)
i =

p
(a)
i√

1 − β2
a(p(a))2

, (2.39)
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де

(p(a))2 =
∑
i

(p
(a)
i )2, (2.40)

Для координат та iмпульсiв x(a)i , p(a)i виконуються такi рiвностi:

{x(a)i , x
(b)
j } = 0, (2.41)

{x(a)i , p
(b)
j } = δijδab, (2.42)

{p(a)i , p
(b)
j } = 0. (2.43)

Iмпульси є обмеженi як

(p(a))2 <
1

βa
, (2.44)

(див., для прикладу, [79]). Iз (2.38) випливає, що координати залежать

вiд iмпульсiв, а тому залежать вiд маси. Також, iз (2.39) маємо, що

iмпульси не є пропорцiйнi до маси, оскiльки вираз пiд квадратним

коренем залежить вiд квадрату iмпульсу. Важливо вiдзначити, що при

виконаннi умови (2.21), можемо записати:

X
(a)
i = x

(a)
i

√
1 − γ2

(p(a))2

m2
a

, (2.45)

P
(a)
i =

p
(a)
i√

1 − γ2 (p
(a))2

m2
a

. (2.46)

Зауважимо, що координати (2.38) не залежать вiд маси. Отже, ко-

ординати у просторi Снайдера можуть розглядатися як кiнематичнi

змiннi, якщо виконується рiвнiсть (2.21). Звернiмо також увагу, що

при виконаннi умови (2.21) iмпульси (2.39) пропорцiйнi до маси, як це

є у просторi зi звичними дужками Пуассона (β = 0).
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2.3 Вплив деформацiї комутацiйних спiввiдношень

на виконання слабкого принципу еквiвалентно-

стi

Дослiдiмо рух частинки з масою m у гравiтацiйному полi у просторi

Снайдера. Розгляньмо такий гамiльтонiан

H =
P 2

2m
+mV (X1, X2, X3). (2.47)

Координати Xi та iмпульси Pi задовольняють спiввiдношення (2.1)-

(2.3). Функцiя V (X1, X2, X3) описує поле. Врахувавши спiввiдношення

алгебри Снайдера (2.11)-(2.13), можемо записати такi рiвняння руху:

Ẋi =
Pi

m

(
1 + β2P 2

)
+mβ2Jij

∂V

∂Xj
, (2.48)

Ṗi = −m ∂V

∂Xi
−mβ2PiPj

∂V

∂Xj
. (2.49)

Зауважимо, що через деформацiю дужок Пуассона (2.1), (2.2) швид-

кiсть частинки у гравiтацiйному полi (2.48) залежить вiд її маси. Вiд-

повiдно до слабкого принципу еквiвалентностi (принципу рiвностi iнер-

цiйної та гравiтацiйної мас) траєкторiя та швидкiсть частинки у гра-

вiтацiйному полi не залежать вiд її маси та композицiї (див., для при-

кладу, [174]). Отже, деформацiя дужок Пуассона (2.1)-(2.3) зумовлює

порушення слабкого принципу еквiвалентностi.

Важливо вiдзначити, що якщо виконується рiвнiсть (2.21), зна-

йдемо:

Ẋi = P ′
i

(
1 + γ2(P ′)2

)
+ γ2(XiP

′
j −XjP

′
i )
∂V

∂Xj
, (2.50)

Ṗ ′
i = − ∂V

∂Xi
− γ2P ′

iP
′
j

∂V

∂Xj
, (2.51)



67

де ми ввели таке позначення:

P ′
i =

Pi

m
. (2.52)

Рiвняння (2.50), (2.51) не залежать вiд маси. Тому розв’язки цих рiв-

нянь Xi(t), P ′
i (t) також не залежать вiд маси. Отже, слабкий принцип

еквiвалентностi зберiгається у просторi Снайдера, якщо параметр β

залежить вiд маси як (2.21).

У бiльш загальному випадку руху тiла з масою M у гравiтацiй-

ному полi, якщо виконується умова (2.21), записавши гамiльтонiан

H =
P̃ 2

2M
+MV (X̃1, X̃2, X̃3), (2.53)

та врахувавши (2.32), (2.33), отримаємо рiвняння руху для центра мас

з ефективним параметром (2.22), який не залежить вiд маси тiла та

мас частинок, якi входять до його складу:

˙̃Xi =
P̃i

M

(
1 + β̃2P̃ 2

)
+Mβ̃2J̃ij

∂V

∂X̃j

=

=
P̃i

M

(
1 +

γ2

M 2
P̃ 2

)
+
γ2

M
J̃ij

∂V

∂X̃j

, (2.54)

˙̃Pi = −M ∂V

∂X̃i

−Mβ̃2P̃iP̃j
∂V

∂X̃j

= −M ∂V

∂X̃i

− γ2

M
P̃iP̃j

∂V

∂X̃j

. (2.55)

Рiвняння (2.54), (2.55) можуть бути переписанi у виглядi (2.50), (2.51)

Отже, слабкий принцип вiдновлюється у просторi з алгеброю Снайде-

ра, якщо параметр деформацiї β залежить вiд маси частинки, а саме,

якщо виконується рiвнiсть (2.22).
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2.4 Оцiнка мiнiмальної довжини у просторi Снай-

дера на основi дослiджень зсуву перигелiю Мер-

курiю

У роботах [19,30] розв’язано задачу Кеплера у просторi Снайдера (2.1)-

(2.3) та отримано такий вираз для зсуву перигелiю Меркурiю, зумов-

леного деформацiєю:

δθ = −2πβ2Gm2M

a(1 − e2)
, (2.56)

тут G – гравiтацiйна стала, M – маса Сонця, m – маса планети Мерку-

рiй, e – ексцентриситет орбiти, a – велика пiввiсь. Порiвнявши отрима-

ний результат iз невiдповiднiстю мiж передбаченнями загальної теорiї

вiдносностi та даними спостережень, яка є порядку 10−12rad/rev, було

знайдено дуже сильне обмеження на величину β [30]. Такий парадо-

ксальний ефект отримано через припущення, що рух планети Мер-

курiй описується таким самим параметром β, як i рух елементарної

частинки. Як було показано у пiдроздiлi 2.2, рух макроскопiчного тiла

у просторi Снайдера описується параметром β̃. Отже, у виразi (2.56)

параметр β має бути замiнений на β̃, який визначається як (2.22).

Вiдповiдно до (2.21), (2.22) ми можемо знайти зв’язок параметра

алгебри Снайдера β̃, який описує рух планети Меркурiй, з параметром

βnuc, який описує рух нуклонiв у просторi Снайдера. Маємо:

β̃ =
βnucmnuc

m
, (2.57)

де mnuc – маса нуклона. Врахувавши (2.57) та припустивши, що

2πβ̃2Gm2M

a(1 − e2)
< 10−12, (2.58)

як було зроблено у роботi [30], отримаємо таку оцiнку для мiнiмальної
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довжини

~βnuc < 10−19м. (2.59)

Цей результат є на 16 порядкiв бiльший за довжину Планка та узго-

джується з оцiнкою мiнiмальної довжини у квантованому просторi

(1.84)-(1.85). А саме, у роботi [157] було отримано, верхню межу для

мiнiмальної довжини для нуклонiв 8 · 10−18м.

Отже, проблема макроскопiчного тiла, вiдома, як проблема фут-

больного м’яча, розв’язується у просторi з алгеброю Снайдера, при

врахуваннi виразу для параметра деформацiї для макроскопiчних тiл

(2.22) та умови (2.21).

У наступному пiдроздiлi результати та висновки з дослiджень

руху макроскопiчного тiла у просторi з нерелятивiстською алгеброю

Снайдера будуть узагальненi на випадок деформованого простору з

алгеброю Кемпфа.

2.5 Проблема макроскопiчного тiла та принцип еквi-

валентностi у просторi з алгеброю Кемпфа

У бiльш загальному випадку, деформована алгебра, яка описує про-

стiр з мiнiмальною довжиною має вигляд (1.74)-(1.76). Алгебра була

запропонована Кемпфом [17]. Дослiдiмо особливостi опису руху ма-

кроскопiчного тiла у квантованому просторi, який характеризується

спiввiдношеннями (1.74)-(1.76).

У класичнiй границi з (1.74)-(1.76) отримаємо такi дужки Пуас-

сона:

{Xi, Xj} =
(2β − β′) + (2β + β′)βP 2

1 + βP 2
(PiXj − PjXi), (2.60)
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{Xi, Pj} = δij(1 + βP 2) + β′PiPj, (2.61)

{Pi, Pj} = 0. (2.62)

Узагальнимо спiввiдношення алгебри Кемпфа (2.60)-(2.62) для ко-

ординат та iмпульсiв частинок. Розгляньмо випадок, коли координа-

ти та iмпульси рiзних частинок задовольняють (2.60)-(2.62) з рiзними

параметрами деформацiї β, β′, а також, коли дужки Пуассона для

координат та iмпульсiв рiзних частинок дорiвнюють нулю. Маємо:

{X(a)
i , X

(b)
j } = δab

(2βa − β′
a) + (2βa + β′

a)βa(P
(a))2

1 + βa(P (a))2
×

×(P
(a)
i X

(a)
j − P

(a)
j X

(a)
i ), (2.63)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij(1 + βa(P

(a))2) + δabβ
′
aP

(a)
i P

(a)
j , (2.64)

{P (a)
i , P

(a)
j } = 0, (2.65)

де iндекси a, b позначають частинки, X(a)
i , P (a)

i , βa, β′
a – координати,

iмпульси та параметри деформацiї, якi вiдповiдають частинцi з масою

ma.

Iз (2.9), врахувавши (2.63)-(2.65), отримаємо рiвняння руху:

Ẋ
(a)
i =

P
(a)
i

ma
(1 + (βa + β′

a)(P
(a))2), (2.66)

Ṗ
(a)
i = 0. (2.67)

Розгляньмо такi залежностi параметрiв деформацiї вiд маси:√
βama = γ = const, (2.68)√
β′
ama = γ′ = const, (2.69)

де параметри βa, β′
a вiдповiдають частинцi з масою ma, γ, γ′ – констан-

ти, якi є однаковими для рiзних частинок. При виконаннi рiвностей
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(2.68), (2.69) для частинок, якi рухаються з тими самими швидкостя-

ми, на основi (2.66) отримаємо, що вiдношення iмпульсiв до маси

P
(a)′
i =

P
(a)
i

ma
, (2.70)

є однаковими, а саме:

P
(a)′
i

(
1 + (γ2 + (γ′)2)(P

(a)′
i )2

)
= Ẋi, (2.71)

Врахувавши (2.70), (2.71) знайдемо, що у всiх порядках за параме-

трами деформацiї дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра

мас (2.24), (2.25) вiдповiдають спiввiдношенням деформованої алгебри

(2.60)-(2.62). А саме, маємо:

{X̃i, X̃j} =
∑
a

µ2a
(2βa − β′

a) + (2βa + β′
a)βa(P

(a))2

1 + βa(P (a))2
×

×(P
(a)
i X

(a)
j − P

(a)
j X

(a)
i ) =

(2β̃ − β̃′) + (2β̃ + β̃′)β̃P̃ 2

1 + β̃P̃ 2
×

×(P̃iX̃j − P̃jX̃i), (2.72)

{X̃i, P̃j} =
∑
a

µaδij(1 + βa(P
(a))2) +

+
∑
a

µaβ
′
aP

(a)
i P

(a)
j = δij(1 + β̃P̃ 2) + β̃′P̃iP̃j, (2.73)

{P̃i, P̃j} = 0, (2.74)

де параметри β̃, β̃′ визначаються як

β̃ =
γ2

M 2
, β̃′ =

(γ′)2

M 2
. (2.75)

тут M =
∑

ama.

Зауважимо, що умова на параметр деформацiї (2.68) була запро-

понована у роботi [173] для вiдновлення незалежностi кiнетичної енер-

гiї тiла вiд композицiї у частковому випадку алгебри Кемпфа β′ = 2β,
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записаної з точнiстю до першого порядку за параметром деформацiї,

(1.84)-(1.85).

Iз отриманого спiввiдношення (2.71) випливає, що у всiх порядках

за параметрами деформацiї виконуються рiвностi (2.31), (2.36). Отже,

у випадку, коли задовольняються умови (2.68), (2.69) у всiх порядках

за параметрами деформацiї кiнетична енергiя тiла у просторi з алге-

брою Кемпфа (2.60)-(2.62) є адитивною та не залежить вiд композицiї.

З точнiстю до першого порядку за параметрами деформацiї, врахував-

ши зв’язок iмпульсу з швидкiстю:

P
(a)
i = maẊ

(a)
i (1 − (βa + β′

a)m
2
a(Ẋ

(a))2), (2.76)

(рiвнiсть (2.76) записано на основi результату (2.66)) та взявши до

уваги, що частинки, якi формують тiло, рухаються зi швидкостями,

якi дорiвнюють швидкостi центра мас

Ẋ
(a)
i = ˙̃Xi, (2.77)

отримаємо такий вираз для кiнетичної енергiї макроскопiчного тiла з

масою M :

H =
∑
a

(P (a))2

ma
=
∑
a

maẊ
2

2
(1 − 2m2

a(βa + β̃′
a)Ẋ

2) =

=
M ˙̃X2

2
(1 − 2(β̃ + β̃′)M 2 ˙̃X2). (2.78)

Рiвностi (2.68), (2.69) також дозволяють вiдновити принцип еквi-

валентностi у квантованому просторi з алгеброю Кемпфа (2.60)-(2.62).

Для частинки з масою m у гравiтацiйному полi V (X1, X2, X3) з гамiль-

тонiаном (2.47), взявши до уваги спiввiдношення алгебри (2.60)-(2.62),
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отримаємо, що рiвняння руху мають такий вигляд:

Ẋi =
Pi

m

(
1 + (β + β′)P 2

)
+

+m
(2β − β′) + (2β + β′)βP 2

1 + βP 2
(PiXj − PjXi)

∂V

∂Xj
, (2.79)

Ṗi = −m
(
1 + βP 2

) ∂V
∂Xi

−mβ′PiPj
∂V

∂Xj
. (2.80)

Звернiмо увагу, що через деформацiю дужок Пуассона (2.60)-(2.62)

рух частинки у гравiтацiйному полi залежить вiд маси. Отже, iз (2.79),

(2.80) випливає, що слабкий принцип еквiвалентностi порушується у

просторi з алгеброю Кемпфа.

У випадку, коли виконуються рiвностi (2.68), (2.69), рiвняння (2.79),

(2.80) можна переписати як

Ẋi = P ′
i

(
1 + (γ + γ′)(P ′)2

)
+

+
(2γ − γ′) + (2γ + γ′)γ(P ′)2

1 + γ(P ′)2
(P ′

iXj − P ′
jXi)

∂V

∂Xj
, (2.81)

Ṗ ′
i = −

(
1 + γ(P ′)2

) ∂V
∂Xi

− γ′P ′
iP

′
j

∂V

∂Xj
, (2.82)

де ми використали позначення P ′
i = Pi/m. Звернiмо увагу, що рiвня-

ння (2.81), (2.82) не залежать вiд маси m. Тому їхнi розв’язки Xi(t),

P ′
i (t) також не залежать вiд маси. Отже, частинки в гравiтацiйному

полi у деформованому просторi рухаються по однакових траєкторiях.

Слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається, якщо параметри алге-

бри Кемпфа залежить вiд маси як (2.81), (2.82).

У бiльш загальному випадку, для макроскопiчного тiла з масоюM

у гравiтацiйному полi з гамiльтонiаном (2.53), взявши до уваги (2.72)-
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(2.74) та (2.68), (2.69), можемо записати такi рiвняння руху:

˙̃Xi = P̃ ′
i

(
1 + (γ + γ′)(P̃ ′)2

)
+

+
(2γ − γ′) + (2γ + γ′)γ(P̃ ′)2

1 + γ(P̃ ′)2
(P̃ ′

i X̃j − P̃ ′
jX̃i)

∂V

∂X̃j

, (2.83)

˙̃P ′
i = −

(
1 + γ(P̃ ′)2

) ∂V

∂X̃i

− γ′P̃ ′
i P̃

′
j

∂V

∂X̃j

, (2.84)

де ми використали позначення: P̃ ′
i = P̃i/M. Розв’язки рiвнянь (2.83)-

(2.84) не залежать вiд маси тiла та його композицiї. Отже, рух тiла у

гравiтацiйному полi у просторi з деформованою алгеброю Кемпфа не

залежить вiд його маси, якщо параметри деформацiї задовольняють

рiвностi (2.68), (2.69).

2.6 Висновки до роздiлу 2

У роздiлi розглянуто нелiнiйнi деформацiї алгебри Гайзенберґа, якi

описують простiр з мiнiмальною довжиною (квантований простiр). А

саме, розглянуто нерелятивiстську алгебру Снайдера та алгебру Кем-

пфа.

Знайдено, що властивостi кiнетичної енергiї порушується у про-

сторi з алгеброю Снайдера, якщо припустити, що параметр алгебри β

є однаковим для елементарних частинок та макроскопiчних тiл. При

такому припущеннi кiнетична енергiя макроскопiчного тiла не є ади-

тивною та залежить вiд його композицiї. Крiм того, припущення про

те, що параметр алгебри Снайдера є однаковий для координат та iм-

пульсiв частинок (макроскопiчних тiл), приводить до парадоксального

ефекту, а саме до екстремально малої оцiнки для мiнiмальної довжини,

яка була отримана у роботi [30].
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Встановлено особливостi опису руху макроскопiчного тiла у про-

сторi з алгеброю Снайдера. Ми узагальнили спiввiдношення алгебри

для координат та iмпульсiв рiзних частинок, розглянувши загальний

випадок, коли параметри деформованої алгебри є рiзнi для рiзних

частинок (2.11)-(2.13). Знайдено, що кiнетична енергiя є адитивною,

якщо рух макроскопiчного тiла описується ефективним параметром

(2.20), який визначається параметрами алгебри Снайдера для коор-

динат та iмпульсiв частинок, якi утворюють тiло, а також їхнiми ма-

сами. Важливо, що ефективний параметр є меншим вiд параметрiв

алгебри Снайдера, що вiдповiдають елементарним частинкам. Отже,

вплив квантованостi простору на макроскопiчнi системи є меншим нiж

на елементарнi частинки. Цей висновок дозволяє розв’язати проблему

екстримально малої верхньої верхньої межi для мiнiмальної довжини,

отриманої у роботi [30].

Знайдено, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра

мас не вiдповiдають спiввiдношенням алгебри Снайдера. Запропоно-

вано умову на параметр алгебри Снайдера β (2.21), при якiй дужки

Пуассона для координат та iмпульсiв центра мас макроскопiчного тiла

вiдтворюють спiввiдношення цiєї алгебри з ефективним параметром β̃

(2.32), (2.34). Результат отримано без наближень, пов’язаних з малi-

стю параметра алгебри Снайдера. Вiдповiдно до умови (2.21) параме-

три β, якi вiдповiдають частинкам, є обернено пропорцiйнi до їх маси.

Важливо, що з цiєї умови випливає, що ефективний параметр, який

описує рух макроскопiчного тiла, є обернено пропорцiйний до маси

тiла та не залежить вiд його композицiї. Це дозволяє вiдновити неза-

лежнiсть кiнетичної енергiї макроскопiчного тiла вiд його композицiї,

а також адитивнiсть кiнетичної енергiї у всiх порядках за параметром

деформацiї.
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Дослiджено рух частинки та макроскопiчного тiла у гравiтацiно-

му полi у просторi з алгеброю Снайдера. Знайдено, що траєкторiя та

швидкiсть частинки (макроскопiчного тiла) не залежать вiд її маси та

композицiї у випадку виконання умови (2.21). Отже, рiвнiсть (2.21),

яка пов’язує параметр алгебри Снайдера з масою, дозволяє вiдновити

також слабкий принцип еквiвалентностi.

Проаналiзовано представлення для координат та iмпульсiв, якi

задовольняють спiввiдношення алгебри Снайдера. Знайдено, що при

виконаннi умови (2.21) координати не залежать вiд маси та можуть

розглядатися, як кiнематичнi змiннi, iмпульси пропорцiйнi до маси,

як це є у звичному просторi.

Отже, ми встановили, що припущення про обернено пропорцiй-

ну залежнiсть параметра алгебри Снайдера вiд маси (2.21) дає мо-

жливiсть побудувати теорiю квантованого простору зi збереженими

фундаментальними законами та принципами. А саме, при виконан-

нi рiвностi (2.21) координати та iмпульси центра мас задовольняють

спiввiдношення алгебри Снайдера, координати можуть розглядатися

як кiнематичнi змiннi та iмпульси є пропорцiйнi до маси, зберiгаються

властивостi кiнетичної енергiї, вiдновлюється слабкий принцип еквi-

валентностi.

Врахувавши те, що рух макроскопiчного тiла у просторi Снайдера

описується ефективним параметром деформацiї, на основi результатiв

дослiджень зсуву перигелiю для планети Меркурiй, представлених у

статтi [30], ми отримали верхню межу для мiнiмальної довжини 10−19м

(2.59), яка є бiльшою вiд довжини Планка. Отже, проблема екстре-

мально малих результатiв для мiнiмальної довжини розв’язується при

врахуваннi особливостей опису руху макроскопiчних тiл у просторi

Снайдера.
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Встановлено, що iдея про залежнiсть параметрiв деформацiї вiд

маси є також важлива у просторi з алгеброю Кемпфа (2.60)-(2.62).

А саме, ми знайшли, що у випадку, коли для параметрiв деформова-

ної алгебри (2.60)-(2.62) задовольняються рiвностi (2.68), (2.69), дужки

Пуассона для координат та iмпульсiв центра мас вiдповiдають спiввiд-

ношенням деформованої алгебри з ефективним параметром деформа-

цiї (2.72)-(2.74), вiдновлюються властивостi кiнетичної енергiї, рiвнян-

ня руху частинки (тiла) у гравiтацiйному полi не залежать вiд її маси

та композицiї та зберiгається слабкий принцип еквiвалентностi.

Кiлькiсть результатiв, якi можуть бути отриманi завдяки iдеї за-

лежностi параметрiв деформованої алгебри вiд маси, пiдтверджує її

важливiсть. У наступних роздiлах ми покажемо, що така iдея також

дозволяє розв’язати фундаментальнi проблеми у квантованих просто-

рах, якi характеризуються алгеброю з некомутативнiстю координат та

некомутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу, алгеброю типу Лi, ал-

геброю з деформацiєю кручення.
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Роздiл 3

Властивостi фiзичних систем у

квантованому фазовому просторi

канонiчного типу

3.1 Вступ

Багато фiзичних проблем вивчалися у просторi з канонiчною некому-

тативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв (квантованому

фазовому просторi канонiчного типу), серед них: вiльна частинка [21],

система вiльних частинок [175], атом водню [21–23, 99], гармонiчний

осцилятор [21,24,25,96–98,176–178], нейтрони в гравiтацiйнiй квантовiй

ямi [100,179], гравiтацiйнi хвилi [180], задача Ландау [178], задачi кван-

тової iнформацiї [181, 182] та iншi. Такi дослiдження є необхiднi для

встановлення впливу некомутативностi координат та некомутативно-

стi iмпульсiв на властивостi фiзичних систем, для оцiнки мiнiмальної

довжини, мiнiмального iмпульсу.

Важливим є розв’язання проблеми опису руху макроскопiчних си-

стем у некомутативному фазовому просторi, визначення особливостей

опису руху центра мас багаточастинкової системи з врахуванням неко-

мутативностi координат та некомутативностi iмпульсiв частинок, якi

входять до її складу. У просторi з канонiчною некомутативнiстю коор-

динат задача багатьох частинок дослiджувалася у статтi [183]. Автори
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роботи [184] вивчали систему двох заряджених частинок у некомута-

тивному просторi ((1.20)-(1.22) з σij = ηij = 0). Також система двох

частинок розглядалася у просторi з некомутативнiстю координат та

некомутативнiстю iмпульсiв [21]. Особливостi опису руху системи бага-

тьох частинок у двовимiрному просторi з некомутативнiстю координат

канонiчного типу представлено у роботi [185].

У цьому роздiлi дослiджується проблема опису руху макроскопi-

чного тiла у квантованому фазовому просторi канонiчного типу (1.20)-

(1.22). Ми приходимо до висновку, що некомутативнiсть iмпульсiв зу-

мовлює ряд проблем, якi є фундаментальними i потребують розв’язан-

ня. А саме, встановлюється, що некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює

вплив вiдносного руху на рух центра мас навiть у випадку системи

вiльних частинок. Рух вiльної частинки залежить вiд її маси, тому си-

стема вiльних частинок не рухається разом навiть у випадку однакових

початкових швидкостей частинок. Кiнетична енергiя макроскопiчно-

го тiла не є адитивною, що зумовлює порушення закону збереження

енергiї у некомутативному фазовому просторi. Спiввiдношення для ко-

ординат та iмпульсiв центра мас, визначених звично, не вiдтворюють

спiввiдношення некомутативної алгебри. Iмпульс центра мас, означе-

ний як сума iмпульсiв частинок системи, не є iнтегралом руху та не є

пропорцiйний до маси системи. Розв’язок цих проблем знаходиться у

цьому роздiлi.

Серед фундаментальних проблем у квантованому фазовому про-

сторi канонiчного типу також варто звернути увагу на проблему по-

рушення слабкого принципу еквiвалентностi [100]. У просторi з не-

комутативнiстю координат принцип еквiвалентностi дослiджувався у

роботах [185,186]. У статтi [185] знайдено, що слабкий принцип еквiва-

лентностi вiдновлюється у двовимiрному просторi з некомутативнiстю
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координат у випадку, коли параметри координатної некомутативностi

є обернено пропорцiйнi до маси. У просторi з некомутативнiстю ко-

ординат та некомутативнiстю iмпульсiв проблема порушення принци-

пу еквiвалентностi вивчалася у статтях [100,187]. Автори роботи [187]

прийшли до висновку, що порушення принципу еквiвалентностi зу-

мовлює анiзотропiя параметрiв некомутативностi. У роздiлi дослiджу-

ється рух в гравiтацiйному полi у квантованому фазовому просторi

канонiчного типу, розглядається змiщення перигелiю Меркурiю, си-

стема Сонце-Земля Мiсяць та пропонуються умови на параметри не-

комутативної алгебри (1.20)-(1.22) при яких розв’язується проблема

порушення слабкого принципу еквiвалентностi.

Роздiл побудовано таким чином. У пiдроздiлi 3.2 дослiджується

обмеження на довжину у шестивимiрному некомутативному фазово-

му просторi канонiчного типу. У пiдроздiлi 3.3 проаналiзовано пред-

ставлення для некомутативних координат та некомутативних iмпуль-

сiв, розв’язано проблему кiнематичних змiнних. У пiдроздiлi 3.4 зна-

ходиться вплив iмпульсної некомутативностi на рух системи вiльних

частинок. Пiдроздiл 3.5 присвячено дослiдженню представлення для

координат та iмпульсiв центра мас. У пiдроздiлi 3.6 знаходиться озна-

чення для iмпульсу центра мас, як iнтеграла руху. Точний вираз для

спектру системи частинок з осциляторною взаємодiєю знаходиться у

пiдроздiлi 3.7. Проблема опису руху макроскопiчного тiла у шестиви-

мiрному квантованому фазовому просторi канонiчного типу розв’язу-

ється у пiдроздiлi 3.8. Пiдроздiл 3.9 присвячено дослiдженням вiль-

ного падiння частинки (тiла) у некомутативному фазовому просторi.

У пiдроздiлi 3.10 знаходиться оцiнка для мiнiмального iмпульсу, на

основi зсуву перигелiю Меркурiю. Пiдроздiл 3.11 присвячено вивче-

нням руху системи Сонце-Земля-Мiсяць та дослiдженням принципу
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еквiвалентностi. Роздiл завершується висновками.

Результати, представленi у роздiлi, опублiковано у статтях: [41,

46,49,54,56,58,61,63] та у роздiлах монографiї [47] (роздiл 1 (пiдроздiл

1.3), роздiл 4, роздiл 5 (пiдроздiл 5.3), роздiл 8).

3.2 Мiнiмальна довжина у некомутативному фазо-

вому просторi канонiчного типу

У некомутативному фазовому просторi, який характеризується спiв-

вiдношеннями (1.20)-(1.22), iснують додатковi обмеження на довжину.

Врахувавши (1.20)-(1.22), можемо записати такi спiввiдношення неви-

значеностей:

⟨∆X2
i ⟩⟨∆X2

j ⟩ ≥
~2θ2ij

4
, (3.1)

⟨∆P 2
i ⟩⟨∆P 2

j ⟩ ≥
~2η2ij

4
, (3.2)

⟨∆X2
i ⟩⟨∆P 2

j ⟩ ≥
~2(δij + 2σijδij + σ2ij)

4
. (3.3)

Зауважимо, що у (3.3) нема сумування за iндексами i та j.

Знайдемо та дослiдiмо обмеження на довжину у фазовому про-

сторi з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв

канонiчного типу. Розгляньмо для початку довжину, визначену у ко-

ординатному просторi:

∆R =
√

⟨∆R2⟩ =
√
⟨∆X2

1⟩ + ⟨∆X2
2⟩ + ⟨∆X2

3⟩. (3.4)

Вираз для мiнiмальної довжини може бути отриманий iз спiввiд-

ношень невизначеностей, а також на основi результатiв для власних

значень оператора квадрату довжини. У роботi [188] зi спiввiдношень
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невизначеностей (3.1) було отримано таку нерiвнiсть:

∆R ≥ 4

√
~2
2

(θ212 + θ223 + θ231). (3.5)

Знайдемо також вираз для мiнiмальної довжини на основi розв’язку

задачi на власнi значення оператора квадрата довжини:

R2 =
∑
i

X2
i , (3.6)

де координати Xi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (1.20),

i = 1, 2, 3.

Розгляньмо для початку двовимiрний випадок. Оператор квадра-

та довжини має вигляд:

R2
12 = X2

1 +X2
2 . (3.7)

Оператори X1, X2 у (3.7) не комутують ([X1, X2] = i~θ12) та можуть

бути представленi за допомогою координат та iмпульсiв xi, pi, якi за-

довольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (1.12)-(1.14) як

X1 = x1 −
1

2
θ12p2, (3.8)

X2 = x2 +
1

2
θ12p1, (3.9)

(див., для прикладу, [189]). Отже, можемо переписати оператор R2
12 у

такому виглядi:

R2
12 = x21 + x22 +

θ212
4

(
p21 + p22

)
− θ12(x1p2 − x2p1). (3.10)

Власнi значення оператора (3.10) були знайденi у роботi [89] та визна-

чаються як

r2n12
= 2~|θ12|

(
n12 +

1

2

)
, (3.11)
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тут n12 – квантове число, n12 = 0, 1, 2, .... Отже, врахувавши (3.11), ми

можемо записати такi нерiвностi

⟨∆R2
12⟩ ≥ ~|θ12|, (3.12)

∆R12 ≥
√

~|θ12|, (3.13)

де

⟨∆R2
12⟩ = ⟨∆X2

1⟩ + ⟨∆X2
2⟩, (3.14)

∆R12 =
√
⟨∆R2

12⟩, (3.15)

та ⟨X1⟩ = ⟨X2⟩ = 0. Аналогiчно для операторiв

R2
23 = X2

2 +X2
3 , R2

31 = X2
3 +X2

1 , (3.16)

де координати Xi, Xj задовольняють спiввiдношення (1.20), можемо

записати власнi значення

r2n23
= 2~|θ23|

(
n23 +

1

2

)
, r2n31

= 2~|θ31|
(
n31 +

1

2

)
, (3.17)

тут n23, n31 – квантовi числа, n23 = 0, 1, 2, ..., n31 = 0, 1, 2, .... Отже,

виконуються такi нерiвностi:

⟨∆R2
23⟩ ≥ ~|θ23|, ∆R23 ≥

√
~|θ23|, (3.18)

⟨∆R2
31⟩ ≥ ~|θ31|, ∆R31 ≥

√
~|θ31|, (3.19)

де ⟨X1⟩ = ⟨X2⟩ = ⟨X3⟩ = 0,

⟨∆R2
ij⟩ = ⟨∆X2

i ⟩ + ⟨∆X2
j ⟩, (3.20)

∆Rij =
√

⟨∆R2
ij⟩. (3.21)

Важливо зауважити, що у загальному випадку

|θ12| ̸= |θ23| ̸= |θ31|. (3.22)
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Отже, на основi результатiв (3.12), (3.18), (3.19), можемо зробити ви-

сновок, що некомутативнiсть координат зумовлює обмеження на дов-

жину, якi є анiзотропними. Додавши нерiвностi (3.12), (3.18), (3.19),

отримаємо:

⟨∆R2⟩ = ⟨∆X2
1⟩ + ⟨∆X2

2⟩ + ⟨∆X2
3⟩ ≥

~
2

(|θ12| + |θ23| + |θ31|) , (3.23)

та

∆R ≥
√

~
2

(|θ12| + |θ23| + |θ31|). (3.24)

Знайдемо власнi значення оператора R2 (3.6) у тривимiрному ви-

падку. Використавши представлення

Xi = xi −
1

2

∑
j

θijpj, (3.25)

(див., для прикладу, [99]) перепишемо оператор квадрата довжини у

такому виглядi:

R2 =
∑
i

(
xi −

1

2

∑
j

θijpj

)2

=

= x2 +
1

4
[θ × p]2 − (θ · L) = x2 +

1

4
θ2p2 − 1

4
(θ · p)2 − (θ · L), (3.26)

де x = (x1, x2, x3), p = (p1, p2, p3),

L = [x× p], (3.27)

компоненти вектора θ визначаються як

θk =
1

2
εijkθij. (3.28)

Звернiмо увагу, що першi два доданки у (3.26) є iнварiантнi вiдносно

поворотiв. Отже, зручно вибрати систему координат з напрямком осi
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x3, який спiвпадає з напрямком вектора θ. У цьому випадку можемо

записати

R2 = x21 + x22 + x23 +
1

4
θ2p21 +

1

4
θ2p22 − θ(x1p2 − x2p1), (3.29)

де ми використали такi самi позначення для координат xi у вибранiй

системi координат, θ визначається як

θ = |θ| =
√
θ212 + θ223 + θ231. (3.30)

Зауважимо, що x23 комутує з R2[
x23, x

2
1 + x22 + x23 − θ(x1p2 − x2p1) +

1

4
(θ2p21 + θ2p22)

]
= 0. (3.31)

Отже, поворотом системи координат задачу на власнi значення опера-

тора квадрата довжини у тривимiрному просторi зведено до задачi на

власнi значення оператора квадрата довжини, визначеної на площинi.

Врахувавши (3.11), можемо записати власнi значення оператора R2 у

такому виглядi:

R2 = 2~θ
(
n+

1

2

)
+ r23, (3.32)

де r23 – власнi значення оператора x23, n – квантовi числа (n = 0, 1, 2...).

На основi власних значень для оператора квадрату довжини (3.32)

знайдемо:

⟨∆R2⟩ ≥ ~θ. (3.33)

Отже, для ∆R =
√
⟨∆R2⟩ отримаємо нерiвнiсть:

∆R ≥ 4

√
~2 (θ212 + θ223 + θ231), (3.34)

яка накладає обмеження на довжину в координатному просторi.

Дослiдiмо отриманi нерiвностi. Порiвняймо результати (3.5), (3.24),

(3.34) та знайдемо нерiвнiсть, яка накладає найсильнiше обмежен-

ня на довжину. Легко бачити, що нижня межа 4
√
~2 (θ212 + θ223 + θ231),
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яка представлена у нерiвностi (3.34), є бiльша за межу iз нерiвностi

(3.5) 4
√

~2 (θ212 + θ223 + θ231) /2. Отже, нерiвнiсть (3.34) накладає сильнi-

ше обмеження на величину ∆R. Щоб порiвняти результати (3.24) та

(3.34) запишемо:

~2(θ212 + θ223 + θ231) −
~2

4
(|θ12| + |θ23| + |θ31|)2 =

=
~2

4
(|θ12| − |θ23| − |θ31|)2 +

~2

4
(|θ23| − |θ12|−

−|θ31|)2 +
~2

4
(|θ31| − |θ23| − |θ12|)2 ≥ 0. (3.35)

Отже, нерiвнiсть (3.34), отримана на основi виразiв для власних зна-

чень оператора квадрату довжини, накладає сильнiше обмеження на

∆R у некомутативному просторi у порiвняннi з нерiвностями (3.24) та

(3.5)

4

√
~2 (θ212 + θ223 + θ231) ≥

√
~
2

(|θ12| + |θ23| + |θ31|). (3.36)

Мiнiмальна довжина у координатному просторi визначається параме-

трами координатної некомутативностi θij та має такий вигляд:

∆Rmin = 4

√
~2 (θ212 + θ223 + θ231). (3.37)

Дослiдiмо мiнiмальну довжину, визначену в iмпульсному просто-

рi. У двовимiрному випадку, оператор квадрата довжини має вигляд:

P 2
12 = P 2

1 + P 2
2 , (3.38)

де iмпульси P1, P2 задовольняють спiввiдношення [P1, P2] = i~η12. Ви-

користавши представлення:

P1 = p1 +
1

2
η12x2, (3.39)

P2 = p2 −
1

2
η12x1, (3.40)
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(див., для прикладу, [190]), де координати xi та iмпульси pi задоволь-

няють звичнi комутацiйнi спiввiдношення, маємо:

P 2
12 = p21 + p22 +

η212
4

(
x21 + x22

)
− η12(x1p2 − x2p1). (3.41)

На основi результатiв статтi [21], де було знайдено енергетичнi

рiвнi вiльної частинки у некомутативному фазовому просторi канонi-

чного типу, власнi значення оператора (3.38) (чи еквiвалентно (3.41))

можемо записати у такому виглядi:

p2m12
= 2~|η12|

(
m12 +

1

2

)
, (3.42)

де m12 – квантовi числа m12 = 0, 1, 2, 3, .... Отже, отримаємо такi не-

рiвностi:

⟨∆P 2
1 ⟩ + ⟨∆P 2

2 ⟩ ≥ ~|η12|, (3.43)

∆P12 ≥
√

~|η12|, (3.44)

де ⟨P1⟩ = ⟨P2⟩ = 0 та ∆P12 =
√

⟨∆P 2
12⟩. Аналогiчно на основi розв’яз-

кiв на власнi значення операторiв P 2
ij = P 2

i + P 2
j , знайдемо:

∆Pij ≥
√
~|ηij|, (3.45)

∆Pij =
√

⟨∆P 2
ij⟩. (3.46)

Оскiльки

|η12| ̸= |η23| ̸= |η31|, (3.47)

проаналiзувавши (3.45), можемо зробити висновок, що некомутатив-

нiсть iмпульсiв зумовлює анiзотропiю мiнiмальної довжини у iмпуль-

сному просторi.

Врахувавши отриманi нерiвностi (3.45), знайдемо:

⟨∆P2⟩ ≥ ~
2

(|η12| + |η23| + |η31|) , (3.48)
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∆P ≥
√

~
2

(|η12| + |η23| + |η31|). (3.49)

У тривимiрному випадку, використавши представлення:

Pi = pi +
1

2

∑
j

ηijxj, (3.50)

(див., для прикладу, [99]), оператор

P2 = P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 , (3.51)

може бути записаний у такому виглядi:

P2 = p2 +
1

4
η2p2 − 1

4
(η · x)2 − (η · L). (3.52)

Координати та iмпульси xi, pi задовольняють звичнi комутацiйнi спiв-

вiдношення. Компоненти вектора η визначаються як

ηk = εijk
ηij
2
. (3.53)

Модуль вектора η має такий вигляд:

η = |η| =
√
η212 + η223 + η231. (3.54)

Першi два доданки у (3.52) є сферично-симетричнi. Отже, вибравши

систему координат, в якiй вiсь x3 спiвпадає з напрямком вектора η,

маємо:

P2 = p2 +
1

4
[η × x]2 − η(x1p2 − x2p1) = p21 + p22 +

+p23 +
1

4
η2x21 +

1

4
η2x22 − η(x1p2 − x2p1). (3.55)

Оператор p23 комутує з P2, [p23,P
2] = 0. Отже, задачу на знаходження

власних значень оператора квадрату довжини, означеного в тривимiр-

ному iмпульсному просторi, можна звести до двох незалежних задач
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на знаходження власних значень оператора p23 та оператора квадра-

ту довжини, означеного в двовимiрному iмпульсному просторi. Власнi

значення оператора P2 мають вигляд:

P 2 = 2~η
(
m+

1

2

)
+ ~2k2, (3.56)

тут m – квантовi числа, m = 0, 1, 2..., та ~2k2 – власнi значення опера-

тора p23. На основi результату (3.56) маємо таку нижню межу для ∆P

у тривимiрному некомутативному iмпульсному просторi

∆P ≥
√

~η, (3.57)

∆P =
√

⟨∆P2⟩, (3.58)

(тут ми розглядаємо ⟨Pi⟩ = 0).

Отже, мiнiмальна довжина у тривимiрному некомутативному iм-

пульсному просторi визначається параметрами iмпульсної некомута-

тивностi та має вигляд:

∆Pmin = 4

√
~2(η212 + η223 + η231). (3.59)

Дослiдiмо загальний випадок, а саме розгляньмо оператор ква-

драту довжини у фазовому просторi, визначений як:

Q2 = α2
∑
i

P 2
i + β2

∑
i

X2
i , (3.60)

де α, β – константи. Iз мiркувань розмiрностей, константа β є безроз-

мiрною, константа α має розмiрнiсть c/кг. Координати Xi та iмпуль-

си Pi задовольняють спiввiдношення некомутативної алгебри (1.20)-

(1.22).

У двовимiрному випадку, використавши представлення (3.8), (3.9),
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(3.39), (3.40), оператор квадрата довжини може бути записаний як

Q2
12 = α2(P 2

1 + P 2
2 ) + β2(X2

1 +X2
2) =

=

(
α2 +

β2

4
θ2
)(

p21 + p22
)

+

(
β2 +

α2

4
η2
)(

x21 + x22
)
−

−(α2η + β2θ)(x1p2 − x2p1). (3.61)

Власнi значення Q2
12 мають такий вигляд:

Q2
12,n1n2

=

= ~(

√(
2α2 +

θ212β
2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
+ η12α

2 + θ12β
2) (n1 + 1) +

+~(

√√√√(2α2 +
θ2ijβ

2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
− η12α

2 − θijβ
2)n2.

(3.62)

Тут ми врахували, що оператор (3.60) вiдповiдає оператору Гамiль-

тона для гармонiчного осцилятора з масою 1/2α2 та частотою 2αβ

у некомутативному фазовому просторi. Вплив некомутативностi на

енергетичнi рiвнi двовимiрного гармонiчного осцилятора є добре до-

слiдженим [21,25,86,91,97,98,176,191–201]. На основi результату (3.62)

можемо записати таку нерiвнiсть:

∆Q12 ≥

√√√√√~

√√√√(2α2 +
θ2ijβ

2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
+ ~η12α2 + ~θijβ2,

(3.63)

де

∆Q12 =
√
⟨∆Q2

12⟩ =

=
√
α2⟨∆P 2

i ⟩ + α2⟨∆P 2
j ⟩ + β2⟨∆X2

i ⟩ + β2⟨∆X2
j ⟩, (3.64)
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⟨Xi⟩ = 0, ⟨Pi⟩ = 0, i, j = (1, 2). Отже, мiнiмальна довжина у чотири-

вимiрному некомутативному фазовому просторi визначається як

∆Qmin
12 = (3.65)

=

√√√√~

√(
2α2 +

θ212β
2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
+ ~η12α2 + ~θ12β2. (3.66)

У шестивимiрному фазовому просторi (тривимiрному координатному

та тривимiрному iмпульсному просторi), використавши представлення

для некомутативних координат та некомутативних iмпульсiв (3.25),

(3.50), запишемо оператор квадрата довжини у такому виглядi:

Q2 =

(
α2 +

β2

4
θ2
)
p2 +

(
β2 +

α2

4
η2
)
x2 −

−α
2

4
(η · x)2 − β2

4
(θ · p)2 − α2(η · L) − β2(θ · L). (3.67)

Для зручностi виберемо систему координат так, щоб напрямок осi x3

збiгався з напрямком вектора α2η + β2θ. Розгляньмо також вектори

θ, η, як такi, що мають однаковий напрям

θ∥η. (3.68)

У цьому випадку оператор квадрата довжини може бути переписаний

як

Q2 =

(
α2 +

β2

4
θ2
)(

p21 + p22
)

+

(
β2 +

α2

4
η2
)(

x21 + x22
)

+

+α2p23 + β2x23 − (α2η + β2θ)(x1p2 − x2p1), (3.69)

тут ми залишили тi самi позначення для координат та iмпульсiв у новiй

системi координат. Звернiмо увагу, що оператор α2p23 + β2x23 комутує з

оператором Q2. Також зауважимо, що доданки(
α2 +

β2

4
θ2
)(

p21 + p22
)

+

(
β2 +

α2

4
η2
)(

x21 + x22
)
−

−(α2η + β2θ)(x1p2 − x2p1), (3.70)
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вiдповiдають гамiльтонiану двовимiрного гармонiчного осцилятора з

масою 1/2α2 та частотою 2αβ у некомутативному фазовому просторi

(див. (3.61)). Отже, задачу на знаходження власних значень опера-

тора квадрату довжини у шестивимiрному некомутативному фазово-

му просторi зведено до задачi знаходження власних значень операто-

ра квадрата довжини у чотиривимiрному некомутативному фазовому

просторi. Врахувавши (3.62), маємо такий вираз для власних значень

оператора Q2

Q2
n1n2n3

=

~

(√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
+ ηα2 + θβ2

)
n1 +

~

(√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
− ηα2 − θβ2

)
n2 +

~

√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
+ 2~αβ

(
n3 +

1

2

)
, (3.71)

та можемо записати такy нерiвнiсть:

⟨∆Q2⟩ ≥ ~

√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
+ ~ηα2 + ~θβ2 + ~αβ.

(3.72)

Отже, мiнiмальна довжина у шестивимiрному некомутативному фазо-

вому просторi визначається величинами параметрiв координатної та

iмпульсної некомутативностей θij, ηij та має такий вигляд:

∆Qmin =

=

(
~
(

2α2 +
(θ212 + θ223 + θ231)β

2

2

) 1
2
(

2β2 +
(η212 + η223 + η231)α

2

2

)1
2

+
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+~α2(η212 + η223 + η231)
1
2 + ~β2(θ212 + θ223 + θ231)

1
2 + ~αβ

) 1
2

, (3.73)

тут ∆Q =
√
⟨∆Q2⟩.

Зауважимо, що при β = 0, маємо мiнiмальну довжину у коорди-

натному просторi ∆Qmin = ∆Rmin, що узгоджується з виразом (3.37).

У випадку α = 0, на основi результату (3.73) отримаємо мiнiмальну

довжину у iмпульсному просторi, що вiдповiдає (3.59).

3.3 Проблема кiнематичних змiнних

Розгляньмо чотиривимiрний некомутативний фазовий простiр канонi-

чного типу, який характеризується такими комутацiйними спiввiдно-

шеннями для операторiв координат та операторiв iмпульсiв

[X1, X2] = i~θ, (3.74)

[Xi, Pj] = i~δij(1 + σ), (3.75)

[P1, P2] = i~η, (3.76)

тут θ, η, σ – константи. Дослiдiмо для початку випадок, коли σ = 0

та комутацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв є звичними

[Xi, Pj] = i~δij.

Координати Xi та iмпульси Pi, якi задовольняють некомутативну

алгебру (3.74)-(3.76) з σ = 0 можуть бути представленi через коорди-

нати та iмпульси xi, pi, якi задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiд-

ношення (1.12)-(1.14). Представлення має такий вигляд:

X1 = ε(x1 −
1

2
θ′p2), (3.77)

X2 = ε(x2 +
1

2
θ′p1), (3.78)
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P1 = ε(p1 +
1

2
η′x2), (3.79)

P2 = ε(p2 −
1

2
η′x1), (3.80)

де

ε =
1√

1 + θ′η′

4

, (3.81)

та θ′, η′ – константи [202]. Параметри θ′, η′ пов’язанi з θ, η як

θ =
θ′

1 + θ′η′

4

, (3.82)

η =
η′

1 + θ′η′

4

, (3.83)

(див. [202]). Iз (3.82), (3.83) отримаємо:

θ′ =
2

η
(1 ±

√
1 − θη), (3.84)

η′ =
2

θ
(1 ±

√
1 − θη). (3.85)

Врахувавши (3.77)-(3.80), (3.84), (3.85), можемо записати:

X1 =

√
θη

2(1 ±
√

1 − θη)

(
x1 −

1

η

(
1 ±

√
1 − θη

)
p2

)
, (3.86)

X2 =

√
θη

2(1 ±
√

1 − θη)

(
x2 +

1

η

(
1 ±

√
1 − θη

)
p1

)
, (3.87)

P1 =

√
θη

2(1 ±
√

1 − θη)

(
p1 +

1

θ

(
1 ±

√
1 − θη

)
x2

)
, (3.88)

P2 =

√
θη

2(1 ±
√

1 − θη)

(
p2 −

1

θ

(
1 ±

√
1 − θη

)
x1

)
. (3.89)
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Отже, маємо два представлення, якi вiдповiдають вибору знаку “+” чи

“-” у виразах (3.86)-(3.89). Цi представлення пов’язанi такими канонi-

чними перетвореннями

X
(−)
1 = −

√
θ

η
P

(+)
2 , X

(−)
2 =

√
θ

η
P

(+)
1 , (3.90)

P
(−)
1 =

√
η

θ
X

(+)
2 , P

(−)
2 = −

√
η

θ
X

(+)
1 , (3.91)

де ми використали позначення X
(+)
i , P (+)

i , X(−)
i , P (−)

i для координат

та iмпульсiв, якi означенi як (3.86)-(3.89) з вiдповiдним вибором знаку

“+” чи “-”. Зауважимо, що iснування представлення для координат та

iмпульсiв Xi, Pi, якi задовольняють спiввiдношення некомутативної

алгебри, через координати та iмпульси xi, pi, якi задовольняють звичнi

комутацiйнi спiввiдношення, гарантує виконання тотожностi Якобi для

будь-якої трiйки операторiв.

У границi θ → 0, η → 0 iз (3.86)-(3.89) отримаємо:

X
(−)
i = xi, (3.92)

P
(−)
i = pi, (3.93)

де координати та iмпульси xi, pi задовольняють звичнi комутацiйнi

спiввiдношення. У випадку вибору знаку “+” у (3.86)-(3.89) у границi

θ → 0, η → 0 знайдемо:

X
(+)
1 = −

√
θ

η
p2, X

(+)
2 =

√
θ

η
p1, (3.94)

P
(+)
1 =

√
η

θ
x2, P

(+)
2 = −

√
η

θ
x1. (3.95)

Важливо зауважити, що вiдповiдно до виразiв (3.86)-(3.89) неко-

мутативнi координати залежать вiд iмпульсiв pi, тому залежать вiд
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маси. Отже, координати у некомутативному фазовому просторi кано-

нiчного типу не можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi.

У загальному випадку спiввiдношення некомутативної алгебри для

координат та iмпульсiв рiзних частинок можуть мiстити рiзнi пара-

метри. Зауважимо, що, якщо параметри некомутативної алгебри, якi

вiдповiдають частинцi з масою m, залежать вiд її маси як

mθ = γ = const, (3.96)

η

m
= α = const, (3.97)

де γ, α – константи, якi не залежать вiд маси, представлення (3.86)-

(3.89) може бути переписане у такому виглядi:

X1 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
x1 −

1

α

(
1 ±

√
1 − αγ

) p2
m

)
, (3.98)

X2 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
x2 +

1

α

(
1 ±

√
1 − αγ

) p1
m

)
, (3.99)

P1 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
p1 +

m

γ

(
1 ±

√
1 − αγ

)
x2

)
, (3.100)

P2 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
p2 −

m

γ

(
1 ±

√
1 − αγ

)
x1

)
. (3.101)

Звернiмо увагу, що координати Xi не залежать вiд маси та можуть бу-

ти розглянутi як кiнематичнi змiннi. Зауважимо також, що у випадку,

коли виконуються рiвностi (3.96), (3.97), маємо, що iмпульси (3.100),

(3.101) є пропорцiйними до маси, як це є у звичному просторi (просторi

зi звичними спiввiдношеннями для координат та iмпульсiв, θ = η = 0).

На завершення пiдроздiлу дослiдiмо також випадок, коли кон-

станти у спiввiдношеннях (3.77)-(3.80) вибранi як

ε = 1, η′ = η, θ′ = θ. (3.102)
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Такий вибiр констант розглядався у роботi [202]. У цьому випадку

представлення має простiший вигляд:

X1 = x1 −
1

2
θp2, (3.103)

X2 = x2 +
1

2
θp1, (3.104)

P1 = p1 +
1

2
ηx2, (3.105)

P2 = p2 −
1

2
ηx1, (3.106)

проте комутатор для координат та iмпульсiв є деформованим. Iз спiв-

вiдношень (3.103)-(3.106) маємо

[Xi, Pj] = i~δij
(

1 +
θη

4

)
. (3.107)

Величину

~eff = ~
(

1 +
θη

4

)
(3.108)

називають ефективною сталою Планка [202]. У випадку, коли вико-

нуються рiвностi (3.96), (3.97), представлення (3.103)-(3.106) можна

переписати як

X1 = x1 −
1

2
γ
p2
m
, (3.109)

X2 = x2 +
1

2
γ
p1
m
, (3.110)

P1 = p1 +
1

2
αmx2, (3.111)

P2 = p2 −
1

2
αmx1. (3.112)

Зауважимо, що некомутативнi координати не залежать вiд маси, та

некомутативнi iмпульси пропорцiйнi до маси, як це є у звичному про-

сторi (θ = η = 0). Також при виконаннi умов (3.96), (3.97) комутатор
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для координат та iмпульсiв не залежить вiд маси. Маємо:

[Xi, Pj] = i~eff = iδij~
(

1 +
αγ

4

)
. (3.113)

У наступних пiдроздiлах буде показано, що спiввiдношення (3.96),

(3.97) є також важливими для розв’язання проблеми опису руху си-

стеми частинок, для збереження властивостей кiнетичної енергiї та

для вiдновлення слабкого принципу еквiвалентностi у квантованому

фазовому просторi канонiчного типу.

3.4 Особливостi руху системи вiльних частинок у

чотиривимiрному некомутативному фазовому

просторi

Дослiдiмо вплив квантованостi простору на рух системи вiльних ча-

стинок у чотиривимiрному некомутативному фазовому просторi кано-

нiчного типу (3.74)-(3.76) з σ = 0. У класичнiй границi ~ → 0 на основi

спiввiдношень (3.74)-(3.76) з σ = 0 можемо записати такi деформованi

дужки Пуассона:

{X1, X2} = θ, (3.114)

{Xi, Pj} = δij, (3.115)

{P1, P2} = η. (3.116)

Для початку знайдемо траєкторiю руху вiльної частинки з масою

m у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу. Запишемо

гамiльтонiан вiльної частинки у традицiйному виглядi:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
. (3.117)
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Звернiмо увагу, що дужки Пуассона для iмпульсiв P1, P2 не дорiвню-

ють нулю (3.116). Врахувавши (3.114)-(3.116), (3.117), знайдемо рiвня-

ння руху, якi мають такий вигляд:

Ẋ1 =
P1

m
, Ẋ2 =

P2

m
, (3.118)

Ṗ1 = η
P2

m
, Ṗ2 = −ηP1

m
. (3.119)

Розв’яжемо отриманi рiвняння (3.118)-(3.119), розглянувши початковi

умови

X1(0) = X01, X2(0) = X02, (3.120)

Ẋ1(0) = υ01, Ẋ2(0) = υ02, (3.121)

де X0i, υ0i – початковi координати та швидкостi частинки. Отримаємо

такi вирази для траєкторiї частинки та швидкостi її руху у некомута-

тивному фазовому просторi

X1(t) = υ01
m

η
sin

η

m
t− υ02

m

η
cos

η

m
t+ υ02

m

η
+X01, (3.122)

X2(t) = υ02
m

η
sin

η

m
t+ υ01

m

η
cos

η

m
t− υ01

m

η
+X02, (3.123)

Ẋ1(t) = υ01 cos
η

m
t+ υ02 sin

η

m
t, (3.124)

Ẋ2(t) = υ02 cos
η

m
t− υ01 sin

η

m
t. (3.125)

Звернiмо увагу, що канонiчна некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює

залежнiсть траєкторiї та швидкостi вiльної частинки (3.122)-(3.125)

вiд її маси m.

Розглянувши границю η → 0, що вiдповiдає звичному простору,

iз рiвнянь (3.122), (3.123) отримаємо добре вiдомi результати:

X1(t) = υ01t+X01, (3.126)
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X2(t) = υ02t+X02. (3.127)

Для дослiдження особливостей руху системи вiльних частинок за-

пишемо спiввiдношення некомутативної алгебри для координат та iм-

пульсiв рiзних частинок. Ми пропонуємо таке узагальнення алгебри

з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв канонi-

чного типу:

[X
(a)
1 , X

(b)
2 ] = i~δabθa, (3.128)

[X
(a)
i , P

(b)
j ] = i~δabδij, (3.129)

[P
(a)
1 , P

(b)
2 ] = i~δabηa, (3.130)

де iндекси a, b позначають частинки, X(a)
i , P (a)

i – координати та iм-

пульси частинки з iндексом a, θa, ηa – параметри некомутативностi,

якi описують вплив квантованостi простору на частинку a, i = (1, 2),

j = (1, 2). У класичнiй границi ~ → 0 з спiввiдношень (3.128)-(3.130)

отримаємо деформованi дужки Пуассона

{X(a)
1 , X

(b)
2 } = δabθa, (3.131)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δab, (3.132)

{P (a)
1 , P

(b)
2 } = δabηa. (3.133)

Дослiдiмо рух системи N вiльних частинок. Запишемо гамiльто-

нiан:

H =
∑
a

(P(a))2

2ma
=

P̃2

2M
+
∑
a

(∆P(a))2

2ma
, (3.134)

де m1, m2,...,mN – маси частинок. Координати та iмпульси X
(a)
i , P (a)

i

у гамiльтонiанi (3.134) задовольняють спiввiдношення некомутативної
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алгебри (3.131)-(3.133). У (3.134) ми використали позначення P̃i, ∆P
(a)
i

для iмпульсiв центра мас та iмпульсiв вiдносного руху, означених тра-

дицiйно:

P̃ =
∑
a

P(a), (3.135)

∆Pa = P(a) − µaP̃, (3.136)

µa =
ma

M
, M =

∑
a

ma. (3.137)

Звернiмо увагу, що iмпульси центра мас та iмпульси вiдносного руху

задовольняють такi спiввiдношення:

{P̃1, P̃2} = η̃, (3.138)

{∆P
(a)
1 ,∆P

(b)
2 } = −{∆P

(a)
2 ,∆P

(b)
1 } =

= δabηa − µbηa − µaηb + µaµbη̃, (3.139)

де параметри η̃ мають вигляд:

η̃ =
∑
a

ηa. (3.140)

Отже, дужки Пуассона для iмпульсiв центра мас дорiвнюють параме-

тру некомутативностi, який визначається, як сума параметрiв iмпуль-

сної некомутативностi частинок системи. Величина параметра iмпуль-

сної некомутативностi збiльшується зi збiльшенням кiлькостi части-

нок у системi. У випадку, коли µa = 1/N (маси частинок однаковi), iз

(3.140) маємо:

η̃ = Nη. (3.141)

Звiдси випливає, що вплив iмпульсної некомутативностi на рух макро-

скопiчних систем є бiльшим нiж на рух частинок.
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Iз (3.139) маємо, що дужки Пуассона для iмпульсiв вiдносного ру-

ху залежать вiд параметрiв iмпульсної некомутативностi частинок си-

стеми, а також вiд мас частинок. Важливо також вiдзначити, що дуж-

ки Пуассона для iмпульсiв центра мас та iмпульсiв вiдносного руху не

дорiвнюють нулевi. Врахувавши (3.135), (3.136) та (3.133), отримаємо:

{P̃1,∆P
(a)
2 } = −{P̃2,∆P

a
1 } = ηa − µa

∑
b

ηb. (3.142)

Iз спiввiдношеня (3.142) випливає, що у просторi з некомутативнiстю

iмпульсiв ми не можемо розглядати рух центра мас незалежно вiд вiд-

носного руху. Вiдносний рух впливає на рух центра мас, та навпаки.

Навiть у випадку системи вiльних частинок рух центра мас системи є

залежним вiд вiдносного руху.

Важливо звернути увагу на ефект розлiтання системи вiльних ча-

стинок, який зумовлений некомутативнiстю iмпульсiв. Вiдомо, що у

звичному просторi (θ = 0, η = 0) вiльнi частинки з однаковими поча-

тковими швидкостями рухаються разом, вiдноснi координати частинок

не залежать вiд часу. У квантованому фазовому просторi канонiчно-

го типу навiть у випадку рiвностi початкових швидкостей частинок в

початковий момент часу

Ẋ
(a)
1 (0) = υ01, Ẋ

(a)
2 (0) = υ02, (3.143)

a = (1...N), маємо:

Ẋ
(a)
1 (t) ̸= Ẋ

(b)
1 (t), Ẋ

(a)
2 (t) ̸= Ẋ

(b)
2 (t), (3.144)

для a ̸= b. Врахувавши (3.124), (3.125), знайдемо:

Ẋ
(a)
1 (t) = υ01 cos

ηa
ma

t+ υ02 sin
ηa
ma

t, (3.145)

Ẋ
(a)
2 (t) = υ02 cos

ηa
ma

t− υ01 sin
ηa
ma

t, (3.146)
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де параметр iмпульсної некомутативностi ηa вiдповiдає частинцi з ма-

сою ma.

Запишемо також траєкторiю руху центра мас системи N вiльних

частинок. На основi отриманих результатiв (3.145), (3.146) маємо:

X̃1(t) =
∑
a

µaX
(a)
1 (t) =

∑
a

(
υ01

m2
a

Mηa
sin

ηa
ma

t−

−υ02
m2

a

Mηa
cos

ηa
ma

t+ υ02
m2

a

Mηa
+
ma

M
X

(a)
01

)
, (3.147)

X̃2(t) =
∑
a

µaX
(a)
1 (t) =

∑
a

(
υ02

m2
a

Mηa
sin

ηa
ma

t+

+υ01
m2

a

Mηa
cos

ηa
ma

t− υ01
m2

a

Mηa
+
ma

M
X

(a)
02

)
, (3.148)

тут

X
(a)
01 = X

(a)
1 (0), X

(a)
02 = X

(a)
2 (0). (3.149)

Вiдзначимо, що вiдноснi координати не є константами, вони залежать

вiд часу як:

∆Xa
1 (t) = X

(a)
1 (t) − X̃1(t) =

= υ01
ma

ηa
sin

ηa
ma

t− υ02
ma

ηa
cos

ηa
ma

t+ υ02
ma

ηa
+X

(a)
01 −

−
∑
b

(
υ01

m2
b

Mηb
sin

ηb
mb

t− υ02
m2

b

Mηb
cos

ηb
mb

t+

+υ02
m2

b

Mηb
+
mb

M
X

(b)
01

)
, (3.150)

∆Xa
2 (t) = X

(a)
2 (t) − X̃2(t) =

= υ02
ma

ηa
sin

ηa
ma

t+ υ01
ma

ηa
cos

ηa
ma

t− υ01
ma

ηa
+X

(a)
02 −
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−
∑
b

(
υ02

m2
b

Mηb
sin

ηb
mb

t+ υ01
m2

b

Mηb
cos

ηb
mb

t−

−υ01
m2

b

Mηb
+
mb

M
X

(b)
02

)
. (3.151)

Iз виразiв (3.145), (3.146), (3.150), (3.151) можемо зробити висновок, що

некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює розлiтання системи вiльних ча-

стинок. У некомутативному фазовому просторi канонiчного типу вiль-

нi частинки з однаковими початковими швидкостями не рухаються

разом, як це є у просторi зi звичними комутацiйними спiввiдношення-

ми.

Зауважимо, що коли параметр iмпульсної некомутативностi про-

порцiйний до маси, а саме виконується умова (3.97), маємо, що дужки

Пуассона для iмпульсу центра мас та iмпульсiв вiдносного руху дорiв-

нюють нулю:

{P̃1,∆P
(a)
2 } = 0, (3.152)

та з (3.145), (3.146) отримаємо, що швидкостi руху вiльних частинок є

однаковi та дорiвнюють швидкостi руху центра мас системи:

Ẋ
(a)
1 (t) =

∑
a

µaẊ
(a)
1 (t) = υ01 cosαt+ υ02 sinαt, (3.153)

Ẋ
(a)
2 (t) =

∑
a

µaẊ
(a)
2 (t) = υ02 cosαt− υ01 sinαt. (3.154)

Також при виконаннi рiвностi (3.97), iз (3.150), (3.151) отримаємо, що

координати вiдносного руху є константами:

∆X
(a)
1 = X

(a)
01 −

∑
b

µbX
(b)
01 , (3.155)

∆X
(a)
2 = X

(a)
02 −

∑
b

µbX
(b)
02 . (3.156)
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Траєкторiя руху вiльної частинки не залежить вiд маси. Взявши до

уваги (3.97), (3.122), (3.123), знайдемо:

X
(a)
1 (t) =

υ01
α

sinαt− υ02
α

cosαt+
υ02
α

+X
(a)
01 , (3.157)

X
(a)
2 (t) =

υ02
α

sinαt+
υ01
α

cosαt− υ01
α

+X
(a)
02 . (3.158)

Отже, у випадку виконання умови (3.97) рух вiльної частинки не

залежить вiд її маси, система вiльних частинок з однаковими поча-

тковими швидкостями не розлiтається (частинки рухаються разом зi

швидкiстю, яка дорiвнює швидкостi руху центра мас системи) у кван-

тованому фазовому просторi канонiчного типу.

3.5 Представлення для координат та iмпульсiв цен-

тра мас

Координати та iмпульси частинок, якi задовольняють спiввiдношення

алгебри (3.131)-(3.133), можуть бути представленi через координати

та iмпульси x(a)i , p(a)i , якi задовольняють звичнi спiввiдношення

{x(a)i , x
(b)
j } = {p(a)i , p

(b)
j } = 0, (3.159)

{x(a)i , p
(b)
j } = δijδab. (3.160)

Iндекси a, b позначають частинки. На основi результатiв, отриманих в

пiдроздiлi 3.3, можемо записати представлення у такому виглядi:

X
(a)
1 =

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
x
(a)
1 − 1

ηa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
p
(a)
2

)
, (3.161)
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X
(a)
2 =

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
x
(a)
2 +

1

ηa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
p
(a)
1

)
, (3.162)

P
(a)
1 =

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
p
(a)
1 +

1

θa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
x
(a)
2

)
, (3.163)

P
(a)
2 =

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
p
(a)
2 − 1

θa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
x
(a)
1

)
. (3.164)

Використавши вирази (3.161)-(3.164), та означення для координат

X̃ =
∑
a

ma

M
X(a), (3.165)

та iмпульсiв центра мас системи частинок (3.135), отримаємо таке

представлення:

X̃1 =
∑
a

ma

M

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
x
(a)
1 − 1

ηa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
p
(a)
2

)
, (3.166)

X̃2 =
∑
a

ma

M

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
x
(a)
2 +

1

ηa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
p
(a)
1

)
, (3.167)
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P̃1 =
∑
a

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
p
(a)
1 +

1

θa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
x
(a)
2

)
, (3.168)

P̃2 =
∑
a

√
θaηa

2(1 ±
√

1 − θaηa)
×

×
(
p
(a)
2 − 1

θa

(
1 ±

√
1 − θaηa

)
x
(a)
1

)
, (3.169)

де ma – маси частинок, якi формують систему, системи, M – повна

маса системи. Зауважимо, що вiдповiдно до (3.168), (3.169) представ-

лення для некомутативних координат та iмпульсiв центра мас не може

бути переписане через координати та iмпульси центра мас

x̃i =
∑
a

max
(a)
i

M
, (3.170)

p̃i =
∑
a

p
(a)
i , (3.171)

якi задовольняють звичнi спiввiдношення. Також звернiмо увагу, що

iмпульси центра мас (3.168), (3.169) не є пропорцiйнi до маси системи.

При виконаннi умови на параметр iмпульсної некомутативностi

(3.97), а також умови, (3.96), яка пов’язує параметр координатної не-

комутативностi з масою, представлення (3.166)-(3.169) має такий ви-

гляд:

X̃1 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
x̃1 −

1

α

(
1 ±

√
1 − αγ

) p̃2
M

)
, (3.172)

X̃2 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
x̃2 +

1

α

(
1 ±

√
1 − αγ

) p̃1
M

)
, (3.173)
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P̃1 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
p̃1 +

M

γ

(
1 ±

√
1 − αγ

)
x̃2

)
, (3.174)

P̃2 =

√
αγ

2(1 ±
√

1 − αγ)

(
p̃2 −

M

γ

(
1 ±

√
1 − αγ

)
x̃1

)
, (3.175)

де координати та iмпульси x̃i, p̃i визначаються як (3.170), (3.171) та

задовольняють звичнi спiввiдношення

{x̃i, x̃j} = {p̃i, p̃j} = 0, (3.176)

{x̃i, p̃j} = δij. (3.177)

Отже, при виконаннi умов (3.96), (3.97), координати та iмпульси

центра мас X̃i, P̃i системи у некомутативному фазовому просторi мо-

жуть бути представленi через координати та iмпульси центра мас x̃i,

p̃i, якi задовольняють звичнi спiввiдношення (3.176), (3.177). Також,

якщо задовольняються рiвностi (3.96), (3.97), маємо, що у некомута-

тивному фазовому просторi iмпульси центра мас (3.168), (3.169) про-

порцiйнi до повної маси системи, як це є у звичному просторi (θ = η =

0).

Такий самий висновок можна зробити у випадку симетричного

представлення (3.103)-(3.106) для координат та iмпульсiв, якi задо-

вольняють спiввiдношення некомутативної алгебри (3.74)-(3.76) з σ =

θη/4. Запишемо алгебру (3.74)-(3.76) з σ = θη/4 для координат та

iмпульсiв частинок. У класичнiй границi вiдповiднi дужки Пуассона

мають такий вигляд:

{X(a)
1 , X

(b)
2 } = δabθ

(a), (3.178)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij

(
1 +

θaηa
4

)
, (3.179)

{P (a)
1 , P

(b)
2 } = δabη

(a). (3.180)
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Некомутативнi координати та некомутативнi iмпульси X
(a)
i , P (a)

i мо-

жуть бути записанi як:

X̃1 = x
(a)
1 − 1

2
θap

(a)
2 , (3.181)

X̃2 = x
(a)
2 +

1

2
θap

(a)
1 , (3.182)

P̃1 = p
(a)
1 +

1

2
ηax

(a)
2 , (3.183)

P̃2 = p
(a)
2 − 1

2
ηax

(a)
1 , (3.184)

де координати та iмпульси x
(a)
i , p(a)i задовольняють звичнi спiввiдно-

шення (3.159), (3.160).

На основi означень для координат та iмпульсiв центра мас, а та-

кож виразiв (3.185)-(3.188) у випадку, коли виконуються рiвностi (3.96),

(3.97), можемо записати:

X̃1 =
∑
a

ma

M

(
x
(a)
1 − 1

2
θap

(a)
2

)
= x̃1 −

1

2
θ̃p̃2, (3.185)

X̃2 =
∑
a

ma

M

(
x
(a)
2 +

1

2
θap

(a)
1

)
= x̃2 +

1

2
θ̃p̃1, (3.186)

P̃1 =
∑
a

(
p
(a)
1 +

1

2
ηax

(a)
2

)
= p̃1 +

Mα

2
x̃2, (3.187)

P̃2 =
∑
a

(
p
(a)
2 − 1

2
ηax

(a)
1

)
= p̃2 −

Mα

2
x̃1. (3.188)

Отже, при виконаннi умов на параметри координатної та iмпульсної

некомутативностей (3.96), (3.97) координати та iмпульси центра мас

у некомутативному просторi X̃i, P̃i можуть бути представленi через

координати та iмпульси центра мас (3.176), (3.177), якi задовольняють

звичнi спiввiдношення, а також iмпульси центра мас системи пропор-

цiйнi до її маси.
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3.6 Iмпульс центра мас, як iнтеграл руху у чоти-

ривимiрному некомутативному фазовому про-

сторi канонiчного типу

Iмпульс центра мас, визначений як сума iмпульсiв частинок систе-

ми, не є iнтегралом руху у квантованому фазовому просторi (3.131)-

(3.133). Дужки Пуассона для iмпульсу центра мас, означеного як (3.135),

та гамiльтонiану системи частинок з масамиma та взаємодiєю U(|X(1)−

X(2)|)

H =
∑
a

(P(a))2

2ma
+ U(|X(1) −X(2)|), (3.189)

не дорiвнюють нулю. Знайдемо:

{P̃1, H} =

{
P̃1,
∑
a

(P(a))2

2ma

}
= η̃

P̃2

M
+

+
∑
a

∆P
(a)
2

ma
(ηa − µaη̃) , (3.190)

{P̃2, H} =

{
P̃2,
∑
a

(P(a))2

2ma

}
= −η̃ P̃1

M
−

−
∑
a

∆P
(a)
1

ma
(ηa − µaη̃) . (3.191)

Розгляньмо випадок, коли параметр iмпульсної некомутативностi про-

порцiйний до маси (3.97). Дужки Пуассона для iмпульсу центра мас

(3.135) та гамiльтонiану (3.189) у цьому випадку мають такий вигляд:

{P̃1, H} =
P̃2

M
η̃, (3.192)

{P̃2, H} = − P̃1

M
η̃. (3.193)
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Отже, навiть при виконаннi умови (3.97) iмпульс центра мас, який

означений як сума iмпульсiв частинок, що формують систему, не є

iнтегралом руху у квантованому фазовому просторi канонiчного типу.

Означимо iмпульс центра мас системи частинок як iнтеграл руху

у просторi з канонiчною некомутативнiстю координат та канонiчною

некомутативнiстю iмпульсiв. Для початку дослiдiмо частковий випа-

док, коли маси частинок, якi входять до системи, є однаковim1 = m2 =

... = mN = m. Отже, є однаковими також параметри координатної та

iмпульсної некомутативностей

θ1 = θ2 = ... = θN = θ, (3.194)

η1 = η2 = ... = ηN = η. (3.195)

Для такої системи N частинок величини

P̃ ′
1 =

∑
a

P
(a)
1 − η

∑
a

X
(a)
2 , (3.196)

P̃ ′
2 =

∑
a

P
(a)
2 + η

∑
a

X
(a)
1 , (3.197)

є iнтегралами руху. Справедливою є рiвнiсть:

{P̃ ′
1, H} = {P̃ ′

2, H} = 0, (3.198)

де H має вигляд (3.189). Отже, величини (3.196), (3.197) можемо роз-

глядати, як iмпульси центра мас системи N частинок з однаковими

масами m. Важливо зауважити, що спрямувавши параметр iмпульсної

некомутативностi до нуля η → 0 iз (3.196), (3.197) отримаємо вiдомi

вирази для iмпульсiв центра мас системи (отримаємо iмпульси центра

мас, означенi, як сума iмпульсiв частинок системи).

Дослiдiмо загальний випадок. Знайдемо величини, якi є iнтегра-

лами руху для системи N частинок з масами ma, параметрами ко-

ординатної та iмпульсної некомутативностi θa, ηa. Означення (3.196),
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(3.197) узагальнимо як

P̃ ′
1 = P̃1 − η̃X̃2, (3.199)

P̃ ′
2 = P̃2 + η̃X̃1, (3.200)

де P̃i, X̃i – iмпульси та координати центра мас системи, означенi тра-

дицiйно (3.135), (3.165), η̃ – ефективний параметр iмпульсної неко-

мутативностi (3.140). При виконаннi умов на параметри координа-

тної та iмпульсної некомутативностей (3.96), (3.97) дужки Пуассона

для iмпульсiв (3.199), (3.200) та гамiльтонiану (3.189) мають вигляд

{P̃ ′
1, H} = {P̃ ′

2, H} = 0. Отже, залежностi параметрiв координатної та

iмпульсної некомутативностi вiд маси (3.96), (3.97) є також важливими

для означення iмпульсiв центра мас як iнтегралiв руху. У випадку ви-

конання умов (3.96), (3.97) зберiгаються такi величини (3.199), (3.200).

Зауважимо, що коли маси частинок системи є однаковими, може-

мо записати X̃i =
∑

aX
(a)
i /N , а також iз (3.140) отримаємо (3.141).

Врахувавши це, маємо, що у частковому випадку системи N однако-

вих частинок вирази (3.199), (3.200) вiдповiдають ранiше знайденим

виразам для iмпульсiв центра мас (3.196), (3.197).

Знайдемо також координати центра мас системи X̃ ′
i, як такi, що

спряженi до iнтегралiв руху P̃ ′
i . Рiвнiсть

{X̃ ′
i, P̃

′
j} = δij, (3.201)

виконується для координат, якi означенi як

X̃ ′
i =

∑
a µaX

(a)
i

1 − η̃θ̃
=

X̃i

1 − η̃θ̃
. (3.202)

Отже, координати X̃ ′
i можемо розглядати, як координати центра мас

системи частинок у квантованому фазовому просторi канонiчного ти-

пу. Зауважимо, що дужки Пуассона для цих координат мають такий
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вигляд:

{X̃ ′
1, X̃

′
2} =

θ̃

(1 − θ̃η̃)2
. (3.203)

Для iмпульсiв центра мас, означених як (3.199), (3.200), маємо:

{P̃ ′
1, P̃

′
2} = η̃(θ̃η̃ − 1). (3.204)

На закiнчення цього пiдроздiлу звернiмо увагу, що навiть у ви-

падку вiльної частинки, iмпульс не є iнтегралом руху. Для вiльної ча-

стинки, використавши отриманi результати (3.199), (3.200), можемо

записати такi iнтеграли руху

P ′
1 = P1 − ηX2, (3.205)

P ′
2 = P2 + ηX1, (3.206)

{P ′
1, H} = {P ′

2, H} = 0, (3.207)

деH має вигляд (3.117). Гамiльтонiан (3.117) можемо переписати через

iнтеграли руху (3.205), (3.206) та спряженi до них координати

X ′
i =

Xi

(1 − ηθ)
. (3.208)

Оператор Гамiльтона лоя вiльної частинки має вигляд:

H =
1

2m
(P ′

1 + η(1 − ηθ)X ′
2)

2
+

1

2m
(P ′

2 − η(1 − ηθ)X ′
1)

2
. (3.209)

Цiкаво зауважити, що вираз (3.209) вiдповiдає гамiльтонiану ча-

стинки з зарядом e у магнiтному полi B(0, 0, B) у квантованому фа-

зовому просторi канонiчного типу

{X ′
1, X

′
2} =

θ

(1 − θη)2
, (3.210)

{X ′
i, P

′
j} = δij, (3.211)

{P ′
1, P

′
2} = η(θη − 1), (3.212)
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у випадку, коли

eB

c
= η(1 − ηθ), (3.213)

де c – швидкiсть свiтла.

3.7 Енергетичнi рiвнi системи двох частинок з осци-

ляторною взаємодiєю

Розгляньмо квантову систему двох частинок з осциляторною взаємо-

дiєю

U(|X(1) −X(2)|) =
k

2

(
X(1) −X(2)

)2
, (3.214)

(тут k – константа) у чотиривимiрному некомутативному фазовому

просторi, який характеризується спiввiдношеннями (3.131)-(3.133). Га-

мiльтонiан системи має вигляд:

H =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m2
+
k

2

(
X(1) −X(2)

)2
= Hc +Hr, (3.215)

де доданки Hc, Hr вiдповiдають руху центра мас та вiдносному руху

Hc =
P̃2

2M
, (3.216)

Hr =
(Pr)2

2µ
+
k

2
(Xr)2, (3.217)

M = m1 + m2, µ = m1m2/(m1 + m2). Тут iмпульси центра мас, коор-

динати та iмпульси вiдносного руху означенi традицiйно (3.135),

Pr =
1

2

(
∆P(2) − ∆P(1)

)
= µ1P

(2) − µ2P
(1), (3.218)

Xr = ∆X(2) − ∆X(1) = X(2) −X(1), (3.219)

де ∆X(a) = X(a)−X̃, ∆P(a) = P(a)−µaP̃, X̃, P̃ визначаються як (3.165),

(3.135). Оскiльки комутатор для iмпульсiв центра мас та вiдносного
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руху не дорiвнює нулевi

[P̃1, P
r
2 ] = −[P̃2, P

r
1 ] = i~(µ1η2 − µ2η1), (3.220)

у гамiльтонiанi (3.215) ми не можемо розглядати доданки Hc, Hr, як

незалежнi.

Двочастинкова задача може бути зведена до окремих незалежних

задач про рух центра мас та вiдносний рух, якщо параметри коорди-

натної та iмпульсної некомутативностей залежать вiд маси як (3.96),

(3.97). У цьому випадку маємо, що координати та iмпульси центра мас

координати та iмпульси вiдносного руху задовольняють спiввiдноше-

ння некомутативної алгебри канонiчного типу

[X̃1, X̃2] = i~(µ21θ1 + µ22θ2) = i~θ̃, (3.221)

[P̃1, P̃2] = η1 + η2 = i~η̃, (3.222)

[X̃i, P̃j] = i~δij, (3.223)

[Xr
1 , X

r
2 ] = i~(θ1 + θ2) = i~θr, (3.224)

[P r
1 , P

r
2 ] = i~(µ22η1 + µ21η2) = i~ηr, (3.225)

[Xr
i , P

r
j ] = i~δij, (3.226)

[X̃1, X
r
2 ] = −[X̃2, X

r
1 ] = [P̃1, P

r
2 ] = −[P̃2, P

r
1 ] = 0, (3.227)

з параметрами θ̃, η̃, θr, ηr, якi задовольняють рiвностi:

η̃

M
=
ηr

µ
=

η1
m1

=
η2
m2

= α = const, (3.228)

θ̃M = θrµ = θ1m1 = θ2m2 = γ = const. (3.229)

Отже, параметри координатної та iмпульсної некомутативностей θr, ηr,

якi вiдповiдають вiдносному руху, залежать вiд зведеної маси системи.
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Параметри некомутативностi θ̃, η̃, якi визначають вплив квантованостi

простору на рух центра мас, залежать вiд повної маси системи.

Знайдемо енергетичнi рiвнi системи двох частинок з осцилятор-

ною взаємодiєю у некомутативному фазовому просторi, розглянувши

випадок, коли параметри некомутативностi, якi вiдповiдають частин-

кам, задовольняють умови (3.96), (3.97) (у цьому випадку оператори

Hr та Hc комутують та ми можемо розглядати Hr, Hc незалежно).

Запишемо енергетичнi рiвнi гамiльтонiану Hc, який описує рух центра

мас. Вплив некомутативностi iмпульсiв на енергетичнi рiвнi вiльної ча-

стинки дослiджувався у роботi [21]. На основi результатiв, представле-

них у статтi [21], врахувавши, що iмпульси центра мас задовольняють

спiввiдношення некомутативної алгебри з параметром, який має ви-

гляд (3.140), можемо записати енергетичнi рiвнi Hc у такому виглядi:

Ec
n1

= ~Ω1

(
n1 +

1

2

)
, (3.230)

Ω1 =
η̃

M
, (3.231)

де n1 – квантове число, n1 = 0, 1, 2, 3, ....

Знайдемо спектр гамiльтонiану Hr, який вiдповiдає вiдносному

руху. Зауважимо, що координати та iмпульси вiдносного руху задо-

вольняють спiввiдношення (3.224)-(3.226) та можуть бути представле-

нi у такому виглядi:

Xr
1 =

√
θrηr

2(1 −
√

1 − θrηr)

(
xr1 −

1

ηr

(
1 −

√
1 − θrηr

)
pr2

)
, (3.232)

Xr
2 =

√
θrηr

2(1 −
√

1 − θrηr)

(
xr2 +

1

ηr

(
1 −

√
1 − θrηr

)
pr1

)
, (3.233)
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P r
1 =

√
θrηr

2(1 −
√

1 − θrηr)

(
pr1 +

1

θr

(
1 −

√
1 − θrηr

)
xr2

)
, (3.234)

P r
2 =

√
θrηr

2(1 −
√

1 − θrηr)

(
pr2 −

1

θr

(
1 −

√
1 − θrηr

)
xr1

)
, (3.235)

де координати та iмпульси xri , pri задовольняють звичнi комутацiйнi

спiввiдношення:

[xr1, x
r
2] = [pr1, p

r
2] = 0, (3.236)

[xri , p
r
j] = i~. (3.237)

Отже, можемо записати гамiльтонiан Hr як

Hr =

(
θrηr

4µ
(
1 −

√
1 − θrηr

) +
kθr
(
1 −

√
1 − θrηr

)
4ηr

)
(pr)2 +

+

(
kθrηr

4
(
1 −

√
1 − θrηr

) +
ηr
(
1 −

√
1 − θrηr

)
4µθr

)
(xr)2 +

+

(
ηr

2µ
+
kθr

2

)
(xr1p

r
2 − xr2p

r
1) . (3.238)

Означивши оператори (див., для прикладу, [97])

b2 =
1

2

(
−iξ1 − i

d

dξ1
+ ξ2 +

d

dξ2

)
, (3.239)

b+2 =
1

2

(
iξ1 − i

d

dξ1
+ ξ2 −

d

dξ2

)
, (3.240)

b3 =
1

2

(
−iξ1 − i

d

dξ1
− ξ2 −

d

dξ2

)
, (3.241)

b+3 =
1

2

(
iξ1 − i

d

dξ1
− ξ2 +

d

dξ2

)
, (3.242)

[bi, b
+
j ] = δij, [bi, bj] = [b+i , b

+
j ] = 0, (3.243)
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де

ξ1 = l0x1, ξ2 = l0x2, (3.244)

l0 =

√
~
µ̃ω̃

, (3.245)

1

µ̃
=

θrηr

2µ
(
1 −

√
1 − θrηr

) +
kθr
(
1 −

√
1 − θrηr

)
2ηr

, (3.246)

ω̃ =

√
θrηr

2µ
(
1 −

√
1 − θrηr

) +
kθr
(
1 −

√
1 − θrηr

)
2ηr

×

×

√√√√( kθrηr

2
(
1 −

√
1 − θrηr

) +
ηr
(
1 −

√
1 − θrηr

)
2µθr

)
, (3.247)

гамiльтонiан (3.217) може бути переписаний у такому виглядi:

Hr = ~Ω2

(
b+2 b2 +

1

2

)
+ ~Ω3

(
b+3 b3 +

1

2

)
, (3.248)

Ω2 = ω̃ +

(
ηr

2µ
+
kθr

2

)
, (3.249)

Ω3 = ω̃ −
(
ηr

2µ
+
kθr

2

)
. (3.250)

Отже, спектр Hr визначається як

Er
n2,n3

= ~Ω2

(
n2 +

1

2

)
+ ~Ω3

(
n3 +

1

2

)
, (3.251)

де n2, n3 – квантовi числа, n2 = 0, 1, 2, 3..., n3 = 0, 1, 2, 3... та Ω2, Ω3

мають вигляд (3.249), (3.250).

На основi результатiв (3.230), (3.251), можемо записати точний

вираз для спектру системи двох частинок з осциляторною взаємодiєю:

En1,n2,n3
= Ec

n1
+ Erel

n2,n3
=

= ~Ω1

(
n1 +

1

2

)
+ ~Ω2

(
n2 +

1

2

)
+ ~Ω3

(
n3 +

1

2

)
. (3.252)
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Проаналiзуймо отриманий результат. Звернiмо увагу, що через не-

комутативнiсть iмпульсiв спектр центра мас системи двох частинок з

осциляторною взаємодiєю не є неперервний. Вiн вiдповiдає спектру

гармонiчного осцилятора з частотою η̃/M . Некомутативнiсть коорди-

нат та некомутативнiсть iмпульсiв впливають на частоти спектру вiд-

носного руху (3.249), (3.250). Спектр системи двох частинок з осци-

ляторною взаємодiєю у чотиривимiрному некомутативному фазовому

просторi має вигляд спектру тривимiрного гармонiчного осцилятора у

звичному просторi (θ = η = 0) з частотами Ω1, Ω2, Ω3, якi залежать

вiд параметрiв некомутативностi η̃, θr, ηr. Зауважимо, що у границi

η̃ → 0, θr → 0, ηr → 0 отримаємо добре вiдомий результат для спе-

ктру двочастинкової системи у звичному просторi (θ = 0, η = 0).

3.8 Проблема опису руху багаточастинкової систе-

ми у шестивимiрному квантованому фазовому

просторi канонiчного типу

Дослiдiмо проблему опису руху макроскопiчного тiла у шестивимiрно-

му (3D конфiгурацiйному та 3D iмпульсному) квантованому фазовому

просторi канонiчного типу (1.20)-(1.22). Ми пропонуємо таке узагаль-

нення спiввiдношень некомутативної алгебри (1.20)-(1.22) для для ко-

ординат та iмпульсiв рiзних частинок:

[X
(a)
i , X

(b)
j ] = i~δabθ(a)ij , (3.253)

[X
(a)
i , P

(b)
j ] = i~(δabδij + δabσ

(a)
ij ), (3.254)

[P
(a)
i , P

(b)
j ] = i~δabη(a)ij , (3.255)
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де параметри θ(a)ij , η(a)ij , σ(a)ij вiдповiдають частинцi з iндексом a. У кла-

сичнiй границi з комутацiйних спiввiдношень (3.253)-(3.255) отримає-

мо дужки Пуассона, якi мають такий вигляд:

{X(a)
i , X

(b)
j } = δabθ

(a)
ij , (3.256)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij + δabσ

(a)
ij , (3.257)

{P (a)
i , P

(b)
j } = δabη

(a)
ij . (3.258)

Розгляньмо симетричне представлення для координат та iмпуль-

сiв, якi задовольняють спiввiдношення (3.253), (3.255)

X
(a)
i = x

(a)
i − 1

2

∑
j

θ
(a)
ij p

(a)
j , (3.259)

P
(a)
i = p

(a)
i +

1

2

∑
j

η
(a)
ij x

(a)
j . (3.260)

Дужки Пуассона для координат та iмпульсiв x(a)i , p(a)i у (3.259), (3.260)

є звичними (3.159), (3.160). Iз (3.259), (3.260) випливає, що

σ
(a)
ij =

∑
k

θ
(a)
ik η

(a)
jk

4
. (3.261)

Порахуймо дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра

мас, означених звично (3.165), (3.135). Отримаємо:

{X̃i, X̃j} = θ̃ij, (3.262)

{X̃i, P̃j} = δij +
∑
a

µaσ
(a)
ij , (3.263)

{P̃i, P̃j} = η̃ij, (3.264)

де

θ̃ij =
∑
a

µ2aθ
(a)
ij , (3.265)
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η̃ij =
∑
a

η
(a)
ij . (3.266)

Важливо вiдзначити, що дужки Пуассона (3.262)-(3.264) не вiдтворю-

ють спiввiдношення некомутативної алгебри (3.256)-(3.258). Маємо:∑
a

µaσ
(a)
ij =

∑
a

µa
∑
k

θ
(a)
ik η

(a)
ik

4
̸=
∑
k

θ̃ikη̃jk
4

. (3.267)

Звернiмо також увагу, що для координат та iмпульсiв центра мас (3.165),

(3.135), координат та iмпульсiв вiдносного руху

∆X
(a)
i = X

(a)
i − X̃i, ∆P

(a)
j = P

(a)
i − µaP̃i, (3.268)

виконуються такi спiввiдношення:

{X̃i,∆X
(a)
j } = µaθ

(a)
ij −

∑
b

µ2bθ
(b)
ij , (3.269)

{P̃i,∆P
(a)
j } = η

(a)
ij − µa

∑
b

η
(b)
ij , (3.270)

{∆X
(a)
i , P̃j} = σ

(a)
ij −

∑
b

µbσ
(b)
ij , (3.271)

{X̃i,∆P
(a)
j } = µa(σ

(a)
ij −

∑
b

µbσ
(b)
ij ). (3.272)

Розглянувши такi залежностi параметрiв координатної та iмпульсної

некомутативностей θ(a)ij , η(a)ij вiд маси

θ
(a)
ij ma = γij = const, (3.273)

η
(a)
ij

ma
= αij = const, (3.274)

(тут γij, αij – константи, якi є антисиметричнi за нижнiми iндексами та

не залежать вiд маси) на основi результатiв (3.269)-(3.272) знайдемо:

{X̃i,∆X
(a)
j } = {P̃i,∆P

(a)
j } = 0, (3.275)

{∆X
(a)
i , P̃j} = {X̃i,∆P

(a)
j } = 0. (3.276)
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При виконаннi спiввiдношень (3.273), (3.274) параметри σ(n)ij є однаковi

для рiзних частинок

σ
(a)
ij =

∑
k

γikαjk

4
=
∑
k

θ̃ikη̃jk
4

=
∑
k

θ
(a)
ik η

(a)
jk

4
= σij. (3.277)

Дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра мас

{X̃i, X̃j} = θ̃ij, (3.278)

{X̃i, P̃j} = δij +
∑
k

θ̃ikη̃jk
4

, (3.279)

{P̃i, P̃j} = η̃ij, (3.280)

вiдтворюють спiввiдношення некомутативної алгебри з параметрами:

θ̃ij =
γij
M
, (3.281)

η̃ij = Mαij. (3.282)

На додаток, якщо спiввiдношення (3.273), (3.274) задовольняю-

ться, рух вiльної частинки у некомутативному фазовому просторi не

залежить вiд її маси. Рiвняння руху вiльної частинки у квантованому

фазовому просторi (3.256)-(3.258) мають такий вигляд:

Ẋi =
∑
j

(δij + σij)
Pj

m
, (3.283)

Ṗi =
∑
j

ηij
Pj

m
, (3.284)

тут m – маса частинки. Iз рiвнянь (3.283), (3.284) отримаємо:

Ẋi(t) = Ai1 cos

(
η̃

m
t

)
+ Ai2 sin

(
η̃

m
t

)
+ Ai3, (3.285)

η̃ =
√
η212 + η223 + η231, (3.286)
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де Aij – елементи матрицi

Â = (1 + σ̂) ×

×


C2η31η̃−C1η12η23

η223+η231
−C1η31η̃+C2η12η23

η223+η231

C3η23
η12

−C2η23η̃+C1η12η31
η223+η231

C1η23η̃−C2η12η31
η223+η231

C3η23
η12

C1 C2 C3

 (3.287)

Константи Ci визначаються початковими швидкостями υ0i

(1 + σ̂)B̂Ĉ = υ̂0, (3.288)

B̂ =


−η12η23
η223+η231

η31η̃
η223+η231

η23
η12

−η12η31
η223+η231

− η23η̃
η223+η231

η31
η12

1 0 1

 (3.289)

Ĉ =


C1

C2

C3

 υ̂0 =


υ01

υ02

υ03

 (3.290)

Елементи матрицi σ̂ мають вигляд (1.25). Звернiмо увагу, що рух вiль-

ної частинки не залежить вiд її маси, якщо виконуються спiввiдноше-

ння (3.273), (3.274). У цьому випадку ми можемо переписати (3.283),

(3.284) як

Ẋi =
∑
j

(δij + σij)
Pj

m
, (3.291)

Ṗi

m
=
∑
j

αij
Pj

m
. (3.292)

Iз (3.291), (3.292) випливає, що траєкторiя вiльної частинки Xi(t) не

залежить вiд маси. Як наслiдок, для системи вiльних частинок маємо,

що швидкiсть руху центра мас дорiвнює швидкостям руху частинок,
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якi утворюють систему. При виконаннi умови (3.274) ми можемо за-

писати:

η̄(n)

mn
=

√
(η

(n)
12 )2 + (η

(n)
23 )2 + (η

(n)
31 )2

mn
=

=
√
α2
12 + α2

23 + α2
31, (3.293)

а також

A
(n)
ij = Aij. (3.294)

Тому швидкiсть руху центра мас системи вiльних частинок має вигляд:

Ẋc
i (t) =

∑
n

µnẊ
(n)
i (t) =

∑
n

µn

(
A

(n)
i1 cos

(
η̄(n)

mn
t

)
+

+A
(n)
i2 sin

(
η̄(n)

mn
t

)
+ A

(n)
i3

)
= Ai1 cos

(√
α2
12 + α2

23 + α2
31t

)
+

+Ai2 sin

(√
α2
12 + α2

23 + α2
31t

)
+ Ai3 = Ẋ

(n)
i (t). (3.295)

Вiдноснi швидкостi дорiвнюють нулю

∆Ẋi(t) = Ẋ
(n)
i (t) − Ẋc

i (t) = 0. (3.296)

Як i у звичному просторi (θij = ηij = 0), для системи вiльних частинок

з однаковими початковими швидкостями швидкiсть руху центра мас

дорiвнює швидкостям руху частинок, якi входять до складу системи.

Отже, запропонованi умови на параметри некомутативної алге-

бри (3.273), (3.274), дозволяють розв’язати проблему залежностi ру-

ху вiльної частинки у некомутативному фазовому просторi вiд маси,

розглядати спiввiдношення некомутативної алгебри для координат та

iмпульсiв центра мас (3.278)-(3.280), вивчати рух центра мас та вiдно-

сний рух, як незалежнi.
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3.9 Вiльне падiння тiла у однорiдному гравiтацiй-

ному полi у некомутативному фазовому про-

сторi

Знайдемо та проаналiзуймо траєкторiю вiльного падiння частинки з

масою m у квантованому просторi з некомутативнiстю координат та

некомутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу (3.131)-(3.133). Розглянь-

мо такий гамiльтонiан частинки у однорiдному гравiтацiйному полi:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1. (3.297)

Зауважимо, що координати та iмпульси у гамiльтонiанi (3.297) задо-

вольняють спiввiдношення (3.131)-(3.133). Знайдемо рiвняння руху

Ẋ1 =
P1

m
, Ẋ2 =

P2

m
+mgθ, (3.298)

Ṗ1 = mg + η
P2

m
, Ṗ2 = −ηP1

m
. (3.299)

Розглянувши початковi умови X1(0) = X01, X2(0) = X02, Ẋ1(0) = υ01,

Ẋ2(0) = υ02, з рiвнянь (3.298), (3.299) знайдемо траєкторiю руху ча-

стинки у однорiдному гравiтацiйному полi з врахуванням квантовано-

стi простору:

X1(t) =
mυ01
η

sin
η

m
t+

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
(1−

− cos
η

m
t
)

+X01, (3.300)

X2(t) =

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
sin

η

m
t− mυ01

η
(1−

− cos
η

m
t
)
− mg

η
t+mgθt+X02. (3.301)
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У границi η → 0 iз (3.300), (3.301) отримаємо добре вiдомi вирази:

X1(t) =
gt2

2
+ υ01t+X01, (3.302)

X2(t) = υ02t+X02, (3.303)

проте, важливо зауважити, що зв’язок мiж iмпульсом та швидкiстю

не є звичний, що зумовлено некомутативнiстю координат. Маємо:

P1 = mẊ1, (3.304)

P2 = m(Ẋ2 +mgθ). (3.305)

Важливо також звернути увагу на те, що траєкторiя вiльного па-

дiння частинки (3.300), (3.301) залежить вiд її початкових координат

та швидкостi, а також вiд параметрiв координатної та iмпульсної не-

комутативностей та маси частинки, якщо припустити, що параметри

некомутативностi є однаковi для рiзних частинок. Звiдси випливає, що

частинки з рiзними масами у однорiдному гравiтацiйному полi у кван-

тованому фазовому просторi канонiчного типу рухаються по рiзних

траєкторiях. Слабкий принцип еквiвалентностi порушується.

Ще одною фундаментальною проблемою, яка зумовлена модифi-

кацiєю спiввiдношень для координат та iмпульсiв (3.131)-(3.133), є по-

рушення адитивностi кiнетичної енергiї та її залежнiсть вiд компо-

зицiї. Щоб це показати дослiдiмо рух макроскопiчного тiла (системи

частинок) у однорiдному гравiтацiйному полi у просторi, який хара-

ктеризується спiввiдношеннями (3.131)-(3.133). Для тiла з масою M у

гравiтацiйному полi на основi (3.299) та (3.300), (3.301) можемо запи-

сати такi вирази для iмпульсiв:

P̃1 = Ã cos
η̃

M
t+ B̃ sin

η̃

M
t, (3.306)
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P̃2 = −Ã sin
η̃

M
t+ B̃ cos

η̃

M
t− M 2g

η̃
, (3.307)

η̃ – ефективний параметр iмпульсної некомутативностi, Ã, B̃ – кон-

станти, якi мають такий вигляд

Ã = Mυ̃01, (3.308)

B̃ = Mυ̃02 +
M 2g

η̃
−M 2gθ̃, (3.309)

υ̃01, υ̃02 – початковi швидкостi центра мас системи ˙̃X1(0) = υ̃01,
˙̃X2(0) =

υ̃02.

Отже, можемо записати такий вираз для кiнетичної енергiї систе-

ми:

T =
P̃ 2
1

2M
+
P̃ 2
2

2M
=

= T0 + g2M 3

(
1

η̃2
+
θ̃2

2
− θ̃

η̃

)
+M 2gυ̃02

(
1

η̃
− θ̃

)
+

+
M 2g

η̃

(
υ̃01 sin

η̃

M
t+

(
Mg

η̃
−Mgθ̃ + υ̃02

)
cos

η̃

M
t

)
, (3.310)

де ми використали позначення:

T0 =
M(υ̃201 + υ̃202)

2
. (3.311)

За властивiстю адитивностi кiнетична енергiя тiла дорiвнює сумi

кiнетичних енергiй частинок, якi входять до його складу. Нехай тiло

складається з N частинок (подiлене на N частин) з масами ma та

параметрами некомутативностi θa, ηa. Можемо записати такi вирази

для iмпульсiв частинок:

P
(a)
1 = maυ̃

(a)
01 cos

ηa
ma

t+

+

(
maυ

(a)
02 +

m2
ag

ηa
−m2

agθa

)
sin

ηa
ma

t, (3.312)
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P̃2 = −maυ̃
(a)
01 sin

η

ma
t+

+

(
maυ

(a)
02 +

m2
ag

ηa
−m2

agθa

)
cos

ηa
ma

t− m2
ag

ηa
, (3.313)

де υ(a)01 , υ(a)02 – початковi швидкостi частинок.

Отже, вiдповiдно до властивостi адитивностi, врахувавши, що швид-

костi руху частинок, якi формують тiло, дорiвнюють швидкостi руху

центра мас, знайдемо такий вираз для кiнетичної енергiї тiла:

T =
∑
a

Ta =
∑
a

(P
(a)
1 )2

2ma
+

(P
(a)
2 )2

2ma
=

=
∑
a

[
T0a + g2m3

a

(
1

η2a
+
θ2a
2
− θa
ηa

)
+m2

agυ̃02

(
1

ηa
− θa

)
+

m2
ag

ηa

(
υ̃01 sin

ηa
ma

t+

(
mag

ηa
−magθa + υ̃02

)
cos

ηa
ma

t

)]
. (3.314)

Важливо зауважити, що отриманi вирази (3.310), (3.314) не спiв-

падають. Отже, фундаментальна властивiсть кiнетичної енергiї, а саме

адитивнiсть, порушується у просторi з некомутативнiстю координат та

некомутативнiстю iмпульсiв. Звiдси випливає порушення закону збе-

реження енергiї. Тому необхiдним є пошук можливостей вiдновлення

властивостей кiнетичної енергiї у просторi з некомутативнiстю коор-

динат та некомутативнiстю iмпульсiв.

Розгляньмо випадок, коли параметри координатної та iмпульсної

некомутативностей задовольняють рiвностi (3.96), (3.97). Тодi, вирази

(3.310), (3.314) можуть бути переписанi у такому виглядi:

T = T0 +
∑
a

ma

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ

)
+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
=
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= T0 +M

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ

)
+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
. (3.315)

Отже, властивiсть адитивностi кiнетичної енергiї зберiгається. Заува-

жимо також, що вiдповiдно до (3.315) кiнетична енергiя визначається

повною масою тiла та не залежить вiд мас частинок, якi входять до

його складу, отже, не залежить вiд композицiї.

Важливо, що умови (3.96), (3.97) дозволяють також зберегти ви-

конання слабкого принципу еквiвалентностi у квантованому фазово-

му просторi канонiчного типу. Звернiмо увагу, що у виразах для тра-

єкторiї частинки у однорiдному гравiтацiйному полi (3.300), (3.301)

залежнiсть вiд маси є тiльки у виглядi таких величин mθ та η/m.

Звiдси випливає, що при виконаннi рiвностей (3.96), (3.97), отримає-

мо, що траєкторiя вiльного падiння частинки не залежить вiд її маси.

Iз (3.300), (3.301) знайдемо:

X1(t) =
υ01
α

sinαt+
( g
α2

− gγ

α
+
υ02
α

)
(1 − cosαt) +X01, (3.316)

X2(t) =
( g
α2

− gγ

α
+
υ02
α

)
sinαt− υ01

α
(1 − cosαt) −

− g

α
t+ γgt+X02. (3.317)

Отже, слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається у квантованому

фазовому просторi канонiчного типу.

Також важливо зауважити, що у випадку, коли виконується рiв-

нiсть (3.96), iз (3.305) отримаємо:

P2 = m(Ẋ2 + γg). (3.318)

Iмпульс (3.318) пропорцiйний до маси, як це є у просторi зi звичними

комутацiйними спiввiдношеннями (θ = η = 0).
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Отже, умови на параметри некомутативної алгебри (3.96), (3.97)

дозволяють розв’язати проблему порушення принципу еквiвалентно-

стi, а також зберегти властивостi кiнетичної енергiї у квантованому

фазовому просторi канонiчного типу.

3.10 Оцiнка мiнiмального iмпульсу на основi дослi-

джень зсуву перигелiю Меркурiю

У роботi [203] дослiджено зсув перигелiю орбiти частинки у гравiта-

цiйному полi у некомутативному просторi (3.74)-(3.76). З точнiстю до

першого порядку за параметрами некомутативностi для частинки з

масою m у гравiтацiйному полi −k/X (k – константа, X =
√∑

iX
2
i )

отримано такий результат для зсуву перигелiю, зумовлений некомута-

тивнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв [203]:

∆ϕnc = 2π

(√
m2k

a3(1 − e2)3
θ +

2

e2

√
a3(1 − e2)3

m2k
η

)
, (3.319)

де a – велика пiввiсь орбiти, e – ексцентриситет, θ = θ3, η = η3,

θi = ϵijkθjk/2, ηi = ϵijkηjk/2. Автори статтi [203] припустили, що па-

раметри некомутативностi для Меркурiю є такими самими як i для

елементарних частинок та, порiвнявши отриманий результат (3.319) з

даними спостережень, отримали верхню межу для мiнiмальної довжи-

ни, яка є близька до планкiвської
√
~θ ≤ 6.3 · 10−33м. (3.320)

Другим доданком у (3.319) автори роботи [203] знехтували, вважаючи

його малим.

Зауважимо, що дослiдження зсуву перигелiю Меркурiю з врахува-

нням особливостей опису макроскопiчних тiл у некомутативному про-

сторi дають можливiсть переобчислити результат (3.320) та отримати
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оцiнку для мiнiмальної довжини, яка узгоджується з результатами,

представленими у лiтературi. Також на основi таких дослiджень мо-

жна отримати обмеження на величину iмпульсу у некомутативному

фазовому просторi, яке суттєво покращує результати, представленi у

лiтературi. Покажемо це детально.

На основi результатiв, представлених у попереднiх пiдроздiлах,

знаємо, що рух макроскопiчного тiла у некомутативному фазовому

просторi описується параметрами некомутативностi, визначеними як

(3.265), (3.266). Врахувавши це та використавши результат (3.319), мо-

жемо записати вираз для зсуву перигелiю Меркурiю

∆ϕnc = ∆ϕθ + ∆ϕη, (3.321)

∆ϕθ = 2π

√
GM 2MS

a3(1 − e2)3
θ̃, (3.322)

∆ϕη =
4π

e2

√
a3(1 − e2)3

GM2MS
η̃, (3.323)

тут M – маса планети Меркурiй, θ̃ = θ̃3, η̃ = η̃3,

θ̃i = εijk
θ̃jk
2
, η̃i = εijk

η̃jk
2
, (3.324)

θ̃ij, η̃ij визначаються як (3.265), (3.266). Також ми врахували, що k =

GMS, G – гравiтацiйна стала, MS – маса Сонця. Записуючи (3.321), ми

припустили, що вплив вiдносного руху на рух центра мас Меркурiю є

незначним.

Змiщення перигелiю Меркурiю, яке пов’язують iз релятивiстськи-

ми ефектами (ефект Лензе — Тiррiнга, гравiтоелектричний ефект), є

таким:

∆ϕobs = 42.9779 ± 0.0009 arcseconds per century =

= 2π(7.98695 ± 0.00017) · 10−8 rad/rev, (3.325)
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(див. таблицю 3 у роботi [204]). Вiдповiдно до загальної теорiї вiдно-

сностi змiщення перигелiю визначається як

∆ϕGR = 3π

(
2GMS

c2a(1 − e2)

)
= 2π(7.98744 · 10−8) rad/rev, (3.326)

(див., для прикладу, [19]).

Порiвнявши результат для змiщення перигелiю, зумовленого не-

комутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв, з величи-

ною

∆ϕobs − ∆ϕGR = 2π(−0.00049 ± 0.00017) · 10−8 rad/rev, (3.327)

та припустивши, що

|∆ϕnc| ≤ |∆ϕobs − ∆ϕGR|, (3.328)

в межах 3σ можемо записати

|∆ϕnc| ≤ 2π · 10−11 rad/rev. (3.329)

Оскiльки один iз доданкiв ∆ϕθ, ∆ϕη у виразi для ∆ϕnc може до-

рiвнювати нулю, що вiдповiдає випадкам θ ̸= 0, η = 0 або θ = 0, η ̸= 0,

можемо записати:

|∆ϕθ| ≤ 2π · 10−11 rad/rev, (3.330)

|∆ϕη| ≤ 2π · 10−11 rad/rev. (3.331)

Отже, використавши (3.322), (3.323), знайдемо:

~|θ̃| ≤ 3.6 · 10−63м2, (3.332)

~|η̃| ≤ 6.5 · 10−30кг2м2/с2. (3.333)

Переобчислимо отриманий результат для параметрiв некомута-

тивностi, якi вiдповiдають електронам та нуклонам. Врахувавши спiв-
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вiдношення (3.273), (3.274), (3.281), (3.282), маємо:

θ̃ =
θeme

M
=
θnucmnuc

M
, (3.334)

η̃ =
ηeM

me
=
ηnucM

mnuc
. (3.335)

Отже, на основi нерiвностей (3.332), (3.333) для параметрiв некомута-

тивностi, якi вiдповiдають нуклонам, знайдемо:

~|θnuc| ≤ 7.2 · 10−13м2, (3.336)

~|ηnuc| ≤ 3.3 · 10−80кг2м2/с2. (3.337)

Для параметрiв некомутативностi, що вiдповiдають електронам, мо-

жемо записати:

~|θe| ≤ 1.3 · 10−9м2, (3.338)

~|ηe| ≤ 1.8 · 10−83кг2м2/с2. (3.339)

Важливо також оцiнити величини констант γ = γ12, α = α12 iз спiв-

вiдношень (3.273), (3.274), оскiльки вони є однаковими для рiзних ча-

стинок, тому вiдiграють роль фундаментальних констант. На основi

результатiв (3.332), (3.333), отримаємо такi оцiнки:

|γ| ≤ 1.1 · 10−5с = 2.1 · 1038TP , (3.340)

|α| ≤ 1.9 · 10−19с−1 = 10−62T−1
P , (3.341)

тут TP – час Планка.

Результат для параметра координатної некомутативностi (3.336)

узгоджується з результатом, отриманим на основi дослiджень нейтро-

нiв у гравiтацiйнiй квантовiй ямi у некомутативному просторi [205].

У роботi [205] знайдено верхню межу ~|θnuc| ≤ 0.771 · 10−13м2. Нерiв-

нiсть (3.338) не накладає сильне обмеження на величину параметра
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координатної некомутативностi для електронiв. Це пояснюється тим,

що ефективний параметр координатної некомутативностi, який описує

рух системи частинок, зменшується при збiльшеннi кiлькостi частинок

у системi, що випливає з (3.265) чи (3.281). Тому для отримання строгої

оцiнки для параметра координатної некомутативностi на основi дослi-

джень руху макроскопiчних тiл необхiдно мати експериментальнi данi

з дуже великими точностями.

Результати для параметрiв iмпульсної некомутативностi (3.337),

(3.339) накладають достатньо строгi обмеження на їх величину. Верх-

ня межа (3.337) є на 13 порядкiв менша нiж отримана на основi до-

слiджень нейтронiв у гравiтацiйнiй квантовiй ямi [179] (у статтi отри-

мано ~|ηnuc| ≤ 1.76 · 10−61кг2м2/с2). Результат (3.339) є на 17 порядкiв

меншим нiж отриманий на основi дослiджень впливу некомутативно-

стi на енергетичнi рiвнi атома водню [179] (аторами статтi знайдено

~|ηe| ≤ 1.45 · 10−66кг2м2/с2).

На основi нерiвностi (3.339) можемо отримати верхню межу для

мiнiмального iмпульсу у некомутативному фазовому просторi√
~|ηe| ≤ 4.2 · 10−42кг · м/с = 6.5 · 10−43EP/c, (3.342)

де EP – енергiя Планка. Проаналiзуймо цей результат. Для цього по-

рiвняймо його з вiдомими величинами. Iз спiввiдношення невизначе-

ностей Гайзенберга маємо:

∆P ≥ ~
2∆X

. (3.343)

Для вiдстаней порядку дiаметра видимого Всесвiту 8.8 · 1026м [206]

отримаємо:

∆P ≥ 6 · 10−62кг · м/с. (3.344)
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Результат (3.342) є на багато порядкiв менший нiж ця величина. Мо-

жемо записати: √
~|ηe|

∆P
= 7 · 1019. (3.345)

Зауважимо, що вираз для зсуву перигелiю Меркурiю (3.319) за-

лежить вiд маси планети, якщо припустити, що параметри некомута-

тивностi є однаковi для рiзних частинок i макроскопiчних тiл. Отже,

принцип еквiвалентностi порушується у некомутативному фазовому

просторi. У наступному роздiлi буде дослiджено цю проблему та буде

показано, що рух частинки (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйному

полi та вiдповiдно змiщення перигелiю її орбiти не залежать вiд маси,

якщо виконуються рiвностi (3.273), (3.274).

3.11 Вплив некомутативностi координат та неко-

мутативностi iмпульсiв на рух системи Сонце-

Земля-Мiсяць та слабкий принцип еквiвален-

тностi

Дослiдiмо вплив некомутативностi на рух системи Сонце-Земля-Мiсяць.

Розгляньмо такий гамiльтонiан

H =
(PE)2

2mE
+

(PM)2

2mM
−G

mEmS

RES
−G

mMmS

RMS
−G

mMmE

REM
, (3.346)

тут mS, mE, mM – маси Сонця, Землi та Мiсяця, вiдповiдно, G – гра-

вiтацiйна стала. Записавши гамiльтонiан (3.346), ми припускаємо, що

вплив вiдносних рухiв частинок, якi утворюють макроскопiчнi тiла, на

рухи центра мас Землi та центра мас Мiсяця є незначними.

Вибравши початок системи координат у центрi мас Сонця, мо-

жемо записати вiдстанi вiд Землi до Сонця, вiд Мiсяця до Сонця, вiд
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Землi до Мiсяця як

RES =
√

(XE
1 )2 + (XE

2 )2, (3.347)

RMS =
√

(XM
1 )2 + (XM

2 )2, (3.348)

REM =
√

(XE
1 −XM

1 )2 + (XE
2 −XM

2 )2, (3.349)

де XE
i , XM

i – координати Мiсяця та Землi, i = (1, 2). Координати та

iмпульси XE
i , PE

i , XM
i , PM

i задовольняють спiввiдношення некомута-

тивної алгебри

{XE
1 , X

E
2 } = θE, {PE

1 , P
E
2 } = ηE, {XE

i , P
E
j } = δij, (3.350)

{XM
1 , X

M
2 } = θM , {PM

1 , PM
2 } = ηM , {XM

i , P
M
j } = δij, (3.351)

{XM
i , X

E
j } = {PM

i , PE
j } = 0, (3.352)

де θE, ηE, θM , ηM параметри некомутативностi, якi описують рух Землi

та Мiсяця.

Взявши до уваги деформацiю дужок Пуассона (3.350)-(3.352), отри-

маємо такi рiвняння руху:

ẊE
1 =

PE
1

mE
+ θE

GmEmSX
E
2

R3
ES

+ θE
GmEmM(XE

2 −XM
2 )

R3
EM

, (3.353)

ẊE
2 =

PE
2

mE
− θE

GmEmSX
E
1

R3
ES

− θE
GmEmM(XE

1 −XM
1 )

R3
EM

, (3.354)

ṖE
1 = ηE

PE
2

mE
− GmEmSX

E
1

R3
ES

− GmEmM(XE
1 −XM

1 )

R3
EM

, (3.355)

ṖE
2 = −ηE

PE
1

mE
− GmEmSX

E
2

R3
ES

− GmEmM(XE
2 −XM

2 )

R3
EM

, (3.356)
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ẊM
1 =

PM
1

mM
+ θM

GmMmSX
M
2

R3
MS

− θM
GmEmM(XE

2 −XM
2 )

R3
EM

, (3.357)

ẊM
2 =

PM
2

mM
− θM

GmMmSX
E
1

R3
MS

+ θM
GmEmM(XE

1 −XM
1 )

R3
EM

, (3.358)

ṖM
1 = ηM

PM
2

mM
− GmMmSX

M
1

R3
MS

+
GmEmM(XE

1 −XM
1 )

R3
EM

, (3.359)

ṖM
2 = −ηM

PM
1

mM
− GmMmSX

M
2

R3
MS

+
GmEmM(XE

2 −XM
2 )

R3
EM

. (3.360)

Варто вiдзначити, що через доданки у рiвняннях руху (3.353)-

(3.360), якi зумовленi некомутативнiстю координат та некомутативнi-

стю iмпульсiв, швидкiсть мароскопiчного тiла у гравiтацiйному полi

залежить вiд його маси. Також, врахувавши вирази для параметрiв

некомутативної алгебри (3.265), (3.266), якi описують рух макроскопi-

чного тiла у некомутативному фазовому просторi (у випадку чотири-

вимiрного фазового простору спiввiдношення iз (3.265), (3.266) маємо

θ̃12 = θ̃, η̃12 = η̃), можемо стверджувати, що швидкостi руху Землi та

Мiсяця залежать вiд їх композицiї.

Вiдповiдно до експерименту з лазерної далекометрiї Мiсяця [207]

принцип еквiвалентностi виконується з точнiстю

∆a

a
=

2(aE − aM)

aE + aM
= (−0.8 ± 1.3) · 10−13, (3.361)

де aE, aM – прискорення Землi та Мiсяця в напрямку на Сонце, коли

Земля та Мiсяць знаходяться на однаковiй вiдстанi вiд Сонця, ∆a/a –

параметр Етвеша. Використаймо цей результат для аналiзу слабкого

принципу еквiвалентностi у некомутативному фазовому просторi.

На основi рiвнянь (3.353)-(3.360) можемо записати вирази для

прискорень Землi та Мiсяця. З точнiстю до першого порядку за па-

раметрами координатної та iмпульсної некомутативностей для Мiсяця
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та Землi θM , ηM , θE, ηE маємо:

ẌE
1 = −GmSX

E
1

R3
ES

− GmM(XE
1 −XM

1 )

R3
EM

+ ηE
ẊE

2

mE
+

+θE
GmSmEẊ

E
2

R3
ES

+ θE
GmMmE

R3
EM

(ẊE
2 − ẊM

2 ) − θE
3GmSmE

R5
ES

×

×(RES · ṘES)XE
2 − θE

3GmMmE

R5
EM

(REM · ṘEM)(XE
2 −XM

2 ),

(3.362)

ẌM
1 = −GmSX

M
1

R3
MS

+
GmE(XE

1 −XM
1 )

R3
EM

+ ηM
ẊM

2

mM
+

+θM
GmSmMẊ

M
2

R3
MS

− θM
GmMmE

R3
EM

(ẊE
2 − ẊM

2 ) − θM
3GmSmM

R5
MS

×

×(RMS · ṘMS)XM
2 + θM

3GmMmE

R5
EM

(REM · ṘEM)(XE
2 −XM

2 ),

(3.363)

де RES(XE
1 , X

E
2 ), RMS(XM

1 , X
M
2 ), REM(XE

1 −XM
1 , X

E
2 −XM

2 ).

Порiвняймо прискорення Мiсяця та Землi в напрямку на Сонце

у випадку, коли RMS = RES = R. Виберемо для зручностi систему

координат з вiссю X1, яка проходить через середину вектора REM

та є перпендикулярна до нього, та вiссю X2, яка паралельна вектору

REM . Нагадаємо, що центр системи координат збiгається з центром

мас Сонця. Тодi, врахувавши що REM/R ∼ 10−3, маємо:

XE
1 = XM

1 = R

√
1 − R2

EM

4R2
≃ R, (3.364)

XE
2 = −XM

2 =
REM

2
. (3.365)
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Отже, прискорення Землi та Мiсяця мають вигляд:

aE = ẌE
1 = −GmS

R2
+ ηE

υE
mE

+

+θE
GmSmEυE

R3

(
1 − 3REM

2υER2
(RES · ṘES)

)
, (3.366)

aM = ẌM
1 = −GmS

R2
+ ηM

υE
mM

+

+θM
GmSmMυE

R3

(
1 +

3REM

2υER2
(RMS · ṘMS)

)
, (3.367)

де ми використали те, що

ẊE
2 = ẊM

2 = υE, (3.368)

ẊE
1 = 0, ẊM

1 = υM , (3.369)

υE – орбiтальна швидкiсть Землi, υE – орбiтальна швидкiсть Мiсяця.

Врахувавши REM/R ∼ 10−3, υM/υE ∼ 10−2, останнiми доданками

у (3.366), (3.367) ми можемо знехтувати, 3REM(RES · ṘES)/2υER
2 ∼

10−6, 3REM(RMS · ṘMS)/2υER
2 ∼ 10−5. Отже, вираз для параметра

Етвеша буде мати такий вигляд

∆a

a
=

∆aη

a
+

∆aθ

a
, (3.370)

∆aη

a
=
υER

2

GmS

(
ηE
mE

− ηM
mM

)
, (3.371)

∆aθ

a
=
υE
R

(θEmE − θMmM) . (3.372)

Проаналiзуймо отриманий результат. Звернiмо увагу, що пара-

метр Етвеша не дорiвнює нулевi навiть у випадку, коли гравiтацiйна

маса та iнерцiйна маса є рiвними У виразi (3.370) маємо доданок, зу-

мовлений некомутативнiстю iмпульсiв ∆aη/a, який пропорцiйний до
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рiзницi (ηE/mE − ηM/mM), та доданок, зумовлений некомутативнiстю

координат, ∆aθ/a, пропорцiйний до (θEmE − θMmM). Параметри θE,

ηE, θM , ηE – ефективнi параметри некомутативної алгебри, якi визна-

чаються як (3.265), (3.266) (θE = θE12, ηE = ηE12, θM = θM12, ηE = ηE12)

та залежать вiд композицiї тiл.

Результат (3.370) можна використати для оцiнки величин αE−αM ,

γE − γM , де

ηE
mE

= αE,
ηM
mM

= αM , (3.373)

θEmE = γE, θMmM = γM . (3.374)

З цiєю метою ми припускаємо, що вплив квантованостi простору на

рух Землi та Мiсяця, який зумовлює порушення слабкого принципу

еквiвалентностi, є менший нiж експериментальний результат для то-

чностi виконання цього принципу. Отже, ми можемо записати таку

нерiвнiсть: ∣∣∣∣∆aθ + ∆aη

a

∣∣∣∣ ≤ 2.1 · 10−13, (3.375)

де 2.1 ·10−13 найбiльше значення |∆a|/|a|, яке було отримане на основi

експерименту з лазерної далекометрiї Мiсяця [207].

Для оцiнки величин

∆α = αE − αM , (3.376)

∆γ = γE − γM , (3.377)

розгляньмо такi нерiвностi∣∣∣∣∆aθa
∣∣∣∣ ≤ 2.1 · 10−13, (3.378)

∣∣∣∣∆aηa
∣∣∣∣ ≤ 2.1 · 10−13. (3.379)
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Записуючи (3.378), (3.379), ми врахували те, що можуть реалiзовува-

тися випадки θ ̸= 0, η = 0 (простiр з некомутативнiстю координат) чи

θ = 0, η ̸= 0 (простiр з некомутативнiстю iмпульсiв). Iз (3.371), (3.372),

(3.378), (3.379) маємо:

∆α ≤ 10−20c−1, (3.380)

∆γ ≤ 10−7c. (3.381)

Щоб проаналiзувати отриманий результат необхiдно оцiнити ве-

личини констант α, γ. У роботi [103] на основi дослiджень атома водню

у просторi з некомутативнiстю координат отримано оцiнку верхньої

межi для параметра координатної некомутативностi ~θe ≤ 10−33м2. На

основi цього результату можемо оцiнити порядок константи γ. Маємо

γ = meθe ≤ 10−29c. У статтi [179], дослiджуючи вплив некомутативно-

стi iмпульсiв на енергетичнi рiвнi нейтронiв у гравiтацiйнiй ямi автори

отримали такий результат для параметра iмпульсної некомутативно-

стi ~|η| ≤ 2.4 × 10−67кг2м2/с2. На основi цього результату знайдемо:

α = η/mn ≤ 10−6с−1 (mn – маса нейтрона). У попередньому пiдроздiлi

ми встановили, що бiльш сильне обмеження на величину параметра

iмпульсної некомутативностi та константу α можна отримати, дослi-

джуючи змiщення перигелiю Меркурiю у некомутативному фазовому

просторi. Врахувавши (3.341), маємо: ∆α/α ≤ 5. Отже, результати

(3.380), (3.381) не накладають сильнi обмеження на величини ∆α, ∆γ.

Для їх покращення необхiднi данi спостережень з бiльш високою то-

чнiстю.

На завершення пiдроздiлу зазначимо, що у випадку, коли параме-

три некомутативностi залежать вiд маси як (3.273), (3.274), маємо:

αE = αM , γE = γM , (3.382)
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тому параметр Етвеша (3.370) дорiвнює нулю, прискорення Мiсяця та

Землi в напрямку на Сонце є однаковi у випадку, коли тiла знаходяться

на однаковiй вiдстанi до Сонця. Отже, виконується слабкий принцип

еквiвалентностi.

Покажемо також у загальному випадку, що при виконаннi рiвно-

стей (3.273), (3.274), траєкторiя та швидкiсть частинки (макроскопi-

чного тiла) у гравiтацiйному полi не залежать вiд його маси та компо-

зицiї. Для частинки з масою m у гравiтацiйному полi V (X1, X2) запи-

шемо гамiльтонiан:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2). (3.383)

Врахувавши спiввiдношення некомутативної алгебри (3.131)-(3.133),

знайдемо такi рiвняння руху:

Ẋ1 = {X1, H} =
P1

m
+mθ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (3.384)

Ẋ2 = {X2, H} =
P2

m
−mθ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (3.385)

Ṗ1 = {P1, H} = −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ η

P2

m
, (3.386)

Ṗ2 = {P2, H} = −m∂V (X1, X2)

∂X2
− η

P1

m
. (3.387)

У випадку, коли координати та iмпульси рiзних частинок задо-

вольняють спiввiдношення некомутативної алгебри з однаковими па-

раметрами θ, η, з рiвнянь руху (3.384)-(3.387) випливає, що швидкiсть

та траєкторiя руху частинки у гравiтацiйному полi у квантованому

фазовому просторi канонiчного типу залежить вiд маси, а тому по-

рушується принцип еквiвалентностi. При виконаннi рiвностей (3.273),

(3.274), рiвняння (3.384)-(3.387) можемо переписати як

Ẋ1 =
P1

m
+ γ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (3.388)
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Ẋ2 =
P2

m
− γ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (3.389)

Ṗ1 = −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP2, (3.390)

Ṗ2 = −m∂V (X1, X2)

∂X2
− αP1. (3.391)

Ввiвши позначення P ′
i = Pi/m, запишемо рiвняння (3.388)-(3.391) у

такому виглядi:

Ẋ1 = P ′
1 + γ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (3.392)

Ẋ2 = P ′
2 − γ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (3.393)

Ṗ ′
1 = −∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP ′

2, (3.394)

Ṗ ′
2 = −∂V (X1, X2)

∂X2
− αP ′

1. (3.395)

Важливо зауважити, що рiвняння (3.392)-(3.395) не залежать вiд ма-

си. Тому їх розв’язки Xi = Xi(t), P ′
i = P ′

i (t) також не залежать вiд

маси. Отже, при виконаннi рiвностей (3.273), (3.274), рiвняння руху

залежать вiд констант γ, α iз умов (3.273), (3.274) та є однаковi для

частинок з рiзними масами. Слабкий принцип еквiвалентностi зберi-

гається.

Дослiдiмо бiльш загальний випадок, а саме рух макроскопiчного

тiла у гравiтацiйному полi у квантованому фазовому просторi кано-

нiчного типу. Знайдемо рiвняння руху та проаналiзуймо виконання

слабкого принципу еквiвалентностi.

Запишемо гамiльтонiан системи частинок з масою M у гравiта-

цiйному полi

H =
P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2) +Hrel. (3.396)
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Координати X̃i та iмпульси центра мас P̃i означенi традицiйно (3.165),

(3.135) та задовольняють спiввiдношення некомутативної алгебри ка-

нонiчного типу з параметрами θ̃, η̃. Гамiльтонiан Hrel вiдповiдає вiд-

носному руху.

Як було показано в пiдроздiлi 3.8, рух центра мас системи части-

нок та вiдносний рух є незалежними, коли виконуються умови (3.273),

(3.274), якi у випадку чотиривимiрного квантованого простору мають

вигляд (3.96), (3.97). При виконаннi рiвностей (3.96), (3.97) маємо:{
P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2), Hrel

}
= 0. (3.397)

Отже, для системи частинок (макроскопiчного тiла) у гравiтацiй-

ному полi знайдемо такi рiвняння руху:

˙̃X1 =
P1

M
+Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, (3.398)

˙̃X2 =
P2

M
−Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (3.399)

˙̃P1 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ η̃
P2

M
, (3.400)

˙̃P2 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− η̃
P1

M
, (3.401)

якi при виконаннi рiвностей (3.96), (3.97) не залежать вiд маси макро-

скопiчного тiла, мас частинок, якi його формують, та можуть бути

записанi у такому виглядi:

˙̃X1 =
P1

M
+ γ

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, (3.402)

˙̃X2 =
P2

M
− γ

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (3.403)
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˙̃P1 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ αP2, (3.404)

˙̃P2 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− αP1. (3.405)

З (3.402)-(3.405) робимо висновок, що слабкий принцип еквiвалентно-

стi зберiгається.

Важливо зауважити, що без припущення про залежнiсть параме-

трiв некомутативної алгебри вiд маси (3.96), (3.97) маємо, що рiвняння

руху макроскопiчного тiла (3.398)-(3.401) залежать вiд параметрiв θ̃,

η̃, якi визначаються масами частинок, що формують систему, та ма-

ють вигляд (3.265), (3.266). Отже, рух макроскопiчного тiла у гравi-

тацiйному полi залежить не тiльки вiд його повної маси, а й вiд його

композицiї.

Отриманi результати можна узагальнити на випадок шестивимiр-

ного квантованого фазового простору канонiчного типу, який хара-

ктеризується алгеброю (1.20)-(1.22). Для частинки (тiла) з масою m у

гравiтацiйному полi V (X), врахувавши спiввiдношення (3.273), (3.274),

знайдемо:

H =
P 2

2m
+mV (X), (3.406)

Ẋi =
∑
j

(δij + σij)P
′
j +
∑
j

γij
∂V

∂Xj
, (3.407)

Ṗ ′
i = −

∑
j

(δij + σij)
∂V

∂Xj
+
∑
j

αijP
′
j, (3.408)

де P ′
i = Pi/m. Iз (3.407), (3.408) випливає, що Xi(t), P ′

i (t) не залежать

вiд маси. Зауважимо, що при виконаннi рiвностей (3.273), (3.274) пара-

метри σ (3.277) не залежать вiд маси. Отже, слабкий принцип еквiва-

лентностi зберiгається у квантованому фазовому просторi канонiчного
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типу.

На завершення звернiмо увагу, що у цьому роздiлi ми розглянули

узагальнення алгебри для координат та iмпульсiв частинок (3.256)-

(3.258), припустивши, що координати та iмпульси рiзних частинок ко-

мутують. Якщо координати рiзних частинок не комутують [X
(a)
1 , X

(b)
2 ] =

i~θ(ab) (θ(ab) параметри некомутативностi) комутатор для координат

центра мас (3.165) має вигляд [X̃1, X̃2] = i~θ̄, де θ̄ =
∑

a

∑
b µaµbθ

(ab).

Для системи N однакових частинок маємо µa = 1/N , θ(ab) = θ, та

θ̄ = θ. Оскiльки поправки до рiвнянь руху в гравiтацiйному по-

лi, зумовленi некомутативнiстю координат, пропорцiйнi до маси (див.

(3.298), (3.384), (3.385)), у випадку, коли параметри координатної неко-

мутативностi є однаковi для частинки та макроскопiчного тiла, отри-

маємо, що вплив некомутативностi координат на рух макроскопiчно-

го тiла у гравiтацiйному полi є бiльшим нiж на рух частинки. Такий

висновок не має фiзичного змiсту, тому що в цьому випадку ефекти

квантованостi простору були б добре спостережуваними у фiзицi ма-

кроскопiчних систем.

3.12 Висновки до роздiлу 3

Дослiджено мiнiмальну довжину у фазовому просторi з некомутатив-

нiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу. На

основi точного розв’язку задачi на власнi значення оператора квадрата

довжини у некомутативному фазовому просторi отримано вираз для

мiнiмальної довжини та встановлено, що некомутативнiсть координат

та некомутативнiсть iмпульсiв зумовлюють її анiзотропiю.

Розв’язано проблему кiнематичних змiнних (проблему залежно-

стi координат вiд маси) у квантованому фазовому просторi. Знайдено
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умови на параметри некомутативної алгебри, при яких некомутатив-

нi координати не залежать вiд маси, а також некомутативнi iмпульси

пропорцiйнi до маси. Вiдповiдно до цих умов параметр координатної

некомутативностi обернено пропорцiйний до маси (3.96), параметр iм-

пульсної некомутативностi пропорцiйний до маси (3.97).

Запропоновано узагальнення алгебри канонiчного типу для ко-

ординат та iмпульсiв рiзних частинок. Знайдено, що у випадку, коли

параметри некомутативної алгебри залежать вiд маси (3.96), (3.97), iм-

пульси центра мас системи є пропорцiйними до її повної маси, некому-

тативнi координати та iмпульси центра мас можуть бути представленi

через координати та iмпульси центра мас, комутацiйнi спiввiдношення

для яких є звичними.

Дослiджено вплив некомутативностi iмпульсiв на траєкторiю руху

системи вiльних частинок у чотиривимiрному некомутативному фазо-

вому просторi канонiчного типу. Знайдено, що траєкторiя руху вiль-

ної частинки залежить вiд її маси, що зумовлено некомутативнiстю

iмпульсiв, тому система вiльних частинок з однаковими початковими

швидкостями не рухається разом. Рух центра мас залежить вiд вiд-

носного руху навiть для системи вiльних частинок. Проаналiзувавши

отриманi рiвняння руху для вiльної частинки, ми встановили, що тра-

єкторiя та швидкiсть вiльної частинки у некомутативному фазовому

просторi не залежить вiд її маси у випадку, коли параметри iмпульсної

некомутативностi пропорцiйнi до маси (3.97). При виконаннi рiвностi

(3.97) система вiльних частинок з однаковими початковими швидко-

стями не розлiтається, частинки системи рухаються зi швидкостями,

якi дорiвнюють швидкостi руху центра мас, як це є у звичному про-

сторi. У випадку шестивимiрного некомутативного фазового простору

незалежнiсть руху вiльної частинки вiд її маси може бути вiдновлена,
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коли параметри координатної та iмпульсної некомутативностей задо-

вольняють умови (3.273), (3.274).

Знайдено, що при пропорцiйностi параметра iмпульсної некомута-

тивностi до маси (3.97), iмпульси центра мас комутують з iмпульсами

вiдносно руху, та двочастинкова задача може бути зведана до двох

незалежних задач про рух центра мас та вiдносний рух. Як приклад

двочастинкової системи, дослiджено систему частинок з осцилятор-

ною взаємодiєю. Знайдено точний вираз для спектру цiєї системи у

чотиривимiрному квантованому фазовому просторi канонiчного типу.

Встановлено, що некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює дискретнiсть

спектру центра мас системи. А саме, спектр центра мас двочастинко-

вої системи має вигляд спектру гармонiчного осцилятора у звичному

просторi (θ = η = 0) з частотою, яка визначається параметром iмпуль-

сної некомутативностi. Спектр системи двох частинок з осциляторною

взаємодiєю у некомутативному фазовому просторi має вигляд спектру

тривимiрного гармонiчного осцилятора з частотами, якi визначаються

параметрами координатної та iмпульсної некомутативностей.

Запропоновано означення для iмпульсу центра мас (3.199), (3.200)

як iнтеграла руху у некомутативному фазовому просторi канонiчного

типу та знайдено вирази для координат центра мас (3.202), спряже-

них до цього iмпульсу. А саме, встановлено, що у випадку виконання

рiвностей (3.96), (3.97), iснує iнтеграл руху, який виражається через

iмпульси та координати центра мас, означенi традицiйно.

Розв’язано проблему опису руху макроскопiчних тiл у шестиви-

мiрному квантованому фазовому просторi канонiчного типу. Запропо-

новано некомутативну алгебру канiчного типу для координат та iм-

пульсiв частинок з параметрами, якi залежать вiд їх мас. Знайдено,

що iдея залежностi параметрiв алгебри вiд маси дозволяє забезпечи-
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ти вiдповiднiсть спiввiдношень для координат та iмпульсiв центра мас

спiввiдношенням некомутативної алгебри, вiдновити незалежнiсть ру-

ху центра мас та вiдносного руху, розв’язати проблему значного впли-

ву квантованостi простору на рух маскроскопiчних систем, яка вiдома,

як проблема футбольного м’яча.

Знайдено траєкторiю вiльного падiння частинки (тiла) у однорi-

дному гравiтацiйному полi у квантованому фазовому просторi. Пока-

зано, що траєкторiя руху частинки залежить вiд її маси. Встановлено,

що через модифiкацiю комiтацiйних спiввiдношень для координат та

iмпульсiв кiнетична енергiя не є адитивною та залежить вiд компози-

цiї. Звiдси випливає проблема порушення закону збереження енергiї у

некомутативному фазовому просторi канонiчного типу. Знайдено, що

проблема залежностi траєкторiї вiльного падiння вiд маси, а також

проблема порушення адитивностi кiнетичної енергiї розв’язуються при

виконаннi рiвностей (3.96), (3.97).

Дослiджено вплив некомутативностi координат та некомутативно-

стi iмпульсiв на зсув перигелiю Меркурiю з врахуванням особливостей

опису руху макроскопiчного тiла у квантованому фазовому просто-

рi канонiчного типу. На основi порiвняння теоретичного результату

для змiщення перигелiю, зумовленого некомутативнiстю, iз експери-

ментальними даними знайдено оцiнки для параметрiв координатної

та iмпульсної некомутативностей. Отриманий результат для параме-

тра iмпульсної некомутативностi (3.339) значно покращує результати,

представленi у лiтературi. А саме, верхня межа (3.339) є 17 порядкiв

менша нiж межа, отримана на основi дослiджень енергетичних рiвнiв

атома водню у некомутативному фазовому просторi [179].

Дослiджено вплив квантованостi простору на рух системи Сонце-

Земля-Мiсяць. Знайдено поправки до параметра Етвеша для Землi та
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Мiсяця, зумовленi некомутативнiстю. Ми показали, що у некомутатив-

ному фазовому просторi параметр Етвеша не дорiвнює нулю навiть у

випадку рiвностi iнерцiйної та гравiтацiйної мас. Модифiкацiя дужок

Пуассона для координат та iмпульсiв зумовлює порушення слабкого

принципу еквiвалентностi. Важливо зауважити, що слабкий принцип

еквiвалентностi вiдновлюється у некомутативному фазовому просто-

рi, коли параметри некомутативної алгебри залежать вiд маси (3.273),

(3.274).

Отже, зв’язок параметрiв некомутативностi з масою (3.273), (3.274)

дає можливiсть отримати ряд важливих результатiв у некомутативно-

му фазовому просторi, а саме: розв’язати проблему кiнематичних змiн-

них; вiдновити пропорцiйнiсть некомутативних iмпульсiв до маси; зве-

сти двочастинкову задачу до задачi про рух центра мас та вiдносний

рух; вiдновити адитивнiсть кiнетичної енергiї та її незалежнiсть вiд

композицiї; означити iмпульс центра мас, як iнтеграл руху; зберегти

слабкий принцип еквiвалентностi. Кiлькiсть результатiв, якi можуть

бути отриманi при виконаннi двох умов на параметри некомутативно-

стi (3.273), (3.274), пiдтверджують важливiсть цих умов.
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Роздiл 4

Симетрiя вiдносно iнверсiї часу у

некомутативному фазовому просторi

4.1 Вступ

Звичнi комутацiйнi спiввiдношення для операторiв координат та опе-

раторiв iмпульсiв

[xi, xj] = 0, [xi, pj] = i~δij, [pi, pj] = 0, (4.1)

є iнварiантними вiдносно iнверсiї часу [208]. Врахувавши те, що у кван-

товiй механiцi перетворення iнверсiї часу (T-перетворення) включають

комплексне спряження (див., для прикладу, [208]) та при iнверсiї часу

координати та iмпульси перетворюються як

xi → xi, pi → −pi, (4.2)

отримаємо, що при перетвореннi iнверсiї часу спiввiдношення (4.1) за-

лишаються незмiнними.

Припущення про те, шо комутатори для координат та для iмпуль-

сiв дорiвнюють константам зумовлює порушення симетрiї вiдносно iн-

версiї часу (Т-симетрiї) [98, 209]. Некомутативна алгебра канонiчного

типу не є iнварiантною вiдносно iнверсiї часу. Розглядаючи перетворе-

ння для некомутативних координат та некомутативних iмпульсiв при

iнверсiї часу, аналогiчнi, як у звичному просторi

Xi → Xi, Pi → −Pi, (4.3)
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отримаємо, що спiввiдношення, для прикладу, двовимiрної некомута-

тивної алгебри канонiчного типу (3.74)-(3.76) переходять у такi:

[X1, X2] = −i~θ, (4.4)

[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + σ), (4.5)

[P1, P2] = −i~η. (4.6)

Отже, iз (4.4)-(4.6) випливає, що при iнверсiї часу алгебра (3.74)-(3.76)

трансформується у некомутативну алгебру з параметрами некомута-

тивностi −θ, −η.

Важливо вiдзначити, що перетворення (4.3) є одним iз можли-

вих перетворень координат та iмпульсiв у некомутативному просторi

при iнверсiї часу. У цьому роздiлi ми показуємо, що через неiнварi-

антнiсть спiввiдношень некомутативної алгебри вiдносно iнверсiї часу

перетворення для некомутативних координат та некомутативних iм-

пульсiв залежать вiд їх представлення.

Симетрiя вiдносно iнверсiї часу у некомутативному просторi кано-

нiчного типу розглядалася у статтях [98,209–211]. Автори роботи [209]

показали, що гамiльтонiан гармонiчного осцилятора у просторi з не-

комутативнiстю координат не є iнварiантним вiдносно iнверсiї часу.

У статтi [98] дослiджено гармонiчний осцилятор у магнiтному полi у

просторi з некомутативнiстю координат та встановлено, що при певно-

му виборi параметра координатної некомутативностi (при певнiй зале-

жностi цього параметра вiд маси, частоти осцилятора, а також вiд ве-

личини магнiтного поля) Т-симетрiя вiдновлюється. Автор працi [210]

прийшов до висновку, що для збереження симетрiї вiдносно iнверсiї

часу необхiдно при T-перетвореннi розглядати змiну знаку параметра

координатної некомутативностi.
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Зауважимо, що з рiвностi (4.6) випливає, що канонiчна некому-

тативнiсть iмпульсiв є додатковою причиною неiнварiантностi некому-

тативної алгебри вiдносно iнверсiї часу. Отже, актуальною є побудова

алгебри з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв,

яка є iнварiантна вiдносно iнверсiї часу, еквiвалентна некомутативнiй

алгебрi канонiчного типу.

У роздiлi, як приклад для дослiдження проблеми порушення Т-

симетрiї у квантованому фазовому просторi канонiчного типу, вивча-

ється рух по колу. Ми знаходимо, що перiод колової орбiти частинки

у гравiтацiйному полi у просторi з некомутативнiстю координат та не-

комутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу залежить вiд напрямку

руху. Для вiдновлення симетрiї вiдносно iнверсiї часу, а також сфе-

ричної симетрiї ми пропонуємо будувати тензори координатної та iм-

пульсної некомутативностей за допомогою iмпульсiв, якi вiдповiдають

сферично-симетричнiй системi.

Роздiл має таку структуру. Перетворення для координат та iм-

пульсiв при iнверсiї часу та їх залежнiсть вiд представлення дослi-

джується у пiдроздiлi 4.2. У пiдроздiлi 4.3 ми знаходимо точний вираз

для перiоду руху по колу у некомутативному фазовому просторi кано-

нiчного типу та показуємо, що рух по колу залежить вiд його напрям-

ку. Пiдроздiл 4.4 присвячено побудовi iнварiантної вiдносно iнверсiї

часу сферично-симетричної некомутативної алгебри, яка еквiвалентна

алгебрi з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв

канонiчного типу.

Результати, представленi у цьому роздiлi, опублiковано у статтi

[48].
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4.2 Симетрiя вiдносно iнверсiї часу у просторi з

некомутативнiстю координат та некомутатив-

нiстю iмпульсiв канонiчного типу

Через неiнварiантнiсть некомутативної алгебри канонiчного типу (3.74)-

(3.76) вiдносно iнверсiї часу, перетворення Xi, Pi вiдносно iнверсiї часу

залежать вiд представлення. Координати та iмпульси, якi задоволь-

няють спiввiдношення (3.74)-(3.76) можуть бути представленi через

координати та iмпульси xi, pi, якi задовольняють звичнi комутацiйнi

спiввiдношення. А саме, можемо записати:

X1 = ε (x1 − θ′1p2) , (4.7)

X2 = ε (x2 + θ′2p1) , (4.8)

P1 = ε (p1 + η′1x2) , (4.9)

P2 = ε (p2 − η′2x1) , (4.10)

де ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2 є константами. Пiсля iнверсiї часу, розглянувши

перетворення xi → xi, pi → −pi, отримаємо

X1 → X ′
1 = ε (x1 + θ′1p2) , (4.11)

X2 → X ′
2 = ε (x2 − θ′2p1) , (4.12)

P1 → −P ′
1 = ε (−p1 + η′1x2) , (4.13)

P2 → −P ′
2 = ε (−p2 − η′2x1) . (4.14)

Отже, перетворення (4.11)-(4.14) залежать вiд параметрiв ε, θ′1, θ′2, η′2,

η′2, як наслiдок вони залежать вiд представлення.

Параметри ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2, можуть бути вибранi рiзними способа-
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ми. Iз (4.7)-(4.10), маємо:

[X1, X2] = i~ε2(θ′1 + θ′2), (4.15)

[X1, P1] = i~ε2(1 + θ′1η
′
1) (4.16)

[X2, P2] = i~ε2(1 + θ′2η
′
2), (4.17)

[P1, P2] = i~ε2(η′1 + η′2). (4.18)

Порiвнявши спiввiдношення (4.15)-(4.18) та (3.74)-(3.76), отримаємо

такi рiвняння:

ε2 = 1, θ′1η
′
1 = θ′2η

′
2 = σ, (4.19)

θ′1 + θ′2 = θ, (4.20)

η′1 + η′2 = η, (4.21)

з яких ми знайдемо:

θ′1 =
1

2

(
θ ±

√
θ2 − 4

θσ

η

)
, (4.22)

θ′2 =
1

2

(
θ ∓

√
θ2 − 4

θσ

η

)
, (4.23)

η′1 =
1

2

(
η ∓

√
η2 − 4

ησ

θ

)
, (4.24)

η′2 =
1

2

(
η ±

√
η2 − 4

ησ

θ

)
, (4.25)

та

σ ≤ θη

4
. (4.26)

Звернiмо увагу, що вибравши знак “+” чи “-” у (4.22)-(4.25), отримаємо

два рiзнi представлення для некомутативних координат та некомута-
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тивних iмпульсiв, а тому два рiзних перетворення при iнверсiї часу

(4.11)-(4.14).

Добре вiдомим є симетричне представлення, яке характеризується

такими параметрами ε = 1, θ′1 = θ′2 = θ/2, η′1 = η′2 = η/2. У цьому

випадку координати та iмпульси Xi, Pi задовольняють (3.74)-(3.76) з

σ = θη/4 [202]. При σ = 0 комутатор координат та iмпульсiв (3.75) до-

рiвнює i~, як у звичному просторi. Порiвнявши (4.15)-(4.18) та (3.74)-

(3.76) при σ = 0, можемо записати:

ε2 =
1

1 + θ′1η
′
1

, (4.27)

θ′1η
′
1 = θ′2η

′
2, (4.28)

ε2(θ′1 + θ′2) = θ, (4.29)

ε2(η′1 + η′2) = η. (4.30)

Зауважимо, що ми маємо чотири рiвняння (4.27)-(4.30) та п’ять па-

раметрiв ε, θ′1, θ′2, η′1, η′2. Отже, вибравши один iз них, ми отримаємо

рiзнi представлення для координат та iмпульсiв, якi задовольняють

спiввiдношення (3.74)-(3.76) з σ = 0 та вiдповiдно рiзнi перетворення

(4.11)-(4.14).

Для прикладу, обравши θ′2 = 0 iз (4.27)-(4.30) отримаємо ε = 1,

η′1 = 0, η′2 = η, θ′1 = θ та представлення має такий вигляд:

X1 = x1 − θp2, (4.31)

X2 = x2, (4.32)

P1 = p1, (4.33)

P2 = p2 − ηx1. (4.34)
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У цьому випадку маємо звичнi перетворення для координати X2, та

iмпульсу P1

X2 → X2, P1 → −P1, (4.35)

проте для X1, P2 отримаємо:

X1 → X ′
1 = x1 + θp2, (4.36)

P2 → −P ′
2 = −p2 − ηx1. (4.37)

Також можемо записати два симетричнi представлення (4.7)-(4.10)

з параметрами ε = (1 + θ′η′)−
1
2 , θ′1 = θ′2 = (1 ±

√
1 − θη)/η, η′1 = η′2 =

(1 ±
√

1 − θη)/θ [41, 202] та вiдповiдно отримати два рiзнi перетворе-

ння для координат та iмпульсiв при iнверсiї часу (3.86)-(3.89). Таке

представлення розглядалося у пiдроздiлi 3.3.

На завершення зазначимо, що висновки, представленi у пiдроздiлi

3.3, можуть бути узагальненi на випадок, коли представлення для ко-

ординат та iмпульсiв має вигляд (4.7)-(4.10), де константи ε, θ′1, θ′2, η′2,

η′2, задовольняють спiввiдношення (4.27)-(4.30). У випадку, коли пара-

метр координатної некомутативностi θ обернено пропорцiйний до маси

(3.96) (θ′1, θ′2 обернено пропорцiйнi до маси, (4.20)), параметр iмпуль-

сної некомутативностi пропорцiйний до маси (3.97) (η′2, η′2 обернено

пропорцiйнi до маси, (4.21)), вiдповiдно до (4.27) константа ε не зале-

жить вiд маси. Звiдси випливає, що некомутативнi координати (4.7),

(4.8) можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi, некомутативнi iм-

пульси (4.9), (4.10) пропорцiйнi до маси.
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4.3 Рух по колу у некомутативному фазовому про-

сторi канонiчного типу

Для дослiдження симетрiї вiдносно iнверсiї часу у некомутативному

фазовому просторi канонiчного типу розгляньмо рух по колу. Заува-

жимо, що вплив некомутативностi на такий рух залежить вiд його

напрямку. Щоб це показати розгляньмо двовимiрний некомутативний

простiр канонiчного типу (3.74)-(3.76) та такий гамiльтонiан:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
− k

X
, (4.38)

тут

X =
√
X2

1 +X2
2 . (4.39)

У класичнiй границi ~ → 0 з (3.74)-(3.76) отримаємо такi дужки Пу-

ассона

{X1, X2} = θ, (4.40)

{X1, P1} = {X2, P2} = 1 + σ, (4.41)

{P1, P2} = η. (4.42)

Врахувавши, що координати та iмпульси Xi, Pi в (4.38) задовольняють

(4.40)-(4.42), знаходимо такi рiвняння руху

Ẋ1 =
P1

m
(1 + σ) +

kθX2

X3
, (4.43)

Ẋ2 =
P2

m
(1 + σ) − kθX1

X3
, (4.44)

Ṗ1 =
ηP2

m
− kX1

X3
(1 + σ) , (4.45)

Ṗ2 = −ηP1

m
− kX2

X3
(1 + σ) . (4.46)
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Розв’язки цих рiвнянь мають такий вигляд

X1(t) = R0 cos(ωt), (4.47)

X2(t) = R0 sin(ωt), (4.48)

P1(t) = −P0 sin(ωt), (4.49)

P2(t) = P0 cos(ωt), (4.50)

та описують рух по колу з радiусом R0, iмпульсом

P0 =
mωR3

0 + kmθ

R2
0 (1 + σ)

, (4.51)

та частотою

ω =
1

2

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

− η

m
− kθ

R3
0

 . (4.52)

Перiод руху визначається як

T = 4π

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

− η

m
− kθ

R3
0

−1

.

(4.53)

Розгляньмо рух по колу R0 в зворотньому напрямку

X1(t) = R0 cos(ωt), (4.54)

X2(t) = −R0 sin(ωt), (4.55)

P1(t) = P ′
0 sin(ωt), (4.56)

P2(t) = P ′
0 cos(ωt). (4.57)

Вирази (4.54)-(4.57) вiдповiдають виразам (4.47)-(4.50) з −t. В (4.56),

(4.57) ми використали позначення P ′
0, щоб вiдрiзнити iмпульс, який
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вiдповiдає руху в зворотньому напрямку. Пiдставивши (4.54)-(4.57) в

(4.43)-(4.46) отримаємо

ω′ =
1

2

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

+
η

m
+
kθ

R3
0

 ,

T ′ = 4π

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

+
η

m
+
kθ

R3
0

−1

,

(4.58)

та

P ′
0 = −mω

′R3
0 − kmθ

R2
0 (1 + γ)

. (4.59)

Важливо зауважити, що знайденi вирази для частоти (4.58) та перi-

оду руху по колу (4.58) не спiвпадають з результатами (4.52), (4.53).

Маємо:

∆ω = ω′ − ω =
η

m
+
kθ

R3
0

. (4.60)

Отже у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу (4.40)-

(4.42) перiод та частота руху по колу радiуса R0 залежать вiд на-

прямку руху. В порiвняннi з (4.52), (4.53) вирази для ω′, T ′ мiстять

параметри некомутативностi з протилежними знаками. Також маємо,

що P ′
0 ̸= −P0 (зауважимо, що у звичному просторi виконується та-

ка рiвнiсть P ′
0 = −P0, що вiдповiдає руху в зворотньому напрямi).

Невiдповiднiсть виразiв (4.52), (4.53) та (4.58), (4.58) є наслiдком не-

iнварiантностi некомутативної алгебри канонiчного типу (3.74)-(3.76)

вiдносно iнверсiї часу.

Зауважимо, що результати (4.58), (4.58) також отримаємо, враху-

вавши, що рух в зворотньому напрямку вiдповiдає iнверсiї часу, при



161

якiй некомутативна алгебра має вигляд (4.4)-(4.6). Тому вирази для

ω′, T ′ (4.58), (4.58) можуть бути знайденi, замiнивши θ на −θ та η на

−η у виразах (4.52), (4.53). Також змiнивши знаки перед параметрами

некомутативностi у P ′
0 (4.59) отримаємо −P0 (4.51).

4.4 Некомутативна алгебра канонiчного типу зi збе-

реженою симетрiєю вiдносно iнверсiї часу та

сферичною симетрiєю

На основi дослiджень, представлених у пiдроздiлi 4.2, можемо зробити

висновок, що для збереження Т симетрiї тензори некомутативностей

θij, ηij при iнверсiї часу мають перетворюватися як

θij → −θij, (4.61)

ηij → −ηij. (4.62)

Найпростiшi вирази для тензорiв некомутативностi, при яких ма-

ємо (4.61), (4.62), є такими:

θij =
c̄θ
~
∑
k

εijkp
a
k, (4.63)

ηij =
c̄η
~
∑
k

εijkp
b
k, (4.64)

де c̄θ, c̄η – константи, pai , pbi – додатковi iмпульси. Для збереження

також сферичної симетрiї ми розглядаємо випадок, коли додатковi iм-

пульси вiдповiдають сферично-симетричним системам, для прикладу

гармонiчним осциляторам

Ha
osc =

(pa)2

2mosc
+
moscω

2
osca

2

2
, Hb

osc =
(pb)2

2mosc
+
moscω

2
oscb

2

2
, (4.65)
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з великими частотами ωosc та довжиною
√
~/√moscωosc, яка дорiвнює

довжинi Планка.

Iз виразiв (1.25), (4.63), (4.64) отримаємо, що σij залежить вiд

додаткових iмпульсiв i має такий вигляд:

σij =
l0p0
4~2

(
(a · pb)δij − ajp

b
i

)
. (4.66)

Отже, ми пропонуємо розв’язати проблеми порушення симетрiї

вiдносно iнверсiї часу та порушення сферичної симетрiї у некомута-

тивному фазовому просторi, побудувавши алгебру з некомутативнiстю

координат та некомутативнiстю iмпульсiв, в якiй залученi додатковi

iмпульси:

[Xi, Xj] = ic̄θ
∑
k

εijkp
a
k, (4.67)

[Xi, Pj] = i~
(
δij +

c̄θc̄η
4~2

(pa · pb)δij −
c̄θc̄η
4~2

pajp
b
i

)
, (4.68)

[Pi, Pj] = ic̄η
∑
k

εijkp
b
k, (4.69)

Комутацiйнi спiввiдношення для додаткових координат та iмпульсiв є

звичнi, також додатковi iмпульси pai , pbi за допомогою яких побудовано

тензори некомутативностей комутують з координатами та iмпульсами

Xi, Pi:

[ai, p
a
j ] = [bi, p

b
j] = i~δij, (4.70)

[ai, aj] = [bi, bj] = [ai, bj] = [pai , p
a
j ] = [pbi , p

b
j] = [pai , p

b
j] = 0, (4.71)

[ai, p
b
j] = [bi, p

a
j ] = [pai , Xj] = [pbi , Xj] = [pai , Pj] = [pbi , Pj] = 0. (4.72)

Варто зауважити, що, оскiльки алгебра (4.67)-(4.69) є iнварiантна

вiдносно T-перетворення, незалежно вiд представлення отримаємо, що
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перетворення для некомутативних координат та iмпульсiв при iнверсiї

часу мають вигляд:

Xi → Xi, (4.73)

Pi → −Pi. (4.74)

Для прикладу, координати та iмпульси, якi задовольняють (4.67)-(4.69),

можуть бути представленi як

Xi = xi +
c̄θ
2~

[pa × p]i = xi +
1

2
[θ × p]i, (4.75)

Pi = pi +
c̄η
2~

[x× pb]i = pi −
1

2
[η × x]i, (4.76)

де x = (x1, x2, x3), p = (p1, p2, p3), xi, pi задовольняють звичнi cпiввi-

дношення (1.12)-(1.14) та комутують з ai, pai , bi, pbi .

Компоненти векторiв θ, η визначаються як

θi = εijk
θjk
2

=
c̄θ
~
pai , (4.77)

ηi = εijk
ηjk
2

=
c̄η
~
pbi . (4.78)

Пiсля iнверсiї часу маємо

xi → xi, pi → −pi, (4.79)

pai → −pai , pbi → −pbi , (4.80)

та, врахувавши (4.75), (4.76), отримаємо, що некомутативнi координа-

ти та некомутативнi iмпульси перетворюються як (4.73), (4.74). Окрiм

iнварiантностi вiдносно iнверсiї часу алгебра (4.67)-(4.69) є також iн-

варiантна вiдносно поворотiв. А саме, пiсля повороту координати та

iмпульси Xi, Pi, pai , pbi будуть мати вигляд

X ′
i = U(φ)XiU

+(φ), P ′
i = U(φ)PiU

+(φ), (4.81)

pa′i = U(φ)paiU
+(φ), pb′i = U(φ)pbiU

+(φ), (4.82)
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де оператор U(φ) визначається як

U(φ) = e
i
~φ(n·[x×p])e

i
~φ(n·[a×pa])e

i
~φ(n·[b×pb]), (4.83)

n – одиничний вектор, ϕ – кут повороту. Комутацiйнi спiввiдношення

для X ′
i, P ′

i

[X ′
i, X

′
j] = ic̄θ

∑
k

εijkp
a′
k , (4.84)

[X ′
i, P

′
j] = i~

(
δij +

c̄θc̄η
4~

(pa′ · pb′)δij −
c̄θc̄η
4~

pa′j p
b′
i

)
, (4.85)

[P ′
i , P

′
j] = ic̄η

∑
k

εijkp
b′
k , (4.86)

вiдповiдають спiввiдношенням некомутативної алгебри (4.67)-(4.69).

Отже, побудована некомутативна алгебра (4.67)-(4.69) є iнварiан-

тною вiдносно поворотiв та iнверсiї часу. Алгебра (4.67)-(4.69) є еквi-

валентна до некомутативної алгебри канонiчного типу (1.20)-(1.22),

оскiльки для тензорiв координатної та iмпульсної некомутативностi

θij, ηij, а також для операторiв координат та iмпульсiв Xi, Pi, якi за-

довольняють (4.67)-(4.69), виконуються спiввiдношення:

[θij, ηij] = [σij, θij] = [σij, ηij] = 0, (4.87)

[θij, Xk] = [θij, Pk] = [ηij, Xk] = [ηij, Pk] = 0, (4.88)

[σij, Xk] = [σij, Pk] = 0, (4.89)

якi характернi для алгебри канонiчного типу (1.20)-(1.22) де θij, ηij,

σij константи.

Важливо зауважити, що запропонована алгебра є сумiсною. А са-

ме, тотожнiсть Якобi виконується для будь-якої трiйки операторiв,

оскiльки для координат та iмпульсiв, що задовольняють спiввiдношен-

ня алгебри (4.67)-(4.69) iснує явне представлення через координати та
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iмпульси, що задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (4.75),

(4.76).

4.5 Висновки до роздiлу 4

Дослiджено симетрiю вiдносно iнверсiї часу у квантованому фазово-

му просторi. Показано, що некомутативна алгебра канонiчного типу

(3.74)-(3.76) не є iнварiантна вiдносно iнверсiї часу. При T-перетвореннi

алгебра трансформується у некомутативну алгебру з параметрами не-

комутативностi з вiд’ємними знаками (4.4)-(4.6). Також ми показали,

що через неiнварiантнiсть алгебри (3.74)-(3.76) вiдносно iнверсiї часу,

перетворення для некомутативних координат та некомутативних iм-

пульсiв при iнверсiї часу залежать вiд їх представлення (4.11)-(4.14).

Отже, у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу iснує

проблема неоднозначностi перетворень координат та iмпульсiв при iн-

версiї часу.

Як приклад для дослiдження проблеми порушення симетрiї вiд-

носно iнверсiї часу у просторi з некомутативнiстю координат та неко-

мутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу, розглянуто рух по колу. Ми

знайшли точнi вирази для частоти та перiоду колового руху частин-

ки у гравiтацiйному полi та встановили, що цi вирази залежать вiд

напрямку руху (4.52), (4.53), (4.58), (4.58). Вiдмiннiсть полягає у рi-

зних знаках параметрiв некомутативностей. Вплив некомутативностi

координат та некомутативностi iмпульсiв на рух по колу залежить вiд

його напрямку. Перiоди руху по колу одного i того самого радiуса у

некомутативному фазовому просторi канонiчного в рiзних напрямках

є рiзними.

Побудовано некомутативну алгебру (4.67)-(4.69), яка є iнварiан-
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тна вiдносно iнверсiї часу, сферично-симетрична та еквiвалентна до

некомутативної алгебри з некомутативнiстю координат та некомута-

тивнiстю iмпульсiв канонiчного типу. Для збереження симетрiї вiд-

носно iнверсiї часу запропоновано тензори координатної та iмпульсної

некомутативностей (4.63), (4.64), якi при iнверсiї часу перетворюються

як θij → −θij, ηij → −ηij. Для збереження сферичної симетрiї тензори

некомутативностi побудовано за допомогою додаткових iмпульсiв, якi

вiдповiдають гармонiчним осциляторам. Отже, iдея про залучення до-

даткових iмпульсiв дозволяє побудувати некомутативну алгебру, яка є

iнварiантна вiдносно поворотiв та iнверсiї часу.
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Роздiл 5

Сферично-симетричний

некомутативний фазовий простiр

канонiчного типу зi збереженим

принципом еквiвалентностi

5.1 Вступ

У цьому роздiлi ми розглядаємо квантований фазовий простiр, який

характеризується сферично-симетричною некомутативною алгеброю

канонiчного типу

[Xi, Xj] = i~θij, (5.1)

[Xi, Pj] = i~
(
δij +

θikηkj
4

)
, (5.2)

[Pi, Pj] = i~ηij, (5.3)

де θij, ηij – тензори некомутативностей, якi означаються як

θij =
l0
~
εijkak, (5.4)

ηij =
p0
~
εijkp

b
k, (5.5)

l0 – константа, яка має розмiрнiсть довжини, p0 – константа, яка має

розмiрнiсть iмпульсу, ak, pbk – додатковi координати та iмпульси, якi

вiдповiдають гармонiчним осциляторам (4.65). Характернi довжини
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осциляторiв (
√
~/√moscωosc) дорiвнюють планкiвськiй довжинi, часто-

ти є великими. Додатковi координати та iмпульси задовольняють зви-

чнi комутацiйнi спiввiдношення (4.70)-(4.71). Також виконуються рiв-

ностi:

[ai, Xi] = [pbi , Xi] = [ai, Pi] = [pbi , Pi] = 0, (5.6)

[Xi, p
a
j ] = iεijk

l0
2
pk, (5.7)

[Pi, bj] = iεijk
l0
2
xk, (5.8)

[Xi, aj] = [Xi, bj] = [Xi, p
b
j] = [Pi, aj] = [Pi, p

a
j ] = [Pi, p

b
j] = 0. (5.9)

Для координат та iмпульсiв Xi, Pi iснує представлення через ко-

ординати xi та iмпульси pi, якi задовольняють звичнi спiввiдношення

(1.12)-(1.14) та комутують з ai, pai , bi, pbi . Представлення має вигляд:

Xi = xi +
l0
2~

[a× p]i = xi +
1

2
[θ × p]i, (5.10)

Pi = pi +
p0
2~

[x× pb]i = pi −
1

2
[η × x]i. (5.11)

Тут x = (x1, x2, x3), p = (p1, p2, p3). Компоненти векторiв θ, η визна-

чаються як

θi = εijk
θjk
2

=
l0
~
ai, (5.12)

ηi = εijk
ηjk
2

=
p0
~
pbi . (5.13)

У цьому роздiлi у сферично-симетричному квантованому фазо-

вому просторi (5.1)-(5.3) дослiджується мiнiмальна довжина та мiнi-

мальний iмпульс. Знаходяться вирази для тензорiв координатної та

iмпульсної некомутативностей, при яких розв’язується проблема бага-

тьох частинок та зберiгається принцип еквiвалентностi. Також вста-

новлюється вплив квантованостi простору на енергетичнi рiвнi дво-
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та багаточастинкових фiзичних систем (атом водню, екзотичнi атоми,

симетрична мережа осциляторiв у однорiдному полi, ланцюжок осци-

ляторiв).

Важливо вiдзначити, що вивченню енергетичних рiвнiв атома во-

дню у некомутативному просторi канонiчного типу без збереженої сфе-

ричної симетрiї придiлялося багато уваги [21, 23, 99, 103, 183, 212–218].

Це пов’язано з простотою системи, а також з тим, що спектр атома во-

дню є добре дослiджений експериментально. Для прикладу, вiдносна

точнiсть вимiрювання частоти переходу 1S− 2S становить 4.5× 10−15

[219]. Тому знаходження впливу квантованостi простору на енергети-

чнi рiвнi атома водню дає можливicть отримати строгi оцiнки для

величини кванта простору (мiнiмальну довжину оцiнюють на осно-

вi порiвняння теоретичних результатiв для поправок до енергетичних

рiвнiв атома водню, зумовлених квантованiстю простору, з точнiстю

експериментальних даних).

У цьому роздiлi ми знаходимо та аналiзуємо вплив квантованостi

простору на спектр атома водню (атом водню дослiджується, як дво-

частинкова система), а також на спектри екзотичних атомiв (мюонний

атом водню, антипротонний атом гелiю) у сферично-симетричному не-

комутативному фазовому просторi канонiчного типу. Ми приходимо

до висновку, що дослiдження енергетичних рiвнiв антипротонного ге-

лiю вiдкривають новi можливостi для покращення оцiнки величини

параметра координатної некомутативностi, оскiльки вплив некомута-

тивностi координат на спектр антипротонного гелiю є бiльшим нiж на

спектр атома водню. Тому важливим є збiльшення точностi вимiрю-

вання спектру антипротонного гелiю.

У роздiлi також вивчається системи гармонiчних осциляторiв у

сферично-симетричному некомутативному фазовому просторi. Дослi-
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джується вплив некомутативностi координат та некомутативностi iм-

пульсiв на енергетичнi рiвнi симетричної мережi осциляторiв у одно-

рiдному полi та замкнутого ланцюжка осциляторiв. Зауважимо, що

некомутативний гармонiчний осцилятор привернув багато уваги фi-

зикiв [21, 25, 86, 91, 97, 98, 176, 191–201]. Система двох взаємодiючих

осциляторiв розглядалася у двовимiрному просторi канонiчного ти-

пу [220, 221], у чотиривимiрному некомутативному фазовому просто-

рi [200]. У 2015 роцi для оцiнки мiнiмальної довжини (кванта простору)

були проведенi експерименти з мiкро- та нано-осциляторами [222].

Результати дослiджень системи взаємодiючих осциляторiв мають

ряд застосувань. Зокрема, нещодавно вивчення мереж квантових осци-

ляторiв привернули особливу увагу через їх важливiсть у квантовiй iн-

формацiї та квантових обчисленнях [223–225]. Зауважимо також, що

висновки з дослiдження системи N взаємодiючих осциляторiв мають

використання у ядернiй фiзицi [226–228], у молекулярнiй спектроско-

пiї [229–232].

Роздiл має таку структуру. У пiдроздiлi 5.2 розглянуто опера-

тор Гамiльтона у сферично-симетричному некомутавному фазовому

просторi. Задача на власнi значення оператора квадрату довжини та

оператора квадрату iмпульсу розв’язується у пiдроздiлi 5.3. У пiд-

роздiлi 5.4 дослiджуються особливостi опису системи багатьох части-

нок у сферично-симетричному некомутативному фазовому просторi.

Як приклад системи частинок, у пiдроздiлi 5.5 розглядається система

двох частинок з кулонiвською взаємодiєю та знаходиться спектр си-

стеми у некомутативному фазовому просторi зi сферичною симетрiєю.

На основi отриманих результатiв у пiдроздiлi 5.6 дослiджується вплив

некомутативностi на спектри атома водню, мюонного атома водню,

антипротонного атома гелiю та оцiнюється верхня межа для параме-



171

трiв некомутативностi. У пiдроздiлi 5.7 знаходяться енергетичнi рiвнi

симетричної мережi осциляторiв у однорiдному полi, ланцюжка осци-

ляторiв. Пiдроздiл 5.8 присвячено вивченню руху частинки (тiла) у

гравiтацiйному полi у сферично-симетричному некомутативному фа-

зовому просторi та дослiдженню слабкого принципу еквiвалентностi.

Роздiл завершується висновками.

Представленi результати опублiковано у статтях [43, 45, 53, 55, 59,

62,64].

5.2 Оператор Гамiльтона у сферично-симетричному

некомутативному фазовому просторi

Зважаючи на те, що для побудови алгебри (5.1)-(5.3) залучено дода-

тковi координати та iмпульси ai, pbi , при дослiдженнi фiзичної системи

з гамiльтонiаном Hs у сферично-симетричному квантованому фазово-

му просторi необхiдно брати до уваги також гамiльтонiани гармонi-

чних осциляторiв:

H = Hs +Ha
osc +Hb

osc, (5.14)

тут Ha
osc, Hb

osc визначаються як (4.65).

Перепишемо гамiльтонiан (5.14) у такому виглядi:

H = H0 + ∆H, (5.15)

де

H0 = ⟨Hs⟩ab +Ha
osc +Hb

osc (5.16)

∆H = H −H0 = Hs − ⟨Hs⟩ab. (5.17)

Тут ми використали позначення

⟨...⟩ab = ⟨ψa
0,0,0ψ

b
0,0,0|...|ψa

0,0,0ψ
b
0,0,0⟩, (5.18)
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для усереднення за хвильовими функцiями ψa
0,0,0, ψb

0,0,0 гармонiчних

осциляторiв Ha
osc, Hb

osc у основних станах. Ми розглядаємо усереднен-

ня за основними станами гармонiчних осциляторiв, оскiльки, частоти

ωosc осциляторiв Ha
osc, Hb

osc є великi, тому для збудження осциляторiв

потрiбнi великi енергiї. Додатковi координати та додатковi iмпульси

задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (4.70), (4.71), тому

функцiї ψa
0,0,0, ψb

0,0,0 є хвильовими функцiями основних станiв триви-

мiрних гармонiчних осциляторiв у звичному просторi, якi є добре вi-

домi та мають такий вигляд:

ψa
0,0,0 =

(moscωosc

π~

) 3
4

e−~a2/2moscωosc, (5.19)

ψb
0,0,0 =

(moscωosc

π~

) 3
4

e−~b2/2moscωosc, (5.20)

(див., для прикладу, [233]).

Знайдемо поправки до енергетичних рiвнiв гамiльтонiана (5.16),

зумовленi доданком ∆H. Важливо звернути увагу, що

[⟨Hs⟩ab, Ha
osc +Hb

osc] = 0. (5.21)

Отже, власнi функцiї та власнi значення гамiльтонiана H0 можуть бу-

ти записанi як

ψ
(0)
{ns},{0},{0} = ψs

{ns}ψ
a
0,0,0ψ

b
0,0,0, (5.22)

E
(0)
{ns} = Es

{ns} + 3~ωosc, (5.23)

де ми використали позначення ψs
{ns}, E

s
{ns} для власних функцiй та вла-

сних значень гамiльтонiана ⟨Hs⟩ab ({ns} – квантовi числа) та врахува-

ли, що гармонiчнi осцилятори знаходяться в основних станах. Отже, у

першому порядку теорiї збурень отримаємо, що поправки до енергети-

чних рiвнiв гамiльтонiана (5.16), зумовленi доданком ∆H, дорiвнюють
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нулю:

∆E(1) = ⟨ψs
{ns}ψ

a
0,0,0ψ

b
0,0,0|∆H|ψs

{ns}ψ
a
0,0,0ψ

b
0,0,0⟩ =

= ⟨ψs
{ns}|⟨Hs⟩ab − ⟨Hs⟩ab|ψs

{ns}⟩ = 0. (5.24)

У другому порядку теорiї збурень маємо:

∆E(2) =

=
∑

{n′
s},{na},{nb}

∣∣∣⟨ψ(0)

{n′
s},{na},{nb} |∆H|ψ(0)

{ns},{0},{0}

⟩∣∣∣2
Es

{n′
s}
− Es

{ns} − ~ωosc(na1 + na2 + na3 + nb1 + nb2 + nb3)
,

(5.25)

тут набiр квантових чисел {n′s}, {na}, {nb} не спiвпадає з {ns},{0},

{0}. Тому у всiх доданках у (5.25) присутня частота осциляторiв ωosc

у знаменнику. Величини у чисельнику
⟨
ψ
(0)

{n′
s},{na},{nb} |∆H|ψ(0)

{ns},{0},{0}

⟩
не залежать вiд частоти ωosc, оскiльки виконується спiввiдношення
√
~/√moscωosc = lP (lP – довжина Планка). Нагадаємо, що ми роз-

глядаємо випадок, коли частоти осциляторiв великi. При ωosc → ∞

отримаємо:

lim
ωosc→∞

∆E(2) = 0. (5.26)

Отже, поправки до енергетичних рiвнiв гамiльтонiана (5.16), зу-

мовленi доданком ∆H, дорiвнюють нулю у першому та другому по-

рядках теорiї збурень. Тому з точнiстю до другого порядку за ∆H

можемо розглядати гамiльтонiан, який отримується усередненням га-

мiльтонiану системи за власними функцiями гармонiчних осциляторiв

та визначається як (5.16).

Для прикладу, розгляньмо вiльну частинку з масоюm у сферично-

симетричному некомутативному фазовому просторi (5.1)-(5.3). Гамiль-
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тонiан частинки має вигляд

Hp =
∑
i

P 2
i

2m
. (5.27)

Iмпульси Pi не комутують, для них виконується спiввiдношення (5.3).

Обчислимо ⟨Hp⟩ab. Використавши представлення (5.10)-(5.11), можемо

переписати гамiльтонiан частинки у такому виглядi:

Hp =
p2

2m
− (η · [x× p])

2m
+

[η × x]2

8m
. (5.28)

Зауважимо, що

⟨Hp⟩ab = ⟨ψb
0,0,0|Hp|ψb

0,0,0⟩, (5.29)

оскiльки Hp не залежить вiд координат та iмпульсiв ai, pai . Для знахо-

дження ⟨ψb
0,0,0|Hp|ψb

0,0,0⟩ використаємо такi результати:

⟨ψb
0,0,0|pbi |ψb

0,0,0⟩ = 0, (5.30)

⟨ψb
0,0,0|pbipbj|ψb

0,0,0⟩ =
~moscωosc

2
δij. (5.31)

(див., для прикладу, [233]). Врахувавши (5.30), (5.31), маємо:

⟨ηi⟩ab = 0, (5.32)

⟨ηiηj⟩ab =
moscωoscp

2
0

2~
=

1

3
⟨η2⟩, (5.33)

де

⟨η2⟩ =
∑
i

⟨η2i ⟩ab. (5.34)

Отже, пiсля усереднення лiнiйнi доданки за η пропадуть, отрима-

ємо:

⟨Hp⟩ab =
p2

2m
+

⟨η2⟩x2

12m
. (5.35)
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Використавши результат (5.35), можемо також записати:

∆H = −(η · [x× p])

2m
+

[η × x]2

8m
− ⟨η2⟩x2

12m
. (5.36)

Звернiмо увагу, що оператор ∆H мiстить доданки, якi є першого та

другого порядку за параметром iмпульсної некомутативностi. Отже,

з точнiстю до другого порядку за ∆H чи другого порядку за пара-

метром iмпульсної некомутативностi для дослiдження спектру вiльної

частинки у сферично-симетричному некомутативному фазовому про-

сторi можемо розглядати гамiльтонiан ⟨Hp⟩ab (5.35).

Координати та iмпульси xi, pj у ⟨Hp⟩ab задовольняють звичнi ко-

мутацiйнi спiввiдношення (1.12)-(1.14). Отже, гамiльтонiан (5.35) вiд-

повiдає гамiльтонiану гармонiчного осцилятора з масоюm та частотою

ω =

√
⟨η2⟩
6m2

, (5.37)

у звичному просторi (θij = ηij = 0). Енергетичнi рiвнi вiльної частин-

ки, яка у сферично-симетричному квантованому фазовому просторi

описується гамiльтонiаном (5.35), мають такий вигляд

En1,n2,n3
=

√
~2⟨η2⟩
6m2

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
, (5.38)

де n1, n2, n3 – квантовi числа, n1 = 0, 1, 2..., n2 = 0, 1, 2..., n3 = 0, 1, 2....

Отже, з точнiстю до другого порядку за параметром iмпульсної

некомутативностi енергетичнi рiвнi вiльної частинки у сферично-си-

метричному некомутативному фазовому просторi вiдповiдають енер-

гетичним рiвням тривимiрного гармонiчного осцилятора з частотою,

яка залежить вiд параметра iмпульсної некомутативностi як (5.37).

Некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює дискретнiсть енергiї вiльної ча-

стинки.

Зауважимо, що у сферично-симетричному некомутативному фа-

зовому просторi канонiчного типу, який характеризується спiввiдно-
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шеннями (5.1)-(5.3), симетрiя вiдносно iнверсiї часу порушується. Роз-

глянувши перетворення для координат та iмпульсiв, аналогiчнi, як у

звичному просторi,

Xi → Xi, Pi → −Pi, (5.39)

ai → −ai, pbi → −pbi , (5.40)

отримаємо, що некомутативна алгебра (5.1)-(5.3) переходить у

[Xi, Xj] = −iεijkl0ak, (5.41)

[Xi, Pj] = i~
(
δij −

l0p0
4~2

(a · pb)δij +
l0p0
4~2

ajp
b
i

)
, (5.42)

[Pi, Pj] = iεijkp0p
b
k. (5.43)

Отриманi спiввiдношення (5.41)-(5.43) не вiдповiдають спiввiдношен-

ням алгебри (5.1)-(5.3) з тензорами некомутативностей (5.4), (5.5). От-

же, алгебра (5.1)-(5.3) не є iнварiантною вiдносно iнверсiї часу. Проте,

варто зауважити, що гамiльтонiан H0 не мiстить доданкiв, лiнiйних

за параметрами некомутативностi. Пiсля усереднення за хвильовими

функцiями гармонiчних осциляторiв ψa
0,0,0, ψb

0,0,0 доданки у гамiльто-

нiанi системи Hs, якi є першого порядку за θij, ηij зникають, оскiльки

виконується рiвнiсть:

⟨ai⟩ab = ⟨pbi⟩ab = 0. (5.44)

Оператор H0 залежить тiльки вiд ⟨θ2⟩, ⟨η2⟩. Отже, гамiльтонiан H0 є

iнварiантний вiдносно замiни θij на −θij та врахувавши (5.41) є iн-

варiантний вiдносно iнверсiї часу. Зауважимо, що це твердження є

справедливе для рiзних означень тензорiв координатної та iмпульсної

некомутативностi, для яких виконується рiвнiсть:

⟨θi⟩ab = ⟨ηi⟩ab = 0. (5.45)
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Також, звернiмо увагу, що гамiльтонiан H0 залежить вiд середнiх зна-

чень ⟨θ2⟩, ⟨η2⟩ та не залежить явно вiд вигляду тензорiв координатної

та iмпульсної некомутативностей θij, ηij, а також вiд вибору сферично-

симетричних систем, яким вiдповiдають додатковi координати та iм-

пульси ai, bi pai , pbi . Отже, у загальному випадку для рiзних тензорiв

некомутативностей (лише одна умова має задовольнятися (5.45)) ефе-

ктивний гамiльтонiан H0 є iнварiантний вiдносно iнверсiї часу.

5.3 Мiнiмальна довжина у некомутативному фазо-

вому просторi зi сферичною симетрiєю

Розгляньмо оператор квадрату довжини у некомутативному фазовому

просторi

Q2 = α2
∑
i

P 2
i + β2

∑
i

X2
i , (5.46)

де α, β – константи, координати та iмпульси Xi, Pi задовольняють

спiввiдношення (5.1)-(5.3).

Використавши представлення (5.10), (5.11), можемо переписати

оператор квадрата довжини у такому виглядi:

Q2 = α2p2 + β2x2 − α2(η · [x× p]) − β2(θ · [x× p]) +

+α2 [η × x]2

4
+ β2 [θ × p]2

4
. (5.47)

Знайдемо ⟨Q2⟩ab. Врахувавши (5.32), (5.33) та

⟨ψa
0,0,0|ai|ψa

0,0,0⟩ = 0, (5.48)

⟨ψa
0,0,0|aiaj|ψa

0,0,0⟩ =
~

2moscωosc
δij, (5.49)

⟨θiθj⟩ab =
l20

2~moscωosc
=

1

3
⟨θ2⟩, (5.50)
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⟨θ2⟩ = ⟨θ2⟩ab =
l20

2~moscωosc
=

3l20l
2
P

2~2
, (5.51)

отримаємо:

⟨Q2⟩ab =

(
α2 + β2 ⟨θ2⟩

6

)
p2 +

(
β2 + α2 ⟨η2⟩

6

)
x2. (5.52)

Також можемо записати:

∆Q2 = Q2 − ⟨Q2⟩ab = −α2(η · [x× p]) − β2(θ · [x× p]) +

+α2 [η × x]2

4
+ β2 [θ × x]2

4
− β2 ⟨θ2⟩

6
p2 − α2 ⟨η2⟩

6
x2. (5.53)

У виразi для ∆Q2 маємо доданки першого та другого порядку за па-

раметрами координатної та iмпульсної некомутативностi. Отже, з то-

чнiстю до другого порядку за параметрами некомутативностей власнi

значення оператора квадрата довжини у некомутативному фазовому

просторi вiдповiдають власним значенням оператора (5.52) та мають

такий вигляд:

q2n1,n2,n3
=

= ~

√(
2β2 +

α2⟨η2⟩
3

)(
2α2 +

β2⟨θ2⟩
3

)(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
, (5.54)

де n1, n2, n3 – квантовi числа, n1 = 0, 1, 2..., n2 = 0, 1, 2..., n3 = 0, 1, 2....

На основi результату(5.54) знайдемо такий вираз для мiнiмальної дов-

жини:

qmin =
√
q20,0,0 =

√
~ 4

√
2β2 +

α2⟨η2⟩
3

4

√
2α2 +

β2⟨θ2⟩
3

. (5.55)

Отже, мiнiмальна довжина у сферично-симетричному некомутативно-

му фазовому просторi визначається величинами ⟨θ2⟩, ⟨η2⟩.

У випадку, коли α = 0, β = 1, для оператора квадрату довжини,

визначеного у координатному просторi,

R2 =
∑
i

X2
i , (5.56)
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маємо такi власнi значення:

r2n1,n2,n3
=

√
2~2⟨θ2⟩

3

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
, (5.57)

де n1 = 0, 1, 2..., n2 = 0, 1, 2..., n3 = 0, 1, 2.... Отже, через некому-

тативнiсть координат, власнi значення оператора квадрату довжини у

координатному просторi є дискретнi. Iз (5.57) випливає, що мiнiмальна

довжина у координатному просторi визначається як

rmin =
√
r20,0,0 =

√
3~2⟨θ2⟩

2
. (5.58)

Результат (5.54) може бути використаний також для аналiзу мi-

нiмальної довжини у iмпульсному просторi. У випадку, коли α = 1,

β = 0, використавши (5.54) (чи (5.38)), отримаємо такi власнi значен-

ня для оператора P2 =
∑3

i=1 P
2
i

p2n1,n2,n3
=

√
2~2⟨η2⟩

3

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
, (5.59)

n1 = 0, 1, 2..., n2 = 0, 1, 2..., n3 = 0, 1, 2.... Отже, мiнiмальна довжина

у iмпульсному просторi визначається величиною ⟨η2⟩ та має вигляд:

pmin =
√
p20,0,0 =

4

√
3~2⟨η2⟩

2
. (5.60)

5.4 Некомутативна алгебра для координат та iм-

пульсiв центра мас системи частинок

Дослiдiмо особливостi алгебри для координат та iмпульсiв центра мас

системи багатьох частинок у сферично-симетричному некомутатив-

ному квантованому просторi канонiчного типу (5.1)-(5.3). Для поча-

тку узагальнимо спiввiдношення сферично-симетричної некомутатив-

ної алгебри (5.1)-(5.3) для координат та iмпульсiв частинок. Розглянь-

мо загальний випадок, коли координати та iмпульси рiзних частинок
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задовольняють некомутативну алгебру з рiзними тензорами некому-

тативностей.

Ми припускаємо, що додатковi координати та додатковi iмпуль-

си ai, pai , bi, pbi , якi введенi для побудови тензорiв нкомутативностей,

є однаковими для рiзних частинок, оскiльки частинки знаходяться у

одному некомутативному фазовому просторi. При цьому ми розгляда-

ємо випадок, коли вплив квантованостi простору на рiзнi частинки є

рiзний. А саме, тензори некомутативностей, якi описують рух рiзних

частинок, є рiзними та визначаються як:

θ
(n)
ij =

c
(n)
θ l2P
~

εijkãk, (5.61)

η
(n)
ij =

c
(n)
η ~
l2P

εijkp̃
b
k, (5.62)

де iндекс n позначає частинки. У виразах (5.61), (5.62) для зручностi

введено безрозмiрнi координати та iмпульси:

ãi =
ai
lP
, (5.63)

p̃bi =
lPp

b
i

~
, (5.64)

якi вiдповiдають гармонiчним осциляторам:

Ha
osc = ~ωosc

(
(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
, Hb

osc = ~ωosc

(
(p̃b)2

2
+
b̃2

2

)
. (5.65)

Константи c
(n)
θ , c(n)η – безрозмiрнi. Вони пов’язанi з константами l

(n)
0 ,

p
(n)
0 у (5.4), (5.5), якi вiдповiдють частинцi з iндексом n, як

c
(n)
θ =

l
(n)
0

lP
, (5.66)

c(n)η =
lPp

(n)
0

~
. (5.67)
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Отже, координати та iмпульси рiзних частинок X
(n)
i , P (n)

i задо-

вольняють такi спiввiдношення:

[X
(n)
i , X

(m)
j ] = i~δmnθ

(n)
ij = iδmn

c
(n)
θ l2P
~

εijkãk, (5.68)

[X
(n)
i , P

(m)
j ] = i~δmn

(
δij +

θ
(n)
ik η

(m)
jk

4

)
=

= i~δmn

(
δij +

c
(n)
θ c

(n)
η

4~
(ã · p̃b)δij −

c
(n)
θ c

(n)
η

4~
ãj p̃

b
i

)
, (5.69)

[P
(n)
i , P

(m)
j ] = i~δmnη

(n)
ij = iδmn

c
(n)
η ~2

l2P
εijkp̃

b
k, (5.70)

де iндекси n, m позначають частинки.

Координати та iмпульси, для яких виконуються рiвностi (5.68)-

(5.70), можуть бути представленi як

X
(n)
i = x

(n)
i − 1

2
θ
(n)
ij p

(n)
j , (5.71)

P
(n)
i = p

(n)
i +

1

2
η
(n)
ij x

(n)
j , (5.72)

де оператори x(n)i , p(n)i задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдноше-

ння:

[x
(n)
i , x

(m)
j ] = [p

(n)
i , p

(m)
j ] = 0, (5.73)

[x
(n)
i , p

(m)
j ] = i~δijδnm. (5.74)

Звернiмо увагу, що некомутативнi координати (5.71) не залежать

вiд маси, якщо тензор координатної некомутатиностi θ(n)ij , який вiдпо-

вiдає частинцi, є оберенено пропорцiним до її маси mn. А саме, коли

для c(n)θ виконується умова

c
(n)
θ mn = γ̃ = const, (5.75)
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де константа γ̃ є однаковою для рiзних частинок, можемо записати:

θ
(n)
ij =

γ̃l2P
~mn

εijkãk, (5.76)

та представлення для некомутативних координат має такий вигляд:

X
(n)
i = x

(n)
i − γ̃l2P

2~mn
εijkãkp

(n)
j . (5.77)

Некомутативнi iмпульси (5.72) пропорцiйнi до маси, якщо тензор iм-

пульсної некомутативностi пропорцiйний до маси:

c
(n)
η

mn
= α̃ = const, (5.78)

η
(n)
ij =

α̃~mn

l2P
εijkp̃

b
k, (5.79)

тут α̃ – константа, яка не залежить вiд маси. Маємо:

P
(n)
i = p

(n)
i +

α̃~mn

2l2P
εijkp̃

b
kx

(n)
j . (5.80)

Також, у випадку, коли виконуються рiвностi (5.75), (5.78), кому-

тацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв центра мас, озна-

чених звично, мають такий вигляд:

[Xc
i , X

c
j ] =

[∑
n

µnX
(n)
i ,
∑
m

µmX
(m)
j

]
= i~θcij, (5.81)

[P c
i , P

c
j ] =

[∑
n

P
(n)
i ,
∑
m

P
(m)
i

]
= i~ηcij, (5.82)

[Xc
i , P

c
j ] =

[∑
n

µnX
(n)
i ,
∑
m

P
(m)
i

]
= i~

(
δij +

θcikη
c
jk

4

)
, (5.83)

де тензори некомутативностей θcij, ηcij визначаються як

θcij =
∑
n

µ2nθ
(n)
ij =

ccθl
2
P

~
εijkãk =

γ̃l2P
~M

εijkãk, (5.84)
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ηcij =
∑
n

η
(n)
ij =

ccη~
l2P
εijkp̃

b
k =

α̃~M
l2P

εijkp̃
b
k, (5.85)

ccθ =
∑
n

µ2nc
(n)
θ , (5.86)

ccη =
∑
n

c(n)η , (5.87)

тут M – маса системи, µn = mn/M .

Отже, координати та iмпульси центра мас задовольняють спiввiд-

ношення некомутативної алгебри (5.1)-(5.3) з ефективними тензорами

координатної та iмпульсної некомутативностi (5.84), (5.85), якi зале-

жать вiд повної маси системи та не залежать вiд мас частинок, якi

входять до її складу. Некомутативнi координати Xc
i та некомутативнi

iмпульси P c
i можуть бути представленi як

Xc
i =

∑
n

µn

(
x
(n)
i − 1

2
θ
(n)
ij p

(n)
j

)
= xci −

1

2
θcijp

c
j, (5.88)

P c
i =

∑
n

(
p
(n)
i +

1

2
η
(n)
ij x

(n)
j

)
= pci +

1

2
ηcijx

c
j, (5.89)

тут

xci =
∑
n

µnx
(n)
i , pci =

∑
n

p
(n)
i . (5.90)

Координати та iмпульси xci , pci задовольняють звичнi комутацiйнi спiв-

вiдношення:

[xci , x
c
j] = [pci , p

c
j] = 0, (5.91)

[xci , p
c
j] = i~δij. (5.92)

Також на основi означень ∆X(n) = X(n)−Xc, ∆P(n) = P(n)−µnPc, вра-

хувавши (5.77), (5.80), отримаємо таке представлення для координат
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та iмпульсiв вiдносного руху

∆X
(n)
i = ∆x

(n)
i − 1

2
θ
(n)
ij ∆p

(n)
j , (5.93)

∆P
(n)
i = ∆p

(n)
i +

1

2
η
(n)
ij ∆x

(n)
j , (5.94)

тут

∆x
(n)
i = x

(n)
i − xci , ∆p

(n)
i = p

(n)
i − µnp

c
i . (5.95)

Координати та iмпульси ∆x
(n)
i , ∆p

(n)
i задовольняють такi рiвностi:

[∆x
(n)
i ,∆x

(m)
j ] = [∆p

(n)
i ,∆p

(m)
j ] = 0, (5.96)

[∆x
(n)
i ,∆p

(m)
j ] = i~δij(δnm − µm). (5.97)

У наступних пiдроздiлах цi результати будуть використанi для

дослiджень властивостей систем частинок у сферично-симетричному

некомутативному фазовому просторi канонiчного типу. На завершення

пiдроздiлу важливо зазначити, що рiвностi (5.75), (5.78) також дають

можливiсть зберегти слабкий принцип еквiвалентностi у сферично-

симетричному квантованому фазовому просторi канонiчного типу, що

буде показано у пiдроздiлi 5.8.

5.5 Система двох частинок з кулонiвською взаємо-

дiєю у сферично-симетричному квантованому

фазовому просторi

Розгляньмо систему двох частинок m1, m2 з кулонiвською взаємодiєю

у некомутативному фазовому просторi зi сферичною симетрiєю (5.68)-

(5.70).
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Запишемо повний гамiльтонiан (5.14)

H =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m2
− κ

|X(1) −X(2)|
+Ha

osc +Hb
osc, (5.98)

де κ – константа. Розглянувши координати та iмпульси центра мас

(3.165), (3.135), координати та iмпульси вiдносного руху (3.218), (3.219),

означенi традицiйно, гамiльтонiан системи (першi три доданки у (5.98))

може бути переписаний у такому виглядi:

Hs =
(Pc)2

2M
+

(Pr)2

2µ
− κ

|Xr|
, (5.99)

тут M = m1 +m2, µ = m1m2/m1 +m2. У випадку, коли виконуються

умови (5.75), (5.78), оператори Xc
i , P c

i задовольняють спiввiдношення

(5.81)-(5.83). Для операторiв координат та iмпульсiв вiдносного руху

Xr
i , P r

i справедливими є такi рiвностi

[Xr
i , X

r
j ] = i~θrij, (5.100)

[P r
i , P

r
j ] = i~ηrij, (5.101)

[Xr
i , P

r
j ] = i~(δij +

1

4
θrikη

r
jk), (5.102)

де θrij, ηrij – тензори координатної та iмпульсної некомутативностей, якi

описують вiдносний рух та визначенi як

θrij = θ
(1)
ij + θ

(2)
ij =

crθl
2
P

~
εijkãk =

γ̃l2P
µ~

εijkãk, (5.103)

ηrij = µ22η
(1)
ij + µ21η

(2)
ij =

crη~
l2P
εijkp̃

b
k =

α̃µ~
l2P

εijkp̃
b
k, (5.104)

crθ = c
(1)
θ + c

(2)
θ , (5.105)

crη = µ22c
(1)
η + µ21c

(2)
η . (5.106)

Звернiмо увагу, що умови (5.75), (5.78) можуть бути узагальненi

також для констант ccθ, c
c
η, crθ, c

r
η. Iз (5.75), (5.78), (5.86), (5.87), (5.105),
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(5.106) маємо:

ccθM = crθµ = c
(1)
θ m1 = c

(2)
θ m2 = γ̃ = const, (5.107)

ccη
M

=
crη
µ

=
c
(1)
η

m1
=
c
(2)
η

m2
= α̃ = const. (5.108)

Представлення для некомутативних координат та некомутатив-

них iмпульсiв (5.88), (5.89) зручно переписати як

Xc
i = xci −

1

2
θijp

c
j = xci +

1

2
[θc × pc]i, (5.109)

P c
i = pci +

1

2
ηcijx

c
j = pci −

1

2
[ηc × xc]i, (5.110)

де компоненти векторiв θc, ηc мають вигляд

θci =
1

2
εijkθ

c
jk, (5.111)

ηci =
1

2
εijkη

c
jk. (5.112)

Аналогiчно для координат та iмпульсiв вiдносного руху маємо:

Xr
i = xri −

1

2
θrijp

r
j = xri +

1

2
[θr × pr]i, (5.113)

P r
i = pri +

1

2
ηrijx

r
j = pri −

1

2
[ηr × xr]i, (5.114)

де

θri =
1

2
εijkθ

r
jk, (5.115)

ηri =
1

2
εijkη

r
jk. (5.116)

Для координат xri , xci та iмпульсiв pri , pci виконуються спiввiдношення

(5.91), (5.92), а також

[xri , x
r
j] = [pri , p

r
j] = 0, (5.117)

[xci , x
r
j] = [pci , p

r
j] = [xri , p

c
j] = [pri , x

c
j] = 0, (5.118)

[xri , p
r
j] = i~δij. (5.119)
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Використавши представлення (5.109), (5.110), (5.113), (5.114), можемо

переписати гамiльтонiан системи (5.99) у такому виглядi:

Hs =
(pc)2

2M
+

(pr)2

2µ
+

(ηc · Lc)

2M
+

[ηc × xc]2

8M
+

(ηr · Lr)

2µ
+

+
[ηr × xr]2

8µ
− κ√

(xr)2 − (θr · Lr) + 1
4 [θr × pr]2

, (5.120)

де

Lc = [xc × pc], (5.121)

Lr = [xr × pr]. (5.122)

Знайдемо поправки до енергетичних рiвнiв системи двох частинок

з кулонiвською взаємодiєю, зумовленi некомутативнiстю координат та

некомутативнiстю iмпульсiв, з точнiстю до другого порядку за параме-

трами некомутативностей. Для цього розкладемо Hs в ряд за малими

параметрами некомутативностей

Hs =
(pc)2

2M
+

(pr)2

2µ
− κ

xr
+

(ηc · Lc)

2M
+

[ηc × xc]2

8M
+

+
(ηr · Lr)

2µ
+

[ηr × xr]2

8µ
− κ

2(xr)3
(θr · Lr) − 3κ

8(xr)5
(θr · Lr)2 +

+
κ

16

(
1

(xr)2
[θr × pr]2

1

xr
+

1

xr
[θr × pr]2

1

(xr)2
+

~2

(xr)7
[θr × xr]2

)
,

(5.123)

де ми використали позначення:

xr = |xr| =

√∑
i

(xri )
2. (5.124)

Усереднивши за хвильовими функцiями гармонiчних осциляторiв
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у основних станах ψa
0,0,0, ψb

0,0,0, отримаємо:

⟨Hs⟩ab =
(pc)2

2M
+

(xc)2⟨(ηc)2⟩
12M

+

+
(pr)2

2µ
− κ

xr
+

(xr)2⟨(ηr)2⟩
12µ

− κ(Lr)2⟨(θr)2⟩
8(xr)5

+

+
κ

24

(
1

(xr)2
(pr)2

1

xr
+

1

xr
(pr)2

1

(xr)2
+

~2

(xr)5

)
⟨(θr)2⟩, (5.125)

де ⟨(ηc)2⟩, ⟨(ηr)2⟩, ⟨(θr)2⟩ визначаються як:

⟨(ηc)2⟩ = 3⟨(ηci )2⟩ =
3(~ccη)2

l4P
⟨ψb

0,0,0|(p̃bi)2|ψb
0,0,0⟩ =

3(~ccη)2

2l4P
, (5.126)

⟨(ηr)2⟩ = 3⟨(ηri )2⟩ =
3(~crη)2

l4P
⟨ψb

0,0,0|(p̃bi)2|ψb
0,0,0⟩ =

3(~crη)2

2l4P
, (5.127)

⟨(θr)2⟩ = 3⟨(θri )2⟩ =
(crθ)

2l4P
~2

⟨ψa
0,0,0|(ãi)2|ψa

0,0,0⟩ =
3(crθ)

2l4P
2~2

. (5.128)

У пiдроздiлi 5.2 було показано, що з точнiстю до другого порядку

за ∆H у сферично-симетричному некомутативному фазовому просто-

рi можемо розглядати гамiльтонiан (5.16). Iз виразiв (5.123), (5.125)

знайдемо, що ∆H мiстить доданки першого та другого порядку за па-

раметрами координатної та iмпульсної некомутативностей та має та-

кий вигляд:

∆H =

=
(ηr · Lr)

2µ
+

[ηr × xr]2

8µ
− κ

2(xr)3
(θr · Lr) − 3κ

8(xr)5
(θr · Lr)2 +

κ

16
×

×
(

1

(xr)2
[θr × pr]2

1

xr
+

1

xr
[θr × pr]2

1

(xr)2
+

~2

(xr)7
[θr × xr]2

)
−

−(xr)2⟨(ηr)2⟩
12µ

+
κ(Lr)2⟨(θr)2⟩

8(xr)5
−
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− κ

24

(
1

(xr)2
(pr)2

1

xr
+

1

xr
(pr)2

1

(xr)2
+

~2

(xr)5

)
⟨(θr)2⟩.

(5.129)

Отже, з точнiстю до другого порядку за ∆H, а врахувавши вигляд

∆H, маємо, що з точнiстю до другого порядку за параметрами коор-

динатної та iмпульсної некомутативностi можемо розглядати гамiль-

тонiан

H0 = ⟨Hc⟩ab + ⟨Hr⟩ab +Ha
osc +Hb

osc. (5.130)

Оператори ⟨Hc⟩ab, ⟨Hr⟩ab визначаються як

⟨Hc⟩ab =
(pc)2

2M
+

(xc)2⟨(ηc)2⟩
12M

, (5.131)

⟨Hr⟩ab =
(pr)2

2µ
− κ

xr
+

(xr)2⟨(ηr)2⟩
12µ

− κ(Lr)2⟨(θr)2⟩
8(xr)5

+

+
κ

24

(
1

(xr)2
(pr)2

1

xr
+

1

xr
(pr)2

1

(xr)2
+

~2

(xr)5

)
⟨(θr)2⟩, (5.132)

та вiдповiдають руху центру мас та вiдносному руху.

Варто вiдзначити, що

[⟨Hc⟩ab, ⟨Hr⟩ab] = [⟨Hc⟩ab, Ha
osc +Hb

osc] = 0. (5.133)

Отже, гамiльтонiан ⟨Hc⟩ab може розглядатися незалежно вiд ⟨Hr⟩ab.

Оператор ⟨Hc⟩ab вiдповiдає гамiльтонiану гармонiчного осцилятора з

масою M та частотою

ω =

√
2⟨(ηc)2⟩√

3M
. (5.134)

Отже, спектр гамiльтонiана ⟨Hc⟩ab має вигляд:

Ec
nc
1,n

c
2,n

c
3

=
~
√

2⟨(ηc)2⟩√
3M

(
nc1 + nc2 + nc3 +

3

2

)
, (5.135)
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де nc1, nc2, nc3 – квантовi числа, nc1 = 0, 1, 2..., nc2 = 0, 1, 2..., nc3 = 0, 1, 2....

Гамiльтонiан ⟨Hr⟩ab (5.132) може бути переписаний як

⟨Hr⟩ab = H(0)
r + V, (5.136)

H(0)
r =

(pr)2

2µ
− κ

xr
, (5.137)

V = V η + V θ, (5.138)

V η =
(xr)2⟨(ηr)2⟩

3µ
, (5.139)

V θ =
κ

xr
−
⟨ κ

Xr

⟩
ab
. (5.140)

Оператор H(0)
r (5.137) вiдповiдає гамiльтонiану частинки з масою µ у

кулонiвському потенцiалi у звичному просторi (θij = 0, ηij = 0). Йо-

го власнi функцiї та власнi значення є вiдомi. Знайдемо поправки до

енергетичних рiвнiв гамiльтонiану H
(0)
r , зумовленi некомутативнiстю

координат та некомутативнiстю iмпульсiв. Вiдповiдно до теорiї збу-

рень у першому порядку за V маємо:

∆E
(θη)
n,l = ⟨ψ(0)

n,l,m|V |ψ(0)
n,l,m⟩ = ∆E

(η)
n,l + ∆E

(θ)
n,l . (5.141)

Обчислимо поправки, зумовленi некомутативнiстю iмпульсiв. Знайде-

мо:

∆E
(η)
n,l = ⟨ψ(0)

n,l,m|V
η|ψ(0)

n,l,m⟩ =

=
κa3n2⟨(ηr)2⟩

24~2
(5n2 + 1 − 3l(l + 1)). (5.142)

Поправки, до енергетичних рiвнiв системи двох частинок з кулонiв-

ською взаємодiєю, зумовленi некомутативнiстю координат, були отри-

манi в роботi [234]

∆E
(θ)
n,l = ⟨ψ(0)

n,l,m|V
θ|ψ(0)

n,l,m⟩ = −~2κ⟨(θr)2⟩
a5n5

×
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×
(
− 12n2 + 3

6l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

+
(5n2 − 3l(l + 1) + 1)(3l(l + 1) − 5)

6l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
, (5.143)

∆E
(θ)
n,0 = 1.72

~⟨θr⟩πκ
8a3n3

, (5.144)

де

⟨θr⟩ = ⟨ψa
0,0,0|

√∑
i

(θri )
2|ψa

0,0,0⟩ =
2l2P c

r
θ√

π~
, (5.145)

a =
~2

µκ
. (5.146)

Отже, на основi результатiв (5.142) та (5.144), можемо записати

поправки до енергетичних рiвнiв з квантовим числом l = 0:

∆E
(θη)
n,0 =

a3κ⟨(ηr)2⟩
24~2

n2(5n2 + 1) + 1.72
~⟨θr⟩πκ
8a3n3

. (5.147)

Проаналiзуймо особливостi впливу некомутативностi координат та не-

комутативностi iмпульсiв на енергетичнi рiвнi двочастинкової системи

з кулонiською взаємодiєю. Звернiмо увагу, що вiдповiдно до (5.147)

вплив некомутативностi iмпульсiв є бiльшим на енергетичнi рiвнi з

великими квантовими числами (поправки ∆E
(θη)
n,l пропорцiйнi до n4).

Енергетичнi рiвнi з малими квантовими числами є бiльш чутливими до

впливу некомутативностi координат (поправки до енергетичних рiвнiв

з l = 0 (5.144) пропорцiйнi до 1/n3, поправки до енергетичних рiвнiв

з l > 1 (5.143) пропорцiйнi до 1/n5). Зауважимо, що на вiдмiну вiд

поправок до енергетичних рiвнiв з l > 1, якi пропорцiйнi до ⟨(θr)2⟩,

поправки до ns енергетичних рiвнiв залежать вiд ⟨θr⟩. Отже, вплив

некомутативностi координат є бiльший на енергетичнi рiвнi з l = 0 у

порiвняннi з енергетичними рiвнями з l > 1.
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5.6 Оцiнка мiнiмальної довжини на основi дослi-

джень спектрiв атома водню та екзотичних ато-

мiв

Проаналiзуймо вплив некомутативностi на енергетичнi рiвнi атома во-

дню та екзотичних атомiв. Звернiмо увагу, що поправки до енергети-

чних рiвнiв (5.142), зумовленi iмпульсною некомутативнiстю, є про-

порцiйнi до ⟨(ηr)2⟩a3. Врахувавши (5.104), маємо:

⟨(ηr)2⟩a3 ∼ 1

µ
. (5.148)

Поправки до енергетичних рiвнiв, зумовленi некомутативнiстю коор-

динат, пропорцiйнi до ⟨θr⟩/a3 (l = 0, (5.144)) чи ⟨(θr)2⟩/a5 (l > 1,

(5.143)). Вiдповiдно до (5.103) маємо:

⟨θr⟩
a3

∼ µ2, (5.149)

⟨(θr)2⟩
a5

∼ µ3. (5.150)

Отже, можемо зробити висновок, що некомутативнiсть координат

має бiльший вплив на спектри атомiв з великою зведеною масою, а

саме на ns енергетичнi рiвнi з малими квантовими числами n. Вплив

iмпульсної некомутативностi краще проявляється у випадку енергети-

чних рiвнiв з великими квантовими числами для атомiв з малими зве-

деними масами. Вiдмiннiсть у впливах некомутативностi координат та

некомутативностi iмпульсiв на енергетичнi рiвнi краще проявляється

для атомiв з великими зведеними масами.

Для прикладу, розгляньмо мюонний атом водню, який складає-

ться з протона та мюона. Врахувавши спiввiдношення:

µµp
µH

≃ mµ

me
= 206.8, (5.151)
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де me, mµ – маси електрона та мюона, µµp – зведена маса мюонного

атома водню, µH – зведена маса атома водню, отримаємо, що поправ-

ки до енергетичних рiвнiв з l > 1 (5.143), зумовленi некомутативнiстю

координат, є у (mµ/me)
3 = 8.8 · 106 разiв бiльшi нiж у випадку ато-

ма водню. Поправки до енергетичних рiвнiв мюонного атома водню,

зумовленi iмпульсною некомутативнiстю (5.142), є у 206.8 разiв меншi

нiж цi поправки для атома водню. Отже, вiдмiннiсть впливу координа-

тної та iмпульсної некомутативностей на енергетичнi рiвнi може кра-

ще спостерiгатися на основi дослiджень енергетичних рiвнiв мюонного

атома водню.

Розгляньмо iнший екзотичний атом. Дослiдiмо вплив некомута-

тивностi координат та некомутативностi iмпульсiв на енергетичнi рiв-

нi антипротонного гелiю p̄4He+. Цей атом складається з антипротона,

електрона та ядра атома гелiю. Як було вiдзначено у роботах [235,236],

частоти переходiв мiж рiвнями антипротонного атома гелiю p̄4He+ мо-

жуть бути записанi, як частоти переходiв мiж енергетичними рiвнями

атома водню з ефективним зарядом ядра Zeff < 2. Величина Zeff опи-

сує екранування заряду ядра електроном. Отже, для оцiнки порядкiв

величин параметрiв некумутативностей на основi експериментальних

результатiв для частот переходу мiж енергетичними рiвнями атома

p̄4He+ можемо використати отриманi результати (5.142), (5.143). Звер-

нiмо увагу, що у порiвняннi з атомом водню антипротонний атом гелiю

p̄4He+ має велику зведену масу. Врахувавши залежнiсть поправок до

енергетичних рiвнiв, зумовлених некомутативнiстю, вiд зведеної маси,

можемо зробити висновок, що вплив координатної некомутативностi

на спектр антипротонного атома гелiю проявляється краще нiж у ви-

падку атома водню. Отже, дослiдження антипротонного гелiю вiдкри-

вають можливостi для покращення оцiнки величини параметра коор-
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динатної некомутативностi.

Частота переходу (n, l) = (36, 34) → (34, 32) для антипротон-

ного атома гелiю p̄4He+ f = 1522107062MГц вимiряна з точнiстю

3.5MГц [237]. На основi припущення, що поправки до енергетичних

рiвнiв, зумовленi некомутативнiстю, є меншi нiж точнiсть вимiрювань,

можемо записати:

|∆(θ) + ∆(η)| ≤ 3.5 MГц, (5.152)

де використано позначення ∆θ, ∆η для таких величин

∆θ = ∆E
(θ)
36,34 − ∆E

(θ)
34,32, (5.153)

∆η = ∆E
(η)
36,34 − ∆E

(η)
34,32, (5.154)

тут ∆E
(θ)
n,l , ∆E

(η)
n,l визначаються як (5.143), (5.142). Щоб знайти верхню

межу для параметрiв координатної та iмпульсної некомутативностей,

розгляньмо такi нерiвностi

|∆θ| ≤ 1.75 MГц, |∆η| ≤ 1.75 MГц. (5.155)

Для оцiнок величин параметрiв некомутативностей у виразах (5.142),

(5.143) покладемо

Z = Zeff = 2, a =
meaB
mp̄

, (5.156)

деmp̄ – маса антипротона, aB – радiус Бора для атома водню. Iз (5.155)

отримаємо:

~
√

⟨(θr)2⟩ ≤ 10−27 м2, (5.157)

~
√
⟨(ηr)2⟩ ≤ 10−50 кг2м2/с2. (5.158)

Зазначимо, що знайденi нерiвностi не накладають строгi обмеження

на величини параметрiв некомутативностi. Причина таких результа-

тiв – мала точнiсть вимiрювань спектру атома p̄4He+. Бiльш строгi
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обмеження

~⟨θr⟩ ≤ 10−36 м2, (5.159)

~
√

⟨(ηr)2⟩ ≤ 6.4 · 10−56 кг2м2/с2. (5.160)

отримаємо на основi дослiджень впливу квантованостi простору на

енергетичнi рiвнi 1s, 2s атома водню та експериментальних даних для

частоти переходу f1s−2s = 2466061413187018(11)Гц вiдносна точнiсть

вимiрювання якої 4.5×10−15 [219]. Також варто вiдзначити, що у робо-

тi [179] на основi вивчень впливу некомутативностi iмпульсiв на енер-

гетичнi рiвнi нейтронiв у гравiтацiйнiй квантовiй ямi у некомутатив-

ному просторi канонiчного типу отримано ~η ≤ 5.22 · 10−67кг2м2/c2.

У статтi [99] на основi дослiджень енергетичних рiвнiв атома водню у

некомутативному фазовому просторi канонiчного типу знайдено ~η ≤

1.45 · 10−66кг2м2/c2.

На завершення пiдроздiлу наголосимо на тому, що вплив некому-

тативностi координат на енергетичнi рiвнi антипротонного атома гелiю

бiльший нiж на енергетичнi рiвнi атома водню, оскiльки зведена маса

p̄4He+ є на 3 порядки бiльша вiд зведеної маси атома водню. Отже,

збiльшення точностi вимiрювань спектру p̄4He+ дозволить покращити

оцiнки для величин параметрiв координатної некомутативностi.

5.7 Вплив квантованостi простору на енергетичнi

рiвнi систем гармонiчних осциляторiв

5.7.1 Симетрична мережа гармонiчних осциляторiв у одно-

рiдному полi

Дослiдiмо вплив квантованостi простору на енергетичнi рiвнi системи

N взаємодiючих осциляторiв в однорiдному полi у сферично-симетрич-
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ному некомутативному фазовому просторi (5.68)-(5.70). Гамiльтонiан

системи має такий вигляд

Hs =
∑
n

(P(n))2

2m
+
∑
n

mω2(X(n))2

2
+

+
k

2

∑
m,n

m ̸=n

(X(n) −X(m))2 + κ
∑
n

X
(n)
1 , (5.161)

тут m, ω – маси та частоти осциляторiв, κ, k – константи. Вiдповiдно

до (5.161) кожен осцилятор взаємодiє зi всiма iншими осциляторами

системи. Отже, маємо симетричну мережу взаємодiючих осциляторiв

у однорiдному полi [224].

Врахувавши те, що маси осциляторiв m є однаковими, а також

(5.76), (5.79), запишемо:

θ
(n)
ij = θij =

cθl
2
P

~
∑
k

εijkãk, (5.162)

η
(n)
ij = ηij =

cη~
l2P

∑
k

εijkp̃
b
k, (5.163)

тут

cθ =
γ̃

m
, (5.164)

cη = α̃m. (5.165)

Перейшовши до представлення (5.71), (5.72), можемо записати га-

мiльтонiан системи у такому виглядi:

Hs =
∑
n

(
(p(n))2

2m
+
mω2(x(n))2

2
+ κx

(n)
1

)
+

+
k

2

∑
m,n

m ̸=n

(x(n) − x(m))2 +
∑
n

(
−(η · L(n))

2m
− mω2(θ · L(n))

2
+
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+
κ

2
[θ × p(n)]1 +

mω2

8
[θ × p(n)]2 +

[η × x(n)]2

8m

)
−

−k
2

∑
m,n

m ̸=n

θ · [(x(n) − x(m)) × (p(n) − p(m))] +
∑
m,n

m ̸=n

k

8
[θ × (p(n) − p(m))]2,

(5.166)

тут

L(n) = [x(n) × p(n)], (5.167)

θi = θ
(n)
i =

1

2
εijkθ

(n)
jk , (5.168)

ηi = η
(n)
i =

1

2
εijkη

(n)
jk . (5.169)

Обчисливши середнi

⟨[η × x(n)]2⟩ab =
2

3
⟨η2⟩(x(n))2, (5.170)

⟨[θ × p(n)]2⟩ab =
2

3
⟨θ2⟩(p(n))2, (5.171)

⟨[θ × (p(n) − p(m))]2⟩ab =
2

3
⟨θ2⟩(p(n) − p(m))2, (5.172)

для системи осциляторiв з гамiльтонiаном (5.161) отримаємо такий

вираз для ∆H, визначеного як (5.17)

∆H =
∑
n

(
−(η · L(n))

2m
− mω2(θ · L(n))

2
+
κ

2
[θ × p(n)]1+

+
mω2

8
[θ × p(n)]2 +

[η × x(n)]2

8m

)
−

k

2

∑
m,n

m ̸=n

θ · [(x(n) − x(m)) × (p(n) − p(m))]+
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+
∑
m,n

m̸=n

k

8
[θ × (p(n) − p(m))]2 −

∑
n

(
⟨η2⟩(x(n))2

12m
+

+
⟨θ2⟩mω2(p(n))2

12

)
− k

12

∑
m,n

m ̸=n

⟨θ2⟩(p(n) − p(m))2. (5.173)

Отже, на основi результату, представленого у пiдроздiлi 5.2, з точнi-

стю до другого порядку за ∆H, чи альтернативно, врахувавши вираз

(5.173), з точнiстю до другого порядку за параметрами некомутативно-

стей, можемо розглядати оператор Гамiльтона (5.16), який має такий

вигляд:

H0 =
∑
n

(
(p(n))2

2m
+
mω2(x(n))2

2
+ κx

(n)
1

)
+
k

2

∑
m,n

m̸=n

(x(n) −

−x(m))2 +
∑
n

(
⟨η2⟩(x(n))2

12m
+

⟨θ2⟩mω2(p(n))2

12

)
+

+
k

12

∑
m,n

m ̸=n

⟨θ2⟩(p(n) − p(m))2 +Ha
osc +Hb

osc. (5.174)

Знайдемо вплив некомутативностi координат та некомутативностi

iмпульсiв на енергетичнi рiвнi системи N взаємодiючих гармонiчних

осциляторiв з точнiстю до другого порядку за параметрами некомута-

тивностей. Введемо такi позначення:

meff = m

(
1 +

m2ω2⟨θ2⟩
6

)−1

, (5.175)

ωeff =

(
ω2 +

⟨η2⟩
6m2

)1
2
(

1 +
m2ω2⟨θ2⟩

6

)1
2

, (5.176)
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та запишемо гамiльтонiан (5.174) як

H0 =
∑
n

(
(p(n))2

2meff
+
meffω

2
eff(x̃(n))2

2

)
− Nκ2

2meffω2
eff

+

+
k

2

∑
m,n

m̸=n

(x̃(n) − x̃(m))2 +
k

12

∑
m,n

m ̸=n

⟨θ2⟩(p(n) − p(m))2 +Ha
osc +Hb

osc,

(5.177)

тут

x̃(n) =

(
x
(n)
1 +

κ

meffω2
eff

, x
(n)
2 , x

(n)
3

)
. (5.178)

Нагадаємо, що координати x̃(n) та iмпульси p(n) задовольняють

звичнi комутацiйнi спiввiдношення. Також звернiмо увагу, що викону-

ється така рiвнiсть:

[H0, H
a
osc] = [H0, H

b
osc] = 0. (5.179)

Тому енергетичнi рiвнi системи з гамiльтонiаном H0 мають вигляд:

E{n1},{n2},{n3} =
N∑
a=1

~ωa

(
n
(a)
1 + n

(a)
2 + n

(a)
3 +

3

2

)
−

− Nκ2

2meffω2
eff

+ 3~ωosc, (5.180)

де частоти визначаються як:

ω1 = ωeff , (5.181)

ω2 = ω3 = ... = ωN =

=

(
ω2
eff +

2kN

meff
+
kN⟨θ2⟩meffω

2
eff

3
+

2k2⟨θ2⟩N 2

3

) 1
2

, (5.182)
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n
(a)
i – квантовi числа (n(a)i = 0, 1, 2...). У (5.180) ми взяли до уваги те,

що осцилятори Ha
osc, Hb

osc знаходяться в основних станах.

Зауважимо, що перший доданок у (5.180) вiдповiдає спектру цен-

тра мас системи. Спектру вiдносного руху вiдповiдають доданки з

a = 2..N . Щоб це показати, означимо координати та iмпульси центра

мас xc =
∑

n x
(n)/N , pc =

∑
n p

(n), координати та iмпульси вiдносно-

го руху ∆x(n) = x(n) − xc, ∆p(n) = p(n) − pc/N . Гамiльтонiан (5.177)

можемо переписати у такому виглядi:

H0 = Hc +Hrel +Ha
osc +Hb

osc, (5.183)

Hc =
(pc)2

2Nmeff
+
Nmeffω

2
eff(x̃c)2

2
− Nκ2

2meffω2
eff

, (5.184)

Hrel =
∑
n

(
(∆p(n))2

2meff
+
meffω

2
eff(∆x(n))2

2

)
+

+
k

2

∑
m,n

m ̸=n

(∆x(n) − ∆x(m))2 +
k

12

∑
m,n

m ̸=n

⟨θ2⟩(∆p(n) − ∆p(m))2, (5.185)

[Hc, Hrel] = [Hc, Ha
osc +Hb

osc] = [Hrel, H
a
osc +Hb

osc] = 0, (5.186)

тут

x̃c =

(
xc1 +

κ

meffω2
eff

, xc2, x
c
3

)
. (5.187)

На основi виразу (5.180) можемо зробити висновок, що некомута-

тивнiсть координат та некомутативнiсть iмпульсiв впливають на ча-

стоти у спектрi симетричної мережi осциляторiв. Однорiдне поле зу-

мовлює змiщення енергетичних рiвнiв системи на константу. Звернiмо

увагу, що у границi ⟨θ2⟩ → 0, ⟨η2⟩ → 0 (простiр зi звичними кому-

тацiйними спiввiдношеннями для операторiв координат та операторiв
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iмпульсiв), iз виразу E{n1},{n2},{n3} отримаємо вiдомий результат для

спектру N взаємодiючих осциляторiв в однорiдному полi

E{n1},{n2},{n3} = ~ω
(
n
(1)
1 + n

(1)
2 + n

(1)
3 +

3

2

)
+

+
N∑
a=2

~
(
ω2 +

2Nk

m

)1
2
(
n
(a)
1 + n

(a)
2 + n

(a)
3 +

3

2

)
− Nκ2

2mω2
. (5.188)

Поклавши ω = 0 у (5.180), знайдемо енергетичнi рiвнi системи N

частинок з осциляторною взаємодiєю

E{n1},{n2},{n3} =
~⟨η2⟩
6m2

(
n
(1)
1 + n

(1)
2 + n

(1)
3 +

3

2

)
+

+~
(

2kN

m
+

⟨η2⟩
6m2

+
2k2⟨θ2⟩N 2

3

) 1
2

N∑
a=2

(
n
(a)
1 + n

(a)
2 + n

(a)
3 +

3

2

)
−

−3Nκ2m

⟨η2⟩
+ 3~ωosc,

(5.189)

m – маса частинок. У (5.189) перший доданок описує спектр центра мас

системи частинок. Звернiмо увагу, що на вiдмiну вiд спектру центра

мас системи частинок з осциляторною взаємодiєю у звичному просторi,

у сферично-симетричному квантованому просторi спектр центра мас

системи не є неперервний. Вiн вiдповiдає спектру гармонiчного осци-

лятора з частотою ~⟨η2⟩/6m2 у звичному просторi. Аналiзуючи другий

доданок у (5.189), маємо, що частоти у спектрi вiдносного руху зале-

жать вiд параметрiв кооординатної та iмпульсної некомутативностей.

Отже, квантованiсть простору впливає на частоти у спектрi вiдносно-

го руху. Цiкаво зауважити, що вiдповiдно до виразiв (5.180) та (5.189),

вплив некомутативностi координат на енергетичнi рiвнi системи взає-

модiючих осциляторiв та на енергетичнi рiвнi системи частинок з осци-
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ляторною взаємодiєю зростає зi збiльшенням кiлькостi частинок, якi

формують систему.

Поклавши k = 0, iз (5.189) знайдемо енергетичнi рiвнi системи N

вiльних частинок у однорiдному полi у квантованому фазовому про-

сторi зi сферичною симетрiєю

E{n1},{n2},{n3} =
N∑
a=1

~⟨η2⟩
6m2

(
n
(a)
1 + n

(a)
2 + n

(a)
3 +

3

2

)
−

−3Nκ2m

⟨η2⟩
+ 3~ωosc. (5.190)

Звернiмо увагу, що отриманий вираз вiдповiдає спектру системи N

осциляторiв з частотами, якi визначаються параметрами iмпульсної

некомутативностi та масами частинок системи ~⟨η2⟩/6m2. Некомута-

тивнiсть координат не впливає на енергетичнi рiвнi системи вiльних

частинок.

У наступних пiдроздiлах будуть дослiдженi випадки, коли систе-

ма складається з двох та трьох взаємодiючих осциляторiв.

Система двох осциляторiв з осциляторною взаємодiєю

Дослiдiмо детально випадок, коли система складається з двох осциля-

торiв з масами m1, m2 та частотами ω1, ω2, якi взаємодiють мiж собою.

Запишемо гамiльтонiан системи:

Hs =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m2
+
m1ω

2
1(X

(1))2

2
+
m2ω

2
2(X

(2))2

2
+

+k(X(1) −X(2))2, (5.191)

тут координати та iмпульси X(n), P(n) задовольняють спiввiдношення

(5.68)-(5.70), (n = 1, 2). Система двох взаємодiючих осциляторiв ча-

сто розглядається в рiзних роздiлах фiзики, це, зокрема, молекулярна
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фiзика [229, 230], двофотонна квантова оптика [238, 239] (див. також

роботи [220,240] та посилання у них).

Перейшовши до координат та iмпульсiв, якi задовольняють зви-

чнi комутацiйнi спiввiдношення (5.10), (5.11), та порахувавши середнє

вiд гамiльтонiану (5.191) за хвильовими функцiями основних станiв

гармонiчних осциляторiв Ha
osc, Hb

osc, запишемо гамiльтонiан H0 (5.16)

H0 =
(p(1))2

2m
(1)
eff

+
(p(2))2

2m
(2)
eff

+
m

(1)
eff(ω

(1)
eff)2(x(1))2

2
+

+
m

(2)
eff(ω

(2)
eff)2(x(2))2

2
+ k(x(1) − x(2))2 +

k

6

(
⟨(θ(1))2⟩(p(1))2+

⟨(θ(2))2⟩(p(2))2 − 2⟨θ(1)θ(2)⟩(p(1) · p(2))
)

+Ha
osc +Hb

osc, (5.192)

де введено такi позначення:

m
(n)
eff = mn

(
1 +

m2
nω

2
n⟨(θ(n))2⟩

6

)−1

, (5.193)

ω
(n)
eff =

(
ω2
n +

⟨(ηn)2⟩
6m2

n

) 1
2
(

1 +
m2

nω
2
n⟨(θ(n))2⟩

6

)1
2

, (5.194)

⟨θ(n)θ(m)⟩ =
c
(n)
θ c

(m)
θ l4P
~2

⟨ψa
0,0,0|ã2|ψa

0,0,0⟩ =
3c

(n)
θ c

(m)
θ l4P

2~2
, (5.195)

⟨(η(n))2⟩ =
~2(c(n)η )2

l4P
⟨ψb

0,0,0|(p̃b)2|ψb
0,0,0⟩ =

3~2(c(n)η )2

2l4P
. (5.196)

Нагадаємо, що для координат x(n)i та iмпульсiв p(n)i виконуються звичнi

комутацiйнi спiввiдношення. Отже, для H0 можемо записати енерге-

тичнi рiвнi:

E{n1},{n2},{n3} = ~ω+

(
n
(1)
1 + n

(1)
2 + n

(1)
3 +

3

2

)
+

+~ω−

(
n
(2)
1 + n

(2)
2 + n

(2)
3 +

3

2

)
+ 3~ωosc. (5.197)
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Тут для зручностi використано такi позначення:

ω2
± =

1

2

∑
n

(
(ω

(n)
eff)2 +

2k

m
(n)
eff

+
km

(n)
eff(ω

(n)
eff)2⟨(θ(n))2⟩

3
+

+
2k2

3

(
⟨(θ(n))2⟩ + ⟨θ(1)θ(2)⟩

))
± 1

2

√
D, (5.198)

D =

(∑
n

(ω
(n)
eff)2 +

∑
n

2k

m
(n)
eff

+
∑
n

km
(n)
eff(ω

(n)
eff)2⟨(θ(n))2⟩

3
+

+
∑
n

2k2

3

(
⟨(θ(n))2⟩ + ⟨θ(1)θ(2)⟩

))2

− 4
∏
n

(
(ω

(n)
eff)2 +

2k

m
(n)
eff

+

+
km

(n)
eff(ω

(n)
eff)2⟨(θ(n))2⟩

3
+

2k2

3

(
⟨(θ(n))2⟩ + ⟨θ(1)θ(2)⟩

))
+

+4

(
2k

m
(2)
eff

+
km

(1)
eff(ω

(1)
eff)2⟨θ(1)θ(2)⟩

3
+

2k2

3

(
⟨(θ(2))2⟩ + ⟨θ(1)θ(2)⟩

))
×

(
2k

m
(1)
eff

+
km

(2)
eff(ω

(2)
eff)2⟨θ(1)θ(2)⟩

3
+

2k2

3

(
⟨(θ(1))2⟩ + ⟨θ(1)θ(2)⟩

))
.

(5.199)

Звернiмо увагу, що у випадку однакових мас та частот осциляторiв

m1 = m2, ω1 = ω2 отримаємо:

m
(n)
eff = meff , (5.200)

ω
(n)
eff = ωeff , (5.201)

та вирази для частот зводяться до таких результатiв:

ω− = ωeff , (5.202)

ω+ =

(
ω2
eff +

4k

meff
+

2k⟨θ2⟩meffω
2
eff

3
+

8k2⟨θ2⟩
3

) 1
2

, (5.203)
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якi вiдповiдають (5.181), (5.182) при N = 2.

Система трьох осциляторiв з осциляторною взаємодiєю

Розгляньмо три осцилятори з масами m1, m2 = m3 = m, та частотами

ω1, ω2 = ω3 = ω з осциляторною взаємодiєю. Запишемо гамiльтонiан

системи:

Hs =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m
+

(P(3))2

2m
+
m1ω

2
1(X

(1))2

2
+

+
mω2(X(2))2

2
+
mω2(X(3))2

2
+

+k(X(1) −X(2))2 + k(X(2) −X(3))2 + k(X(3) −X(3))2. (5.204)

Варто зауважити, що гамiльтонiан (5.204) з ω1 = ω = 0 розглядався

для опису взаємодiї кваркiв [226–228].

Знайдемо спектр системи з точнiстю до другого порядку за па-

раметрами координатної та iмпульсної некомутативностей. Отже, роз-

гляньмо гамiльтонiан H0 (5.16), який для системи трьох осциляторiв

має такий вигляд:

H0 =
∑
n

(p(n))2

2m
(n)
eff

+
∑
n

m
(n)
eff(ω

(n)
eff)2(x(n))2

2
+

+
k

2

∑
m,n

m ̸=n

(x(n) − x(m))2 +
k

12

∑
m,n

m̸=n

(
⟨(θ(n))2⟩(p(n))2+

+⟨(θ(m))2⟩(p(m))2 − 2⟨θ(n)θ(m)⟩(p(n) · p(m))
)

+Ha
osc +Hb

osc, (5.205)

тут m(n)
eff , ω

(n)
eff , ⟨θ(n)θ(m)⟩, ⟨(η(n))2⟩ визначаються як (5.193)-(5.196).

На основi виразу (5.205) знайдемо спектр системи трьох осциля-

торiв з осциляторною взаємодiєю у квантованому фазовому просторi
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зi сферичною симетрiєю:

E{n1},{n2},{n3} =
3∑

a=1

~ω̃a

(
n
(a)
1 + n

(a)
2 + n

(a)
3 +

3

2

)
+ 3~ωosc. (5.206)

ω̃1 =
1√
2

(
ω2
eff + (ω

(1)
eff)2 +

2k

meff
+

4k

m
(1)
eff

+ A1 −
√
D

) 1
2

, (5.207)

ω̃2 =
1√
2

(
ω2
eff + (ω

(1)
eff)2 +

2k

meff
+

4k

m
(1)
eff

+ A1 +
√
D

) 1
2

, (5.208)

ω̃3 =

(
ω2
eff +

6k

meff

) 1
2 (

1 + kmeff⟨θ2⟩
) 1

2 , (5.209)

де

D =

(
ω2
eff − (ω

(1)
eff)2 +

4k

meff
− 4k

m
(1)
eff

+ A2

)2

+

(
2k

m
+ A3

)
×

×

(
2(ω

(1)
eff)2 − 2ω2

eff + 8

(
2k

m
+ A4

)(
2k

m1
+ A5

)(
2k

m
+ A3

)−1

+

+
8k

m
(1)
eff

−6k

m
+ A6

)
.

(5.210)

Також ми ввели такi позначення:

A1 =

(
kmeffω

2
eff

3
+

2k2

3

)
⟨θ2⟩+

+

(
2km

(1)
eff(ω

(1)
eff)2

3
+

8k2

3

)
⟨(θ(1))2⟩ +

8k2

3
⟨θθ(1)⟩, (5.211)
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A2 =

(
2kmeffω

2
eff

3
+

10k2

3

)
⟨θ2⟩ −

−

(
2km

(1)
eff(ω

(1)
eff)2

3
+

8k2

3

)
⟨(θ(1))2⟩ − 2k2

3
⟨θθ(1)⟩, (5.212)

A3 =

(
8k2

3
+
kmeffω

2
eff

3

)
⟨θ2⟩ − 2k2

3
⟨θθ(1)⟩, (5.213)

A4 =

(
km

(1)
eff(ω

(1)
eff)2

3
+

4k2

3

)
⟨θθ(1)⟩ +

2k2

3
⟨θ2⟩, (5.214)

A5 =

(
kmeff(ω2

eff)

3
+

2k2

3

)
⟨θθ(1)⟩ +

4k2

3
⟨(θ(1))2⟩, (5.215)

A6 = −
(
kmeffω

2
eff + 4k2

)
⟨θ2⟩ +

+

(
4km

(1)
eff(ω

(1)
eff)2

3
+

16k2

3

)
⟨(θ(1))2⟩ +

2k2

3
⟨θθ(1)⟩, (5.216)

та

meff = m
(2)
eff = m

(3)
eff , (5.217)

ωeff = ω
(2)
eff = ω

(3)
eff , (5.218)

θ = θ(2) = θ(3). (5.219)

У частковому випадку m1 = m, ω1 = ω, на основi (5.206) отрима-

ємо (5.180) з N = 3. А саме, маємо:

ω̃1 = ωeff , (5.220)

ω̃2 = ω̃3 =

(
ω2
eff +

6k

meff
+ k⟨θ2⟩meffω

2
eff + 6k2⟨θ2⟩

) 1
2

. (5.221)
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Для системи частинок з осциляторною взаємодiєю, яка описується

гамiльтонiаном (5.204) з ω = ω1 = 0, енергетичнi рiвнi визначаються

як (5.206) з частотами (5.207), (5.208), (5.209) у яких

m
(1)
eff = m1, meff = m, (5.222)

ω
(1)
eff =

√
⟨(η(1))2⟩

6m2
1

, (5.223)

ωeff =

√
⟨(η)2⟩
6m2

. (5.224)

Зауважимо, що спектр центра мас не є неперервний, що зумовлено не-

комутативнiстю iмпульсiв. Спектр центра мас вiдповiдає спектру гар-

монiчного осцилятора з частотою ω̃1 (5.207) з (5.222)-(5.224) у звично-

му просторi.

У випадку, коли iмпульси комутують [P
(n)
i , P

(m)
j ] = 0 (η(n)ij = 0),

спектр системи, яка описується гамiльтонiаном (5.204) з ω = ω1 = 0,

визначається як (5.206) з частотами

ω̃1 = 0, (5.225)

ω̃2 =
1√
2

(
2k

m
+

4k

m(1)
+

2k2

3
⟨θ2⟩ +

8k2

3
⟨(θ(1))2⟩+

+
8k2

3
⟨θθ(1)⟩ +

√
D

) 1
2

, (5.226)

ω̃3 =

(
6k

m
+ 6k2⟨θ2⟩

) 1
2

, (5.227)

тут

D =

(
4k

m
− 4k

m(1)
+

10k2

3
⟨θ2⟩ − 8k2

3
⟨(θ(1))2⟩ − 2k2

3
⟨θθ(1)⟩

)2

+

+

(
2k

m
+

8k2

3
⟨θ2⟩ − 2k2

3
⟨θθ(1)⟩

)
×
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×
(
−6k

m
+

8k

m(1)
+ 8

(
2k

m
+

4k2

3
⟨θθ(1)⟩ +

2k2

3
⟨θ2⟩

)
×

×
(

2k

m1
+

2k2

3
⟨θθ(1)⟩ +

4k2

3
⟨(θ(1))2⟩

)(
2k

m
+

8k2

3
⟨θ2⟩−

−2k2

3
⟨θθ(1)⟩

)−1

− 4k2⟨θ2⟩ +
16k2

3
⟨(θ(1))2⟩ +

2k2

3
⟨θθ(1)⟩

)
.

(5.228)

Вирази для частот отримано, поклавши ωeff = ω
(1)
eff = 0, m(1)

eff = m1,

meff = m у (5.207), (5.208), (5.209). Зауважимо, що некомутативнiсть

координат впливає на частоти спектру вiдносного руху (5.226), (5.227)

та не впливає на спектр центра мас системи (5.225).

5.7.2 Ланцюжок гармонiчних осциляторiв

Дослiдiмо вплив некомутативностi координат та некомутативносьтi iм-

пульсiв (5.68)-(5.70) на систему N гармонiчних осциляторiв, якi взає-

модiють з осциляторною взаємодiєю та утворюють замкнений ланцю-

жок. Запишемо гамiльтонiан:

Hs =
N∑
n=1

(P(n))2

2m
+

N∑
n=1

mω2(X(n))2

2
+

+k
N∑
n=1

(X(n+1) −X(n))2, (5.229)

з перiодичними граничними умовами

X(N+1) = X(1). (5.230)

У гамiльтонiанi (5.229) k – константа, m, ω – маси та частоти осциля-

торiв.
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Перейшовши до представлення (5.71), (5.72), перепишемо гамiль-

тонiан Hs так:

Hs =
N∑
n=1

(
(p(n))2

2m
+
mω2(x(n))2

2
+

+k(x(n+1) − x(n))2 − (η · [x(n) × p(n)])

2m
− mω2(θ · [x(n) × p(n)])

2
−

−k(θ · [(x(n+1) − x(n)) × (p(n+1) − p(n))])+

+
[η × x(n)]2

8m
+
mω2

8
[θ × p(n)]2 +

k

4
[θ × (p(n+1) − p(n))]2

)
.

(5.231)

Для ланцюжка гармонiчних осциляторiв маємо:

∆H =
N∑
n=1

(
[η × x(n)]2

8m
+
mω2

8
[θ × p(n)]2−

−mω
2(θ · [x(n) × p(n)])

2
− (η · [x(n) × p(n)])

2m
−

−kθ · [(x(n+1) − x(n)) × (p(n+1) − p(n+1))]+

+
k

4
[θ × (p(n+1) − p(n))]2 − ⟨η2⟩(x(n))2

12m
−

−⟨θ2⟩mω2(p(n))2

12
− k

6
⟨θ2⟩(p(n+1) − p(n))2

)
. (5.232)

Отже, аналiзуючи вираз для ∆H (5.232), можемо зробити висновок,

що з точнiстю до другого порядку за параметрами координатної та

iмпульсної некомутативностей ми можемо дослiджувати гамiльтонiан

H0, який для зручностi перепишемо у такому виглядi:

H0 =
N∑
n=1

(
(p(n))2

2meff
+
meffω

2
eff(x(n))2

2
+

+k(x(n+1) − x(n))2+
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+
k

6
⟨θ2⟩(p(n+1) − p(n))2 +Ha

osc +Hb
osc

)
, (5.233)

meff = m

(
1 +

m2ω2⟨θ2⟩
6

)−1

, (5.234)

ωeff =

(
ω2 +

⟨η2⟩
6m2

)1
2
(

1 +
m2ω2⟨θ2⟩

6

)1
2

. (5.235)

Доданки Ha
osc, Hb

osc комутують з H0. Координати та iмпульси x(n), p(n)

задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення. Записавши:

x(n) =

√
~

Nmeffωeff

N∑
l=1

exp

(
2πinl

N

)
x̃(l), (5.236)

p(n) =

√
~meffωeff

N

N∑
l=1

exp

(
−2πinl

N

)
p̃(l), (5.237)

отримаємо H0 у такому виглядi:

H0 =

~ωeff

2

∑
n

(
1 +

4kmeff⟨θ2⟩
3

sin2 πn

N

)
p̃(n)(p̃(n))† +

+
~ω2

eff

2

∑
n

(
1 +

8k

meffω2
eff

sin2 πn

N

)
x̃(n)(x̃(n))†. (5.238)

Означивши оператори

a
(n)
j =

1√
2wn

(
wnx̃

(n)
j + ip̃

(n)
j

)
, (5.239)

wn =

(
1 +

8k

meffω2
eff

sin2 πn

N

) 1
2

×

×
(

1 +
4kmeff⟨θ2⟩

3
sin2 πn

N

)− 1
2

, (5.240)
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знайдемо:

H0 = ~ωeff

N∑
n=1

3∑
j=1

(
1 +

4kmeff⟨θ2⟩
3

sin2 πn

N

) 1
2

×

×

(
1 +

8k

meffω2
eff

sin2 πn

N

) 1
2 (

(a
(n)
j )†a

(n)
j +

1

2

)
. (5.241)

Отже, енергетичнi рiвнi ланцюжка осцилятора у сферично-симетричному

некомутативному фазовому просторi з точнiстю до другого порядку за

параметрами некомутативностей мають такий вигляд

E{n1},{n2},{n3} = ~
N∑
a=1

(
ω2
eff +

8k

meff
sin2 πa

N

)1
2

×

×
(

1 +
4kmeff⟨θ2⟩

3
sin2 πa

N

) 1
2 (
n
(a)
1 + n

(a)
2 +

+n
(a)
3 +

3

2

)
=

N∑
a=1

~ωa

(
n
(a)
1 + n

(a)
2 + n

(a)
3 +

3

2

)
, (5.242)

тут n(a)i – квантовi числа, (n(a)i = 0, 1, 2...). Врахувавши (5.234), (5.235),

можемо записати частоти

ω2
a =

(
ω2 +

⟨η2⟩
6m2

)(
1 +

m2ω2⟨θ2⟩
6

+

+
4k2m⟨θ2⟩

3
sin2 πa

N

)
+

8k

m
sin2 πa

N
+

32k2⟨θ2⟩
3

sin4 πa

N
. (5.243)

У випадку ланцюжка частинок з осциляторною взаємодiєю, роз-

глянувши гамiльтонiан (5.229) з ω = 0, з точнiстю до другого порядку

за параметрами координатної та iмпульсної некомутативностей маємо

такий вираз для енергетичних рiвнiв

E{n1},{n2},{n3} =
N∑
a=1

~ωa

(
n
(a)
1 + n

(a)
2 + n

(a)
3 +

3

2

)
+ 3~ωosc, (5.244)
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де

ω2
a =

8k

m
sin2 πa

N
+

⟨η2⟩
6m2

+
32k2⟨θ2⟩

3
sin4 πa

N
. (5.245)

Важливо зауважити, що у випадку некомутативного простору (θij ̸= 0,

ηij = 0) спектр ланцюжка частинок з осциляторною взаємодiєю має

вигляд (5.244) з

ω2
a =

8k

m
sin2 πa

N
+

32k2⟨θ2⟩
3

sin4 πa

N
. (5.246)

Звернiмо увагу, що ω2
N = 0 та вiдповiдає спектру центра мас системи.

Некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює дискретнiсть спектру цен-

тра мас ланцюжка взаємодiючих частинок. Iз (5.244), (5.245) маємо,

що спектр центра мас системи вiдповiдає спектру тривимiрного гар-

монiчного осцилятора з частотою, визначеною як

ω2
N =

⟨η2⟩
6m2

. (5.247)

У границi ⟨θ2⟩ → 0, ⟨η2⟩ → 0 з (5.243) отримаємо добре вiдомий

результат

ω2
a = ω2 +

8k

m
sin2 πa

N
, (5.248)

який, для прикладу, був представлений у роботах [225,241].

Отже, на основi результатiв дослiджень можемо зробити висно-

вок, що некомутативнiсть координат та некомутативнiсть iмпульсiв

впливають на частоти у спектрах систем гармонiчних осциляторiв з

осциляторною взаємодiєю.



214

5.8 Слабкий принцип еквiвалентностi у сферично-

симетричному просторi з некомутативнiстю ко-

ординат та некомутативнiстю iмпульсiв

5.8.1 Рух в однорiдному гравiтацiйному полi

Дослiдiмо виконання слабкого принципу еквiвалентностi у сферично-

симетричному квантованому фазовому просторi канонiчного типу (5.68)-

(5.70). Iз цiєю метою знайдемо вплив некомутативностi координат та

некомутативностi iмпульсiв на рух частинки чи тiла у гравiтацiйному

полi. Для початку проаналiзуймо рух частинки m у однорiдному гра-

вiтацiйному полi у некомутативному фазовому просторi зi збереженою

сферичною симетрiєю (5.68)-(5.70).

Розгляньмо випадок, коли поле напрямлене вздовж осi X1 та за-

пишемо гамiльтонiан

Hp =
P2

2m
+mgX1, (5.249)

тут m – маса частинки, константа g характеризує поле. Перейшовши

до представлення (5.77), (5.80), запишемо вираз для повного гамiльто-

нiану:

H = Hp +Ha
osc +Hb

osc =

=
p2

2m
+mgx1 −

(η · L)

2m
+
mg

2
[θ × p]1 +

+
[η × x]2

8m
+Ha

osc +Hb
osc, (5.250)

де L = [x× p]. Врахувавши (5.16), (5.17), (5.250), маємо:

H0 =
p2

2m
+mgx1 +

⟨η2⟩x2

12m
+Ha

osc +Hb
osc, (5.251)

∆H = −(η · L)

2m
+
mg

2
[θ × p]1 +

[η × x]2

8m
− ⟨η2⟩x2

12m
. (5.252)
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Взявши до уваги результати, отриманi в пiдроздiлi 5.2, та проаналiзу-

вавши вираз для ∆H (5.252), робимо висновок, що для дослiдження

руху частинки в однорiдному гравiтацiйному полi з точнiстю до друго-

го порядку за параметрами координатної та iмпульсної некомутатив-

ностей можемо записати гамiльтонiан (5.251). Варто звернути увагу,

що вiдповiдно до (5.251) некомутативнiсть координат не впливає на

рух частинки у однорiдному гравiтацiйному полi.

Врахувавши (5.251), знайдемо рiвняння руху:

ẋi =
pi
m
, (5.253)

ṗi = −mgδi,1 −
⟨η2⟩xi

6m
. (5.254)

Проаналiзуємо траєкторiю частинки у однорiдному гравiтацiйно-

му полi. Iз рiвнянь (5.253), (5.254) для частинки з початковими коор-

динатами та швидкостями x0i, υ0i отримаємо:

xi(t) =

(
x0i + 6g

m2

⟨η2⟩
δ1,i

)
cos

(√
⟨η2⟩
6m2

t

)
+

+υ0i

√
6m2

⟨η2⟩
sin

(√
⟨η2⟩
6m2

t

)
− 6g

m2

⟨η2⟩
δ1,i. (5.255)

Зауважимо, що при ⟨η2⟩ → 0, вираз (5.255) перейде у вiдомий резуль-

тат для траєкторiї частинки у однорiдному гравiтацiйному полi:

xi(t) =
1

2
δ1,igt

2 + x0i. (5.256)

Iз (5.255) маємо, що рух частинки у однорiдному полi у кванова-

ному фазовому просторi зi сферичною симетрiєю залежить вiд її ма-

си. Отже, некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює порушення слабкого

принципу еквiвалентностi.



216

Важливо звернути увагу, що при виконаннi рiвностi (5.78), може-

мо записати:

⟨η2⟩
m2

= B = const, (5.257)

xi(t) =

(
x0i +

6g

B
δ1,i

)
cos

(√
B

6
t

)
+

+υ0i

√
6

B
sin

(√
B

6
t

)
− 6g

B
δ1,i, (5.258)

де B – константа, яка не залежить вiд маси. Отже, у випадку, ко-

ли тензор iмпульсної некомутативностi залежить вiд маси як (5.79),

частинки з рiзними масами рухаються в однорiдному гравiтацiйному

полi у просторi (5.68)-(5.70) по однакових траєкторiях. Слабкий прин-

цип еквiвалентностi виконується.

Розгляньмо бiльш загальний випадок. Дослiдiмо рух системи ча-

стинок в однорiдному гравiтацiйному полi у квантованому фазовому

просторi зi збереженою сферичною симетрiєю. Гамiльтонiан системи

частинок (макроскопiчного тiла) з масою M у однорiдному гравiта-

цiйному полi має такий вигляд:

Hs =
(Pc)2

2M
+MgX

(c)
1 +Hrel, (5.259)

де Pc, X(c) – iмпульси та координати центра мас системи. Доданок

Hrel у (5.259) вiдповiдає вiдносному руху.

У пiдроздiлi 5.4 ми показали, що при виконаннi рiвностей (5.75),

(5.78), координати та iмпульси центра мас задовольняють спiввiдно-

шення некомутативної алгебри (5.81)-(5.83), а також координати та

iмпульси центра мас, координати та iмпульси вiдносного руху можуть

бути представленi через координати та iмпульси центра мас та вiд-

носного руху, якi задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення
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(див. (5.88)-(5.94)). Отже, з точнiстю до другого порядку за параме-

трами координатної та iмпульсної некомутативностей гамiльтонiан си-

стеми частинок (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйному полi може

бути переписаний у такому виглядi

H0 =
(pc)2

2M
+Mgxc1 +

⟨(ηc)2⟩(xc)2

12M
+ ⟨Hrel⟩ab +

+Ha
osc +Hb

osc. (5.260)

Тут ⟨Hrel⟩ab – гамiльтонiан Hrel, усереднений за основними станами

гармонiчних осциляторiв Ha
osc, Hb

osc. Зауважимо, що оператор ⟨Hrel⟩ab
залежить вiд операторiв координат та iмпульсiв вiдносного руху ∆x

(n)
i ,

∆p
(n)
i , для яких виконуються такi рiвностi:

[∆x
(n)
i , xcj] = [∆p

(n)
i , xcj] = [∆x

(n)
i , pcj] = [∆p

(n)
i , pcj] = 0, (5.261)

[∆x
(n)
i , Ha

osc] = [∆p
(n)
i , Ha

osc] = 0, (5.262)

[∆x
(n)
i , Hb

osc] = [∆p
(n)
i , Hb

osc] = 0. (5.263)

Отже, знайдемо

[H0, ⟨Hrel⟩ab] = 0. (5.264)

Траєкторiя центра мас системи частинок у однорiдному гравiтацiйно-

му полi має такий вигляд:

xci(t) =

(
xc0i + 6g

M 2

⟨(ηc)2⟩
δ1,i

)
cos

(√
⟨(ηc)2⟩
6M2

t

)
+

+υc0i

√
6M 2

⟨(ηc)2⟩
sin

(√
⟨(ηc)2⟩
6M2

t

)
− 6g

M 2

⟨(ηc)2⟩
δ1,i. (5.265)

Вираз для траєкторiї не залежить вiд маси системи та її компози-

цiї у випадку виконання рiвностi (5.78). Якщо задовольняється умова
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(5.78), ефективний тензор iмпульсної некомутативностi визначається

як (5.85). Маємо:

⟨(ηc)2⟩
M 2

=
3~2α̃2

2l4P
= B = const, (5.266)

xci(t) =

(
xc0i +

6g

B
δ1,i

)
cos

(√
B

6
t

)
+

+υ0i

√
6

B
sin

(√
B

6
t

)
− 6g

B
δ1,i. (5.267)

Отже, при виконаннi рiвностi (5.78), слабкий принцип еквiвалентностi

зберiгається також i для системи частинок (макроскопiчного тiла).

На завершення пiдроздiлу звернiмо увагу, що на основi резуль-

тату (5.255) можемо знайти траєкторiю руху центра мас системи N

невзаємодiючих частинок в однорiдному полi:

xci(t) =
∑
a

µax
(a)
i (t) = −

∑
a

6gµa
m2

a

⟨(η(a))2⟩
δ1,i +

+
∑
a

µa

(
x
(a)
0i + 6g

m2
a

⟨(η(a))2⟩
δ1,i

)
cos

(√
⟨(η(a))2⟩

6m2
a

t

)
+

+
∑
a

µaυ
(a)
0i

√
6m2

a

⟨(ηa)2⟩
sin

(√
⟨(ηa)2⟩

6m2
a

t

)
, (5.268)

тут iндекс a вiдповiдає частинкам,ma – маси частинок, x(a)0i – початковi

координати υ
(a)
0i – початковi швидкостi частинки з iндексом a. При

виконаннi рiвностi (5.78), iз виразу (5.268) отримаємо (5.265), де x(c)0i =∑
a µax

(a)
0i , υ(c)0i =

∑
a µaυ

(a)
0i .
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5.8.2 Квантовi та класичнi рiвняння руху в неоднорiдному

гравiтацiйному полi та слабкий принцип еквiвалентно-

стi

Знайдемо рiвняння руху частинки в неоднорiдному гравiтацiйному по-

лi у квантованому фазовому просторi зi сферичною симетрiєю та до-

слiдiмо виконання слабкого принципу еквiвалентностi. Для частинки

з масою m в гравiтацiйному полi GM̃/X, X = |X| =
√∑

iX
2
i маємо

гамiльтонiан:

Hp =
P 2

2m
− GM̃m

X
. (5.269)

Кординати та iмпульси частинкиXi, Pi задовольняють спiввiдношення

некомутативної алгебри (5.68)-(5.70).

Використавши представлення (5.77), (5.80), з точнiстю до другого

порядку за параметрами координатної та iмпульсної некомутативно-

стей для частинки в неоднорiдному гравiтацiйному полi можемо роз-

глядати гамiльтонiан (5.16), який має такий вигляд:

H0 =
p2

2m
− GM̃m

x
+

⟨η2⟩x2

12m
− GM̃mL2⟨θ2⟩

8x5
+

+
GM̃m⟨θ2⟩

24

(
2

x3
p2 +

6i~
x5

(x · p) − ~2

x5

)
+

+Ha
osc +Hb

osc. (5.270)

Знайдемо рiвняння руху

ẋ =
p

m
− GM̃m⟨θ2⟩

12

(
1

x3
p− 3x

x5
(x · p)

)
, (5.271)

ṗ = −GM̃mx

x3
− ⟨η2⟩x

6m
− GM̃m⟨θ2⟩

4

(
1

x5
(x · p)p−

−2x

x5
p2 +

5x

2x7
L2 +

5~2x
6x7

− 5i~
x7

x(x · p)

)
. (5.272)
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Iз (5.271), (5.272) у класичнiй границi ~ → 0 отримаємо:

ẋ = υ − GM̃m2⟨θ2⟩
12

(
1

x3
υ − 3x

x5
(x · υ)

)
, (5.273)

υ̇ = −GM̃x

x3
− ⟨η2⟩x

6m2
−

−GM̃m2⟨θ2⟩
4

(
1

x5
(x · υ)υ − 2x

x5
υ2 +

5x

2x7
[x× υ]2

)
. (5.274)

Тут, для зручностi ми використали таке позначення: υ = p/m.

Важливо вiдзначити, що рiвняння руху частинки у неоднорiдному

гравiтацiйному полi залежать вiд величин m2⟨θ2⟩ та ⟨η2⟩/m2. У випад-

ку, коли задовольняється рiвнiсть (5.75), маємо, що добуток m2⟨θ2⟩ не

залежить вiд маси та може бути переписаний як:

⟨θ2⟩m2 = A = const, (5.275)

де константа A є однаковою для частинок з рiзними масами. Отже,

врахувавши рiвностi (5.257), (5.275), отримаємо такi рiвняння руху:

ẋ = υ − GM̃A

12

(
1

x3
υ − 3x

x5
(x · υ)

)
, (5.276)

υ̇ = −GM̃x

x3
− Bx

6
−

−GM̃A

4

(
1

x5
(x · υ)υ − 2x

x5
υ2 +

5x

2x7
[x× υ]2

)
. (5.277)

Рiвняння (5.276), (5.277) не залежать вiд маси, а залежать вiд кон-

стант A, B, якi є однаковими для частинок з рiзними масами. Тому,

рiвностi (5.75), (5.78) дозволяють вiдновити незалежнiсть класичних

рiвнянь руху частинки у неоднорiдному гравiтацiйному полi вiд її ма-

си, зберегти принцип еквiвалентностi.

Звернiмо увагу, що коли задовольняються рiвностi (5.75), (5.78),
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квантовi рiвняння руху (5.271), (5.272) є такими:

ẋ = υ − GM̃A

12

(
1

x3
υ − 3x

x5
(x · υ)

)
, (5.278)

υ̇ = −GM̃x

x3
− Bx

6
− GM̃A

4

(
1

x5
(x · υ)υ − 2x

x5
υ2+

+
5x

2x7
[x× υ]2 +

5~2x
6m2x7

− 5i~
mx7

x(x · υ)

)
. (5.279)

Бачимо, що навiть при виконаннi умов для параметрiв координатної

та iмпульсної некомутативностей (5.75), (5.78) квантовi рiвняння руху

частинки в гравiтацiйному полi залежать вiд маси, проте маса вхо-

дить в цi рiвняння тiльки у виглядi вiдношення ~/m. Така залежнiсть

рiвнянь вiд маси є i у звичному просторi (просторi зi звичними кому-

тацiйними спiввiдношеннями для координат та iмпульсiв) [242]. Вона

зумовлена рiвнiстю:

[x,υ] = i~
Î

m
. (5.280)

Отже, при виконаннi умов (5.75), (5.78), слабкий принцип еквiва-

лентностi зберiгається, квантовi рiвняння руху частинки у неоднорi-

дному гравiтацiйному полi у квантованому фазовому просторi кано-

нiчного типу залежать вiд вiдношення сталої Планка до маси ~/m,

класичнi рiвняння руху не залежать вiд маси.

Також можемо показати, що при виконаннi рiвностей (5.75), (5.78),

рух центра мас системи частинок (макроскопiчного тiла) у неоднорi-

дному полi не залежить вiд маси системи та вiд її композицiї. Для

дослiдження руху центра мас системи частинок з масою M у неко-

мутативному фазовому просторi зi збереженою сферичною симетрiєю,
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врахувавши (5.88)-(5.94), можемо записати:

Hs =
(P c)2

2M
− GM̃M

(Xc)2
+Hrel, (5.281)

H0 =
(pc)2

2M
− GM̃M

xc
+

⟨(ηc)2⟩(xc)2

12M
−

−GM̃M(Lc)2⟨θ2⟩
8(xc)5

+
GM̃M⟨(θc)2⟩

24

(
2

(xc)3
(pc)2+

+
6i~

(xc)5
(xc · pc) − ~2

(xc)5

)
+ ⟨Hrel⟩ab +Ha

osc +Hb
osc. (5.282)

Рiвняння руху центра мас системи мають такий вигляд:

ẋc = υc − GM̃A

12

(
1

(xc)3
υc − 3xc

(xc)5
(xc · υc)

)
, (5.283)

υ̇c = −GM̃xc

(xc)3
− Bxc

6
− GM̃A

4

(
1

(xc)5
(xc · υc)υc−

− 2xc

(xc)5
(υc)2 +

5xc

2(xc)7
[xc × υc]2

)
. (5.284)

Звернiмо увагу, що у випадку, коли умови (5.75), (5.78) не задо-

вольняються, рiвняння руху системи частинок (макроскопiчного тiла)

у неоднорiдному гравiтацiйному полi залежать вiд ⟨(θc)2⟩, ⟨(ηc)2⟩. За

означенням ефективнi тензори некомутативностi визначаються тензо-

рами некомутативностi частинок, якi входять до складу системи, а

саме: θcij =
∑

n µ
2
nθ

(n)
ij , ηcij =

∑
n η

(n)
ij (див. (5.84), (5.85)). Отже, рiвнян-

ня руху центра мас системи частинок у гравiтацiйному полi залежать

вiд маси системи та вiд мас частинок, якi її формують.

Важливо звернути увагу, що залежностi параметрiв у тензорах

некомутативностi вiд маси (5.75), (5.78) узгоджуються з умовами для

параметрiв некомутативностi (3.273), (3.274), якi були запропонованi у

третьому роздiлi роботи, для розв’язання фундаментальних проблем
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у шестивимiрному некомутативному фазовому просторi канонiчного

типу.

На завершення вiдзначимо, що результати з дослiдження фiзи-

чних систем у сферично-симетричному некомутативному фазовому про-

сторi, отриманi у цьому роздiлi, можуть бути легко узагальненi на

випадок рiзних означень тензорiв координатної та iмпульсної некому-

тативностей для яких ⟨θij⟩ = ⟨ηij⟩ = 0, оскiльки вони явно не залежать

вiд виглядiв цих тензорiв, а визначаються середнiми ⟨θ2⟩, ⟨η2⟩. Отже,

на основi висновкiв, представлених в цьому пiдроздiлi та в пiдроздi-

лi 4.4, маємо, що некомутативна алгебра для координат та iмпульсiв

частинок

[X
(n)
i , X

(m)
j ] = iδnmc̄

(n)
θ

∑
k

εijkp
a
k,(5.285)

[X
(n)
i , P

(m)
j ] = i~δnm

(
δij +

c̄
(n)
θ c̄

(n)
η

4~2
(pa · pb)δij −

c̄
(n)
θ c̄

(n)
η

4~2
pajp

b
i

)
,(5.286)

[P
(n)
i , P

(m)
j ] = iδnmc̄

(n)
η

∑
k

εijkp
b
k,(5.287)

з константами c̄(n)θ обернено пропорцiйними до маси та c̄(n)η пропорцiй-

ними до маси не зумовлює порушення симетрiї вiдносно iнверсiї часу,

сферичної симетрiї, принципу еквiвалентностi, та є еквiвалентна до

алгебри з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв

канонiчного типу.

5.9 Висновки до роздiлу 5

Отримано вираз для мiнiмальної довжини (5.55) у сферично-симетри-

чному некомутативному фазовому просторi (5.1)-(5.3) на основi розв’яз-

ку задачi на власнi значення оператора квадрата довжини. Знайдено,
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що мiнiмальна довжина у фазовому просторi, який характеризується

сферично-симетричною некомутативною алгеброю (5.1)-(5.3), визна-

чається величинами параметрiв координатної на iмпульсної некомута-

тивностi.

Сферично-симетричну алгебру канонiчного типу з некомутативнi-

стю координат та некомутативнiстю iмпульсiв (5.1)-(5.3) узагальнено

для координат та iмпульсiв рiзних частинок (5.68)-(5.70). Дослiджено

комутацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв центра мас.

Знайдено залежностi тензорiв координатної та iмпульсної некомута-

тивностей вiд маси (5.76), (5.79) при яких спiввiдношення для коорди-

нат та iмпульсiв центра мас вiдповiдають спiввiдношенням некомута-

тивної алгебри з ефективними тензорами некомутативностi. У резуль-

татi розв’язано проблему опису системи багатьох частинок в рамках

сферично-симетричної алгебри канонiчного типу з некомутативнiстю

координат та некомутативнiстю iмпульсiв.

Дослiджено представлення для координат та iмпульсiв, якi задо-

вольняють спiввiдношення сферично-симетричної алгебри (5.68)-(5.70).

Отримано, що при виконаннi умов (5.75), (5.78), координати у некому-

тативному фазовому просторi (5.77) не залежать вiд маси, а iмпульси

(5.80) пропорцiйнi до маси, як це є у звичному просторi.

Розглянуто систему двох частинок з кулонiвською взаємодiєю у

некомутативному фазовому просторi зi сферичною симетрiєю (5.68)-

(5.70). З точнiстю до другого порядку за параметрами некомутатив-

ностi знайдено поправки до енергетичних рiвнiв системи, зумовленi

некомутативнiстю координат (5.143), (5.144) та некомутативнiстю iм-

пульсiв (5.142). Встановлено, що цi поправки мають рiзнi залежностi

вiд квантових чисел та вiд параметрiв системи (зведена маса µ, па-

раметр взаємодiї κ). Зважаючи на це, ми прийшли до висновку, що
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iснують системи, енергетичнi рiвнi яких є бiльш чутливi до некому-

тативностi координат чи до некомутативностi iмпульсiв. А саме, ми

показали, що вплив iмпульсної некомутативностi добре проявляється

для енергетичних рiвнiв з l = 0 та великим квантовим числом n для

атомiв з малою зведеною масою (для прикладу, атом водню). Вплив

некомутативностi координат добре проявляється для ns енергетичних

рiвнiв з малими квантовими числами n для атомiв з великою зведеною

масою.

Проаналiзовано вплив некомутативностi координат та некомута-

тивностi iмпульсiв на спектри атома водню та екзотичних атомiв (мю-

онний атом водню, антипротонний атом гелiю). Ми прийшли до ви-

сновку, що поправки до енергетичних рiвнiв з l > 1 мюонного атома

водню, зумовленi некомутативнiстю координат (5.143), є у 8.8 · 106 ра-

зiв бiльшi вiд цих поправок для атома водню. Вплив некомутативностi

iмпульсiв на енергетичнi рiвнi мюонного атома водню є у 206.8 разiв

меншим нiж на енергетичнi рiвнi атома водню, що пов’язано з великою

зведеною масою атома. Отже, дослiдження спектру мюонного атома

водню дозволяють краще вивчати вiдмiннiсть впливу координатної та

iмпульсної некомутативностей на енергетичнi рiвнi системи.

Знайдено оцiнки для параметрiв координатної та iмпульсної неко-

мутативностей (5.157), (5.158), на основi порiвняння теоретичного ре-

зультату для поправок до частоти переходу (n, l) = (36, 34) → (34, 32)

для антипротонного гелiю з експериментальними даними. Отриманi

результати (5.157), (5.158) не накладають строгих обмежень на вели-

чини параметрiв координатної та iмпульсної некомутативностей, що

пов’язано з малою точнiстю експериментальних даних вiдомих на сьо-

годнi. Важливо зауважити, що антипротонний гелiй є бiльш чутливий

до некомутативностi координат у порiвняннi з атомом водню, оскiльки
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зведена маса цього атома є на 3 порядки бiльша вiд зведеної маси ато-

ма водню. Зважаючи на це, покращення точностi експериментальних

даних для спектру антипротонного атома гелiю вiдкриє можливiсть

отримати бiльш строге обмеження для величини параметра координа-

тної некомутативностi.

Знайдено та проаналiзовано вплив некомутативностi координат

та некомутативностi iмпульсiв на енергетичнi рiвнi симетричної ме-

режi гармонiчних осциляторiв (система осциляторiв з взаємодiєю всi

зi всiма) у однорiдному полi (5.180). Встановлено, що некомутатив-

нiсть впливає на частоти системи. Однорiдне поле зумовлює змiщення

енергетичних рiвнiв на константу. На основi отриманого результату

дослiджено частковi випадки, а саме систему частинок з осцилятор-

ною взаємодiєю та систему вiльних частинок. Встановлено, що спектр

системи вiльних частинок у квантованому фазовому просторi з сфери-

чною симетрiєю не є неперервний. Енергетичнi рiвнi системи вiльних

частинок вiдповiдають енергетичним рiвням системи N осциляторiв

з частотами, якi визначаються параметрами iмпульсної некомутатив-

ностi та масами частинок ⟨η2⟩/6m2. Знайдено, що некомутативнiсть

iмпульсiв також зумовлює дискретнiсть спектру центра мас системи

частинок з осциляторною взаємодiєю (перший доданок у (5.189)). Не-

комутативнiсть координат та некомутативнiсть iмпульсiв впливають

на частоти у спектрi вiдносного руху (див. другий доданок у (5.189)).

На основi отриманих результатiв ми прийшли до висновку, що вплив

некомутативностi координат та енергетичнi рiвнi симетричної мере-

жi осциляторiв, а також на енергетичнi рiвнi системи частинок, якi

взаємодiють всi зi всiма з осциляторною взаємодiєю збiльшується при

збiльшеннi числа частинок, що формують системи.

Отримано вираз для енергетичних рiвнiв замкнутого ланцюжка
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гармонiчних осциляторiв у сферично-симетричному некомутативному

фазовому просторi канонiчного типу. Знайдено, що з точнiстю до дру-

гого порядку за параметрами координатної та iмпульсної некомута-

тивностi форма спектру системи у квантованому просторi вiдповiдає

спектру цiєї системи у звичному просторi (5.242). Квантованiсть про-

стору впливає лише на частоти системи (5.243).

Отримано та дослiджено класичнi та квантовi рiвняння руху ча-

стинки у гравiтацiйному полi у квантованому фазовому просторi зi

збереженою сферичною симетрiєю. Показано, що з точнiстю до друго-

го порядку за параметрами некомутативностей некомутативнiсть ко-

ординат не впливає на траєкторiю руху частинки у однорiдному гравi-

тацiйному полi. На рух частинки впливає тiльки некомутативнiсть iм-

пульсiв. Траєкторiя руху частинки у однорiдному гравiтацiйному полi

у некомутативному фазовому просторi зi сферичною симетрiєю вiд-

повiдає траєкторiї гармонiчного осцилятора у звичному просторi та

залежить вiд параметра iмпульсної некомутративностi та вiд маси ча-

стинки (див. (5.255)). Некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює поруше-

ння слабкого принципу еквiвалентностi. Виконання цього принципу

для частинки у однорiдному полi у сферично-симетричному кванто-

ваному фазовому просторi можна вiдновити, припустивши, що тензор

iмпульсної некомутативностi залежить вiд маси як (5.79).

У бiльш загальному випадку, для частинки у неоднорiдному гра-

вiтацiйному полi, рiвняння руху, записанi з точнiстю до другого поряд-

ку за параметрами некомутативностей, залежать вiд параметрiв коор-

динатної та iмпульсної некомутативностей. При виконаннi рiвностей

(5.75), (5.78), квантовi рiвняння руху залежать вiд вiдношення сталої

Планка до маси (5.278),(5.279), а класичнi рiвняння руху не залежать

вiд маси. Показано, що умови (5.75), (5.78) дозволяють також вiднови-
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ти незалежнiсть руху центра мас системи частинок (макроскопiчного

тiла) у гравiтацiйному полi вiд маси системи та її композицiї. На осно-

вi отриманих результатiв, запропоновано сферично-симетричну, iнва-

рiантну вiдносно iнверсiї часу алгебру з некомутативнiстю координат

та некомутативнiстю iмпульсiв (5.285)-(5.287), яка описує квантовний

фазовий простiр зi збереженим слабким принципом еквiвалентностi.
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Роздiл 6

Проблема опису руху

макроскопiчного тiла у просторi з

некомутативнiстю Лi типу та

принцип еквiвалентностi

6.1 Вступ

Багато уваги придiлялося дослiдженням простору з некомутативнiстю

Лi типу (1.39) [26–29, 121–127]. Зокрема, вивчалися проблеми побудо-

ви некомутативних алгебр Лi типу [27, 28, 121, 124], проблеми теорiї

поля [122, 123, 125, 243], атом водню [244, 245]. У статтях [26, 121] зна-

йдено та проаналiзовано рiвняння Ньютона для частинки, на яку дiє

постiйна сила, у квантованих просторах, якi характеризуються спiв-

вiдношеннями (1.40)-(1.42), (1.43)-(1.46), (1.50)-(1.53), (1.54)-(1.57).

Проблема опису руху системи багатьох частинок, вiдома як про-

блема футбольного м’яча [168,169,246–248], iснує також у квантовано-

му просторi, який описується некомутативною алгеброю Лi типу (1.39).

Важливим є розв’язання цiєї проблеми, оскiльки це дозволить вивчати

вплив квантованостi простору на широкий клас фiзичних систем.

У цьому роздiлi ми дослiджуємо дужки Пуассона для координат

та iмпульсiв центра мас багаточастинкової системи у квантованому

просторi (1.39) та знаходимо умови, при яких цi спiввiдношення вiдпо-



230

вiдають спiввiдношенням алгебри Лi типу. На основi iдеї про зв’язок

параметрiв алгебри з масою розв’язується проблема порушення слаб-

кого принципу еквiвалентностi в рамках рiзних некомутативних алгебр

Лi типу. Також ми знаходимо, що припущення про залежнiсть пара-

метрiв деформованої алгебри вiд маси дозволяє побудувати послiдов-

ну фiзичну теорiю опису руху багаточастинкових систем та зберегти

принцип еквiвалентностi у квантованому просторi, який характеризу-

ється алгеброю

[t,Xi] = 0, (6.1)

[Xi, Xj] = i~f
(
t

τ

)
θij, (6.2)

де θij – параметри некомутативностi, якi є константами, i, j = (1, 2, 3),

t вiдiграє роль параметру. τ – константа, яка має розмiрнiсть часу,

f (t/τ) – функцiя вiд часу

f

(
t

τ

)
= f

(
sh
(
t

τ

)
, ch
(
t

τ

))
, (6.3)

чи

f

(
t

τ

)
= f

(
sin

(
t

τ

)
, cos

(
t

τ

))
. (6.4)

Алгебра (6.1), (6.2) з (6.3) чи (6.4) вiдома у лiтературi, як алгебра з

деформацiєю кручення (twist deformed algebra) [249,250].

Структура роздiлу є наступна: у пiдроздiлi 6.2 розв’язується про-

блема опису системи частинок у некомутативному просторi Лi типу; у

пiдроздiлi 6.3 дослiджується слабкий принцип еквiвалентностi в рам-

ках рiзних некомутативних алгебр та пропонується шлях для його вiд-

новлення; у пiдроздiлi 6.4 запропоновано умови на параметри алгебри

з деформацiєю кручення при яких координати центра мас не залежать

вiд iмпульсiв вiдносного руху та можуть розглядатися як кiнематичнi
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змiннi, також вiдновлюється слабкий принцип еквiвалентностi; роздiл

закiнчується висновками.

Представленi у роздiлi результати опублiковано у статтях [40,42].

6.2 Некомутативна алгебра для координат та iм-

пульсiв центра мас та параметри некомутатив-

ностi

6.2.1 Комутатор координат пропорцiйний часу

Розгляньмо для початку частковий випадок некомутативної алгебри

Лi типу, коли комутатор просторових координат пропорцiйний до часу

(1.40)-(1.42). У класичнiй границi ~ → 0 комутацiйнi спiввiдношення

(1.40)-(1.42) перейдуть у такi дужки Пуассона [26]

{Xi, Xj} =
t

κ
(δiρδjτ − δiτδjρ) , (6.5)

{Xi, Pj} = δij, (6.6)

{Pi, Pj} = 0, (6.7)

де iндекси ρ, τ є фiксованими та рiзними, i, j = (1, 2, 3). Для прикладу,

якщо ми виберемо ρ = 1, τ = 2, отримаємо:

{X1, X2} =
t

κ
, (6.8)

{X2, X3} = {X1, X3} = 0. (6.9)

У загальному випадку координати рiзних частинок можуть задоволь-

няти некомутативну алгебру з рiзними параметрами κ. Отже, роз-

гляньмо таке узагальнення некомутативної алгебри (1.40)-(1.42)

{X(a)
i , X

(b)
j } =

t

κa
(δiρδjτ − δiτδjρ) δab, (6.10)
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{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij, (6.11)

{P (a)
i , P

(b)
j } = 0, (6.12)

де iндекси a та b позначають частинки.

Дослiдiмо дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра

мас. Розгляньмо систему N частинок з масами ma та введемо коор-

динати та iмпульси центра мас, координати та iмпульси вiдносного

руху, як у випадку звичного простору P̃ =
∑

aP
(a), X̃ =

∑
a µaX

(a),

∆Pa = P(a) − µaP̃ ∆X(a) = X(a) − X̃, де µa = ma/M , M =
∑

ama.

Координати X(a)
i та iмпульси P (a)

i частинок задовольняють спiввiдно-

шення (6.10)-(6.12). Для координат та iмпульсiв центра мас, координат

та iмпульсiв вiдносного руху отримаємо такi рiвностi:

{X̃i, X̃j} = t
∑
a

µ2a
κa

(δiρδjτ − δiτδjρ) ,(6.13)

{X̃i, P̃j} = δij, {P̃i, P̃j} = 0,(6.14)

{∆X
(a)
i ,∆X

(b)
j } = t

(
δab

κa
− µa
κa

− µb
κb

+
∑
c

µ2c
κc

)
(δiρδjτ − δiτδjρ) ,(6.15)

{∆X
(a)
i ,∆P

(b)
j } = δab − µb, (6.16)

{∆X
(a)
i , X̃j} = t

(
µa
κa

−
∑
c

µ2c
κc

)
(δiρδjτ − δiτδjρ) , (6.17)

{∆P
(a)
i ,∆P

(b)
i } = {P̃i,∆P

(b)
j } = 0. (6.18)

Аналiзуючи (6.13), (6.14), можемо зробити висновок, що координати

центра мас задовольняють алгебру Лi типу (6.10)-(6.12) з параметра-

ми, якi залежать вiд параметрiв некомутативної алгебри для коорди-

нат та iмпульсiв частинок κa, а також вiд величин µa

θ̃0ij =
∑
a

µ2a
κa

(δiρδjτ − δjτδiρ) =
1

κeff
(δiρδjτ − δiτδjρ) . (6.19)
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Тут ми використали позначення:

1

κeff
=
∑
a

µ2a
κa
. (6.20)

Iз (6.19) випливає, що координати та iмпульси центра мас систем ча-

стинок (макроскопiчних тiл) з однаковими масами M , проте рiзними

масами частинок ma, якi входять до їх складу, задовольняють спiввiд-

ношення алгебри Лi з рiзними параметрами. Також варто вiдзначити,

що дужки Пуассона {∆X
(a)
i , X̃j} вiдмiннi вiд нуля, маємо (6.17). От-

же, на рух центра мас системи частинок у квантованому просторi з

алгеброю Лi типу (1.40)-(1.42) впливає вiдносний рух i навпаки.

Розгляньмо таку залежнiсть параметра алгебри Лi типу вiд маси:

κa
ma

= γκ = const, (6.21)

тут γκ – константа, яка є однаковою для частинок з рiзними масами.

При виконаннi рiвностi (6.21) маємо: {∆X
(a)
i , X̃j} = 0. Звiдси випли-

ває, що рух центра мас та вiдносний рух можуть розглядатися незале-

жно. Також у випадку, коли рiвнiсть (6.21) задовольняється, отрима-

ємо, що параметр некомутативної алгебри Лi типу для координат та

iмпульсiв центра мас визначається як

θ̃0ij =
1

γκM
(δiρδjτ − δjτδiρ) . (6.22)

Отже, дужки Пуассона для координат центра мас системи залежать

вiд її маси та не залежать вiд мас та параметрiв κa частинок, якi її

формують. Звернiмо увагу, що порiвнявши (6.22) з (6.19) отримаємо

κeff
M

= γκ. (6.23)

Отже, залежнiсть (6.21) також виконується для κeff . Ефективний па-

раметр алгебри Лi типу (6.22) є обернено пропорцiйний до маси систе-

ми.
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6.2.2 Комутатор координат пропорцiйний координатi

Дослiдiмо iнший випадок алгебри з некомутативнiстю Лi типу, а са-

ме коли комутатор просторових координат пропорцiйний просторовiй

координатi (1.43)-(1.46). У класичнiй границi отримаємо такi дужки

Пуассона:

{Xk, Xγ} =
Xl

κ̃
, {Xl, Xγ} = −Xk

κ̃
, (6.24)

{Pk, Xγ} =
Pl

κ̃
, {Pl, Xγ} = −Pk

κ̃
, (6.25)

{Xi, Pj} = δij, {Xγ, Pγ} = 1, (6.26)

{Xk, Xl} = {Pm, Pn} = 0, (6.27)

тут iндекси k, l, γ є фiксованi та рiзнi, k, l, γ = (1, 2, 3), i ̸= γ, j ̸= γ та

m,n = (1, 2, 3), κ̃ – константа [26]. Розгляньмо таке узагальнення ал-

гебри Лi типу (6.24)-(6.27) для координат X(a) та iмпульсiв P (a) рiзних

частинок

{X(a)
k , X(b)

γ } = δab
X

(a)
l

κ̃
, {X(a)

l , X(b)
γ } = −δab

X
(a)
k

κ̃
, (6.28)

{P (a)
k , X(b)

γ } = δab
P

(a)
l

κ̃
, {P (a)

l , X(b)
γ } = −δab

P
(a)
k

κ̃
, (6.29)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij, {X(a)

γ , P (b)
γ } = δab, (6.30)

{X(a)
k , X

(b)
l } = {P (a)

m , P (b)
n } = 0. (6.31)

Iндекси a, b позначають частинки. У цьому випадку для координат та

iмпульсiв центра мас, координат та iмпульсiв вiдносного руху, означе-

них звично, взявши до уваги (6.28)-(6.31), знайдемо:

{X̃k, X̃γ} =
∑
a

µ2aX
(a)
l

κ̃a
, {X̃l, X̃γ} = −

∑
a

µ2aX
(a)
k

κ̃a
, (6.32)
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{P̃k, X̃γ} =
∑
a

µaP
(a)
l

κ̃a
, {P̃l, X̃γ} = −

∑
a

µaP
(a)
k

κ̃a
, (6.33)

{X̃i, P̃j} = δij, {X̃γ, P̃γ} = 1 (6.34)

{X̃k, X̃l} = {P̃m, P̃n} = 0. (6.35)

Важливо зауважити, що спiввiдношення для координат центра мас

(6.32) не вiдповiдають спiввiдношенням алгебри Лi типу (6.28). Дужки

Пуассона для координат центра мас залежать вiд виразiв∑
a

µ2aX
(a)
l

κ̃a
̸= 1

κ̃eff
X̃l, (6.36)

∑
a

µ2aX
(a)
k

κ̃a
̸= 1

κ̃eff
X̃k, (6.37)

якi залежать вiд параметрiв κ̃a, координат частинок, що формують

систему, їхнiх мас, та не пропорцiйнi до координат центра мас. Такий

самий висновок можна зробити, аналiзуючи рiвностi (6.33). Дужки Пу-

ассона (6.33) не вiдповiдають спiввiдношенням (6.29) некомутативної

алгебри (6.28)-(6.31). Дужки Пуассона для iмпульсiв та координат цен-

тра мас не пропорцiйнi до iмпульсiв центра мас, а залежать вiд iмпуль-

сiв та мас частинок, якi формують систему, а також вiд параметрiв κ̃a∑
a

µaP
(a)
l

κ̃a
̸= P̃l

κ̃eff
, (6.38)

∑
a

µaP
(a)
k

κ̃a
̸= P̃k

κ̃eff
. (6.39)

Отже, iснує проблема опису руху центра мас макроскопiчного тiла

(системи частинок) у просторi з некомутативною алгеброю Лi типу

(6.28)-(6.31). Ми не можемо узагальнювати спiввiдношення алгебри

Лi (6.28)-(6.31) для координат та iмпульсiв центра мас. Iз (6.32)-(6.35)
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випливає, що вплив квантованостi простору на рух систем (макроско-

пiчних тiл) з однаковими масами та рiзними композицiями є рiзний.

Вiдзначимо, що у випадку, коли виконується умова:

κ̃a
ma

= γκ̃ = const, (6.40)

можемо записати:

{X̃k, X̃γ} =
1

κ̃eff
X̃l, {X̃l, X̃γ} = − 1

κ̃eff
X̃k, (6.41)

{P̃k, X̃γ} =
P̃l

κ̃eff
, {P̃l, X̃γ} = − P̃k

κ̃eff
, (6.42)

де ми використали позначення:

κ̃eff = γκ̃M. (6.43)

Тут γκ̃ – константа, яка не залежить вiд маси. Отже, якщо виконується

умова (6.40) у спiввiдношеннях (6.41), (6.42) маємо координати та iм-

пульси центра мас. Отже, дужки Пуассона (6.41), (6.42) вiдповiдають

спiввiдношенням некомутативної алгебри Лi типу (6.28), (6.29).

Звернiмо увагу, що у просторi з некомутативнiстю Лi типу (6.28)-

(6.31) координати центра мас та координати вiдносного руху задоволь-

няють такi рiвностi

{∆X
(a)
k , X̃γ} = {X̃k,∆X

(a)
γ } =

µaX
(a)
l

κ̃a
−
∑
b

µ2bX
(b)
l

κ̃b
, (6.44)

{∆X
(a)
l , X̃γ} = {X̃l,∆X

(a)
γ } = −

µaX
(a)
k

κ̃a
+
∑
b

µ2bX
(b)
k

κ̃b
, (6.45)

{∆X
(a)
k , X̃l} = {∆X

(a)
l , X̃k} = 0, (6.46)
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{P̃k,∆X
(a)
γ } =

P
(a)
l

κ̃a
−
∑
b

µbP
(b)
l

κ̃b
, (6.47)

{P̃l,∆X
(a)
γ } = −

P
(a)
k

κ̃a
+
∑
b

µbP
(b)
k

κ̃b
, (6.48)

{∆P
(a)
k , X̃γ} = µa

(
P

(a)
l

κ̃a
−
∑
b

µbP
(b)
l

κ̃b

)
, (6.49)

{∆P
(a)
l , X̃γ} = −µa

(
P

(a)
k

κ̃a
−
∑
b

µbP
(b)
k

κ̃b

)
, (6.50)

{P̃k,∆X
(a)
l } = {P̃l,∆X

(a)
k } = 0, (6.51)

{∆P
(a)
l , X̃k} = {∆P

(a)
k , X̃l} = 0. (6.52)

Навiть коли умова (6.40) задовольняється, маємо, що дужки Пуассона

(6.44)-(6.52) можуть бути переписанi у бiльш простому виглядi

{∆X
(a)
k , X̃γ} = {X̃k,∆X

(a)
γ } =

1

κ̃eff
∆X

(a)
l , (6.53)

{∆X
(a)
l , X̃γ} = {X̃l,∆X

(a)
γ } = − 1

κ̃eff
∆X

(a)
k , (6.54)

{P̃k,∆X
(a)
γ } =

1

κ̃a
∆P

(a)
l , {P̃l,∆X

(a)
γ } = − 1

κ̃a
∆P

(a)
k , (6.55)

{∆P
(a)
k , X̃γ} =

1

κ̃eff
∆P

(a)
l , {∆P

(a)
l , X̃γ} = − 1

κ̃eff
∆P

(a)
k , (6.56)

проте вони не дорiвнюють нулевi. Отже, модифiкацiя спiввiдношень

для координат та iмпульсiв (6.28)-(6.31) зумовлює залежнiсть руху

центра мас системи вiд вiдносного руху та навпаки.
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6.2.3 Узагальнена некомутативна алгебра Лi типу

Розгляньмо узагальнену алгебру з некомутативнiстю Лi типу (1.47)-

(1.49), якiй у класичнiй границi вiдповiдають такi дужки Пуассона:

{Xi, Xj} = θ0ijt+ θkijXk, (6.57)

{Xi, Pj} = δij + θ̄kijXk + θ̃kijPk, (6.58)

{Pi, Pj} = 0. (6.59)

Координати та iмпульси рiзних частинок можуть задовольняти

спiввiдношення некомутативної алгебри з рiзними параметрами. От-

же, запишемо такi спiввiдношення:

{X(a)
i , X

(b)
j } = δabθ

0(a)
ij t+ δabθ

k(a)
ij X

(a)
k , (6.60)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij + δabθ̄

k(a)
ij X

(a)
k + δabθ̃

k(a)
ij P a

k , (6.61)

{P (a)
i , P

(b)
j } = 0. (6.62)

Врахувавши (6.60)-(6.62), для координат та iмпульсiв центра мас зна-

йдемо:

{X̃i, X̃j} =
∑
a

µ2aθ
0(a)
ij t+

∑
a

µ2aθ
k(a)
ij X

(a)
k , (6.63)

{X̃i, P̃j} = δij +
∑
a

µaθ̄
k(a)
ij X

(a)
k +

∑
a

µaθ̃
k(a)
ij P a

k , (6.64)

{P̃i, P̃j} = 0. (6.65)

У випадку узагальненої некомутативної алгебри також маємо пробле-

му невiдповiдностi спiввiдношень для координат та iмпульсiв центра

мас алгебрi Лi типу.

На основi результатiв, отриманих в рамках алгебр (6.10)-(6.12),

(6.28)-(6.31) знаходимо, що у випадку, коли параметри узагальненої
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некомутативної алгебри Лi типу (6.57)-(6.59) залежать вiд маси як

θ
0(a)
ij ma = γ0ij = const, (6.66)

θ
k(a)
ij ma = γkij = const, (6.67)

θ̃
k(a)
ij ma = γ̃kij = const, (6.68)

(тут константи γ0ij, γkij, γ̃kij є однаковими для всiх частинок та є анти-

симетричними за нижнiми iндексами), а константи θ̄
k(a)
ij не залежать

вiд параметрiв частинок

θ̄
k(a)
ij = θ̄kij, (6.69)

алгебра для координат та iмпульсiв центра мас є алгеброю Лi типу та

вiдтворює некомутативну алгебру для координат та iмпульсiв части-

нок з параметрами:

θ
0(eff)
ij =

γ0ij
M
, θ

k(eff)
ij =

γkij
M
, θ̃

k(eff)
ij =

γ̃kij
M
, (6.70)

де M =
∑

ama. Маємо:

{X̃i, X̃j} = θ
0(eff)
ij t+ θ

k(eff)
ij X̃k, (6.71)

{X̃i, P̃j} = δij + θ̄kijX̃k + θ̃
k(eff)
ij P̃k. (6.72)

У часткових випадках (6.5)-(6.7), (6.24)-(6.27) некомутативної ал-

гебри (6.57)-(6.59) умови (6.66)-(6.68) можуть бути переписанi як (6.21),

(6.40), та з (6.69) випливає:

κ̄a = κ̄. (6.73)

Зауважимо, що результати, представленi у цьому пiдроздiлi, є справе-

дливi також для квантового випадку.
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У наступному пiдроздiлi буде показано, що припущення про зале-

жнiсть параметрiв некомутативної алгебри вiд маси дозволяє розв’яза-

ти проблему порушення слабкого принципу еквiвалентностi в рамках

рiзних алгебр Лi типу.

6.3 Слабкий принцип еквiвалентностi у квантова-

ному просторi з алгеброю Лi типу

Дослiдiмо виконання слабкого принципу еквiвалентностi у просторi

з некомутативнiстю Лi типу. Розгляньмо рух частинки з масою m у

гравiтацiйному полi. Запишемо гамiльтонiан

H =
P2

2m
+mV (X1, X2, X3), (6.74)

тут функцiя V = V (X1, X2, X3) описує поле. Звернiмо увагу, що у

гамiльтонiанi (6.74) iнерцiйна маса дорiвнює гравiтацiйнiй (у першому

та другому доданках маємо однаковi маси m).

Для початку розгляньмо випадок, коли дужки Пуассона для ко-

ординат пропорцiйнi часу (6.5)-(6.7). У статтi [26] рiвняння руху бу-

ли представленi для випадку довiльного поля. Врахувавши вигляд га-

мiльтонiану (6.74) та спiввiдношення алгебри Лi типу (6.5)-(6.7), для

частинки у гравiтацiйному полi можемо записати:

Ẋi = {Xi, H} =
Pi

m
+
tm

κ

∂V

∂Xk
(δiρδkτ − δiτδkρ) , (6.75)

Ṗi = {Pi, H} = −m ∂V

∂Xi
. (6.76)

Звернiмо увагу, шо через те, що координати та iмпульси частинки за-

довольняють спiввiдношення алгебри Лi типу (6.5)-(6.7), у рiвняннях

(6.75) маємо додатковий доданок, який пропорцiйний до маси m. От-
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же, можемо зробити висновок, що слабкий принцип еквiвалентностi

порушується у квантованому просторi Лi типу (6.5)-(6.7).

Важливо зауважити, що коли зберiгається рiвнiсть (6.21), рiвнян-

ня руху можуть бути переписанi через вiдношення iмпульсiв до маси:

P ′
i = Pi/m

Ẋi = P ′
i +

t

γκ

∂V

∂Xk
(δiρδkτ − δiτδkρ) , (6.77)

Ṗ ′
i = − ∂V

∂Xi
. (6.78)

Звернiмо увагу, що у рiвняння (6.77), (6.78) маса не входить. Цi рiв-

няння залежать вiд константи γκ, яка не залежить вiд параметрiв ча-

стинок. Тому розв’язки рiвнянь (6.77), (6.78) Xi(t), P ′
i (t) не залежать

вiд маси. Отже, слабкий принцип еквiвалентностi у просторi з неко-

мутативною алгеброю Лi типу (6.5)-(6.7) зберiгається при виконаннi

рiвностi (6.21).

Розгляньмо також слабкий принцип еквiвалентностi у квантова-

ному просторi, в якому комутатор двох координат пропорцiйний до

третьої (1.43)-(1.46). Врахувавши вираз для гамiльтонiану (6.74) та

дужки Пуассона (6.24)-(6.27), отримаємо:

Ẋk =
Pk

m
+
mXl

κ̃

∂V

∂Xγ
, Ẋl =

Pl

m
− mXk

κ̃

∂V

∂Xγ
, (6.79)

Ẋγ =
Pγ

m
− mXl

κ̃

∂V

∂Xk
+
mXk

κ̃

∂V

∂Xl
, (6.80)

Ṗk = −m ∂V

∂Xk
+
mPl

κ̃

∂V

∂Xγ
, Ṗl = −m ∂V

∂Xl
− mPk

κ̃

∂V

∂Xγ
, (6.81)

Ṗγ = −m ∂V

∂Xγ
. (6.82)

Аналiзуючи рiвняння (6.79)-(6.82), можемо зробити висновок, що якщо

ми припустимо, що параметри κ̃ алгебри Лi типу (6.24)-(6.27) є одна-
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ковими для частинок з рiзними масами, частинки в гравiтацiному полi

будуть рухатися зi швидкiстю, яка визначається їх масою. Отже, де-

формацiя дужок Пуассона (6.24)-(6.27) зумовлює порушення слабкого

принципу еквiвалентностi.

Зауважимо, що у випадку, коли параметр алгебри Лi типу (6.24)-

(6.27) є залежний вiд маси як (6.40), маємо такi рiвняння:

Ẋk = P ′
k +

Xl

γκ̃

∂V

∂Xγ
, Ẋl = P ′

l −
Xk

γκ̃

∂V

∂Xγ
, (6.83)

Ẋγ = P ′
γ −

Xl

γκ̃

∂V

∂Xk
+
Xk

γκ̃

∂V

∂Xl
, (6.84)

Ṗ ′
k = − ∂V

∂Xk
+
P ′
l

γκ̃

∂V

∂Xγ
, Ṗ ′

l = − ∂V

∂Xl
− P ′

k

γκ̃

∂V

∂Xγ
, (6.85)

Ṗ ′
γ = − ∂V

∂Xγ
. (6.86)

Рiвняння (6.83)-(6.86) та їх роз’язки Xk(t), Xl(t), Xγ(t), P ′
k(t), P

′
l (t),

P ′
γ(t) є однаковi для частинок з рiзними масами. Отже, коли викону-

ється рiвнiсть (6.40), слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається у

просторi з алгеброю (6.24)-(6.27).

У бiльш загальному випадку некомутативної алгебри Лi типу (1.47)-

(1.49) рiвняння руху для частинки в гравiтацiйному полi (6.74) мають

такий вигляд:

Ẋi =
Pi

m
+ θ̄kij

PjXk

m
+ θ̃kij

PjPk

m
+m(θ0ijt+ θkijXk)

∂V

∂Xj
, (6.87)

Ṗi = −m ∂V

∂Xi
−m(θ̄kijXk + θ̃kijPk)

∂V

∂Xj
. (6.88)

Коли параметри θ0ij, θkij, θ̃kij, задовольняють умови (6.66)-(6.68) та па-
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раметри θ̄kij є однаковi для рiзних частинок (6.69), можемо записати:

Ẋi = P ′
i + θ̄kijP

′
jXk + γ̃kijP

′
jP

′
k + (γ0ijt+ γkijXk)

∂V

∂Xj
, (6.89)

Ṗ ′
i = − ∂V

∂Xi
− (θ̄kijXk + γ̃kijP

′
k)
∂V

∂Xj
, (6.90)

тут P ′
i = Pi/m. Аналiзуючи рiвняння (6.89), (6.90), бачимо, що у про-

сторi з некомутативнiстю Лi типу (1.47)-(1.49) принцип еквiвалентно-

стi зберiгається, якщо не порушуються рiвностi (6.66)-(6.68), (6.69).

На завершення цього пiдроздiлу розгляньмо випадок руху тiла

(системи частинок) з масою M у гравiтацiйному полi у просторi з не-

комутативнiстю Лi типу та дослiдiмо виконання слабкого принципу

еквiвалентностi. Розгляньмо гамiльтонiан:

H =
P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2, X̃3) +Hrel, (6.91)

де X̃i, P̃i – координати та iмпульси центра мас тiла, функцiя V (X̃1, X̃2, X̃3)

описує поле. Гамiльтонiан Hrel залежить вiд координат та iмпульсiв

вiдносного руху.

Для початку дослiдiмо випадок некомутативної алгебри Лi типу,

яка характеризується спiввiдношеннями (1.40)-(1.42). Як було показа-

но у попередньому пiдроздiлi, координати та iмпульси центра мас, ко-

ординати та iмпульси вiдносного руху задовольняють рiвностi (6.13)-

(6.18). У попередньому пiдроздiлi ми також прийшли до висновку, що

у випадку коли параметр алгебри Лi типу залежить вiд маси (6.21),

маємо {∆X
(a)
i , X̃j} = 0. Отже, виконується рiвнiсть:

{ P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2, X̃3), Hrel} = 0, (6.92)

та ми можемо розглядати рух центра мас незалежно вiд вiдносного

руху. Врахувавши (6.91) та (6.13), (6.14), знайдемо рiвняння руху для
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центра мас тiла у гравiтацiйному полi:

˙̃Xi =
P̃i

M
+ tM

∑
a

µ2a
κa

(δiρδjτ − δiτδjρ)
∂V

∂X̃j

, (6.93)

˙̃Pi = −M ∂V

∂X̃i

. (6.94)

Зауважимо, що крiм залежностi швидкостi тiла вiд його маси M , iз

(6.93) можемо зробити висновок, що у випадку, коли параметри неко-

мутативної алгебри Лi типу є однаковими для рiзних частинок, швид-

кiсть тiла у гравiтацiйному полi залежить вiд мас частинок, якi його

формують, та вiд параметрiв κa. Це також зумовлює порушення слаб-

кого принципу еквiвалентностi. Врахувавши рiвнiсть (6.21) та викори-

ставши позначення P̃ ′
i = P̃i/M , отримаємо:

˙̃Xi = P̃ ′
i + t

∑
a

1

γκ
(δiρδjτ − δiτδjρ)

∂V

∂X̃j

, (6.95)

˙̃P ′
i = − ∂V

∂X̃i

. (6.96)

З (6.95), (6.96) маємо, що рiвняння руху тiла у гравiтацiйному полi

не залежать вiд мас частинок, якi його формують, та вiд повної маси

тiла. Слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається.

У квантованому просторi з узагальненою алгеброю Лi типу (6.57)-

(6.59), розглянувши випадок, коли впливом вiдносного руху на рух

центра мас можна знехтувати та врахувавши умови на параметри ал-

гебри (6.66)-(6.68), (6.69), можемо записати такi рiвняння руху тiла у

гравiтацiйному полi V (X̃1, X̃2, X̃3)

˙̃Xi = P̃ ′
i +
(
θ̄kijX̃k + γ̃kijP̃

′
k

)
P̃ ′
j +
(
γ0ijt+ γkijX̃k

) ∂V

∂X̃j

, (6.97)

˙̃P ′
i = − ∂V

∂X̃i

−
(
θ̄kijX̃k + γ̃kijP̃

′
k

) ∂V

∂X̃j

, (6.98)
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тут P̃ ′
i = P̃i/M , M маса тiла. Отриманi рiвняння залежать вiд кон-

стант γ0ij, γkij, γ̃kij та є однаковими для тiл з рiзними масами та рiзними

композицiями. Отже, слабкий принцип еквiвалентностi вiдновлюється

у некомутативному просторi Лi типу, якщо параметри алгебри задо-

вольняють рiвностi (6.66)-(6.68), (6.69).

У наступному пiдроздiлi буде знайдено, що зв’язок параметрiв

деформованої алгебри з масою є також важливий у просторi з дефор-

мацiєю кручення (6.1), (6.2).

6.4 Параметри деформацiї у просторi з деформа-

цiєю кручення

Розгляньмо систему частинок у просторi з деформацiєю кручення (6.1),

(6.2). Спiввiдношення алгебри (6.1), (6.2) можуть бути узагальненi на

випадок координат та iмпульсiв рiзних частинок X(a)
i , P (a)

i як

[X
(a)
i , X

(b)
j ] = i~δabf

(
t

τ

)
θ
(a)
ij , (6.99)

[t,X
(a)
j ] = 0, [P

(a)
i , P

(b)
j ] = 0, (6.100)

[X
(a)
i , P

(b)
j ] = δijδabi~, (6.101)

тут θ
(a)
ij – параметри деформацiї, якi вiдповiдають частинцi з масою

ma.

Для координат та iмпульсiв центра мас координат та iмпульсiв

вiдносного руху, визначених традицiйно P̃ =
∑

aP
(a), X̃ =

∑
a µaX

(a),

∆Pa = P(a) − µaP̃, ∆X(a) = X(a) − X̃, у просторi з деформацiєю кру-

чення маємо такi спiввiдношення:

[X̃i, X̃j] = i~f
(
t

τ

)∑
a

µ2aθ
(a)
ij , (6.102)
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[P̃i, P̃j] = 0, [X̃, P̃j] = i~δij, (6.103)

[∆X
(a)
i ,∆X

(b)
j ] =

= i~f
(
t

τ

)(
δabθ

(a)
ij − µaθ

(a)
ij − µbθ

(b)
ij +

∑
d

µ2dθ
(d)
ij

)
, (6.104)

[∆X
(a)
i ,∆P

(b)
j ] = i~(δab − µb), (6.105)

[∆P
(a)
i ,∆P

(b)
i ] = 0. (6.106)

Також координати центра мас та координати вiдносного руху задо-

вольняють рiвностi:

[∆X
(a)
i , X̃j] = i~f

(
t

τ

)(
µaθ

(a)
ij −

∑
d

µ2dθ
(d)
ij

)
. (6.107)

Припустивши, що добуток maθ
(a)
ij дорiвнює константi γij, яка не

залежить вiд маси,

maθ
(a)
ij = γij = const, (6.108)

отримаємо, що координати центра мас, означенi традицiйно, задоволь-

няють спiввiдношення (6.2) з ефективним параметром θeffij = γij/M та

комутують з координатами вiдносного руху [∆X
(a)
i , X̃j] = 0.

Також у випадку, коли виконується умова (6.108), рiвняння руху

у гравiтацiйному полi не залежать вiд маси. Для частинки (макроско-

пiчного тiла) з масою m у гравiтацiйному полi V = V (X1, X2, X3), з

гамiльтонiаном (6.74) у просторi з комутацiйними спiввiдношеннями

(6.1), (6.2) маємо такi рiвняння руху:

Ẋi = P ′
i + f

(
t

τ

)
γij

∂V

∂Xj
, (6.109)

Ṗ ′
i = − ∂V

∂Xi
, (6.110)
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де P ′
i = Pi/m. Отриманi рiвняння не залежать вiд маси, отже, у про-

сторi з деформацiєю кручення слабкий принцип еквiвалентностi вiд-

новлюється.

Звернiмо увагу, що припущення про залежнiсть параметра дефор-

мацiї вiд маси також дозволяє розв’язати проблему кiнематичних змiн-

них. Оператори координат та оператори iмпульсiв, якi задовольняють

спiввiдношення (6.99)-(6.101) можуть бути представленi як

X
(a)
i = x

(a)
i − 1

2
f

(
t

τ

)
θ
(a)
ij p

(a)
j , (6.111)

P
(a)
i = p

(a)
i . (6.112)

Для координат та iмпульсiв x(a)i , p(a)i у представленнi (6.111), (6.112)

виконуються звичнi рiвностi [x
(a)
i , x

(b)
j ] = [p

(a)
i , p

(b)
j ] = 0, [x

(a)
i , p

(b)
j ] =

δijδabi~. Представлення для координат (6.111) мiстить iмпульси p(a)j =

P
(a)
j , якi залежать вiд маси. Зважаючи на це, координати X(a)

i не мо-

жуть розглядатися як кiнематичнi змiннi.

Розглянувши залежнiсть (6.108), можемо записати:

X
(a)
i = x

(a)
i − f

(
t

τ

)
γijp

(a)
j

2ma
. (6.113)

Отже, завдяки рiвностi (6.108) у просторi з деформацiєю кручення

розв’язується проблема кiнематичних змiнних.

Врахувавши означення координат та iмпульсiв центра мас та ви-

користавши представлення (6.111), знайдемо:

X̃i =
∑
a

µaX
(a)
i = x̃i −

1

2
f

(
t

τ

)∑
a

µaθ
(a)
ij p

(a)
j , (6.114)

P̃i =
∑
a

P
(a)
i = p̃i, (6.115)

де координати та iмпульси x̃i, p̃i, визначаються як x̃i =
∑

a µax
(a)
i ,

p̃i =
∑

a p
(a)
i та задовольняють спiввiдношення [x̃i, x̃j] = [p̃i, p̃j] = 0,
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[x̃i, p̃j] = i~δij. Легко переконатися, що для координат (6.114) викону-

ється (6.102).

Звернiмо увагу, що з (6.114), (6.115) випливає, що координати цен-

тра мас системи залежать вiд iмпульсiв частинок p
(a)
j = P

(a)
j , а тому

залежать вiд iмпульсiв центра мас та iмпульсiв вiдносного руху

X̃i = x̃i −
1

2
f

(
t

τ

)∑
a

µaθ
(a)
ij (∆P

(a)
j + µaP̃j). (6.116)

У випадку, коли виконується рiвнiсть (6.108), отримаємо:

X̃i = x̃i − f

(
t

τ

)
γijP̃j

2M
. (6.117)

Отже, завдяки припущенню про залежнiсть параметрiв деформацiї вiд

маси (6.108) координати центра мас не залежать вiд iмпульсiв вiдно-

сного руху. Рух центра мас багаточастинкової системи та вiдносний

рухи можуть розглядатися незалежно.

6.5 Висновки до роздiлу 6

Дослiджено проблему опису руху багаточастинкової системи в рамках

рiзних некомутативних алгебр Лi типу (дужки Пуассона для коорди-

нат пропорцiйнi до часу (6.5)-(6.7), дужки Пуассона для координат

пропорцiйнi координатi (6.24)-(6.27), узагальнена некомутативна ал-

гебра (6.57)-(6.59)). Спiввiдношення некомутативних алгебр Лi типу

узагальнено для координат та iмпульсiв рiзних частинок. Ми показа-

ли, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра мас систе-

ми залежать вiд мас та координат частинок, що входять до її складу,

та не вiдповiдають спiввiдношенням некомутативної алгебри Лi типу.

Знайдено, що у випадку, коли параметри θ0ij, θkij, θ̃kij узагальненої не-

комутативної алгебри Лi типу (6.57)-(6.59), якi вiдповiдають частин-

цi, є обернено пропорцiйнi до її маси (6.66)-(6.68), а параметри θ̄kij є
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однаковими для рiзних частинок (6.69), дужки Пуассона для коор-

динат та iмпульсiв центра мас системи вiдтворюють спiввiдношення

узагальненої алгебри Лi типу. Отже, проблема опису руху багаточа-

стинкової системи розв’язується. У часткових випадках, коли дужки

Пуассона для координат пропорцiйнi до часу (6.5)-(6.7), дужки Пуас-

сона для двох координат пропорцiйнi iншiй координатi (6.24)-(6.27),

умови (6.66)-(6.68) зводяться до (6.21), (6.40), вiдповiдно. Ми також

знайшли, що у квантованому просторi (6.5)-(6.7) завдяки умовi (6.21)

дужки Пуассона для координат центра мас та вiдносного руху дорiв-

нюють нулю. Як результат, рух центра мас та вiдносний рух є незале-

жними. У випадку коли дужки Пуассона для координат пропорцiйнi

до iншої координати (6.24)-(6.27), рух центра мас багаточастинкової

системи та вiдносний рухи не можуть вивчатися окремо, навiть при

залежностi параметра алгебри (6.40) вiд маси.

Знайдено рiвняння руху частинки (тiла) у гравiтацiйному полi

у просторi з некомутативнiстю Лi типу та проаналiзовано виконан-

ня слабкого принципу еквiвалентностi. Отримано, що рiвняння руху

для частинки (тiла) у гравiтацiному полi у просторi з некомутатив-

ною алгеброю Лi типу мiстять доданки залежнi вiд маси. Отже, слаб-

кий принцип еквiвалентностi не виконується. Отримано, що припуще-

ння про залежнiсть параметрiв алгебри Лi типу (6.57)-(6.59) вiд маси

(6.66)-(6.68), а також умова (6.69) дозволяють вiдновити незалежнiсть

руху тiла у гравiтацiйному полi вiд його маси та вiд мас частинок,

якi входять до його складу, та, як наслiдок, зберегти слабкий принцип

еквiвалентностi.

Знайдено, що результати та висновки, отриманi в рамках алге-

бри з некомутативнiстю Лi типу, можуть бути узагальненi на випадок,

коли комутатор координат пропорцiйний до функцiї часу. Розгляну-



250

то простiр з деформацiєю кручення, який характеризується спiввiдно-

шеннями (6.1), (6.2). Показано, що у такому просторi не виконується

слабкий принцип екiвiвалентностi, координати частинок залежать вiд

маси, координати центра мас системи залежать вiд iмпульсiв вiдно-

сного руху. Встановлено, що у випадку, коли добуток параметра де-

формацiї та маси є величиною сталою (6.108), вiдновлюється слабкий

принцип еквiвалентностi, некомутативнi координати не залежать вiд

маси та можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi, координати цен-

тра мас не залежать вiд iмпульсiв вiдносного руху.

Отже, припустивши, що параметри алгебр, якi описують кванто-

ваний простiр, залежать вiд маси, можна розв’язати важливi проблеми

у некомутативному просторi Лi типу, у просторi з деформацiєю кру-

чення. А також, як було показано у попереднiх роздiлах роботи, зале-

жнiсть параметрiв деформованих алгебр вiд маси важлива у просторi

з деформованою алгеброю Снайдера, у просторi з деформованою ал-

геброю Кемпфа, квантованому фазовому просторi канонiчного типу,

квантованому фазовому просторi канонiчного типу зi сферичною си-

метрiєю. Отриманi результати дозволяють зробити висновок, що iдея

про залежнiсть параметрiв деформованих алгебр вiд маси є важлива

для побудови послiдовної теорiї квантованого простору зi збереженими

фундаментальними законами та принципами.
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Роздiл 7

Кореляцiйнi функцiї бозе-газу у

квантованому просторi та

можливостi експериментального

спостереження нулiв статистичної

суми

7.1 Вступ

У роздiлi розглядається простiр з мiнiмальною довжиною та мiнi-

мальним iмпульсом, який описується деформованою алгеброю (1.71)

[131–135]. Важливо зауважити, що деформацiя комутацiйного спiввiд-

ношення для оператора координати та iмпульсу (1.71) пов’язана з q-

деформованою алгеброю для операторiв знищення a та породження

a+

[a, a+]q = aa+ − qa+a = 1. (7.1)

А саме, алгебра (1.71) вiдповiдає алгебрi (7.1) з параметром

q =
1 + ~

√
αβ

1 − ~
√
αβ

, (7.2)

[251]. Зауважимо, що дослiдження q-деформованих комутацiйних спiв-

вiдношень привернули багато уваги (див., для прикладу [133,251–254]

та посилання у них).
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У роздiлi вивчається система бозе-частинок у квантованому про-

сторi з мiнiмальною довжиною та мiнiмальним iмпульсом (1.71), чи

еквiвалентно q-деформований бозе-газ. Знаходяться та дослiджуються

двочасовi кореляцiйнi функцiї такої системи та встановлюється зв’я-

зок цих функцiй зi сатистичною сумою q-деформованого бозе-газу при

комплекснiй температурi. Така статистична сума може мати нулi, якi

вiдомi у лiтературi, як нулi Фiшера [37].

Нулi статистичної суми з гамiльтонiаном, який мiстить компле-

кснi параметри, пiсля публiкацiй Лi та Янга [35,36] вiдомi у лiтерату-

рi, як нулi Лi-Янга. У роботi [36] Лi та Янг дослiдили нулi статисти-

чної суми спiнової системи. А саме, була розглянута модель Iзiнга з

комплексним магнiтним полем. Вченi довели теорему про те, що нулi

статистичної суми цiєї системи є уявними. У статтi [255] знайдено, що

для будь-якої моделi, подiбної до моделi Iзiнга з феромагнiтною взає-

модiєю, виконується теорема про те, що нулi статистичної суми є уявнi

(див. також [256–258]).

Аналiз нулiв статистичної суми проводиться для вивчення термо-

динамiчних властивостей багаточастинкових систем, дослiдження фа-

зових переходiв [259]. Зокрема, широко використовується у статисти-

чнiй фiзицi метод аналiзу густини нулiв статистичної суми [260–262].

Цей метод був представлений у статтi [260]. Тому знаходження та до-

слiдження нулiв Лi-Янга та нулiв Фiшера мають фундаментальну ва-

жливiсть (див., для прикладу, роботи [263–266] та посилання у них).

Фiзичнi системи, якi описуються гамiльтонiанами з комплексними

параметрами, довгий час розглядалися, як такi, що експерименталь-

но не можуть бути реалiзованi. Тому вважалося, що нулi Лi-Янга чи

нулi Фiшера не можуть бути експериментально визначенi, а лише об-

численi теоретично. У 2012 роцi у роботi [38] було запропоновано шлях
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для експериметального спостереження нулiв Лi-Янга. А вже у 2015 ро-

цi проведено перший експеримент з вимiрювання когерентностi спiну,

який взаємодiє з системою спiнiв з взаємодiєю Iзiнга. Цей експеримент

дозволив вимiряти нулi Лi-Янга для спiнової системи.

У лiтературi вiдомо багато робiт, якi присвяченi дослiдженню ну-

лiв статистичної суми для спiнових систем [38, 39, 260–262, 267–276].

Нулi Лi-Янга чи нулi Фiшера для бозе- чи фермi-систем є не так добре

дослiдженими (див., для прикладу, [277–281]).

У цьому роздiлi ми знаходимо зв’язок нулiв двочасових кореля-

цiйних функцiй бозе-газу у просторi з мiнiмальною довжиною та мiнi-

мальним iмпульсом (q-деформованого бозе-газу) з нулями Фiшера. Та-

кож ми встановлюємо, що подiбний зв’язок iснує для нулiв двочасових

кореляцiйних функцiй взаємодiючого бозе-газу та нулiв кореляцiйних

функцiй пробного спiна, який взаємодiє зi спiновою системою. Цi нулi

пов’язанi з нулями Лi-Янга. Такi результати вiдкривають новi можли-

востi для експериментального спостереження нулiв статистичної суми.

Роздiл має таку структуру. У пiдроздiлi 7.2 дослiджуються ну-

лi кореляцiйних функцiй для q-деформованого бозе-газу та встанов-

люється їх зв’язок iз нулями Фiшера. Детально розглядається випа-

док q-деформованих бозе-частинок на двох рiвнях. Можливостi експе-

риментального спостереження нулiв статистичної суми вивчаються у

пiдроздiлах 7.3, 7.4. А саме, у пiдроздiлi 7.3 знаходиться зв’язок нулiв

кореляцiйних функцiй взаємодiючого бозе-газу, який описується моде-

ллю Бозе-Хаббарда, з нулями Лi-Янга. Нулi кореляцiної функцiї для

спiна, який взаємодiє зi спiновою системою, та їх зв’язок з нулями ста-

тистичної суми знайдено у пiдроздiлi 7.4. В кiнцi роздiлу представлено

висновки.

Результати, висвiтленi у цьому роздiлi, опублiковано у статтях
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[52, 57,60].

7.2 Зв’язок нулiв двочасових кореляцiйних фун-

кцiй q-деформованого бозе-газу з нулями Фi-

шера

Розгляньмо N бозе-частинок на s рiвнях ϵi (i = 1, 2, ...s) у просторi,

який характеризується спiввiдношенням (1.71). Гамiльтонiан системи

має вигляд:

H =
s∑

i=1

ϵia
+
i ai, (7.3)

див., для прикладу, [282–284]. Оператори a+i , ai – оператори поро-

дження та знищення бозона на i-тому рiвнi. Для a+i , ai виконуються

q-деформованi спiввiдношення (7.1). Оператори, якi вiдповiдають рi-

зним рiвням, комутують.

[ai, a
+
j ] = [ai, aj] = [a+i , a

+
j ] = 0, (7.4)

де i ̸= j. Також для оператора кiлькостi частинок n̂i на i-ому рiвнi та

операторiв породження та знищення a+i , ai виконуються такi комута-

цiйнi спiввiдношення:

[ai, n̂i] = ai, (7.5)

[a+i , n̂i] = −a+i , (7.6)

(див., для прикладу, [285]) Оператори ai, a+i , n̂i можуть бути представ-

ленi через оператори знищення та породження bi, b+i , комутатори для

яких мають звичний вигляд:

[bi, b
+
j ] = δij, (7.7)
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А саме, iснує таке представлення

ai = bif(b+i bi), (7.8)

a+i = f(b+i bi)b
+
i , (7.9)

де функцiя f має такий вигляд:

f(x) =

√
[x]q
x
, (7.10)

[x]q =
qx − 1

q − 1
, (7.11)

(див., для прикладу, [286]). Звернiмо увагу, що оператори bi, b+i та

оператор кiлькостi частинок

n̂i = b+i bi, (7.12)

задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення:

[bi, n̂i] = bi, (7.13)

[b+i , n̂i] = −b+i . (7.14)

Енергетичнi рiвнi системи бозе-частинок з гамiльтонiаном (7.3) є

такими:

En1,n2,...,ns
=

s∑
i=1

ϵi[ni]q, (7.15)

де ni – числа заповнення, ni = 0, 1, 2, ..., [ni]q позначає q-деформованi

числа заповнення, якi визначаються як (7.11).

Зауважимо, що ми вивчаємо канонiчний ансамбль з фiксованою

кiлькiстю частинок N . Тому для чисел заповнення ni виконується така

умова:
s∑

i=1

ni = N. (7.16)
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Дослiдiмо двочасовi кореляцiйнi функцiї для бозе-газу у просторi

з мiнiмальною довжиною та мiнiмальним iмпульсом (q-деформованого

бозе-газу). Цi функцiї означаються як

⟨
s∏

j=1

a+j (t1)aj(t2)⟩ =
1

Z(β)
Tre−βHa+1 (t1)a1(t2)...a

+
s (t1)as(t2), (7.17)

тут оператори aj(t) мають такий вигляд

aj(t) = eiHt/~aje
−iHt/~, (7.18)

Z(β) – статистична сума

Z(β) = Tre−βH , (7.19)

β =
1

kT
. (7.20)

Врахувавши вигляд гамiльтонiану системи (7.3) у виразi (7.18),

можемо записати:

aj(t) = eiϵja
+
j ajt/~aje

−iϵja
+
j ajt/~. (7.21)

Перепишемо оператори aj(t) у зручному виглядi для обчислення

кореляцiйних функцiй. Для цього використаємо такi тотожностi

ajf(a+j aj) = f(aja
+
j )aj = f(qa+j aj + 1)aj, (7.22)

f(a+j aj)aj = f(aja
+
j /q − 1/q)aj = ajf(a+j aj/q − 1/q), (7.23)

якi виконуються для довiльної функцiї f , для якої iснує розклад в

ряд Тейлора (див., для прикладу, [287]). На основi тотожностi (7.23),

запишемо aj(t) як

aj(t) = aje
−iϵjt/q~e−i(1−1/q)ϵja

+
j ajt/~. (7.24)

Для оператора a+j (t), спряженого до aj(t), маємо такий результат:

a+j (t) = eiϵjt/q~ei(1−1/q)ϵja
+
j ajt/~a+j . (7.25)
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Використавши отриманi вирази (7.24), (7.25), запишемо двочасову

кореляцiйну функцiю (7.17)

⟨
s∏

j=1

a+j (t1)aj(t2)⟩ =
1

Z(β)
Tre−βH

s∏
j=1

eiϵjτ/q~ei(1−1/q)ϵja
+
j ajτ/~a+j aj =

= ei
∑

j ϵjτ/q~
1

Z(β)
Tre−βHe

∑
j i(1−1/q)ϵja

+
j ajτ/~

s∏
j=1

a+j aj,

(7.26)

тут для зручностi ми ввели позначення:

τ = t1 − t2. (7.27)

Врахувавши (7.3), перепишемо вираз для кореляцiйної функцiї у та-

кому виглядi:

⟨
s∏

j=1

a+j (t1)aj(t2)⟩ = ei
∑

j ϵjτ/q~
1

Z(β)
Tre−β̃H

s∏
j=1

a+j aj, (7.28)

де β̃ – комплексна температура, яка визначається як:

β̃ = β − i

(
1 − 1

q

)
τ

~
= β + iβ1. (7.29)

Важливо зазначити, що уявна частина комплексної температури β1

появляється через квантованiсть простору (чи q-деформацiєю спiввiд-

ношень для операторiв породження та знищення), а також пов’язана

з еволюцiєю системи. Зауважимо, що, поклавши q = 1, отримаємо, що

величина β̃ є дiйсною.

Вираз для кореляцiйної функцiї можна переписати як

⟨
s∏

j=1

a+j (t1)aj(t2)⟩ = ei
∑

j ϵjτ/q~
1

Z(β)

(
−1

β̃

)s
(

s∏
j=1

∂

∂ϵj

)
Tre−β̃H . (7.30)

Обчисливши Tr за власними станами гамiльтонiана (7.3), знайдемо:

Z(β̃) = Tre−β̃H =
N∑

n1=0

N∑
n2=0

· · ·
N∑

ns=0

e−β̃(ϵ1[n1]q+ϵ2[n2]q+...+ϵs[ns]q). (7.31)
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Звернiмо увагу, що сума у (7.31) не може бути факторизована, оскiль-

ки для чисел заповнення nj виконується рiвнiсть (7.16).

Важливо, що у виразi (7.31) статистична сума залежить вiд ком-

плексної температури. Отже, ми встановили зв’язок двочасової ко-

реляцiйної функцiї q-деформованого бозе-газу з статистичною сумою

при комплекснiй температурi (7.30), а тому знайшли зв’язок нулiв ко-

реляцiйної функцiї з нулями Фiшера.

7.2.1 Дворiвнева система бозе-частинок

Розгляньмо випадок дворiвневої системи. Дослiдiмо систему N бозе-

частинок, яка описуються гамiльтонiаном (7.3) з s = 2. З умови (7.16),

отримаємо: n2 = N − n1. Отже, статистична сума (7.31) може бути

зведена до такого вигляду

Z(β̃) =
N∑

n1=0

e−β̃(ϵ1[n1]q+ϵ2[N−n1]q). (7.32)

Запишемо кореляцiйну функцiю у цьому випадку

⟨a+1 (t1)a1(t2)a
+
2 (t1)a2(t2)⟩ =

= ei
∑

j ϵjτ/q~
1

Z(β)

N∑
n1=0

e−β̃(ϵ1[n1]q+ϵ2[N−n1]q)[n1]q[N − n1]q =

= ei
∑

j ϵjτ/q~
Zc(β̃)

Z(β)
. (7.33)

Для зручностi ми ввели позначення:

Zc(β̃) =
N∑

n1=0

e−β̃(ϵ1[n1]q+ϵ2[N−n1]q)[n1]q[N − n1]q. (7.34)

Зауважимо, що нулi статистичної суми Zc(β̃) вiдповiдають нулям

кореляцiйної функцiї. Знайдемо нулi кореляцiйної функцiї та нулi ста-
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тистичної суми у часткових випадках, коли кiлькiсть частинок у си-

стемi мала.

Для одночастинкової системи (N = 1) маємо, що кореляцiйна

функцiя дорiвнює нулевi, та статистичну суму можемо записати як:

Z(β̃) = e−β̃ϵ1
(

1 + e−β̃∆ϵ
)
, (7.35)

де

∆ϵ = ϵ2 − ϵ1. (7.36)

Рiвняння Z(β̃) = 0 має такi розв’язки:

β = 0, β1∆ϵ = π(2n+ 1), n = 0,±1,±2, ... (7.37)

де β та β1 є дiйсна та уявна частини β̃.

Введемо нову змiнну z = e−β̃ϵ1. В комплекснiй площинi z нулi ле-

жать на колi одиничного радiуса. Звернiмо увагу, що iз (7.29) маємо,

що у випадку, коли оператори породження та знищення задовольня-

ють звичнi спiввiдношення (q = 1), уявна частина температури до-

рiвнює нулевi β1 = 0. Тому у звичному просторi статистична сума

бозе-газу (7.3) з s = 2 не має нулiв.

У випадку двочастинкової системи N = 2, ми також маємо три-

вiальний результат для кореляцiйної функцiї. Ця функцiя дорiвнює

нулю.

Для системи трьох частинок N = 3 можемо записати

Zc(β̃) = (1 + q)e−β̃(ϵ1(q+1)+ϵ2)
(

1 + e−β̃q∆ϵ
)
. (7.38)

Кореляцiйна функцiя має нулi при

β = 0, β1q∆ϵ = π(2n+ 1), n = 0,±1,±2, ... (7.39)
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Iз (7.29) та (7.39) маємо, що кореляцiйна функцiя дорiвнює нулевi при

τ =
~

(q − 1)∆ϵ
π(2n+ 1), n = 0,±1,±2, ... (7.40)

Нулi кореляцiйної фукцiї лежать на колi одиничного радiуса в площинi

z. Коли параметр деформацiї q дорiвнює одиницi, кореляцiйна функцiя

не має скiнченних нулiв. Звернiмо увагу, що у границi q → 1 нулi

кореляцiйної функцiї прямують до нескiнченостi.

У загальному випадку для системи N бозе-частинок нулi ста-

тистичної суми та нулi кореляцiйної функцiї в комплекснiй площинi

z = e−β̃ϵ1 визначаються як нулi полiному з дiйсними степенями

Z =
N∑

n1=0

z[n1]q+[N−n1]qϵ2/ϵ1, (7.41)

Zc =
N∑

n1=0

z[n1]q+[N−n1]qϵ2/ϵ1[n1]q[N − n1]q. (7.42)

При q = 2 величини

[n1]q = 2n1 − 1, (7.43)

[N − n1]q = 2N−n1 − 1, (7.44)

є цiлими. Тому у випадку, коли вiдношення ϵ2/ϵ1 є також цiлим, ви-

рази (7.41), (7.42) можуть бути переписаними, як полiноми z з цiлими

степенями. Маємо:

Z =
N∑

n1=0

z(2
n1−1)+(2N−n1−1)ϵ2/ϵ1, (7.45)

Zc =
N∑

n1=0

z(2
n1−1)+(2N−n1−1)ϵ2/ϵ1(2n1 − 1)(2N−n1 − 1). (7.46)

Нулi статистичної суми (7.45) та нулi кореляцiйної функцiї (7.46) пред-

ставлено на рис. 7.1. Зауважимо, що кiлькiсть нулiв Фiшера є бiльшою



261

вiд числа частинок N . Це пов’язано з тим, що залежнiсть енергiї вiд

кiлькостi q-деформованих бозе-частинок на заданому рiвнi є експонен-

цiйною.

a

б

Рис. 7.1: Нулi Фiшера (7.45) (позначенi хрестиками) та нулi кореляцiйної функцiї

(7.46) (позначенi колами) для q = 2, ϵ2 = 0 (a) N = 5, (б) N = 7.

Звернiмо увагу, що знайдена рiвнiсть (7.30) пов’язує нулi ста-

тистичної суми з експериментально спостережуваними величинами.

Тому отриманий результат вiдкриває новi можливостi для спостере-

ження нулiв Фiшера. Тут варто також зауважити, що нещодавно q-
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деформований осцилятор був експериментально реалiзований з вико-

ристанням коливалього контуру [288]. Тому ми сподiваємося, що отри-

маний результат (7.30) вiдкриє можливiсть експериментального спо-

стереження нулiв Фiшера для системи, описаної у роботi [288].

Квантованiсть простору (1.71) чи q-деформацiя комутацiйних спiв-

вiдношень для операторiв породження та знищення ефективно зумов-

люють взаємодiю бозе-частинок [289,290]. Тому з метою пошуку нових

можливостей спостереження нулiв статистичної суми важливо дослi-

дити також кореляцiйнi функцiї взаємодiючого бозе-газу, що буде зро-

блено у наступному пiдроздiлi.

7.3 Кореляцiйнi функцiї взаємодiючого бозе-газу

та нулi Лi-Янга

Дослiдiмо кореляцiйнi функцiї системи N бозе-частинок з гамiльтонi-

аном:

H =
s∑

i=1

ϵin̂i + γ
s∑

i=1

n̂2i , (7.47)

де s – кiлькiсть рiвнiв, ϵi – енергетичнi рiвнi невзаємодiючих частинок,

γ – константа взаємодiї (γ > 0 вiдповiдає вiдштовхуванню, γ < 0

вiдповiдає притягянню), n̂i – оператор кiлькостi частинок на i-тому

рiвнi, який має вигляд

n̂i = a+i ai, (7.48)

де a+i , ai – оператори породження та знищення частинки, для яких

виконується спiввiдношення [ai, a
+
j ] = δij. Власнi значення опера-

тора n̂i є такими ni = 0, 1, 2, .... Зауважимо, що ми розглядаємо га-

мiльтонiан (7.47), який є спрощеним варiантом гамiльтонiану Бозе-
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Хаббарда [291–293]. Також ми вивчаємо випадок, коли кiлькiсть ча-

стинок системи є фiксована та дорiвнюєN . Тому для чисел заповнення

ni виконується умова (7.16).

Для системи з гамiльтонiаном (7.47) порахуємо двочасову коре-

ляцiйну функцiю:

⟨a+j (t1)aj(t2)⟩ =
1

Z
Tre−βHa+j (t1)aj(t2), (7.49)

де оператори aj(t) визначаються як

aj(t) = eiHt/~aje
−iHt/~, (7.50)

Z – статистична сума

Z = Tre−βH , (7.51)

β = 1/kT .

Врахувавши вигляд гамiльтонiану (7.47), отримаємо:

aj(t) = ei(ϵj n̂j+γ(n̂j)
2)t/~aje

−i(ϵj n̂j+γ(n̂j)
2)t/~. (7.52)

Використавши тотожнiсть

ajf(n̂) = ajf(a+j aj) = f(aja
+
j )aj = f(n̂+ 1)aj, (7.53)

(див., для прикладу, [287]), ми можемо переписати aj(t) як

aj(t) = ei(ϵj n̂j+γ(n̂j)
2)t/~e−i(ϵj(n̂j+1)+γ(n̂j+1)2)t/~aj =

= e−i(ϵj+γ+2γn̂j)t/~aj. (7.54)

Запишемо оператор aj(t) у виглядi

aj(t) = aje
−i(ϵj−γ+2γn̂j)t/~, (7.55)

та знайдемо спряжений оператор

a+j (t) = ei(ϵj−γ+2γn̂j)t/~a+j . (7.56)
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Пiдставивши вирази для aj(t) та a+j (t) в (7.49), отримаємо такий ре-

зультат

⟨a+j (t1)aj(t2)⟩ = ei(ϵj−γ)τ/~ 1

Z
Tre−βHei2γn̂jτ/~a+j aj =

ei(ϵj−γ)τ/~ 1

Z
Tre−βH̃ n̂j, (7.57)

де ми використали позначення:

τ = t1 − t2. (7.58)

Означимо гамiльтонiан

H̃ =
s∑

k=1

ϵ̃kn̂k + γ
s∑

k=1

n̂2k, (7.59)

де

ϵ̃k = ϵk, коли k ̸= j, (7.60)

ϵ̃j = ϵj − i
2γτ

β~
. (7.61)

У (7.61) iндекс j вiдповiдає енергетичному рiвню, для якого розра-

ховується двочасова кореляцiйна функцiя (7.49). Цей iндекс є фiксо-

ваний. Важливо звернути увагу, що гамiльтонiан (7.59) залежить вiд

комплексного параметра (7.61). Обчисливши Tr за власними станами

операторiв кiлькостi частинок, знайдемо:

⟨a+j (t1)aj(t2)⟩ =

=
ei(ϵj−γ)τ/~

Z

∑
n1

∑
n2

...
∑
ns

nj exp

(
−β

s∑
k=1

(ϵ̃knk + γn2k)

)
. (7.62)

Нагадаймо, що для чисел заповнення у (7.62) виконується умова (7.16).

Тому у (7.62) сума за числами заповнення не може бути факторизова-

на.
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Ввiвши позначення:

Z̃ = Tre−βH̃ =
∑
n1

∑
n2

...
∑
ns

exp

(
−β

s∑
k=i

(ϵ̃knk + γn2k)

)
, (7.63)

де числа nk задовольняють умову (7.16), перепишемо кореляцiйну фун-

кцiю у такому виглядi:

⟨a+j (t1)aj(t2)⟩ = −i ~
2γ

ei(ϵj−γ)τ/~

Z

∂Z̃

∂τ
. (7.64)

Важливо звернути увагу, що гамiльтонiан у статистичнiй сумi

(7.63) залежить вiд комплексних величин. Отже, статистична сума Z̃

може дорiвнювати нулевi. Вiдзначимо, що вiдповiдно до отриманої рiв-

ностi (7.64) нулi Лi-Янга статистичної суми (7.63) пов’язанi з нулями

кореляцiйної функцiї. На основi (7.64), врахувавши, що при τ = 0

Z̃ = Z, отримаємо:

Z̃ = Z

(
i
2γ

~

∫ τ

0

dτ ′⟨a+j (t2 + τ ′)aj(t2)⟩e−i(ϵj−γ)τ ′/~ + 1

)
. (7.65)

7.3.1 Система бозе-частинок на двох рiвнях

Дослiдiмо кореляцiйнi функцiї системи N бозе-частинок з гамiльтонi-

аном (7.47) у випадку s = 2. Врахувавши (7.16), маємо n2 = N − n1.

Запишемо кореляцiйну функцiю для рiвня з j = 1 системи

⟨a+1 (t1)a1(t2)⟩ =

=
ei(ϵ1−γ)τ/~

Z
e−βϵ2N−βγN2

N∑
n1=0

n1e
−β(n1(ϵ1−ϵ2−2γN)+2γn2

1)ei2γn1τ/~. (7.66)

Вiдповiдно до (7.63) статистична сума з гамiльтонiаном, який мiстить

комплекснi параметри, для дворiвневої системи має такий вигляд:

Z̃ = e−βϵ2N−βγN2
N∑

n1=0

e−β(n1(ϵ1−ϵ2−2γN)+2γn2
1)ei2γn1τ/~. (7.67)
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Введемо таку комплексну змiнну:

q = e−β(ϵ1−ϵ2)+i2γτ/~ = ρeiϕ, (7.68)

тут

ρ = e−β(ϵ1−ϵ2), (7.69)

ϕ =
2γτ

~
. (7.70)

Вiдзначимо, що змiннi ρ, ϕ можуть розглядатися, як незалежнi,

якщо є незалежними параметри ϵ1 − ϵ2 та τ в гамiльтонiанi. У цьому

випадку можемо записати статистичну суму Z̃, як функцiю q, у такому

виглядi:

Z̃ = e−βϵ2N−βγN2

P1(q, β), (7.71)

тут

P1(q, β) =
N∑

n1=0

qn1e−β2γn1(n1−N). (7.72)

Введемо позначення

P2(q, β) =
N∑

n1=0

n1q
n1e−β2γn1(n1−N) = q

∂P1

∂q
, (7.73)

та запишемо кореляцiйну функцiю як

⟨a+1 (t1)a1(t2)⟩ =
ei(ϵ1−γ)τ/~

Z
e−βϵ2N−βγN2

P2(q, β). (7.74)

Вiдзначимо, що тут зручнiше розглядати похiдну за q нiж похiдну за

τ , як було зроблено у (7.64). Звернiмо увагу, що нулi статистичної суми

пов’язанi з нулями полiнома P1, а нулi кореляцiйної функцiї з нулями

полiнома P2.
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При високих температурах, розглянувши границю β → 0, маємо,

що нулi статистичної суми пов’язанi з нулями полiнома

P1(q, 0) =
N∑

n1=0

qn1 =
qN+1 − 1

q − 1
, (7.75)

а нулi кореляцiйної функцiї пов’язанi з нулями полiнома

P2(q, 0) =
N∑

n1=0

n1q
n1 =

q

(q − 1)2
(
NqN+1 − (N + 1)qN + 1

)
. (7.76)

Iз (7.75) випливає, що нулi Лi-Янга лежать в комплекснiй площинi

q на колi одиничного радiуса, а саме:

ρ = 1, ϕ =
2πl

N + 1
, (7.77)

де l = 1, 2, ...N . На рисунку 7.2 представлено нулi кореляцiйної функцiї

та нулi Лi-Янга при β → 0.

a б

Рис. 7.2: Нулi кореляцiйної функцiї, позначенi колами та нулi Лi-Янга, позначенi

хрестиками, у границi β → 0 для (a) N = 50, (б) N = 100.

На основiрiвностi (7.73) та за теоремою Гаусса-Лукаса, можемо зроби-

ти висновок, що опукла оболонка нулiв полiнома P1 (нулiв Лi-Янга)
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мiстить нулi полiнома P2. Отже, опукла оболонка нулiв Лi-Янга мi-

стить нулi кореляцiйної функцiї, що добре видно на рисунках 7.2-7.7,

де нулi кореляцiйної функцiї та нулi статистичної суми представлено

для рiзних кiлькостей частинок системиN та при рiзних температурах

β.

a б

Рис. 7.3: Нулi кореляцiної функцiї (7.74) (позначенi колами) та нулi Лi-Янга (7.71)

(позначенi хрестиками) для (a) N = 50, 2βγ = −1 (б) N = 100, 2βγ = −1.

a б

Рис. 7.4: Нулi кореляцiйної функцiї (7.74) (позначенi колами) та нулi Лi-Янга (7.71)

(позначенi хрестиками) для (a) N = 50, 2βγ = −0.01 (б) N = 100, 2βγ = −0.01.
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a

б

Рис. 7.5: Нулi кореляцiйної функцiї (7.74) (позначенi колами) та нулi Лi-Янга (7.71)

(позначенi хрестиками) для (a) N = 50, 2βγ = 0.01 (б) N = 100, 2βγ = 0.01.

Зауважимо також, що за теоремою Куртца [294] нулi полiнома

степеня n ≥ 2 з додатнiми коефiцiєнтами

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0 (7.78)

є дiйснi та рiзнi, якщо виконується умова:

a2i − 4ai−1ai+1 > 0, i = 1, 2...n− 1. (7.79)

Оскiльки коефiцiєнти полiнома є додатнiми, то в цьому випадку нулi

цього полiнома є вiд’ємнi.

Для полiнома P1(q, β) умова (7.79) задовольняється при

βγ >
ln 2

2
. (7.80)
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a

б

Рис. 7.6: Нулi кореляцiйної функцiї (7.74) (позначенi колами) та нулi Лi-Янга (7.71)

(позначенi хрестиками) для (a) N = 50, 2βγ = 0.1 (б) N = 100, 2βγ = 0.1.
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a б

Рис. 7.7: Нулi кореляцiної функцiї (7.74) (позначенi колами) та нулi Лi-Янга (7.71)

(позначенi хрестиками) для N = 20, 2βγ = ln 2 (a) на комплекснiй площинi q; (б)

в логарифмiчнiй шкалi.

Врахувавши (7.79), для P2(q, β) можемо записати:

βγ >
ln 2

2
− 1

4
ln

(
1 +

1

(N − 1)2 − 1

)
. (7.81)

Отримуємо, що цi умови виконуються при γ > 0. Вiдзначимо, що умо-

ва (7.81) накладає сильнiше обмеження на βγ нiж (7.80). Звiдси маємо,

що у випадку, коли нулi статистичної суми є дiйсними, також дiйсними

є нулi кореляцiйної функцiї. Цей висновок також випливає з теореми

Гауса-Лукаса. Отже, при виконаннi умови (7.80), нулi статистичної су-

ми та кореляцiйної функцiї є дiйсними, що показано на рисунку 7.7.

Дослiдiмо також верхню межу значень нулiв кореляцiйної функцiї

та нулiв Лi-Янга. Таку межу визначає межа Фудзiвара (Fujiwara) [295].

Для полiнома P1 у випадку γ > 0 отримаємо, що верхня межа нулiв

Лi-Янга визначається як

2e2βγ(N−1). (7.82)

Верхня межа для нулiв кореляцiйної функцiї (нулiв полiнома P2 ) у
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випадку γ > 0 має вигляд:

2(1 − 1/N)e2βγ(N−1). (7.83)

Цi результати пояснюють зображенi на рисунках (7.5)-(7.7) нулi Лi-

Янга та нулi кореляцiйної функцiї для систем з рiзними кiлькостями

частинок, а також при рiзних температурах у випадку γ > 0.

Коли γ < 0 та кiлькiсть частинок N є велика, верхня межа для

значень нулiв полiнома P1 має такий вигляд:

max(2e−2β|γ|, 2(1−1/N)), (7.84)

та верхня межа нулiв полiнома P2 має вигляд:

2(1/N)1/(N−1)e−2β|γ|. (7.85)

Цi результати пояснюють рисунки 7.3, 7.4, на яких представлено нулi

Лi-Янга та нулi кореляцiйної функцiї у випадку, коли бозе-частинки

притягуються. При низьких температурах, у границi β → ∞ отрима-

ємо:

P1 = 1 + qN , P2 = NqN . (7.86)

Отже, можемо зробити висновок, що у границi β → ∞ нулi Лi-Янга

лежать на колi

q = eiπ(2n+1), n = 0, 1, 2, ...N − 1, (7.87)

а нулi кореляцiйної функцiї досягаються при q = 0.

У наступному роздiлi буде дослiджено можливостi експеримен-

тального спостереження нулiв статистичної суми для спiнових систем.
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7.4 Двочасовi кореляцiйнi функцiї спiнових систем

та нулi Лi-Янга

Розгляньмо достатньо загальний гамiльтонiан

H = H ′ − h
N∑
j=1

σzj . (7.88)

де σαj – оператори Паулi, α = x, y, z, чи 1, 2, 3. Ми розглядаємо тiльки

одне обмеження на вираз для H ′, а саме, що комутатор цього гамiль-

тонiану з
∑N

i=1 σ
z
j дорiвнює нулю

[H ′,
N∑
j=1

σzj ] = 0. (7.89)

Для прикладу, гамiльтонiан H ′ може бути гамiльтонiаном Iзiнга

H ′ = −
∑
jj′

Jjj′σ
z
jσ

z
j′, (7.90)

(див., для прикладу, [296,297]) гамiльтонiаном Гайзенберга

H ′ = −
∑
jj′

Jjj′(σjσj′) (7.91)

(див., для прикладу, [297]) чи iншим гамiльтонiаном, для якого вико-

нується рiвнiсть (7.89).

Оператори Паулi σαj пов’язанi зi спiновими операторами sαj =

~σαj /2. Для σαj виконуються такi комутацiйнi та антикомутацiйнi спiв-

вiдношення:

[σαj , σ
β
j′] = 2iδjj′ϵ

αβγσγj , (7.92)

{σαi , σ
β
i } = 2δαβ, (7.93)

де ϵαβγ – антисиметричний тензор (див., для прикладу, [233]).
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Розгляньмо також пробний спiн-1/2, який взаємодiє зi спiновою

системою з гамiльтонiаном (7.88). Ця взаємодiя описується як

Hint = −λσz0
N∑
j=1

σzj , (7.94)

де λ – константа зв’язку, оператор σz0 вiдповiдає пробному спiну.

Отже, ми вивчаємо спiнову систему, яка описується гамiльтонiа-

ном:

HT = H +H0 +Hint, (7.95)

де H0 вiдповiдає гамiльтонiану пробного спiну в магнiтному полi h0

H0 = −h0σz0. (7.96)

Зауважимо, що подiбний до (7.95) гамiльтонiан вивчався в статтi [38].

Порахуймо кореляцiйну функцiю для пробного спiну. Розгляньмо

двочасову кореляцiйну функцiю, яка має такий вигляд:

⟨σ+0 (t+ τ)σ−0 (t)⟩ =
1

ZT
Tre−βHTσ+0 (t+ τ)σ−0 (t), (7.97)

тут

σ±0 =
σx0 ± iσy0

2
, (7.98)

ZT = Tre−βHT , (7.99)

Tr = Tr1,2,...,NTr0. (7.100)

Запишемо вигляд оператора σ−0 у представленнi Гайзенберга. Враху-

вавши, що комутатор операторiв пробного спiну з iншими операторами

дорiвнює нулю, знайдемо:

σ−0 (t) = eiHT t/~σ−0 e
−iHT t/~ =

e−iλσz
0

∑N
j=1 σ

z
j t/~−ih0σ

z
0t/~σ−0 e

iλσz
0

∑N
j=1 σ

z
j t/~+ih0σ

z
0t/~. (7.101)
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Взявши до уваги також антикомутацiйне спiввiдношення:

{σ−0 , σz0} = 0, (7.102)

отримаємо такий результат:

σ−0 (t) = σ−0 e
i2λσz

0

∑N
j=1 σ

z
j t/~+i2h0σ

z
0t/~. (7.103)

Знайдемо також вигляд оператора σ+0 (t), який є спряженим до σ−0 (t)

σ+0 (t) = e−i2λσz
0

∑N
j=1 σ

z
j t/~−i2h0σ

z
0t/~σ+0 . (7.104)

На основi отриманих результатiв отримаємо такий вираз для добутку

операторiв σ−0 (t) та σ+0 (t+ τ)

σ+0 (t+ τ)σ−0 (t) = e−i2λσz
0

∑N
j=1 σ

z
j (t+τ)/~−i2h0σ

z
0(t+τ)/~ ×

×σ+0 σ−0 ei2λσ
z
0

∑N
j=1 σ

z
j t/~+i2h0σ

z
0t/~ =

=
1

2
(1 + σz0)e

−i2λσz
0

∑N
j=1 σ

z
j τ/~−i2h0σ

z
0τ/~. (7.105)

Отже, врахувавши (7.95), можемо записати двочасову кореляцiйну фун-

кцiю як

⟨σ+0 (t+ τ)σ−0 (t)⟩ =
1

ZT
Tr1,2,...,NTr0e

−βHT
1

2
(1 + σz0) ×

×e−i2λσz
0

∑N
j=1 σ

z
j τ/~−i2h0σ

z
0τ/~ =

=
1

ZT
Tr1,2,...,Ne

−β(H ′−h
∑N

i=1 σ
z
j )Tr0

1

2
(1 + σz0) ×

×e(βλ−i2λτ/~)σz
0

∑N
j=1 σ

z
j+(βh0−2ih0τ/~)σz

0 . (7.106)

Для оператора Â, який комутує з σz0 виконується така рiвнiсть

Tr0
1

2
(1 + σz0)e

σz
0Â = eÂ, (7.107)
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Врахувавши це, порахуємо Tr за пробним спiном та отримаємо важли-

вий результат:

⟨σ+0 (t+ τ)σ−0 (t)⟩ =

=
e(βh0−2ih0τ/~)

ZT
Tr1,2,...,Ne

−β(H ′−h̃
∑N

j=1 σ
z
j ) =

= e(βh0−2ih0τ/~)Z(β, h̃)

ZT
, (7.108)

де Z(β, h̃) – статистична сума з гамiльтонiаном (7.88) у комплексному

магнiтному полi

h̃ = h+ λ− i
2λτ

β~
. (7.109)

Отже, рiвнiсть (7.108) пов’язує двочасову кореляцiйну функцiю

пробного спiну зi статистичної сумою спiнової системи у випадку ком-

плексного магнiтного поля. Звiдси можемо зробити висновок, що iснує

прямий зв’язок нулiв Лi-Янга (нулiв статистичної суми Z(β, h̃)) та ну-

лiв кореляцiйної функцiї.

7.4.1 Кореляцiйнi функцiї спiнiв у трикутному спiновому

кластерi

Одна iз найпростiших фiзичних систем, яка описується гамiльтонiаном

(7.95) є трикутний спiновий кластер. Гамiльтонiан цiєї системи

HT = −Jσz
0σ

z
1 − Jσz0σ

z
2 − Jσz1σ

z
2 − h(σz0 + σz1 + σz2) =

= −Jσz1σz2 − h(σz1 + σz2) − hσz0 − Jσz0(σ
z
1 + σz2), (7.110)
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може бути записаний як (7.95), де

H = −Jσz1σz2 − h(σz1 + σz2), (7.111)

H0 = −hσz0, (7.112)

Hint = −Jσz0(σz1 + σz2), (7.113)

тут λ = J , h0 = h. Тобто один iз спiнiв трикутного спiнового кластера,

для прикладу σ0, розглядаємо як пробний (див. рис. 7.8).

Рис. 7.8: Трикутний спiновий кластер, де σ0 – пробний спiн. Часова кореляцiй-

на функцiя пробного спiну є пропорцiйна до статистичної суми спiнiв σ1 та σ2 в

комплексному магнiтному полi.

Важливо зауважити, що така проста модель Iзiнга (7.110) описує

спiни, для прикладу, молекулярного трикутника диспрозiю (Molecular

Dysprosium Triangle) [298].

Вiдповiдно до отриманого результату (7.108) iснує зв’язок часо-

вої кореляцiйної функцiї спiна σ0 з статистичною сумою двох iнших

спiнiв системи, якi описуються гамiльтонiаном (7.111) в комплексному

магнiтному полi (7.109). Статистична сума визначається як

Z(β, h̃) = eβ(J−2h̃)
(
q2 + 2qe−2βJ + 1

)
, (7.114)
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де, для зручностi, ми ввели позначення

q = e2βh̃. (7.115)

Статистична сума дорiвнює нулю Z(β, h̃) = 0, коли

q± = −e−2βJ ±
√
e−4βJ − 1. (7.116)

Звернiмо увагу, що для J < 0 (антиферомагнiтна взаємодiя) розв’язки

(7.116) є дiйсними. У цьому випадку нулi статистичної суми не лежать

на колi, що узгоджується з результатами статей [38,299].

При J > 0 (феромагнiтна взаємодiя) маємо:

q± = −e−2βJ ± i
√

1 − e−4βJ . (7.117)

Звернiмо увагу, що |q±| = 1. Отже, результат (7.117) може бути пере-

писаний як

q± = eiϕ, (7.118)

ϕ = ∓arctg
√
e4βJ − 1 + π(2n+ 1),

n = 0,±1,±2, .... (7.119)

Звiдси випливає, що статистична сума дорiвнює нулю при уявному

магнiтному полi. Цей висновок узгоджується з теоремою Лi-Янга.

Врахувавши (7.109), (7.115) та (7.118) отримаємо, що кореляцiйна

функцiя та статистична сума мають нулi при

h = −λ, (7.120)

τ =
~
4λ

(
∓arctg

√
e4βJ − 1 + π(2n+ 1)

)
. (7.121)

Отже, у моменти часу (7.121) кореляцiйна функцiя та квадрат

її модуля дорiвнють нулю. Квадрат модуля кореляцiйної функцiї для
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Рис. 7.9: Квадрат модуля хвильової функцiї (7.108) для βλ = βJ = 0.5 та (a)

βh = −0.1, (b) βh = −0.2, (c) βh = −0.5

трикутного спiнового кластера

|⟨σ+0 (t+ τ)σ−0 (t)⟩|2

=
e2h(β+J)

(e3βJch(3βJ) + 3e−βJch(βJ))2

×
{

(ch(2β(h+ λ)) cos(4λτ/~) + e−2βJ)2

+ sh22β(h+ λ) sin2(4λτ/~)
}
, (7.122)

для рiзних магнiтних полiв h у випадку λ = J представлено на ри-

сунку 7.5. Щоб отримати (7.122) ми взяли до уваги (7.108), (7.114) та

обчислили статистичну суму

ZT = TreβHT = 2e3βJch(3βJ) + 6e−βJch(βJ). (7.123)

Як представлено на рис. 7.9, рис. 7.10 (a), коли h = −λ кореля-

цiйна функцiя має нулi, якi вiдповiдають нулям Лi-Янга. Нулi кореля-
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a

б

Рис. 7.10: Квадрат модуля кореляцiйної функцiї (7.108) для βλ = βJ = −βh =

0.5 (b) нулi Лi-Янга (7.117). Нулi Лi-Янга позначенi A та B вiдповiдають нулям

кореляцiйної функцiї A, B
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цiйної функцiї, позначенi на рис. 7.10 (a) як A, B, вiдповiдають нулям

Лi-Янга, якi позначенi як A, B на рис 7.10 (б).

7.5 Висновки до роздiлу 7

У роздiлi пораховано часовi кореляцiйнi функцiї системи бозе-частинок

у квантованому просторi з мiнiмальною довжиною та мiнiмальним

iмпульсом (q-деформований бозе-газ). Знайдено зв’язок кореляцiйних

функцiй системи зi статистичною сумою при комплекснiй температурi.

А саме, кореляцiйну функцiю q-деформованого бозе-газу представлено

у виглядi (7.30).

На основi результату (7.30) можемо зробити висновок, що нулi

кореляцiйної фукнкцiї q-деформованого бозе-газу (бозе-газу у кванто-

ваному просторi) пов’язанi з нулями Фiшера статистичної суми. Ва-

жливо вiдзначити, що комплексна температура появляється через q-

деформацiєю комутацiйних спiввiдношень для операторiв породження

та знищення, а також через еволюцiєю системи. Дослiджено частковий

випадок дворiвневої системи бозе-частинок з q-деформованими кому-

тацiйними спiввiдношеннями для операторiв породження та знищення.

Знайдено, що нулi кореляцiйної функцiї для одночастинкової системи

(N = 1) та системи трьох частинок (N = 3) в z-площинi лежать на

колi одиничного радiуса, що вiдповiдає повнiстю уявним нулям у β-

площинi. Кореляцiйна функцiя у цьому випадку дорiвнює нулю у мо-

менти часу, якi визначаються як (7.40). Детально дослiджено випадок,

коли q = 2, вiдношення ϵ2/ϵ1 є цiлим та нулi кореляцiйної функцiї, а

також нулi Фiшера є нулями полiнома з цiлими степенями. Знайдено,

що нулi статистичної суми та нулi кореляцiйної функцiї (рис. 7.1) у

цьому випадку лежать близько до кола з одиничним радiусом.
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Отриманий зв’язок нулiв кореляцiйної функцiї з нулями Фiшера

вiдкриває нову можливiсть спостереження цих нулiв на експериментi.

Зауважимо, що часовi кореляцiйнi функцiї є експериментально спо-

стережуваними величинами. Тому результат (7.30) пов’язує нулi Фi-

шера з експериментально спостережуваними величинами. Зазначимо,

що нещодавно q-деформований осцилятор був експериментально реа-

лiзований, використовуючи коливальний контур [288]. Тому знайдений

зв’язок нулiв кореляцiйних функцiй з нулями статистичної суми може

вiдкрити можливiсть експериментального спостереження нулiв Фiше-

ра для системи, запропонованої у роботi [288].

Дослiджено також можливостi експериментального спостережен-

ня нулiв статистичної суми для iнших систем. Встановлено, що зв’я-

зок нулiв статистичної суми з нулями кореляцiйної функцiї iснує та-

кож для взаємодiючого бозе-газу та спiнових систем. А саме, знайде-

но що двочасовi кореляцiйнi функцiї взаємодiючого бозе-газу можуть

бути представленi у виглядi (7.64). Iз отриманого результату (7.64)

випливає iснування зв’язку кореляцiйних функцiй зi статистичною су-

мою системи з комплексним параметрами, якi пов’язанi з параметрами

взаємодiї бозе-частинок. Тому iснує зв’язок нулiв двочасових кореля-

цiйних функцiй з нулями статистичної суми, якi вiдомi, як нулi Лi-

Янга. Важливо вiдзначити, що система взаємодiючих бозе-частинок

може реалiзовуватися експериментально [292,293]. Тому знайдена рiв-

нiсть (7.64) вiдкриває новi можливостi спостереження нулiв Лi-Янга

для бозе-систем на експериментах. Зауважимо, що у випадку, коли

взаємодiя мiж бозе-частинками є притягальною, у границi β → ∞,

що вiдповiдає низьким температурам, нулi Лi-Янга лежать на колi

q = eiπ(2n+1), де n = 0, 1, 2, ...N − 1, а нулi кореляцiйної функцiї дося-

гаються при q = 0. Зовсiм iнша ситуацiя спостерiгається при вiдштов-
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хуванню бозе-частинок. У цьому випадку знайдено умови на темпера-

туру та параметр взаємодiї (див. (7.80), (7.81)), при яких нулi Лi-Янга

та нулi кореляцiйної функцiї є дiйснi. Ми зробили висновок, що нулi

кореляцiйної функцiї та нулi Лi-Янга є дiйснi при низьких температу-

рах.

Знайдено можливiсть експериментального спостереження нулiв

Лi-Янга також для спiнових систем. А саме, встановлено прямий зв’я-

зок двочасової кореляцiйної функцiї спiнової системи з статистичною

сумою системи у комплексному полi (7.108). Уявна частина магнiтного

поля (7.109) пов’язана з часом еволюцiї. Тому експеримент з вимiрю-

вання часової кореляцiйної функцiї дає можливiсть спостерiгати нулi

статистичної суми системи. За теоремою Лi-Янга нулi статистичної су-

ми феромагнiтної спiнової системи знаходяться на уявнiй осi магнiтно-

го поля h̃. Звiдси випливає, що кореляцiйна функцiя та статистична

сума дорiнюють нулю при Re h̃ = 0, що вiдповiдає h = −λ. У цьому

випадку кореляцiйна функцiя дорiвнює нулю у рiзнi моменти часу. У

цi моменти часу також спостерiгаються нулi Лi-Янга.
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ВИСНОВКИ

У роботi дослiджено проблеми порушення фундаментальних за-

конiв та принципiв у квантованому просторi. Побудовано алгебру, яка

описує квантований фазовий простiр зi збереженими симетрiйними

властивостями (симетрiя вiдносно iнверсiї часу, сферична симетрiя).

Знайдено та проаналiзовано вплив квантованостi простору на власти-

востi класичних та квантових систем.

Серед основних наукових результатiв можна видiлити такi:

1. Знайдено умову на параметр алгебри Снайдера при якiй коорди-

нати не залежать вiд маси та можуть розглядатися як кiнемати-

чнi змiннi; iмпульси пропорцiйнi до маси; координати та iмпуль-

си центра мас задовольняють спiввiдношення алгебри Снайдера;

кiнетична енергiя є адитивною та незалежною вiд композицiї; ви-

конується слабкий принцип еквiвалентностi.

2. Розв’язано проблеми опису руху макроскопiчного тiла, порушен-

ня властивостей кiнетичної енергiї, порушення слабкого принципу

еквiвалентностi у просторi з алгеброю Кемпфа у всiх порядках за

параметрами деформацiї.

3. Отримано вираз для мiнiмальної довжини у шестивимiрному кван-

тованому фазовому просторi канонiчного типу на основi розв’яз-

кiв задачi на власнi значення оператора квадрату довжини.

4. Встановлено, що некомутативнiсть iмпульсiв канонiчного типу зу-
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мовлює залежнiсть траєкторiї вiльної частинки вiд маси, зале-

жнiсть руху центра мас системи вiльних частинок вiд вiдносного

руху, ефект розлiтання системи вiльних частинок з однаковими

початковими швидкостями.

5. Запропоновано залежностi параметрiв координатної та iмпульсної

некомутативностей вiд маси, при яких некомутативнi координати

можуть розглядатися як кiнематичнi змiннi; некомутативнi iм-

пульси пропорцiйнi до маси; iмпульс центра мас може бути озна-

чений, як iнтеграл руху; траєкторiя вiльної частинки не залежить

вiд її маси; виконується слабкий принцип еквiвалентностi, зберi-

гаються властивостi кiнетичної енергiї у квантованому фазовому

просторi канонiчного типу.

6. Знайдено верхню межу для параметра iмпульсної некомутативно-

стi, яка щонайменше на 10 порядкiв покращує (накладає сильнi-

ше обмеження на його величину) результати, вiдомi у лiтературi.

Оцiнку отримано на основi дослiджень зсуву перигелiю Мерку-

рiю з врахуванням особливостей опису руху макроскопiчних тiл

у некомутативному фазовому просторi.

7. Встановлено вплив некомутативностi координат та некомутатив-

ностi iмпульсiв канонiчного типу на параметр Етвеша для Землi

та Мiсяця. Показано, що параметр Етвеша не дорiвнює нулевi на-

вiть у випадку рiвностi гравiтацiйної та iнерцiйної мас.

8. Знайдено точний вираз для спектру системи двох частинок з осци-

ляторною взаємодiєю у чотиривимiрному некомутативному фазо-

вому просторi канонiчного типу.

9. Отримано точний розв’язок для перiоду руху по колу у неко-



286

мутативному фазовому просторi канонiчного типу. Встановлено,

що некомутативнiсть координат та некомутативнiсть iмпульсiв зу-

мовлюють залежнiсть перiоду руху по колу вiд його напрямку.

10. Побудовано алгебру з некомутативнiстю координат та некому-

тативнiстю iмпульсiв, яка є iнварiантна вiдносно iнверсiї часу,

сферично-симетрична, еквiвалентна до некомутативної алгебри

канонiчного типу та не зумовлює порушення слабкого принципу

еквiвалентностi.

11. Запропоновано узагальнення сферично-симетричної алгебри ка-

нонiчного типу для координат та iмпульсiв рiзних частинок, яке

дозволяє розглядати спiввiдношення алгебри також для коорди-

нат та iмпульсiв центра мас системи частинок.

12. З точнiстю до другого порядку за параметрами некомутативно-

стей знайдено енергетичнi рiвнi системи двох частинок з кулонiв-

ською взаємодiєю у сферично-симетричному квантованому фазо-

вому просторi. На основi отриманого результату проаналiзовано

вплив некомутативностi координат та некомутативностi iмпуль-

сiв на енергетичнi рiвнi атома водню, мюонного атома водню, ан-

типротонного гелiю. Встановлено, що дослiдження енергетичних

рiвнiв антипротонного гелiю дають можливiсть покращити оцiнки

для величини кванта простору.

13. Знайдено енергетичнi рiвнi симетричної мережi осциляторiв у одно-

рiдному полi та ланцюжка осциляторiв у сферично-симетричному

некомутативному фазовому просторi.

14. Отримано квантовi та класичнi рiвняння руху у гравiтацiйному

полi у сферично-симетричному квантованому фазовому просто-
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рi. Запропоновано залежностi тензорiв координатної та iмульсної

некомутативностей вiд маси, при яких класичнi рiвняння руху у

гравiтацiйному полi не залежать вiд маси, квантовi рiвняння руху

залежать вiд вiдношення сталої Планка до маси, отже, вiдновлю-

ється слабкий принцип еквiвалентностi.

15. Розв’язано проблеми опису руху системи частинок та порушення

слабкого принципу еквiвалентностi в рамках рiзних некомутатив-

них алгебр Лi типу (комутатор координат пропорцiйний до часу,

комутатор координат пропорцiйний координатi, узагальнена не-

комутативна алгебра). Знайдено умови на параметри алгебр, при

яких комутацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв цен-

тра мас вiдповiдають спiввiдношенням алгебри Лi типу, рух ча-

стинки (системи частинок) в гравiтацiйному полi не залежить вiд

маси.

16. Знайдено умову на параметр алгебри з деформацiєю кручення

при якiй розв’язується проблема кiнематичних змiнних, коорди-

нати центра мас системи частинок не залежать вiд iмпульсiв вiд-

носного руху, зберiгається слабкий принцип еквiвалентностi.

17. Встановлено зв’язок нулiв кореляцiйних функцiй бозе-газу у про-

сторi з мiнiмальною довжиною та мiнiмальним iмпульсом (q-дефор-

мованого бозе-газу), взаємодiючого бозе-газу, спiнових систем з

нулями статистичної суми. На основi отриманих результатiв за-

пропоновано новий спосiб експериментального спостереження ну-

лiв Лi-Янга та нулiв Фiшера.

Результати, представленi у дисертацiї, можуть бути використани-

ми для подальших дослiджень фiзичних систем в рамках теорiї кван-
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тованого простору, побудованої на основi iдеї про деформацiю комута-

цiйних спiввiдношень для операторiв координат та операторiв iмпуль-

сiв. Зокрема, важливим є продовження дослiджень фiзичних систем у

квантованому просторi, який характеризується iнварiантною вiдносно

iнверсiї часу, сферично-симетричною некомутативною алгеброю.

У роботi встановлено, що iдея про те, що комутацiйнi спiввiдно-

шення для координат та iмпульсiв частинки можуть залежати вiд ма-

си є важливою для розв’язання фундаментальних проблем (проблеми

опису руху макроскопiчних тiл, проблеми порушення слабкого прин-

ципу еквiвалентностi) в рамках рiзних алгебр (алгебра Снайдера, ал-

гебра Кемпфа, алгебра з канонiчними некомутативностями координат

та iмпульсiв, некомутативна алгебра Лi типу, алгебра з деформацiєю

кручення). Це пiдтверджує важливiсть цiєї iдеї та обґрунтовує її вико-

ристання у подальших дослiдженнях фiзичних систем у квантованому

просторi, якi можуть вiдбуватися у таких напрямках: узагальнення ре-

зультатiв дослiдження на випадок релятивiстських багаточастинкових

систем, визначення одно- та багаточастинкових фiзичних систем на якi

квантованiсть простору має особливий вплив з метою експерименталь-

ного пiдтвердження теорiї квантованого простору з деформованими

комутацiйними спiввiдношеннями для координат та iмпульсiв.
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