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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 
Актуальність теми. Роботи, в яких двадцять років тому була продемонстрова-

на експериментальна можливість отримання бозе-конденсату в системі, що склада-
ється з макроскопічно невеликої  кількості атомів (йдеться про атоми таких лужних 
металів як 87Rb, 7Li, Na), значно оживили зацікавленість наукового світу вивченням 
бозе-систем. Тут доречним буде сказати, що в 2001 році саме за дослідження в цій 
галузі була присвоєна Нобелівська премія з фізики за “досягнення у вивченні проце-
сів конденсації Бозе-Айнштайна в середовищі вироджених газів і за початкові фун-
даментальні дослідження характеристик конденсатів”. Отримавши новий поштовх 
для розвитку, ця тематика і сьогодні не втрачає своєї актуальності, а спектр до-
сліджуваних проблем стає щораз ширшим. Найбільш інтенсивно сьогодні вивча-
ються суміші 3He і 4He, твердий 4He, бозе-системи у різних середовищах і 
вимірностях простору.  

Незважаючи на велику різноманітність досліджуваних систем, своєрідну інтри-
гу продовжує зберігати історично перший об'єкт вивчення в цій галузі: рідкий 4He. 
Попри більш, ніж 80-літню історію наукових пошуків, належного мікроскопічного 
теоретичного опису, який би добре працював в усій області температур, створити 
ще не вдалося. Особливу увагу привертає область λ-переходу, де і сьогодні активно 
проводяться теоретичні та експериментальні дослідження.  

Для теоретичного вивчення багаточастинкових систем, зокрема тих, які опи-
суються статистикою Бозе-Айнштайна, досить ефективною виявилася ідея колек-
тивних змінних. З її допомогою вдалося побудувати мікроскопічну теорію рідкого 
4He в широкотемпературній області через розрахунок матриці густини багатобозон-
ної системи. В результаті було знайдено термодинамічні і структурні функції рідко-
го 4He, температурну залежність частки бозе-конденсату тощо. Однак більшість цих 
результатів отримані виключно в наближенні хаотичних фаз, яке враховує лише парні 
міжчастинкові кореляції. Відомо, однак, що врахування три- та чотиричастинкових 
кореляцій може мати доволі суттєвий вплив на теоретичні висновки щодо досліджу-
ваної системи. В границі низьких температур це питання було вивчене значно рані-
ше. Натомість відкритою і актуальною залишається проблема якісного і кількісного 
аналізу температурної поведінки внесків прямих три- та чотиричастинкових кореля-
цій в теоретичний опис фізичних процесів в бозе-рідині.  

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна 
робота виконана у Львівському національному університеті імені Івана Франка та 
згідно держбюджетних тем Фф-55Ф «Теоретичні дослідження нових квантових сис-
тем» (2006-2008 рр., номер державної реєстрації № 0106U001294), Фф-14Ф «Нові 
методи дослідження квантових систем декількох і багатьох частинок» (2009-2011 
рр., номер державної реєстрації № 0109U002096) та Фф-110Ф «Нові ефекти у кван-
тових рідинах і газах та системах з деформованою алгеброю Гайзенберґа» (2012-
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2014 рр., номер державної реєстрації  № 0112U001275). 
Мета і задачі дослідження. Основною метою дисертаційної роботи є побудо-

ва мікроскопічної теорії бозе-рідини в post-RPA наближенні (RPA – наближення ха-
отичних фаз), яке враховує внесок не тільки парних, але й прямих три- та чотирича-
стинкових (ту частину з них, яка зображується у вигляді двох сум за хвильовим век-
тором) кореляцій, а також її апробація при описі такої багатобозонної системи, як 
рідкий 4He. Завдання полягає в тому, щоб стартуючи з ермітизованого гамільтоніа-
на, записаного через колективні змінні в так званому наближенні «двох сум за хви-
льовим вектором», отримати коректні аналітичні вирази для повної матриці густини, 
а також для термодинамічних та структурних функцій, для яких вхідна інформація 
про міжчастинкову взаємодію може бути взята з експериментально добре вимірю-
ваних величин. Крім того, ці вирази повинні відтворювати відомі результати в гра-
ниці високих і низьких температур, а також в границі вимкнення взаємодії. На шля-
ху вирішення поставленого завдання важливе значення має виділення матриці гус-
тини ідеального бозе-газу з виразу для повної матриці густини з подальшим розра-
хунком відповідних величин. Це, фактично, означає, що ми моделюємо нашу бозе-
систему ідеальним бозе-газом, дещо здеформованим міжчастинковою  взаємодією.  

Серед поставлених у роботі задач варто виокремити пошук виразу для ефек-
тивної маси атома 4He, який вимагає відходу від чисто мікроскопічного опису і за-
стосування феноменологічного підходу. Однак такий крок є необхідним і виправда-
ним, оскільки дає можливість ефективно врахувати багаточастинкові кореляції і в 
такий спосіб усунути інфрачервоні розбіжності, отримати правильне значення для 
критичної температури та належну температурну поведінку термодинамічних і 
структурних величин. 

Отже, об'єктом дослідження виступають явища, які мають місце в бозе-
рідині, зокрема такій, як рідкий 4He. Предметом дослідження є матриця густини, 
термодинамічні і структурні функції, швидкість звуку як в нормальній, так і над-
плинній фазах бозе-рідини.  

Методом дослідження виступає метод колективних змінних, теорії збурень, 
кумулянтних розкладів, вторинного квантування і функціонального інтегрування. 

Наукова новизна отриманих результатів. У дисертаційній роботі вперше за-
пропоновано мікроскопічний опис багатобозонної системи на основі методу колек-
тивних змінних в широкій області температур, який враховує внесок прямих три- і 
чотиричастинкових кореляцій.  

Вперше знайдено вираз для матриці густини і статистичної суми багатобозон-
ної системи в post-RPA наближенні, а також показано, як з допомогою функціональ-
ного інтегрування та кумулянтних розкладів побудувати якобіан переходу від де-
картових до колективних змінних, в який «заховані» внески від матриці густини іде-
ального бозе-газу.  
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 Вперше методом теорії збурень отримано коректний вираз для температурної 
поведінки ефективної маси атома 4He, який усуває інфрачервоні розбіжності. Знай-
дено також вузьку флуктуаційну область температур ( 1/97.0 ≤≤ cTT ), в якій запропо-
нований пертурбативний метод розрахунку ефективної маси не працює.   

Вперше проаналізовано вплив прямих три- та чотиричастинкових кореляцій 
на температурну поведінку термодинамічних і структурних функцій рідкого 4He, а 
також проведено кількісну оцінку величини внеску цих кореляцій в широкій області 
температур.  

Вперше на основі довгохвильової асимптотики двочастинкового структурного 
фактора в наближенні «однієї суми за хвильовим вектором» отримано температурну 
залежність швидкості першого звуку в рідкому 4He в post-RPA наближенні. Знайде-
ний вираз, на відміну від виразу в наближенні хаотичних фаз, правильно відтворює 
температурну поведінку цієї величини. 

Практичне значення отриманих результатів. Результати, отримані в роботі, 
можуть бути використані для глибшого осмислення і розуміння фізичних явищ та 
процесів, які мають місце в такій багатобозонній системі, як рідкий 4He, зокрема в 
ділянці λ-переходу. Розроблену методику врахування три- та чотиричастинкових 
кореляцій можна поширити і на кореляції комплексів з більшого числа частинок. 
Отримані в роботі аналітичні вирази відкривають шлях для знаходження інших 
важливих фізичних величин бозе-рідини в post-RPA наближенні в широко-
температурній області, зокрема теплоємності і бозе-конденсатної фракції. Розробле-
ні теоретичні підходи після відповідної модифікації можна використати для опису 
як багатобозонних, так і багатоферміонних систем; йдеться, зокрема, про зарядже-
ний бозе-газ, атомарний водень, суміші 3He і 4He тощо. 

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослідження здійснив нау-
ковий керівник роботи проф. І. О. Вакарчук. Усі викладені в дисертації результати 
автор отримав самостійно або при своїй безпосередній участі. У роботах, виконаних 
зі співавторами, здобувачеві належить: 

• розрахунок повної матриці густини і статистичної суми багатобозонної систе-
ми в широкотемпературній області в так званому наближенні «двох сум за 
хвильовим вектором», яке враховує прямі три- і чотиричастинкові кореляції, а 
також детальний аналіз їхніх виразів в границі низьких і високих температур 
та при «вимкненні» взаємодії [1,2]; побудова методу знаходження якобіана 
переходу від декартових до колективних змінних, в який «заховані» внески від 
матриці густини ідеального бозе-газу [2]; 

• отримання температурної поведінки ефективної маси атома 4He в рідині; про-
ведення чисельного аналізу здобутих результатів; знаходження так званого 
малого критичного індексу і ширини флуктуаційної області для рідкого 4He, 
де є незастосовний пертурбативний метод розрахунку ефективної маси [6]; 
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• знаходження виразів для дво-, три- і чотиричастинкового структурних факто-
рів багатобозонної системи в post-RPA наближенні, яке враховує прямі три- і 
чотиричастинкові кореляції; чисельний розрахунок двочастинкового струк-
турного фактора для різних значень температури [3]; 

• отримання аналітичних виразів для середніх значень кінетичної, потенціальної 
і повної внутрішньої енергії багатобозонної системи в наближенні «двох сум 
за хвильовим вектором» в широкій області температур, їх чисельний розраху-
нок; аналіз отриманих результатів і їх порівняння з експериментальними да-
ними [4]. 
Результати статей, їхню інтерпретацію та застосовність використаних підходів 

співавтори обговорювали на паритетних засадах. 
 Апробація результатів дисертації. Результати досліджень, що включені до 
дисертації, здобувач представляв особисто на таких конференціях та семінарах: 
Міжнародна конференція «Еврика-2007» (Львів, 2007) [7]; Міжнародна конференція 
«Еврика-2008» (Львів, 2008) [9]; Міжнародна конференція ІЕФ-2009 (Ужгород, 
2009) [10]; X Всеукраїнська школа-семінар та Конкурс молодих вчених (Львів, 
2010) [12];  Звітна наукова конференція Львівського національного університету 
імені Івана Франка за 2010 рік (Львів, 2011); XII Всеукраїнська школа-семінар та 
Конкурс молодих вчених (Львів, 2012) [13]; Різдвяні дискусії 2013 (Львів, 2013) [14], 
Різдвяні дискусії 2014 (Львів, 2014) [15], Workshop on Current Problems in Physics: 
Zielona Góra – Lviv (Zielona Góra, 2015) [16]. 

Подані в роботі результати неодноразово обговорювали на наукових семінарах 
кафедри теоретичної фізики Львівського національного університету імені Івана 
Франка. 

Публікації. Результати дисертаційної роботи опубліковані в шести журнальних 
статтях [1-6] та десятьох тезах доповідей на конференціях [7-16]. 

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається зі вступу, семи розді-
лів, висновків та списку використаних джерел. Обсяг дисертації становить 185 сто-
рінок включно зі списком використаних джерел, що містить 255 найменувань. Ре-
зультати роботи проілюстровано на 19 рисунках. 

 
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ 

У вступі обґрунтовано актуальність досліджень, які становлять зміст дисерта-
ції, висвітлено новизну одержаних результатів, подано зв’язок досліджень із науко-
вими темами, у виконанні яких брав участь автор, окреслено мету роботи. 

У першому розділі проведений короткий аналіз історії досліджень 4He, почи-
наючи з його відкриття у 1868 році у спектрі сонячного світла, а також проаналізо-
вано сучасний стан проблем, пов'язаних з його вивченням. 

У другому розділі, використовуючи квантово-статистичний підхід на основі 
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ермітизованого гамільтоніана багатобозонної системи в представленні колективних 
змінних, була знайдена повна матриця густини в широкій області температур в post-
RPA наближенні. Вихідне означення для матриці густини ∑ −=

n
n

H
n xexxxR )()'()'|( €* ψψ β , 

де )(xnψ – повна система функцій, симетричних стосовно перестановок частинок, 

∑
=

Φ+=
N

j
N

j

m
H

1
1

2

),...,(
2
€€ rr
p – гамільтоніан системи, β  – обернена температура, за допо-

могою рівняння Блоха може бути записане в такий спосіб: )'()'|( € xxexxR H −= − δβ , 

де ∑∏
=

−=−
Q

N

j
QjjN

xx
1

)'(
!

1)'( rrδδ , Q  – оператор перестановки індексів ),...,1( N , ∑
Q

– су-

ма за всіма !N перестановками. Для багатобозонної системи замість N  змінних r 

можна використати нескінченну сукупність величин ∑
=

−=
N

j

i je
N 1

1 qr
qρ , які є коефіцієн-

тами Фур’є флуктуації густини частинок системи. Гамільтоніан у цих нових змінних 
не матиме явно ермітового вигляду, але його можна ермітизувати за допомогою ва-

гової функції 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
= ∑ ∑∑

≥
=++
≠≠

−

−

2
0
00

2

1

1

1

1)1(
)1(exp)(

n
n

n

n

n

nNnn
CJ qq

qq
qq

ρρρ , яка відіграє роль якобіана 

переходу від декартових до колективних змінних. В результаті, ермітизований гамі-

льтоніан запишеться так: )(€)( 2
1

2
1

ρρ
−

JHJ , і його можна подати у вигляді суми двох 

доданків 0
€H  і H€Δ , другий з яких ми надалі розглядатимемо як збурення: 

 ∑ ∑
≠ ≠

−−
−

−+
−

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+

∂∂
∂

−=
0 0

0

222

0 )1(
22

)1(
2
1

4
1

2
€

q q
qqqq

qq
ρρννρρ

ρρ qV
N

V
NN

m
qH , 

∑ ∑∑∑∑
≥

=++
≠≠

−+

≠+
≠ ≠

+
−
−

+
∂∂
∂

=Δ
3

22
1

2

0
00

12/

22

0'
0 0

1

1

1

)(
2)1(4

)1(
2

)(1€
n

nn

n

n

n

n

qq
mNnnmN

H qq

qq
qqq'q

q'q

qq
q q'

qq' ρρ
ρρ

ρ , 

де rqr
q dre i∫ Φ= − )(ν  – коефіцієнт Фур’є енергії парної взаємодії між частинками. Після 

цього вираз для матриці густини )'|()'()()'|( ρρρρρρ RJJR =  можна записати так: 

)'|(€)'|( 0 ρρσρρ RR = , де 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ−= ∫

β βββσ
0

11
11 2

'€
2

€exp€ HHdT , '€HΔ – це опе-

ратор H€Δ , в якому нештриховані колективні змінні замінені на штриховані (і навпаки), 
)'|(0 ρρR – матриця густини в наближенні парних кореляцій [Vakarchuk I. O., J. Phys. 

Stud., 8, 223 (2004)]. Впорядкування операторів за зростаючим значенням параметра β  
позначене через 1

€T , щоб відрізнити його від стандартного T€-впорядкування. Ввівши 
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оператори породження q
q

q −
+ +

∂
∂

−= ξ
ξ 2

1€b  і знищення q
q

q ξ
ξ 2

1€ +
∂
∂

=
−

b , де qq ραξ q= , 

qq
Vq

mN να
22

41+= , виразивши через них ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += +

− qqq bb
q

€€1
α

ρ  і ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

∂
∂ +

− qq
q

bbq
€€

2
1 α

ρ
 та враху-

вавши, що ∑
≠

++=
0

00
€€€

q
qq bbEEH q

B , 2/1 1€
2

€ qEebb ββ −++ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

qq , 2/1 1€
2

€ qEebb ββ
qq =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , після проне-

сення )'|(0 ρρR через оператор σ€  отримаємо: σρρρρ )'|()'|( 0RR = , ....1 21 +++= σσσ , 

причому: 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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Δ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Δ+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫ ∫ ∫

−

2
'€

2
€

2
'€

2
€

2
1 11

0 0 0
21

1 1 βββββββσ
β β β

HHHHddd
n

nn
n

n

n , 

де у виразі для H€Δ  потрібно провести таку заміну (і аналогічну у виразі для '€HΔ ): 

q
qqq

−∂
∂

++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−→

ρ
β

α
ρ

β
β

ρ
β

β
βρ ])2/[(2'

][
])2/[(

][
])2/[(

])2/[( 1
11

1 q
qq

q

q

q
q Esh

Esh
Esh

Eth
Esh

Ech , 

qq
qq

−− ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−++

∂
∂

→
∂
∂ ρ

β
β

β
α

ρ
β

βα
ρ

β
ρ ][

])2/[(
])2/[(

2
'

][
])2/[(

2
])2/[( 1

1
1

1
q

q
q

q

q

qq
q Eth

Ech
Esh

Esh
Ech

Ech . 

Використавши концепцію незвідних середніх, величину σ можна зобразити так: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+= …2/exp 2

121 σσσσ . Не вдаючись у деталі математичних розрахунків, 

запишемо кінцевий вираз для повної матриці густини в прийнятому нами набли-
женні «двох сум за хвильовим вектором» (після виділення матриці густини ідеаль-
ного бозе-газу): )'|()'|()'|()'|( 0 ρρρρρρ PPrrRR pairN= , де )'|(0 rrRN – матриця густини 
ідеального бозе-газу, )'|( ρρpairP  – фактор, який враховує парні кореляції, а 

( )

( ) ( )].)2,2,1,1(1

)3,2,1(1)1,1(exp)'|(

2

2

2

2

1

1

1

1
1 2 21 21

2

2

2

2

1

1

1

1

22113

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

1

321

321

321

1 2 31 1 1

1

1

1

1

1

1

1

1
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1111

0 0

1

0,

1

0,
4
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3

0,,
3

0
0 0 00

1

0

1

0

11
20

ijij

ii jj

ijijijijiiiiii

iii

iii

i j

ijijij

c
N

c
N

ccP

−
−

−−
−

−

≠ ≠ = =
−−

−−−

=
=++

≠ ≠ ≠≠ = =

−
−

−
−

∑ ∑ ∑ ∑

∑∑∑ ∑∑∑∑

+−−++×

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×++−+=

qqqq
q q

qqqqqqqqqq

qqq
q q qq

qqqq

ρρρρρρρρρρρρρρ

ρρρρρρ

Індекси 21321 ,,,, jjiii , які стоять біля величин qρ , можуть набирати значення 0 або 1, 

причому значення 0 означає відсутність штриха, а 1 його присутність ( 11 j , 11i− , 22i ,... – 
це скорочене позначення величин 1

1

j
qρ , 1

1

i
q−ρ , 2

2

i
qρ ,... відповідно). Вирази для величин 

0c , )1,1( 11
2

ijc − , )3,2,1( 321
3

iiic , )2,2,1,1( 2211
4

ijijc −− є дуже громіздкими і наведені в ди-
сертаційній роботі. В границі низьких температур матриця густини набуває вигляду: 

)'()()'|( 00
0 ρψρψρρ βEeR −= , де 0E  – енергія основного стану системи взаємодіючих 

бозе-частинок в наближенні “двох сум за хвильовим вектором”, )(0 ρψ  – нормована 
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хвильова функція основного стану цієї системи. В границі високих температур 

Φ−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= β

πβ
ρρ em

N
R

N 2/3

22!
1)|( , де Φ  – потенціальна енергія системи. 

У третьому розділі вираз для статистичної суми записаний як інтеграл за 3N 
декартовими координатами від діагональних елементів повної матриці густини ба-
гатобозонної системи, а потім зроблено перехід до колективних змінних: 

∫= ))(|()|()(0

0

ρρρρρρ dPPJ
V
Z

Z pairN
N , де 0

NZ – статистична сума ідеального бозе-

газу, ( )∫ ∏∫
≠

−=
0

0
10 )(')|()(

q
qqrr rrrRddVJ NN

N χρδρ …  – якобіан переходу від декартових 

до колективних змінних, який виникає в результаті усереднення функції переходу 
Зубарєва [Зубарев Д. Н., ДАН СССР, 95, 757 (1954)] з діагональними елементами 
матриці густини ідеального бозе-газу (тому ми кажемо, що в ньому “заховані” внес-

ки від цієї матриці), ∑
=

−=
N

j

i je
N

r
1

1)( qr
qχ ; штрих біля символу добутку за qозначає, 

що ми беремо до уваги лише півпростір значень хвильового вектора q . Записавши 
δ -функцію у вигляді інтеграла за сукупністю змінних qω , скориставшись концеп-

цією кумулянтних розкладів і провівши усереднення добутку величин qχ з матрицею 
густини ідеального бозе-газу, попередньо переписавши їх у представленні вторин-

ного квантування: ∑ +
+=

k
qkkq aa

N
1χ , в наближенні «двох сум за хвильовим векто-

ром» отримаємо:  

,),,,()(
8
1

),,()(
!3

1)()(
2
1exp)()(

0 0
2211

)4(
0

4

0
321

)3(
0

3

0
0 0 0

0
2
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1 2
2211
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1 2 3
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⎬
⎫
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
∑

=

∑ ∑

∫ ∑ ∑ ∑ ∑

≠ ≠
−−

≠
=++

≠ ≠ ≠
−

≠

q q
qqqq

q
qqq

qqq
q q q

qqq

qqqq

qqqq
qq

Si
N

Si
N

qSiedJ
i

ωωωωπ

ωωωπωωπωρ
ρωπ

де )(0 qS , ),,( 321
)3(

0 qqqS , ),,,( 2211
)4(

0 qqqq −−S – це відповідно парний, три- і чотиричас-
тинковий структурні фактори ідеального бозе-газу. Отриманий вираз можна подати 
в наступний спосіб [Юхновський І. Р. Препринт ИТФ АН УССР, 71-26P (1971)]: 

∏ ∑∑
≠ ≠

−

≥ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
0 0 030

0 )(2
1exp)(€exp

)(
1')(

q q

qq

qS
D

qS
VJ

n
n

N ρρ
ρ

π
ρ , де оператор )(€ ρnD має такий 

вигляд: 
n

n

n

n

n
n

n

n

n S

N
n

D
qq

qq

qq
qq ρρ

ρρρ
∂∂

∂−
=

=++

− ∑ …
…

… 1
1

1

1

),,(1
!
)1()(€ )(

0

0
,,2

2 . Щоб забезпечити при-

йняте наближення, достатньо взяти тільки два члени ряду, а саме: )(€
3 ρD  і 
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).(€
4 ρD Пронісши праву експоненту через оператори похідних, будемо мати: 

∏ ∑
≠ ≠

−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−=

0

€

0 0
0 )(2

1exp1')(
q q

qq AN e
qS

VJ
ρρ

π
ρ , де A€– це відомий оператор. Введемо пара-

метр λ і запишемо, що )(€)(€ λσλλ UA ee = , де )(λU і )(€ λσ – це невідомі функція і опе-
ратор. Диференціюючи останню рівність за λ , проносячи функцію )(λUe через опе-
ратор A€ і вибираючи )(λU у вигляді:  
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≠ ≠
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− ++=
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3213
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q q
qqqq

q
qqq

qqq
q q q

qq qqqqqq ρρρρρρρρρλ U
N

U
N

UU , 

ми отримаємо систему рівнянь для величин )( 12 qU , ),,( 3213 qqqU , ),( 214 qqU . В резуль-
таті знайдемо вираз для якобіана переходу )(0 ρJ , який в границі низьких температур 
переходить у звичайну вагову функцію (вона виникає з умови ермітовості гамільто-
ніана багатобозонної системи у представленні колективних змінних): 
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Після цього розрахунок статистичної суми стає доволі простою задачею: 
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величин є доволі громіздкими і наведені у дисертаційній роботі. В границі низьких 
температур статистична сума має вигляд 0EeZ β−= , а при високих температурах у 
квазікласичній межі відтворює відомий результат. 

У четвертому розділі запропоновано метод розрахунку ефективної маси атома 
4He, що дозволяє усунути інфрачервоні розбіжності, присутні в чотиричастинковому 
структурному факторі ідеального бозе-газу. Як було показано в роботі [І. О. Вакар-
чук, Р. О. Притула, Журн. фіз. досл., 12, 4001(2008)], вираз для такої ефективної ма-

си m  можна знайти з умови 
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риска над qn і )(0 qS означає, що ці величини перенормовані з урахуванням ефектив-

ної маси m . Температурну залежність “затравочної” маси *m , яка враховує вплив 
оточення на атом 4He в RPA наближенні, беремо з роботи [I.O. Vakarchuk et al., Ukr. 
Phys. J., 57, 1214 (2012)]. Після цього з виразу для 0Δ−Δ p  виділимо величину  
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неаналітичність і є зручнішою для аналізу. Наступний крок – це знайти розклад ∞Δ в 
околі малих значень p і обмежитися доданками пропорційними до 2p , оскільки ли-
ше вони будуть давати вклад у величину ефективної маси. Перейшовши від підсу-
мовування до інтегрування, зробивши заміну змінних: xpq =/ , будемо мати: 
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системи, 0z – перенормована активність, 2
2
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2
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mp = , 000 1 zpP −= . Аналіз, зокрема чи-

сельний, цієї величини в докритичній і надкритичній області показує, що її внесок у 
значення ефективної маси є дуже малим в порівнянні з іншими внесками, тому ним 
можна знехтувати. Це твердження не стосується флуктуаційної області температур, 
що пов’язано із незастосовністю в ній пертурбативного методу розрахунку. Отрима-
ні чисельні оцінки показують, що ця область є вузькою: 1/97.0 ≤≤ cTT . Для її аналізу 
потрібні інші методи, наприклад, ренормгруповий підхід. Безпосередньо в критич-

ній точці для величини ∞Δ  будемо мати: )(ln31
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= . Отож величина 2/ p∞Δ  в критичній точці має ло-

гарифмічну розбіжність (по 0, →pp ), яка є характерною для критичних явищ. Її мож-
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на трактувати як наслідок розкладу одночастинкового спектру бозе-рідини в критич-

ній точці: )(~ln1
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малий критичний індекс )3/(4 2πη =  і характерний масштаб хвильового вектора в 
околі критичної точки [ ]ηη 3/)3(exp~

0 −= xp . Отримане значення критичного індексу 
відрізняється від результату Монте Карло симуляцій, оскільки воно було знайдене 
лише в наближенні хаотичних фаз, яке відтворює тільки перший член розкладу за 
оберненими степенями вимірності параметра порядку. В результаті для ефективної 
маси здобудемо такий результат:  
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Вираз для ефективної маси виявляє коректну поведінку в широкій ділянці тем-

ператур (за винятком вузької флуктуаційної області). У границі низьких температур 
він дає значення, близьке до знайдених різними методами раніше. Введення ефектив-
ної маси дозволяє «поправити» хід кривої теплоємності, зокрема в околі λ-переходу, 
а також змістити температуру бозе-конденсації від 14.3≈cT K для ідеального бозе-
газу до 18.2=cT K, що є дуже близьким до експериментального значення  темпера-
тури λ-переходу для рідкого 4He ( 168.2≈λT K).  

У п’ятому розділі на основі повної матриці густини розраховано дво-, три- і 
чотиричастинковий структурні фактори в наближенні «однієї суми за хвильовим век-
тором». Згідно з означенням, n-частинковий структурний фактор має вигляд: 

nn

nn NS qqqq ρρρρ ……
11

12/)( ),,( −= , де означає усереднення з повною матрицею гус-

Рис. 2. Теплоємність рідкого 4He. Суцільна крива – з  ураху-
ванням ефективної маси; крива з кружечками –
експериментальні  дані [Ceperley D. M., Rev. Mod. Phys., 67, 
279 (1995), V. D. Arp., Int. J. Thermophys., 26, 1477 (2005); 
V. D. Arp et al., Natl. Inst. Stand. Technol. Note, 1334 (1998)].  

Рис. 1. Ефективна маса атома 4He в нормальній і 
надплинній фазах. 
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тини взаємодіючих бозе-частинок. Тоді вираз для двочастинкового структурного 
фактора в post-RPA наближенні запишемо так: 
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В результаті, для парного структурного фактора будемо мати: 
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де величина d
qΠ  враховує внесок прямих кореляцій, а ind

qΠ – непрямих. 
 Для тричастинкового структурного фактора отримаємо: 
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 При високих температурах знайдені величини редукуються до виразів для 
структурних факторів ідеального бозе-газу. В границі низьких температур парний і 

,
)](1)][(1[

)()(),,(6)(/),,(),,(12
)(1
)(),(8)(4

00

0030
)3(

03

0
0 00 0

04
2

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

++
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
+

−−=Π

=++
≠ ≠≠
∑∑∑ pSkS

pSkSCqSSC

NkS
kSC

N
C

pkk

d
q λλλ

pkqpkqpkqkq
q

pkq
k pk



 
12

тричастинковий структурні фактори відтворюють вже відомі результати [И. А. Ва-
карчук, Теор. мат. физ., 82, 438 (1990), A. A. Rovenchak, Centr. Eur. J. Phys., 3, 47 
(2005)], а в квазікласичній межі ( 0→ ) ми отримаємо добре знаний вираз з теорії 
класичних рідин (в post-RPA наближенні). 

а) б)

в)  г) 

 
У шостому розділі, користуючись точним співвідношенням [ ])(/)(lim 2
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де у лівій частині рівності стоїть довгохвильова границя двочастинкового структур-
ного фактора, було знайдено температурну поведінку швидкості першого звуку в 
бозе-рідині )(Tc  як в докритичній, так і надкритичній області в наближенні «однієї 
суми за хвильовим вектором», що відповідає post-RPA наближенню:  
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Рис. 3. Структурний фактор рідкого 4He при температурі 1.38K (а), 2.2K(б), 3.0K(в), 3.5K(г). 
Штрихована крива – RPA наближення, суцільна лінія – post-RPA наближення, крапки – експеримент      
[E .C. Svennson et al. Phys. Rev. B, 21, 3638 (1980), H. N. Robkoff, R. B. Hallok, Phys. Rev. B, 24, 159 (1981)]. 
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де )(0
2 TC , ),(0

3 TkC , ),(0
4 TkC – це відповідні величини )(2 qC , ),,(3 pkqC , ),(4 kqC  в 

границі 0→q , а 
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границі низьких температур цей вираз 
дає відоме значення   [И. А. Вакарчук, 
И. Р. Юхновський,  Теор. мат. физ. 40, 
100 (1979)]: 
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так само як і у високотемпературній об-
ласті: ( ) mTTc /)( 0ρν+= . Спостеріга-
ється також добре узгодження з експе-
риментальними даними в широкій об-
ласті температур. Це є важливим ре-
зультатом post-RPA наближення, оскі-
льки швидкість звуку, розрахована ли-
ше в наближенні хаотичних фаз, веде до 
сталості значення в докритичній області 

і дає повільний ріст в надкритичній, що навіть якісно погано узгоджується з експери-
ментом. Натомість post-RPA наближення дає якісно правильну температурну поведін-
ку швидкості першого звуку в рідкому 4He. 

У сьомому розділі, виходячи з виразів для повної матриці густини, а також для 
дво-, три- та чотиричастинкового структурних факторів багатобозонної системи, 
знайдено температурну поведінку середніх значень кінетичної, потенціальної і по-
вної внутрішньої енергії в наближенні «двох сум за хвильовим вектором». Середнє 
значення кінетичної енергії може бути записане як сума трьох доданків: 

321 KKKK ++= , де { }
ββ

ρρ
β

βρρ
β ββ

=
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

∂
∂

+
∂
∂

=
=∫ ∫

'

)|(ln
'

)';|()|(ln
' '

0
11 PrrRPddK NpairNrr … , 

,€
2
1€;

2
)(1

2
€

)|()'|(23

''

2

21
2

0
0 00 ''

2

'

22

2

21

21

21

21

21

1 2

ρρρρ

ρρρρ

ρρρρρρ

ρρ
ρ

ρρ
ρ

ρρρρρ
ρ

UUKKUUU

mN
UUUU

m
qK

=

=

+

=

+

≠+
≠ ≠≠ =−=−=

−=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂∂

∂
×

×+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂
∂

= ∑∑∑

qq
qq

qq
qq

qq
q qq qqqqq

q
qq

 

 [ ])'|(/)'|(ln)'|( 0 rrRRUU Nρρρρ =≡ . Для середньої потенціальної енергії вираз є де-

що простішим: ( )( )∑
≠

− −−+
−

=Φ
0

2
22

0 11
22

)1(
q

qqρραν qm
q

V
NN . Для чисельних розрахунків не-

Рис. 4. Температурна залежність швидкості першого 
звуку в рідкому 4He. Штрихована лінія – RPA набли-
ження, суцільна крива – post-RPA наближення, крапки
– непрямі експериментальні дані на основі робіт [V. D.
Arp et al., Natl. Inst. Stand. Technol. Note, 1334 (1998); R.
J. Donnelly, C. F. Barenghi., Phys. Chem. Ref. Data, 27, 
1217 (1998)]. 
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обхідно виключити величину 0ν з допомогою термодинамічного співвідношення 

2
0

2
2

N
E

m
Nc

∂
∂

= . Чисельний розрахунок, як і у випадку структурного фактора, проводив-

ся з ефективною масою. Вхідною інформацією про потенціал міжчастинкової взає-
модії послужили екстрапольовані до нуля температур експериментальні дані для 
структурного фактора і швидкості першого звуку в рідкому 4He. З їх допомогою 
вдалося виразити фур'є-компоненту потенціалу парної міжчастинкової взаємодії. 
Явні вирази для середніх значень згаданих величин в силу їх громіздкості тут не на-
водяться; вони є представлені у дисертаційній роботі.  
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Рис. 5. Температурна залежність середніх значень 
кінетичної  (а), потенціальної (б) і повної  внутрі-
шньої енергії (в) рідкого 4He. Величини на рисунку
з індексом pair – це RPA наближення, без індексу 
– post-RPA наближення, з індексом exp  – експе-
риментальні дані [V. D. Arp et al., Natl. Inst. Stand. 
Technol. Note, 1334 (1998)].  
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Ці самі слова будуть актуальними і стосовно області високих температур: 

( ) 02
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Дисертаційна робота завершується Висновками та Списком використаних 
джерел. 

Основні результати та висновки дисертації можна викласти у вигляді та-
ких тверджень: 
• Вперше за допомогою методу колективних змінних побудовано мікроскопічну тео-
рію багатобозонної системи в широкотемпературній ділянці, яка дає можливість 
врахувати та оцінити внески прямих три- і чотиричастинкових кореляцій у вирази 
для величин, які мають безпосереднє відношення до опису бозе-рідини.  
• З перших принципів в представленні колективних змінних вперше отримано вираз 
для повної матриці густини і статистичної суми в широкій області температур, яка 
містить не тільки парні, але також прямі три- та чотиричастинкові кореляції.  
• За допомогою функціонального інтегрування і кумулянтних розкладів вперше 
знайдено вираз для якобіана переходу від декартових до колективних змінних в 
широкій області температур в так званому наближенні «двох сум за хвильовим век-
тором», який є результатом усереднення функції переходу Зубарєва за станами іде-
ального бозе-газу. 
• Виходячи з умов, необхідних для усунення інфрачервоних розбіжностей, вперше за 
допомогою теорії збурень було знайдено коректний вираз для ефективної маси 
атома 4He в широкій ділянці температур (за винятком вузької флуктуаційної облас-
ті), завдяки якій вдалося змістити температуру бозе-конденсації до 18.2=cT K, а 
також «поправити» хід кривої теплоємності, зокрема в околі λ-переходу.  
• Вперше знайдено вирази для таких структурних і термодинамічних функцій рідко-
го 4He в широкотемпературній області в post-RPA наближенні: дво-, три- і чотири-
частинковий структурні фактори, швидкість першого звуку, середні значення кіне-
тичної, потенціальної і повної внутрішньої енергії. Зроблено порівняння внесків 
парних та три- і чотиричастинкових кореляцій, а також проведено чисельний роз-
рахунок більшості із названих величин.  
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АНОТАЦІЯ 

Григорчак О. І. Мікроскопічна теорія бозе-рідини з урахуванням прямих три- і чоти-
ричастинкових кореляцій. – Рукопис.  
      Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук 
за спеціальністю 01.04.02 – теоретична фізика, Львівський національний університет 
імені Івана Франка, Львів, 2016. 

Дисертацію присвячено побудові мікроскопічної теорії бозе-рідини, зокрема рід-
кого 4He, в широкотемпературній ділянці з урахуванням прямих три- і чотиричас-
тинкових кореляцій. У роботі з перших принципів отримано вираз для повної мат-
риці густини в так званому наближенні “двох сум за хвильовим вектором” в широ-
кій області температур. На її основі були розраховані термодинамічні і структурні 
функції бозе-рідини: статистична сума, дво-, три- і чотиричастинковий структурні 
фактори, швидкість першого звуку, середні значення кінетичної, потенціальної і по-
вної внутрішньої енергії в post-RPA наближенні. В границі низьких та високих тем-
ператур вирази для цих величин відтворюють відомі співвідношення, а в широко-
температурній області покращують результати, отримані раніше без урахування 
три- та чотиричастинкових кореляцій.  
 Виходячи з умов, необхідних для усунення інфрачервоних розбіжностей, 
знайдено вираз для ефективної маси атома 4He. З його допомогою вдалося змістити 
температуру бозе-конденсації до 18.2=cT K, а також «поправити» хід кривої тепло-
ємності, зокрема в околі λ-переходу. Для чисельного розрахунку вхідною інформа-
цією про взаємодію послужили екстрапольовані до нуля температур експерименталь-
ні дані для структурного фактора і швидкості першого звуку в рідкому 4He. 

Ключові слова: багатобозонна система, рідкий 4He, матриця густини, статистич-
на сума, три- і чотиричастинкові кореляції, структурний фактор, внутрішня енергія, 
швидкість першого звуку.  
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АННОТАЦИЯ 
Григорчак О. И. Микроскопическая теория бозе-жидкости с учетом прямых трех- и 
четырехчастичных корреляций. – Рукопись. 
      Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических 
наук по специальности 01.04.02 – теоретическая физика, Львовский национальный 
университет имени Ивана Франко, Львов, 2016. 

Диссертация посвящена построению микроскопической теории бозе-жидкости, в 
частности жидкого 4He, в широкотемпературном интервале с учетом прямых трех- и 
четырехчастичных корреляций. В работе из первых принципов получено выражение 
для полной матрицы плотности в так называемом приближении "двух сумм по вол-
новому вектору" в широкой области температур. На этом основании рассчитаны та-
кие термодинамические и структурные функции бозе-жидкости: статистическая 
сумма, двух-, трех- и четырехчастичный структурные факторы, скорость первого 
звука, средние значения кинетической, потенциальной и полной внутренней энергии 
в post-RPA приближении. В границе низких и высоких температур выражения для 
этих величин воспроизводят известные соотношения, а в широкотемпературной об-
ласти улучшают результаты, полученные ранее без учета трех- и четырехчастичних 
корреляций. 

Исходя из условий, необходимых для устранения инфракрасных расходимостей, 
найдено выражение для эффективной массы атома 4He. С его помощью удалось сме-
стить температуру бозе-конденсации до 18.2=cT K, а также «поправить» ход кривой 
теплоемкости, в частности в окрестности λ -перехода. Для численного расчета вход-
ной информацией о взаимодействии послужили экстраполированные к нулю темпе-
ратури экспериментальные данные для структурного фактора и скорости первого 
звука в жидком 4He. 

Ключевые слова: многобозонная система, жидкий 4He, матрица плотности, ста-
тистическая сумма, трех- и четырехчастичние корреляции, структурный фактор, 
внутренняя энергия, скорость первого звука. 

 
ABSTRACT 

O. I. Hryhorchak. The microscopic theory of Bose-liquid with direct three- and four-
particle correlations taken into account. 

A thesis for a Candidate of Sciences degree on the speciality 01.04.02 – theoretical 
physics, Ivan Franko National University of  Lviv, 2016. 
 The thesis is devoted to the construction of the theory of the Bose-liquid, in 
particular 4He liquid, which takes into account three- and four-particle direct correlations 
and to the investigation of the contribution of these correlations in the structure and 
thermodynamic functions. 
 We started from the Hamiltonian of the many-boson system and found the density 
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matrix of the interacting Bose-particles in the coordinate representation for a wide 
temperature domain in the so-called approximation of «two sums over the wave vector» 
from the first principles. Continuing the idea of Feynman we represented the density 
matrix as a product of the density matrix of the ideal Bose-gas and the factor which takes 
into account interparticle interaction. In the low temperature limit the obtained expression 
corresponds to the already known one and has the form of the product of the ground-state 
wave functions with three- and four-particle direct correlations taken into account and the 
factor TEe /0− , where T  is the temperature of the system, 0E is the ground-state energy in 
the post-RPA approximation. For high temperatures in the quasi-classical limit the 
obtained expression is equal to the product of the partition function of the classical ideal 
gas and the Boltzmann factor.  
 Using the functional integration and the cumulant method we calculated the 
partition function, two-, three-, and four- particle structure factors, average values of 
kinetic, potential and full internal energy of the many-boson system for a wide temperature 
domain with direct three- and four-particle correlations taken into account on the basis of 
the full density matrix. The suggested approach also allowed us to find the Jacobian of the 
transition from Cartesian to collective variables, in which the contributions of the density 
matrix of the ideal Bose-gas are «hidden». In the low temperature limit the expression for 
this Jacobian coincides with the well-known result.  
 The obtained expression for the structure and thermodynamic functions contains the 
infra-red divergences, which are typical for critical phenomena. In order to eliminate these 
divergences we introduced the effective mass of a 4He atom. It is a phenomenological step 
but a necessary one, which allows to get rid of the essential consequences of the 
approximate calculations (a breaking of a series of the perturbation theory). Expression for 
the temperature dependence of the effective mass of a 4He atom in superfluid and normal 
phases is applicable at all temperatures except narrow fluctuation region: 1/97.0 ≤≤ cTT . It 
allowed to correct the phase transition temperature from 14.3≈cT K for the ideal Bose-gas 
to 18.2≈cT K for the 4He liquid, which is very close to the experimental value 

168.2≈cT K. In the high and low temperature limits, as well as in the non-interacting 
limit, obtained expression gives the well-known result. We also calculated the temperature 
behaviour of the heat capacity using the effective mass instead of the real mass of a 4He 
atom and showed a better matching with the experimental data. The small critical index η  
in the random phase approximation also was found; the obtained value reproduces the 
well-known result of this approximation. 
 Based on the exact relation that links the sound velocity with the long-wavelength 
limit of the two-particle structure factor we found the sound velocity temperature 
dependence in the post-RPA approximation and showed a fairly good agreement with the 
experimental data. At the same time the calculation through the structure factor in the 
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approximation of pair correlations only leads to the result that does not conform with the 
experimental data in the above-critical region. The resulting expression in the limit of low 
temperatures matches with the already known one. In the high temperature limit the 
contributions of three- and four-particle correlations are equal to zero and we also obtain a 
well-known classical expression in a high temperature region. 
 All final formulae for the structure and thermodynamic functions are written via the 
Fourier coefficient of the energy of the pair interparticle interaction. At the same time we 
are not interested in the explicit form of the interatomic potential because for our numeric 
calculations we express its Fourier coefficient from the experimentally measured structure 
factor and first sound velocity extrapolated to 0=T . The found average values for the 
kinetic, potential and full internal energy demonstrate that the accounting of three- and 
four-particle direct correlations gives a better matching of the theoretical results with the 
experimental data. 

Key words: many-boson system, liquid 4He, density matrix, partition function, three- 
and four-particle correlations, structure factor, internal energy, first sound velocity. 

 
 
 


