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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Роботи [1–3], в яких двадцять рокiв то-

му була продемонстрована експериментальна можливiсть отримання

бозе-конденсату в системi, що складається з макроскопiчно невеликої

кiлькостi атомiв (йдеться про атоми таких лужних металiв як 87Rb,
7Li i Na), значно оживили зацiкавленiсть наукового свiту вивченням

бозе-систем. Тут доречним буде сказати, що в 2001 роцi саме за до-

слiдження в цiй галузi була присвоєна Нобелiвська премiя з фiзики за

“досягнення у вивченнi процесiв конденсацiї Бозе-Айнштайна в сере-

довищi вироджених газiв i за початковi фундаментальнi дослiдження

характеристик конденсатiв”. Отримавши новий поштовх для розвитку,

ця тематика i сьогоднi не втрачає своєї актуальностi, а спектр дослi-

джуваних проблем стає щораз ширшим. Найбiльш iнтенсивно сьогоднi

вивчаються сумiшi 3He i 4He, твердий 4He, бозе-системи у рiзних сере-

довищах i вимiрностях простору.

Незважаючи на велику рiзноманiтнiсть дослiджуваних систем, сво-

єрiдну iнтригу продовжує зберiгати iсторично перший об’єкт вивчення

в цiй галузi: рiдкий гелiй 4He. Попри бiльш, нiж 80-лiтню iсторiю нау-

кових пошукiв, належного мiкроскопiчного теоретичного опису, який

би добре працював в усiй областi температур, створити ще не вдалося.



6

Особливу увагу привертає область λ-переходу, де i сьогоднi активно

проводяться теоретичнi та експериментальнi дослiдження [4–9].

Для теоретичного вивчення багаточастинкових систем, зокрема

тих, якi описуються статистикою Бозе-Айнштайна, досить ефектив-

ною виявилася iдея колективних змiнних [10]. З її допомогою вдалося

побудувати мiкроскопiчну теорiю рiдкого 4He в широкотемпературнiй

областi через розрахунок матрицi густини багатобозонної системи [11].

В результатi було знайдено термодинамiчнi i структурнi функцiї рiдко-

го 4He, температурну залежнiсть частки бозе-конденсату тощо. Однак

бiльшiсть цих результатiв отриманi виключно в наближеннi хаотичних

фаз (RPA), яке враховує лише парнi мiжчастинковi кореляцiї. Вiдомо,

однак, що врахування три- та чотиричастинкових кореляцiй може ма-

ти доволi суттєвий вплив на теоретичнi висновки щодо дослiджуваної

системи. В границi низьких температур це питання було вивчене зна-

чно ранiше [12–16]. Натомiсть вiдкритою i актуальною залишається

проблема якiсного i кiлькiсного аналiзу температурної поведiнки вне-

скiв прямих три- та чотиричастинкових кореляцiй в теоретичний опис

фiзичних процесiв в бозе-рiдинi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-

мами. Дисертацiйна робота виконана у Львiвському нацiональному

унiверситетi iменi Iвана Франка та згiдно держбюджетних тем Фф-

55Ф “Теоретичнi дослiдження нових квантових систем” (2006-2008 рр.,

номер державної реєстрацiї №0106U001294), Фф-14Ф “Новi методи до-

слiдження квантових систем декiлькох i багатьох частинок” (2009-2011

рр., номер державної реєстрацiї №0109U002096) та Фф-110Ф “Новi ефе-
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кти у квантових рiдинах i газах та системах з деформованою алгеброю

Гайзенберґа” (2012-2014 рр., номер державної реєстрацiї №0112U001275).

Мета i задачi дослiдження. Основною метою дисертацiйної

роботи є побудова мiкроскопiчної теорiї бозе-рiдини в post-RPA на-

ближеннi (RPA – наближення хаотичних фаз), яке враховує внесок не

тiльки парних, але й прямих три- та чотиричастинкових (ту частину з

них, яка зображується у виглядi двох сум за хвильовим вектором) ко-

реляцiй, а також її апробацiя при описi такої багатобозонної системи,

як рiдкий 4He. Завдання полягає в тому, щоб стартуючи з ермiтизо-

ваного гамiльтонiана, записаного через колективнi змiннi в так звано-

му наближеннi «двох сум за хвильовим вектором», отримати коректнi

аналiтичнi вирази для повної матрицi густини, а також для термоди-

намiчних та структурних функцiй, для яких вхiдна iнформацiя про

мiжчастинкову взаємодiю може бути взята з експериментально добре

вимiрюваних величин. Крiм того, цi вирази повиннi вiдтворювати вi-

домi результати в границi високих i низьких температур, а також в

границi вимкнення взаємодiї. На шляху вирiшення поставленого зав-

дання важливе значення має видiлення матрицi густини iдеального

бозе-газу з виразу для повної матрицi густини з подальшим розрахун-

ком вiдповiдних величин. Це, фактично, означає, що ми моделюємо

нашу бозе-систему iдеальним бозе-газом, дещо здеформованим мiж-

частинковою взаємодiєю.

Серед поставлених у роботi задач варто виокремити пошук ви-

разу для ефективної маси атома 4He, який вимагає вiдходу вiд чи-

сто мiкроскопiчного опису i застосування феноменологiчного пiдходу.
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Однак такий крок є необхiдним i виправданим, оскiльки дає можли-

вiсть ефективно врахувати багаточастинковi кореляцiї i в такий спосiб

усунути iнфрачервонi розбiжностi, отримати правильне значення для

критичної температури та належну температурну поведiнку термоди-

намiчних i структурних величин.

Отже, об’єктом дослiдження виступають явища, якi мають мiсце

в бозе-рiдинi, зокрема такiй, як рiдкий 4He. Предметом дослiдження

є матриця густини, термодинамiчнi i структурнi функцiї, швидкiсть

звуку як в нормальнiй, так i надплиннiй фазах бозе-рiдини. Методом

дослiдження виступає метод колективних змiнних, теорiї збурень, ку-

мулянтних розкладiв, вторинного квантування i функцiонального iн-

тегрування.

У першому роздiлi проведений короткий аналiз iсторiї дослi-

джень 4He i сучасного стану проблем, пов’язаних з його вивченням.

У другому роздiлi, використовуючи квантово-статистичний пiд-

хiд, на основi ермiтизованого гамiльтонiана багатобозонної системи в

представленнi колективних змiнних з перших принципiв була знайде-

на повна матриця густини в широкiй областi температур в post-RPA

наближеннi. Кiнцевий результат представлений у виглядi добутку ма-

трицi густини iдеального бозе-газу на фактор, який враховує взаємо-

дiю через прямi дво-, три- i чотиричастинковi кореляцiї в наближеннi

“двох сум за хвильовим вектором”. Знайдений вираз для матрицi гу-

стини в границi низьких i високих температур вiдтворює вже вiдомi

результати.

У третьому роздiлi, використовуючи дiагональнi елементи пов-
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ної матрицi густини i застосовуючи функцiональне iнтегрування та

метод кумулянтних розкладiв, було отримано вираз для статистичної

суми багатобозонної системи в наближеннi “двох сум за хвильовим ве-

ктором” у виглядi добутку статистичної суми в наближеннi хаотичних

фаз на фактор, що враховує прямi три- та чотиричастинковi кореля-

цiї. В процесi розрахунку було знайдено вираз для якобiана переходу

вiд декартових до колективних змiнних в широкiй областi темпера-

тур, який виникає в результатi усереднення функцiї переходу Зубарє-

ва з дiагональними елементами матрицi густини iдеального бозе-газу.

Вся його температурна залежнiсть мiститься виключно у виразах для

структурних факторiв iдеального бозе-газу. В границi низьких тем-

ператур отриманий вираз для якобiана переходу збiгається з виразом

для звичайної вагової функцiї, яка виникає з умови ермiтовостi гамiль-

тонiану багатобозонної системи в представленнi колективних змiнних.

У четвертому роздiлi запропоновано метод знаходження вира-

зу для ефективної маси атома 4He, який дає коректну температурну

поведiнку цiєї величини в широкiй областi температур, за винятком

флуктуацiйної областi, де не працює пертурбативний метод розрахун-

ку. Отриманi чисельнi оцiнки показують, що ця область є вузькою:

0.97 . T/Tc ≤ 1. У границi низьких температур величина ефектив-

ної маси є близькою до значень, знайдених рiзними методами ранi-

ше. Введення ефективної маси дозволяє усунути iнфрачервонi роз-

бiжностi, якi присутнi в чотиричастинковому структурному факторi

iдеального бозе-газу, “поправити” хiд кривої теплоємностi, зокрема в

околi λ-переходу, а також змiстити температуру бозе-конденсацiї вiд
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Tc ≈ 3.14K для iдеального бозе-газу до Tc = 2.18K, що є дуже близь-

ким до експериментального значення критичної температури для рiд-

кого 4He (Tc = 2.168K). В процесi розрахунку вдалося показати, що в

критичнiй точцi вигляд одночастинкового спектру колективних збу-

джень є пропорцiйним до степеня хвильового вектора, меншого за

двiйку на величину η = 0.135, яка називається малим критичним iн-

дексом. Отримане значення критичного iндексу вiдрiзняється вiд ре-

зультату Монте Карло симуляцiй, оскiльки воно було знайдене лише

в наближеннi хаотичних фаз, яке вiдтворює тiльки перший член роз-

кладу за оберненими степенями вимiрностi параметра порядку.

У п’ятому роздiлi на основi повної матрицi густини розрахова-

но дво-, три- i чотиричастинковий структурнi фактори в наближеннi

“однiєї суми за хвильовим вектором”. При високих температурах вони

редукуються до виразiв для структурних факторiв iдеального бозе-

газу. В границi низьких температур вираз для парного структурного

фактора вiдтворює вже вiдомi результати, а в квазiкласичнiй межi

(~→ 0) ми отримаємо добре знанi вирази з теорiї класичних рiдин (в

post-RPA наближеннi).

Проведено чисельний розрахунок двочастинкового структурного

фактора при рiзних температурах i з використанням отриманого ви-

разу для ефективної маси атома 4He. Зроблено також порiвняння з

експериментальними даними.

У шостому роздiлi, користуючись точним спiввiдношенням, яке

пов’язує довгохвильову асимптотику двочастинкового структурного

фактора i швидкiсть звуку в бозе-системi, вдалося знайти температур-
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ну поведiнку останньої як в докритичнiй, так i пiслякритичнiй областi

в наближеннi “однiєї суми за хвильовим вектором”, що вiдповiдає post-

RPA наближенню. У границi високих i низьких температур отриманий

вираз дає вiдомi результати. Спостерiгається також добре узгодження

з експериментальними даними в широкiй областi температур. Це є ва-

жливим результатом post-RPA наближення, оскiльки швидкiсть звуку,

розрахована лише в наближеннi хаотичних фаз, веде до сталостi значе-

ння в докритичнiй областi i дає повiльний рiст в надкритичнiй, що на-

вiть якiсно погано узгоджується з експериментом. Натомiсть post-RPA

наближення дає якiсно правильну температурну поведiнку швидкостi

першого звуку в рiдкому 4He.

У сьомому роздiлi, виходячи з виразiв для повної матрицi гу-

стини, а також для дво-, три- та чотиричастинкового структурних фа-

кторiв багатобозонної системи, знайдено температурну поведiнку се-

реднiх значень кiнетичної, потенцiальної i повної внутрiшньої енергiї

в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”, яке враховує три- та

чотиричастинковi кореляцiї. В границi як низьких, так i високих тем-

ператур, отриманi вирази вiдтворюють вже вiдомi результати. Для

чисельного розрахунку вхiдною iнформацiєю про потенцiал мiжча-

стинкової взаємодiї послужили екстрапольованi до нуля температур

експериментальнi данi для структурного фактора i швидкостi першо-

го звуку в рiдкому 4He. З їх допомогою вдалося ефективно визначити

фур’є-компоненту потенцiалу парної мiжчастинкової взаємодiї в рiдко-

му 4He. Чисельний розрахунок, як i у випадку двочастинкового стру-

ктурного фактора, проводився з ефективною масою.
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Дисертацiйна робота завершується Висновками та Списком ви-

користаних джерел.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй

роботi вперше запропоновано мiкроскопiчний опис багатобозонної си-

стеми на основi методу колективних змiнних в широкiй областi темпе-

ратур, який враховує внесок прямих три- i чотиричастинкових коре-

ляцiй.

Вперше знайдено вираз для матрицi густини i статистичної суми

багатобозонної системи в post-RPA наближеннi, а також показано, як

з допомогою функцiонального iнтегрування та кумулянтних розкладiв

побудувати якобiан переходу вiд декартових до колективних змiнних,

в який «захованi» внески вiд матрицi густини iдеального бозе-газу.

Вперше методом теорiї збурень отримано коректний вираз для

температурної поведiнки ефективної маси атома 4He, який усуває iн-

фрачервонi розбiжностi. Знайдено також вузьку флуктуацiйну область

температур (0.97 . T/Tc ≤ 1), в якiй запропонований пертурбативний

метод розрахунку ефективної маси не працює.

Вперше проаналiзовано вплив прямих три- та чотиричастинкових

кореляцiй на температурну поведiнку термодинамiчних i структурних

функцiй рiдкого 4He, а також проведено кiлькiсну оцiнку величини

внеску цих кореляцiй в широкiй областi температур.

Вперше на основi довгохвильової асимптотики двочастинкового

структурного фактора в наближеннi «однiєї суми за хвильовим векто-

ром» отримано температурну залежнiсть швидкостi першого звуку в

рiдкому 4He в post-RPA наближеннi. Знайдений вираз, на вiдмiну вiд
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виразу в наближеннi хаотичних фаз, правильно вiдтворює темпера-

турну поведiнку цiєї величини.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати,

отриманi в роботi, можуть бути використанi для глибшого осмисле-

ння i розумiння фiзичних явищ та процесiв, якi мають мiсце в такiй

багатобозоннiй системi, як рiдкий 4He, зокрема в дiлянцi λ -переходу.

Розроблену методику врахування три- та чотиричастинкових кореля-

цiй можна поширити i на кореляцiї комплексiв з бiльшого числа ча-

стинок. Отриманi в роботi аналiтичнi вирази вiдкривають шлях для

знаходження iнших важливих фiзичних величин бозе-рiдини в post-

RPA наближеннi в широкотемпературнiй областi, зокрема теплоємно-

стi i бозе-конденсатної фракцiї. Розробленi теоретичнi пiдходи пiсля

вiдповiдної модифiкацiї можна використати для опису як багатобозон-

них, так i багатофермiонних систем; йдеться, зокрема, про заряджений

бозе-газ, атомарний водень, сумiшi 3He i 4He тощо.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiджен-

ня здiйснив науковий керiвник роботи проф. I. О. Вакарчук. Усi викла-

денi в дисертацiї результати автор отримав самостiйно або при своїй

безпосереднiй участi. У роботах, виконаних зi спiвавторами, здобува-

чевi належить:

• розрахунок повної матрицi густини i статистичної суми багатобо-

зонної системи в широкотемпературнiй областi в так званому на-

ближеннi “двох сум за хвильовим вектором”, яке враховує прямi

три- i чотиричастинковi кореляцiї, а також детальний аналiз їхнiх

виразiв в границi низьких i високих температур та при “вимкнен-
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нi” взаємодiї; побудова методу знаходження якобiана переходу вiд

декартових до колективних змiнних, в який “захованi” внески вiд

матрицi густини iдеального бозе-газу;

• отримання температурної поведiнки ефективної маси атома 4He в

рiдинi; проведення чисельного аналiзу здобутих результатiв; зна-

ходження так званого малого критичного iндексу i ширини флу-

ктуацiйної областi для рiдкого 4He, де є незастосовний пертурба-

тивний метод розрахунку ефективної маси;

• знаходження виразiв для дво-, три- i чотиричастинкового стру-

ктурних факторiв багатобозонної системи в post-RPA наближен-

нi, яке враховує прямi три- i чотиричастинковi кореляцiї; чисель-

ний розрахунок двочастинкового структурного фактора при рi-

зних температурах;

• отримання аналiтичних виразiв для середнiх значень кiнетичної,

потенцiальної i повної внутрiшньої енергiї багатобозонної систе-

ми в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” в широкiй

областi температур, їх чисельний розрахунок; аналiз отриманих

результатiв i їх порiвняння з експериментальними даними.

Результати статей, їхню iнтерпретацiю та застосовнiсть викори-

станих пiдходiв спiвавтори обговорювали на паритетних засадах.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, що

включенi до дисертацiї, здобувач представляв особисто на таких кон-

ференцiях та семiнарах: Мiжнародна конференцiя “Еврика-2007” (Львiв,

2007); Мiжнародна конференцiя “Еврика-2008” (Львiв, 2008); Мiжна-
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родна конференцiя IЕФ-2009 (Ужгород, 2009); X Всеукраїнська школа-

семiнар та Конкурс молодих вчених (Львiв, 2010); Звiтна наукова кон-

ференцiя Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка

за 2010 рiк (Львiв, 2011); XII Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс

молодих вчених (Львiв, 2012); Рiздвянi дискусiї 2013 (Львiв, 2013), Рi-

здвянi дискусiї 2014 (Львiв, 2014), Workshop on Current Problems in

Physics: Zielona Góra – Lviv (Zielona Góra, 2015).

Поданi в роботi результати неодноразово обговорювали на науко-

вих семiнарах кафедри теоретичної фiзики Львiвського нацiонального

унiверситету iменi Iвана Франка.

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiкованi в ше-

сти журнальних статтях [17–22] та десятьох тезах доповiдей на конфе-

ренцiях [23–32].
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

Пройшло вже майже 150 рокiв з того часу, коли вперше в iсторiї

науки була виявлена жовта лiнiя гелiю в спектрi сонячного свiтла. Це

сталося у 1868 роцi пiд час затемнення Сонця. Одночасно декiлька

дослiдникiв: Жансен i Теннат [33], Райє [34], Хейг [35], Гершель [36] i

Погсон [37] спостерiгали її в рiзних точках Землi. Саме завдяки цьому

iсторичному факту гелiй i отримав свою назву: з грецької “Hελιoς” —

“Сонце”. В 1895 роцi гелiй був виявлений i на Землi [38–42].

Та лише в 1908 роцi пiсля багатьох невдалих спроб рiзних дослi-

дникiв Камерлiнг Оннесу [43] в лабораторних умовах вдалося отрима-

ти рiдку фазу цiєї речовини. В Українi зрiдження гелiю вперше було

здiйснено в 1934 роцi експансiйним методом [44] завдяки створенню

вiдповiдного зрiджувача в Українському фiзико-технiчному iнститутi

в Харковi.

Ще майже 20 рокiв пiсля першого вдалого зрiдження гелiю було

потрiбно, щоб разом з вiдкриттям Капiцею [45] i незалежно Алленом

i Майснером [46] надплинностi, науковий свiт усвiдомив його унiкаль-

нiсть. Рiч у тiм, що це єдина квантова рiдина, яка iснує в природi;

всi iншi стають твердими значно швидше, нiж квантовi ефекти в них

починають бути достатньо помiтними. В газоподiбному станi гелiй дає

можливiсть здiйснити найнижчий температурний цикл, а в рiдкiй фа-
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зi вiн виявляє суттєво квантовi властивостi в усiй областi температур

свого iснування. Однiєю з таких властивостей є те, що при нормаль-

ному тиску гелiй залишається рiдиною при як завгодно низьких тем-

пературах. Iншими проявами його квантових властивостей є вже зга-

дана надплиннiсть, велетенська теплопровiднiсть, яку називають ще

надтеплопровiднiстю, а також явище бозе-айнштайнiвської конденса-

цiї. Суть цього явища полягає у нагромадженнi частинок в станi з

нульовим iмпульсом, а назва походить вiд прiзвищ двох вчених, якi

вперше його описали. А. Айнштайн, опираючись на роботу С. Бозе,

присвячену темi свiтлових квантiв [47], показав iснування конденса-

цiї в iмпульсному просторi для iдеального газу частинок з ненульовою

масою спокою [48].

У 1938 роцi Лондон [49,50] висловив iдею про зв’язок надплинностi

в рiдкому 4He з явищем бозе-айнштайнiвської конденсацiї в iдеальному

бозе-газi. На цю думку його наштовхнула близькiсть критичної темпе-

ратури в iдеальному бозе-газi, частинки якого мали параметри атома

гелiю, з температурою λ-переходу в рiдкому 4He. Однак цей зв’язок i

по сьогоднiшнiй день не є строго встановленим: при нулi температур

весь 4He є надплинним, однак лише незначна кiлькiсть частинок зна-

ходяться в конденсатi (за рiзними оцiнками на основi експерименталь-

них даних [51–58] частка бозе-конденсату становить вiд 2% до 14%),

натомiсть iдеальний бозе-газ при нулi температур весь є в станi з ну-

льовим iмпульсом i в той же час надплинним вiн не є. I хоча висловлене

Лондоном розумiння фазового переходу не позбавлене труднощiв [59],

однак загалом воно приводить до коректного опису сучасних експери-
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ментальних результатiв з холодними газами [60,61].

Поняття λ-переходу, яке згадувалося вище, походить вiд форми

кривої теплоємностi рiдкого 4He, яка нагадує грецьку букву λ. Першi

експерименти по вимiрюванню теплоємностi рiдкого 4He при тиску на-

сиченої пари були здiйсненi Камерлiнг Оннесом i Даном [62, 63]. Але

до роботи Кеєзома i Клаузiуса [64] фазовий перехiд в гелiю при темпе-

ратурi T= 2.168K вважався переходом першого роду. Натомiсть авто-

ри цiєї роботи експериментально показали вiдсутнiсть схованої тепло-

ти переходу. Пiзнiше Кеєзом разом з мiс Кеєзом [65], провiвши бiльш

прецизiйнi вимiрювання, прийшли до висновку, що падiння величини

теплоємностi в точцi фазового переходу вiдбувається стрибкоподiбно.

Вони також пiдтримали iдею Еренфеста назвати точку, в якiй вiдбува-

ється стрибок теплоємностi, λ-точкою. Отож λ-перехiд — це назва щой-

но описаної аномалiї в температурнiй поведiнцi теплоємностi. Кеєзом

мав цiкаве припущення, яке полягало в тому, що розрив в точцi фазо-

вого переходу мiг бути зумовлений флуктуацiями, а стрибка в строго-

му значеннi слова не iснує. Згодом почали вважати, що λ-подiбний хiд

теплоємностi рiдкого 4He в околi точки λ-переходу при переходi в над-

плинний стан має характер логарифмiчної розбiжностi [66–69]. Понад

пiвстолiття це подавалося як експериментально доведений факт, який

увiйшов у всi пiдручники i монографiї. Однак експерименти [70–72]

виявили вiдсутнiсть вказаної розбiжностi. Теорiя, заснована на мето-

дi ренормалiзацiйної групи [73, 74], давала не логарифмiчну поведiн-

ку теплоємностi в околi λ-точки, а степеневу ∼ (|T − Tλ|/Tλ)−α, де

Tλ — критична температура, α — критичний показник теплоємностi
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Cp, причому α < 0. Числове значення α визначалося як в теорети-

чних роботах [75, 76], так i в експериментальних [71], а також за до-

помогою Монте-Карло симуляцiй [77]. В роботi [71] отримано значе-

ння критичного показника теплоємностi α = −0, 01285 ± 0, 00038, а

в наступнiй [72] цi ж автори вказують, що результат має бути дещо

iншим, а саме: α = −0, 01056. Пiзнiшi теоретичнi дослiдження, базу-

ючись на процедурi пересумовування розбiжних рядiв теорiї збурень,

показали, що в точцi λ-переходу теплоємнiсть має скiнченне значе-

ння. Останнiй факт пiдтверджує висловлене в 1938 роцi Лондоном

припущення [49, 50] про те, що явище “λ-переходу” пов’язане iз бозе-

айнштайнiвською конденсацiєю, яка здеформована мiжатомною взає-

модiєю.

Побудувати теорiю надплинностi 4He намагався Тiса [78, 79], роз-

виваючи iдею Лондона [49, 50]. Вiн запропонував дворiдинну модель,

в межах якої розглядав рiдкий 4He як сумiш надплинної i нормальної

компонент, причому надплинну компоненту вiн ототожнював з iдеаль-

ним бозе-айнштайнiвським газом. В пiзнiших роботах, зокрема в [80],

вiн дещо модифiкував свою теорiю. Однак на думку Кеєзома, припу-

щення, зробленi Тiсою, були, м’яко кажучи, фiзично некоректними. В

своїй книзi про гелiй [81] вiн присвятив цiлий параграф критицi пiдхо-

ду Тiси, але водночас зазначив його заслугу у висловленнi iдеї макро-

скопiчного опису рiдкого 4He з допомогою роздiлення його густини на

двi частини i введення двох полiв швидкостей.

Iнший тип дворiдинної моделi запропонував Ландау [82–84]. Клю-

човим моментом цiєї теорiї є постулювання вигляду енергетичного спе-
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ктру колективних збуджень, який у цьому випадку являв собою на-

кладання фононного i ротонного спектрiв квазiчастинок. Аналiзуючи

роботу Ландау, Фейнман вказав [69], що в даному пiдходi не викори-

стовується той факт, якою статистикою, Бозе чи Фермi, описується

дослiджувана система багатьох частинок, а тому запропонована тео-

рiя не може бути коректною для опису бозе-рiдини. Можливо тому

Фейнман разом з Коуеном [85] намагалися отримати спостульований

Ландау спектр колективних збуджень з перших принципiв, уводячи

у вираз для хвильової функцiї величини, що вiдповiдали фононним

i ротонним збудженням. В результатi їм вдалося знайти вигляд спе-

ктру, який вiдрiзнявся вiд введеного Ландау завищеним майже на 2K

ротонним мiнiмумом. Цей результат був набагато кращим, нiж попе-

реднiй [86], який давав вдвiчi вищий, в порiвняннi з теорiєю Ландау,

ротонний мiнiмум.

Дещо ранiше, Фейнман, скориставшись вже розробленим методом

iнтегралiв за траєкторiями, записав повну матрицю густини взаємодi-

ючих бозонiв як добуток матрицi густини iдеального бозе-газу на фа-

ктор, який враховував неiдеальнiсть системи [87]. Таке представлення

приводило до фазового переходу, механiзм якого вiн прямо пов’язував

з явищем бозе-конденсацiї. Важливим нюансом у цих розрахунках бу-

ло введення поняття ефективної маси атома гелiю, яка замiсть реаль-

ної маси стояла у виразi для матрицi густини iдеального бозе-газу. З її

допомогою Фейнман намагався врахувати взаємодiю частинки з ото-

чуючим середовищем, оскiльки фактор, який описував неiдеальнiсть

системи у матрицi густини, брав до уваги лише факт непроникностi
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частинок. Це була досить продуктивна iдея, оскiльки з її допомогою

вдалося пояснити зниження температури бозе-конденсацiї у взаємо-

дiючiй бозе-системi порiвняно з iдеальною. Iнтуїтивно зрозумiло, що

внаслiдок мiжчастинкової взаємодiї ефективна маса має бути бiльшою,

нiж маса атома, тому i температура бозе-конденсацiї стає нижчою. Це

справедливо також i для систем у двох вимiрах [88]. Однак варто па-

м’ятати, що вiдштовхування на малих вiдстанях, навпаки, зменшує

густину системи, а отже веде до збiльшення температури. Цей факт

потрiбно враховувати, проводячи теоретичний аналiз деяких систем,

наприклад 4He на вайкорi [89]. Вплив вiдштовхування на температуру

бозе-конденсацiї в моделi слабонеiдеального бозе-газу пiдтверджують

як теоретичнi обчислення [90–94], так i Монте-Карло симуляцiї [95,96].

Говорячи про ефективну масу, варто зауважити, що немає єдиної

думки про її значення навiть в нулi температур, не кажучи вже про

широкотемпературну область, оскiльки саме введення цiєї величини є

феноменологiчним моментом i великою мiрою залежить вiд застосова-

них пiдходiв для її розрахунку [97–101]. В широкотемпературнiй обла-

стi розрахунок ефективної маси був проведений в роботах [102, 103]

з використанням варiацiйного методу, а також в [104, 105] на основi

пертурбативного пiдходу.

Основу нового витка у вивченнi квантових рiдин заклали двi iдеї:

оригiнальний метод наближеного вторинного квантування Боголюбо-

ва [106], а також iдея колективних змiнних Боголюбова i Зубарєва [10].

Боголюбов вперше з перших принципiв розрахував спектр елементар-

них збуджень слабонеiдеального газу [106], скориставшись припуще-
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нням, що слабка взаємодiя не сильно впливає на загальнi риси бозе-

айнштайнiвської конденсацiї в iдеальному бозе-газi, а тому кiлькiсть

частинок у конденсатi при низьких температурах можна вважати ма-

кроскопiчною. Таке припущення дало змогу значно спростити гамiль-

тонiан системи i пiсля його дiагоналiзацiї у першому наближеннi отри-

мати енергетичний спектр квазiчастинок, що описуються статисти-

кою Бозе-Айнштайна. Знайдений взаємозв’язок мiж енергетичним спе-

ктром i структурним фактором бозе-рiдини спiвпадав в головному на-

ближеннi з пiзнiшими результатами Фейнмана [86].

Зубарєв [107], користуючись виразом для хвильової функцiї основ-

ного стану бозе-системи, зумiв показати виникнення бозе-конденсату

в системi, при цьому не вносячи додаткових припущень зовнi. Хоча в

моделi Боголюбова мiжатомна взаємодiя повинна бути слабкою, однак

отриманi результати виявилися коректними i для рiдкого 4He в грани-

цi низьких температур. Теоретичний розрахунок бозе-конденсату для

рiдкого 4He одними з перших провели також Пенроуз i Онзагер [108],

використовуючи модель твердих сфер. Вони отримали значення ве-

личини бозе-конденсату на рiвнi 8% при T = 0К. Iншi розрахун-

ки [109–114], якi брали до уваги лише короткодiючi потенцiали, дава-

ли близькi результати. Однак коректний розрахунок бозе-конденсатної

фракцiї вимагає врахування не тiльки короткодiючих, але й далекодi-

ючих кореляцiй. Одним з пiдходiв, який дає можливiсть це здiйснити,

є розрахунок через одночастинкову матрицю густини [13,16,115,116].

Подальший розвиток iдея Боголюбова знайшла в роботi Гуген-

гольца i Пайнса [117]. В свою чергу Бєляєв застосував для опису ба-
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гатобозонної системи розвинутий в теорiї поля формалiзм [118], що

дозволило йому в наступнiй роботi [119] iз отриманого виразу функцiї

Грiна для бозе-системи багатьох частинок знайти енергетичний спектр

збуджень в неiдеальному бозе-газi, а також енергiю основного стану i

розподiл частинок за iмпульсами.

Iдея колективних змiнних, окрiм згаданих вище робiт, паралель-

но розроблялася також у працях Абе [120], Сунакави та iн. [121, 122],

а також в роботах Юхновського [123, 124], Вакарчука i Юхновсько-

го [125, 126], Вакарчука i Глушака [14, 15]. Зокрема у названих щойно

роботах Абе, Сунакави та iн. вивчається питання про фiзичну iнтер-

претацiю оператора похiдної за колективною змiнною i його зв’язок

з оператором швидкостi у квантовiй гiдродинамiцi, а у пiзнiшiй робо-

тi [127] вперше знайдено самоспряжений гамiльтонiан багатобозонної

системи в представленнi колективних змiнних.

Пiдхiд колективних змiнних виявився досить ефективним iнстру-

ментом у теоретичному вивченнi багаточастинкових систем. Вiн також

продемонстрував свою доцiльнiсть при знаходженнi повної матрицi гу-

стини [11,99], яка несе повну i детальну iнформацiю про сукупнiсть N

частинок. Для того, щоб розглядати поведiнку s частинок з сукупностi

N частинок, нам потрiбно використовувати s-частинковi матрицi гу-

стини [128], якi отримуються iнтегруванням повної матрицi густини за

координатами N − s частинок. Вперше в явному виглядi s-частинковi

матрицi густини були знайденi в роботi [129], а в широкотемператур-

нiй областi вирази для одно- i двочастинкових матриць густини були

запропонованi у [100]. Матриця густини, заiнтегрована по всiх коорди-
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натах частинок дає нам статистичну суму. Однi з перших робiт, де для

її розрахунку були використанi колективнi змiннi, є працi Юхновсько-

го [130, 131]. Вiн також показав, як її розрахувати для систем, якi мi-

стять не тiльки бозони, але й фермiони. Рiч у тiм, що в цьому випадку

статистичну суму неможливо зобразити лише в колективних змiнних,

оскiльки антисиметрична функцiя не може бути виражена лише з їх

допомогою. Вихiд з цiєї ситуацiї був знайдений в роботах [123, 124],

якi є початком ряду робiт, де для обчислення статистичної суми за-

стосовуються як колективнi змiннi, так i методи вторинного кванту-

вання. В роботi [132] статистична сума N атомiв з далекосяжною i

близькосяжною взаємодiєю приведена до вигляду функцiональних iн-

тегралiв. В результатi з’явилася можливiсть розрахунку статистичної

суми рiдина–газ за допомогою методiв, розвинених для моделi Iзiнга.

Трохи згодом на основi термодинамiчних спiввiдношень, використову-

ючи метод колективних змiнних iз видiленою системою вiдлiку, була

отримана явна форма функцiонала великої статистичної суми, яка дає

можливiсть описувати фазовi переходи [133].

Матриця густини i, зокрема, розрахована на її основi статистична

сума, дає можливiсть отримати вичерпну iнформацiю про термоди-

намiчнi та структурнi функцiї дослiджуваної системи. Першi ж кро-

ки на шляху теоретичного вивчення термодинамiки рiдкого 4He були

зробленi в напрямi наближеного обчислення енергiї основного стану

цiєї бозе-системи ще Боголюбовим [106]. Пiзнiше вiн разом iз Зубарє-

вим [10] знайшли хвильову функцiю основного стану, а також хвильо-

вi функцiї нижнiх збуджених рiвнiв для слабонеiдеального бозе-газу
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з допомогою методу колективних змiнних. В границi зникаюче малої

взаємодiї енергiя основного стану бозе-системи була вперше коректно

знайдена в роботi [134], де розрахунок проводився з використанням

псевдопотенцiалу, а також в працi [135] за допомогою метода Бракне-

ра. Дослiдження термодинамiчних функцiй основного стану рiдкого
4He, зокрема внутрiшньої енергiї, в наближеннi вищому, нiж наближе-

ння Боголюбова, було проведено в рядi робiт [13, 14, 16, 125, 136–139].

Трохи згодом [140, 141] з допомогою двочасових температурних фун-

кцiй Грiна були отриманi вирази для термодинамiчних функцiй рiд-

кого 4He в широкотемпературному дiапазонi. В пiдходi колективних

змiнних термодинамiчнi функцiї багатобозонної системи для широкої

областi температур були знайденi в роботi [142]. Варто зауважити, що

вивчення термодинамiчних властивостей 4He сьогоднi проводиться не

тiльки для рiдкого [103, 143, 144] чи газоподiбного стану [145], багато

робiт присвяченi i твердому стану [146–151]. Активно вивчається тер-

модинамiка плiвок [152–154] та сумiшей [155–157], а також поведiнка
4He в рiзних середовищах [158–160].

У структурних дослiдженнях багаточастинкових систем централь-

ну роль вiдiграє повний перерiз розсiяння, який називається динамi-

чним структурним фактором. Його також можна отримати на осно-

вi повної матрицi густини. Вiн дає можливiсть визначити просторо-

ву структуру речовини, а також структуру її енергетичного спектра

[161, 162]. З його допомогою, а також з допомогою похiдних вiд нього

величин, сьогоднi вивчають багато рiзних систем, наприклад: бозе-газ

в пастцi [163], рiдкий 4He [164] i 3He [165] у двох вимiрах, твердий



26

3He [166], тонкi плiвки [167], розрiджений газ Ленарда-Джонса [168],

надплинний гелiй [169], парагiдроген [170], моделi з турбулентнiстю

[171] тощо. Окрiм динамiчного структурного фактора не менш ваго-

ме значення має його нульовий момент або статичний структурний

фактор, для якого в рiзний час було проведено чимало вимiрювань

в широкiй областi температур. Дослiдження проводилися при тиску

насиченої пари як методом нейтронної дифракцiї [172], так i з допо-

могою дифракцiї рентгенiвських променiв [173]. Аналiз експеримен-

тальних робiт по вимiрюванню структурного фактора було проведено,

наприклад, у роботi [174]; у нiй також були запропонованi поправки,

якi допомагають узгодити результати рiзних авторiв. Серед структур-

них функцiй варто згадати також парну кореляцiйну функцiю, яка є

однiєю з базових величин, що характеризують когерентнi властивостi

бозе-конденсату [175]. В пiдходi колективних змiнних структурнi вла-

стивостi рiдкого 4He при низьких температурах обговорюються вже

здавна [13,14,16,125,126,136,139]. Однак теоретичний розрахунок пар-

ного структурного фактора в широкотемпературнiй областi був здiй-

снений щойно в роботi [142] за допомогою усереднення з матрицею гу-

стини взаємодiючих бозе-частинок. Згодом з’явилися iншi роботи, якi

описували структурнi функцiї в широкiй областi температур [104,176].

Незважаючи на всi успiхи, якi були досягнутi, у мiкроскопiчнiй

теорiї рiдкого 4He залишається ще ряд важливих i не до кiнця розв’я-

заних проблем; йдеться, наприклад, про кiлькiсний опис структурних i

термодинамiчних функцiй, а також бозе-айнштайнiвської конденсацiї,

зокрема, в околi λ-точки, що яскраво видно iз порiвняння теоретичних



27

результатiв з експериментальними даними для середнiх значень кiне-

тичної, потенцiальної i повної внутрiшньої енергiї [55, 109, 110], стру-

ктурного фактора [173, 177], теплоємностi [70, 178, 179]. Значною мi-

рою це пов’язано з тим, що матриця густини багатобозонної системи,

на основi якої розраховуються вищевказанi величини, взята з ураху-

ванням лише парних кореляцiй. Вiдомо, що внески багаточастинко-

вих кореляцiй у термодинамiчнi функцiї рiдини можуть бути значни-

ми [180,181]. Врахування тричастинкових кореляцiй при розрахунках

енергiї основного стану, структурного фактора i парної функцiї розпо-

дiлу рiдкого 4He проведено, зокрема, в роботах [182–184], а в [12,13] на

основi врахування три- i чотиричастинкових кореляцiй зроблена оцiн-

ка заповнення бозе-конденсату в рiдкому 4He. В роботах [14–16] пока-

зано, що внесок вiд три- та чотиричастинкових кореляцiй при низьких

температурах покращує результати для основного стану, а в [185] зна-

йдено вклад тричастинкових кореляцiй у значення структурного фа-

ктора рiдкого 4He. В роботi [104] були знайденi структурнi функцiї i

статистична сума рiдкого 4He з урахуванням непрямих три- i чотири-

частинкових кореляцiй в широкому iнтервалi температур. Це привело

до кращого узгодження теоретичних розрахункiв i експериментальних

даних, зокрема, для парного структурного фактора [173], однак розбi-

жностi все ж таки залишаються.

Для кращого узгодження теоретичних i експериментальних ви-

сновкiв вiдповiднi величини мають бути знайденi з урахуванням пря-

мих три- i чотиричастинкових кореляцiй, що, у свою чергу, пов’язане iз

використанням наближення “двох сум за хвильовим вектором” [14,186].
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Це також означає, що всi розрахунки потрiбно проводити iз матри-

цею густини в post-RPA наближеннi. Користуючись результатами ро-

боти [125], можемо знайти вигляд цiєї матрицi, однак тiльки при темпе-

ратурi T= 0 K. Для всього дiапазону температур обчислення матрицi

густини багатобозонної системи iз врахуванням прямих три- i чотири-

частинкових кореляцiй являє собою бiльш математичну, анiж фiзичну

проблему, у зв’язку iз громiздкiстю виразiв, якi виникають при розра-

хунках. Однак, використовуючи вiдповiднi “математичнi трюки”, стає

можливим значно спростити обчислення i знайти її явний вигляд.

Ще одним важливим напрямком теоретичних дослiджень власти-

востей рiдкого 4He i вивчення поведiнки його термодинамiчних та стру-

ктурних функцiй є чисельнi методи розрахунку, зокрема такi як: ди-

фузiйний метод Монте Карло (дослiдження основного стану) [187–189],

метод Монте-Карло з використанням iнтегралiв за траєкторiями [70,

190, 191] чи функцiй Грiна [192], “незмiщений” метод Монте-Карло

(unbiased Monte Carlo) [193] тощо. З допомогою деяких з цих методiв,

наприклад, було проведене дослiдження областi пiку структурного фа-

ктора бозе-конденсату i показано, що вiн знаходиться вище, нiж отри-

мане теоретичне значення у наближеннi малої густини [194], а в [195]

запропоновано процедуру розрахунку ефективного парного потенцi-

алу на основi експериментальних даних для структурного фактора.

При застосуваннi згаданих чисельних методiв постає проблема зада-

ння мiжатомного потенцiалу взаємодiї в гелiї. Для її вирiшення в рi-

зний час використовували потенцiал Слетера-Кiрквуда [196], Ленарда-

Джонса [168, 197], Азiза-Сламана [198, 198]. Застосовують також по-
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тенцiали, якi враховують багаточастинковi кореляцiї, зокрема трича-

стинковi [199]. Корисним також є потенцiал Аксильрода-Теллера [200],

який враховує дипольнi взаємодiї, та аналiтичний потенцiал Парiша-

Дикстри [201]. Iнший пiдхiд до цiєї проблеми запропонований у робо-

тах [140, 202], де мiжатомний потенцiал взаємодiї був вiдновлений за

експериментальними даними для структурного фактора.

Актуальним сьогоднi залишається вивчення явищ першого та дру-

гого звуку. Йдеться не тiльки про рiдкий 4He, але також про такi

багаточастинковi системи як: двокомпонентнi сумiшi (зокрема 3He i
4He) [203–205], твердий 3He [206], плазму [207], 4He в аерогелi [208,209],

бозе-газ в пастцi [210]. Iсторiя експериментального вивчення швидко-

стi першого звуку в рiдкому 4He розпочинається з Бартона [211], який

провiв її вимiрювання з допомогою ультразвукового методу. Роком пi-

знiше це зробив Фiндлей з колегами [212, 213]. Крива температурної

поведiнки, яка була тодi отримана, прекрасно узгоджується з суча-

сними даними [214]. Питанням iнтерпретацiї експерименту займався

Гроневолд [215], якому вдалося довести, що ультразвуковi хвилi в ге-

лiї II є адiабатичними, незважаючи на високу теплопровiднiсть гелiю

i значну частоту хвиль. В роботi [212, 213] було зроблено спробу по-

яснити значно менший розрив швидкостi звуку в точцi λ-переходу в

порiвняннi зi значенням, яке випливало зi спiввiдношення Еренфеста

i пов’язувало його зi стрибком iзотермiчної стисливостi.

Трохи згодом увагу дослiдникiв привернуло питання загасання

звуку в рiдкому 4He. Пеллам i Скваєр [216] дослiдили його експери-

ментально i показали, що їх данi добре узгоджуються з теоретичними
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результатами, отриманими на основi класичних формул, для областi

температур вiд 3.2K до 4.2K. При цьому вважалося, що загасання бу-

ло зумовлене лише звичайною в’язкiстю i тепловими втратами. Пiзнi-

ше швидкiсть звуку i його загасання в рiдкому 4He були розрахованi

на основi кiнетичних рiвнянь Ландау-Халатникова i рiвняння Боль-

цмана [217]. В роботi [218] автори порiвнюють отриманi з допомогою

теоретико-польового формалiзму ренорм-групи результати критичної

поведiнки поширення звуку в рiдкому 4He (а також в iнших рiдинах)

в околi критичної точки переходу газ-рiдина. Сьогоднi, окрiм поши-

рення i загасання, вивчається також i питання вiдбивання першого та

другого звуку в надплиннiй рiдинi [219].

Ще в 1938 роцi Тiса на основi своєї дворiдинної моделi передба-

чив iснування другого типу звукових хвиль в гелiї II (названих ним

температурними хвилями). Це саме передбачення зробив i Ландау у

1941 роцi [82]. На вiдмiну вiд першого звуку, який виникає пiд впливом

коливання тиску, причиною другого звуку є коливання температури.

Поштовхом для висловлення iдеї другого звуку послужили результа-

ти експериментiв Капiци, який виявив iнерцiйнiсть поширення тепла

в гелiї. Теоретичний опис другого звуку провiв Лiфшиц [220], а першi

експерименти з вимiрювання його температурної поведiнки поставив

Пєшков [221–223]. Здобутi тодi результати добре узгоджуються iз су-

часними даними [214,224,225].

Чи можуть взаємодiяти мiж собою явища першого i другого зву-

ку? Позитивну вiдповiдь на це питання вперше дав Онзагер, який

припустив можливiсть взаємного перетворення другого звуку в пер-
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ший i навпаки. Першi спроби перевiрити цю гiпотезу зробив Пєшков

[221–223], а також Лейн з колегами [226–228]. В результатi було отри-

мано оцiнку вiдношення коефiцiєнтiв трансформацiї першого в другий

звук. Виявилося, що це вiдношення близьке до одиницi. Параметри-

чне генерування другого звуку з допомогою першого описано в робо-

тах [229,230].

Варто зауважити, що перший i другий звук не є єдиними звуко-

вими модами у багаточастинкових системах. Є також третiй, четвер-

тий, п’ятий звук [231–235], однак вони не є незалежними акустични-

ми модами; це фактично хвильовi процеси, в якi переходять перший

i другий звук, коли крайовi ефекти стають домiнуючими [236, 237]. В

роботi [238] була також описана поперечна звукова мода. Вона отри-

мала свою назву через те, що в нiй швидкiсть нормальної складової

осцилює в напрямку, перпендикулярному до хвильового вектора.
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Роздiл 2

Матриця густини в post-RPA

наближеннi

2.1 Вступ

Повна матриця густини багатобозонної системи мiстить вичерпну iн-

формацiю про її фiзичнi властивостi. Це випливає безпосередньо з

означення матрицi густини, яка для N безспiнових частинок iз коор-

динатами x ≡ (r1, . . . rN), що рухаються в об’ємi V , має такий вигляд:

R(x|x′) =
∑
n

ψ∗n(x
′)e−βHψn(x), (2.1)

де ψn(x) — повна система функцiй, симетричних стосовно переста-

новок частинок; iндекс n нумерує квантовi стани; H — гамiльтонiан

системи частинок; β = 1/T — обернена температура. Тому розраху-

нок повної матрицi густини є ключовим моментом на шляху побудови

мiкроскопiчної теорiї бозе-рiдини, зокрема рiдкого 4He.

У свiй час, iдея Фейнмана, яку вiн запропонував, виходячи з фе-

номенологiчних мiркувань, про видiлення з повної матрицi густини в

координатному представленнi матрицi густини iдеального бозе-газу, не

набула належного розвитку, хоча i приводила до фазового переходу.

Сама iдея походила iз розумiння реальної бозе-системи як iдеального
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бозе-газу, злегка здеформованого взаємодiєю. Пiзнiше в роботах Ва-

карчука з колегами, зокрема [11, 104, 142], вона не тiльки довела своє

право на iснування, але й виявилася досить ефективною для опису фi-

зичних явищ у бозе-системi в широкотемпературнiй областi. Щоправ-

да, в цих роботах матриця густини була записана лише в наближеннi

парних кореляцiй (RPA-наближення).

У цьому роздiлi буде проведено розрахунок повної матрицi гу-

стини в представленнi колективних змiнних в post-RPA наближеннi,

яке мiстить прямi три- i чотиричастинковi кореляцiї. Отриманий ре-

зультат буде поданий у виглядi добутку матрицi густини iдеального

бозе-газу на фактор, який враховує мiжчастинкову взаємодiю. Для

матрицi густини, так само як i для статистичної суми та термодина-

мiчних функцiй, post-RPA наближення вiдповiдає наближенню “двох

сум за хвильовим вектором”, натомiсть для структурних функцiй та

швидкостi звуку — наближенню “однiєї суми за хвильовим вектором”.

В наступних роздiлах буде також показано, що обчислення термоди-

намiчних i структурних величин на основi матрицi густини в post-RPA

наближеннi приводять до кращого узгодження теоретичних результа-

тiв з експериментальними даними, нiж у випадку матрицi густини в

наближеннi парних кореляцiй.

2.2 Вихiднi рiвняння

З означення матрицi густини (2.1) випливає, що вона задовольняє рiв-

няння Блоха:

−∂R(x|x′)
∂β

= H(x)R(x|x′), (2.2)
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а при β = 0 може бути записана в такий спосiб:

R(x|x′) =
∑
n

ψ∗n(x
′)ψn(x) = δ(x− x′). (2.3)

Тут для багатобозонної системи ми ввели символьне позначення

δ(x− x′) =
1

N !

∑
Q

N∏
j=1

δ(rj − r′Qj). (2.4)

В наведеному вище виразi Q — це оператор перестановки iндексiв

(1, . . . , N);
∑
Q

— сума за всiма N ! перестановками.

На основi рiвностей (2.1) — (2.3) вираз для матрицi густини можна

зобразити ще й так:

R(x|x′) = e−βHδ(x− x′), (2.5)

тут H = H(x). Оскiльки матриця густини є дiйсною, то, очевидно,

що вона є i симетричною стосовно замiни штрихованих змiнних на

нештрихованi i навпаки: R(x|x′) = R(x′|x). Тому вираз для неї можна

записати в такий спосiб:

R(x|x′) = e−βH
′
δ(x− x′), (2.6)

де H ′ = H(x′), а в явносиметричному виглядi її можна подати так:

R(x|x′) = e−β(H+H ′)/2δ(x− x′). (2.7)

2.3 Kолективнi координати

Конкретизуємо гамiльтонiан нашої системи:

H =
N∑
j=1

p̂2
j

2m
+ Φ(r1, . . . , rN), (2.8)
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де p̂j = −i~∇j — оператор iмпульсу j-ої частинки, а потенцiальна

енергiя складається iз суми попарних взаємодiй мiж частинками:

Φ(r1, . . . , rN) =
∑

1≤i<j≤N

Φ(|ri − rj|). (2.9)

Для багатобозонної системи, коли хвильовi функцiї ψn(x) є симетри-

чними щодо перестановок частинок, замiсть N змiнних r можна вико-

ристати нескiнченну сукупнiсть величин ρq, якi є коефiцiєнтами Фур’є

флуктуацiї густини частинок системи:

ρq =
1√
N

N∑
j=1

e−iqrj . (2.10)

Вектор q = (2πn1/L, 2πn2/L, . . . , 2πnD/L) — хвильовий вектор

з компонентами кратними до 2π/L, де n1, n2, . . . , nD = 0,±1,±2, . . .,

L — ребро D-вимiрного куба, об’єм якого V = LD. Пiдсумовування за

хвильовим вектором q означає таке:∑
q

≡
∞∑

n1=−∞
. . .

∞∑
nD=−∞

,

а в термодинамiчнiй межi ця сума переходить в iнтеграл за правилом:

∑
q

=

∞∫
−∞

dn1 . . .

∞∫
−∞

dnD =
V

(2π)D

∫
dq. (2.11)

Гамiльтонiан в цих змiнних, якi називаються колективними змiн-
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ними, має вигляд:

H

(
ρq;

∂

∂ρq

)
=
∑
q6=0

~2q2

2m

(
ρq

∂

∂ρq
− ∂

∂ρ−q

∂

∂ρq

)
+

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q 6=0

νq(ρqρ−q − 1) +

+
1√
N

∑
q 6=0

∑
q′ 6=0

q+q′ 6=0

~2

2m
(qq′)ρq+q′

∂

∂ρq

∂

∂ρq′
, (2.12)

а потенцiальна енергiя

Φ =
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q 6=0

νq(ρqρ−q − 1), (2.13)

де νq =
∫
e−iqrΦ(r)dr — коефiцiєнт Фур’є енергiї парної взаємодiї мiж

частинками.

Зауважимо, що написаний вище гамiльтонiан у представленнi ко-

лективних змiнних (2.12) є неермiтовим. Хоча для розрахунку фiзи-

чних величин в рамках методу колективних змiнних достатньо прове-

сти ермiтизацiю лише головного адитивного доданку, що вперше було

запропоновано i зроблено Боголюбовим i Зубарєвим [10], а пiсля цього

розвивати теорiю збурень для неермiтової частини гамiльтонiану, в на-

шому випадку, для практичних розрахункiв зручно використовувати

повнiстю ермiтизований гамiльтонiан.

Рiвняння Блоха для матрицi густини у представленнi колективних

змiнних запишеться наступним чином:

− ∂R(ρ|ρ′)
∂β

= H

(
ρq;

∂

∂ρq

)
R(ρ|ρ′), (2.14)

де ρ i ρ′ позначають всю сукупнiсть змiнних ρq i ρq′ вiдповiдно.
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Щодо граничної умови при β = 0, то очевидно, що повинно вико-

нуватися спiввiдношення:

1

N !

∑
Q

N∏
j=1

δ(rj − r′Qj) ∼
∏
q 6=0

′
δ(ρq − ρ′q). (2.15)

Штрих бiля добутку за q означає, що беремо до уваги лише пiвпростiр

можливих значень хвильового вектора q, оскiльки iснує залежнiсть

ρ∗q = ρ−q. Штрих бiля ρ′q позначає штрихованi iндивiдуальнi коорди-

нати частинок:

ρ′q =
1√
N

N∑
j=1

e−iqr
′
j .

Точна рiвнiсть для граничної умови при β = 0 є такою [125,186,239]:

R(ρ|ρ′) =
1√

J(ρ)J(ρ′)

∏
q 6=0

′
δ(ρq − ρ′q), (2.16)

де вагова функцiя J(ρ) вiдiграє роль якобiана переходу вiд скiнченної

кiлькостi змiнних r до безмежної сукупностi змiнних ρq:∫
dx ≡

∫
drj . . .

∫
drN =

∫
(dρ)J(ρ). (2.17)

Ще раз зауважимо, що при такому переходi виникає питання ермiто-

востi гамiльтонiана в представленнi колективних змiнних, вiдповiдь на

яке не є тривiальною.

Явний вигляд вагової функцiї J(ρ) поданий у книзi [239]:

J(ρ) = CJ exp

∑
n≥2

(−1)n−1

n(n− 1)(
√
N)n−2

∑
q1 6=0

. . .
∑
q2 6=0

q1+...+qn=0

ρq1
. . . ρqn

 . (2.18)

Сталу C знаходимо з умови нормування:∫
J(ρ)(dρ) = V N . (2.19)
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В термодинамiчнiй межi∫
(dρ) =

∏
q6=0

′
∞∫

−∞

dρcq

∞∫
−∞

dρsq, (2.20)

де

ρq = ρcq − iρsq, (2.21)

ρcq =
1√
N

N∑
j=1

cos(qrj), ρsq =
1√
N

N∑
j=1

sin(qrj). (2.22)

Введемо нову матрицю густини R(ρ|ρ′) наступним чином:

R(ρ|ρ′) =
√
J(ρ)J(ρ′)R(ρ|ρ′). (2.23)

Ця матриця також задовольняє рiвняння Блоха (2.14) з тiєю лише вiд-

мiннiстю, що замiсть гамiльтонiана H(ρq; ∂/∂ρq) в правiй частинi рiв-

няння стоїть вираз J
1
2 (ρ)H(ρq; ∂/∂ρq)J−

1
2 (ρ), який в подальших наших

розрахунках ми знову позначатимемо черезH. Цей новий гамiльтонiан

є ермiтовим i може бути записаний в наступний спосiб [14,15,116,127]:

H = H0 + ∆H, (2.24)

де

H0 =
∑
q6=0

~2q2

2m

[
− ∂2

∂ρq∂ρ−q
+

1

4
ρqρ−q −

1

2

]
+

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q 6=0

νq(ρqρ−q − 1), (2.25)
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∆H =
1√
N

∑
q6=0

∑
q′ 6=0

q+q′ 6=0

~2(qq′)

2m
ρq+q′

∂2

∂ρq∂ρ−q′
+

+
∑
n≥3

(−1)n

4n(n− 1)Nn/2−1

∑
q1 6=0

. . .
∑
qn 6=0

q1+...+qn=0

~2

2m
(q2

1 + . . .+ q2
n)ρq1

. . . ρqn
.

(2.26)

При β = 0

R(ρ|ρ′) =
∏
q 6=0

′
δ(ρq − ρ′q). (2.27)

Вперше самоспряжений гамiльтонiан в представленнi колектив-

них змiнних був отриманий в [127], де в якостi незалежних змiнних

використовуються величини ρq i оператор швидкостi vq, канонiчно

спряжений до ρq. Варто зауважити, що цей пiдхiд є еквiвалентним

до описаного ранiше i приводить до тих самих результатiв.

2.4 Формальний розв’язок рiвняння Блоха

Таким чином, вираз для матрицi густини може бути записаний в на-

ступний спосiб:

R(ρ|ρ′) = e−β(H+H ′)/2
∏
q 6=0

′
δ(ρq − ρ′q), (2.28)

де

H ′ = H ′0 + ∆H ′. (2.29)

Оператори H ′0 i ∆H ′ — це тi ж самi оператори, що й H0 i ∆H, з тiєю

лише вiдмiннiстю, що в них нештрихованi колективнi змiннi замiненi

на штрихованi (i навпаки).
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Використовуючи вирази (2.24) i (2.29), зробимо таке перетворення

статистичного оператора:

e−β(H+H ′)/2 = σ̂e−β(H0+H ′0)/2, (2.30)

де σ̂ — невiдомий оператор, який необхiдно знайти. Таке перетворен-

ня спорiднене iз зображенням взаємодiї, однак вiдрiзняється вiд нього

порядком розмiщення операторiв σ̂ i e−β(H0+H ′0)/2 у правiй частинi на-

писаного вище рiвняння.

Диференцiюючи останню рiвнiсть (2.30) по β i помноживши все

рiвняння на eβ(H0+H ′0)/2, отримаємо:

− ∂σ̂

∂β
=

1

2
σ̂

[
∆H

(
β

2

)
+ ∆H ′

(
β

2

)]
, (2.31)

де

∆H

(
β

2

)
= e−βH0/2∆HeβH0/2; ∆H ′

(
β

2

)
= e−βH

′
0/2∆H ′eβH

′
0/2.

При β = 0 оператор σ̂ = 1. Проiтеруємо рiвняння (2.31):

σ̂ = 1 + σ̂(1) + σ̂(2) + . . . . (2.32)

Перша iтерацiя:

−∂σ̂
(1)

∂β
=

1

2

[
∆H

(
β

2

)
+ ∆H ′

(
β

2

)]
,

σ̂(1) = 0 при β = 0,

σ̂(1) = −1

2

β∫
0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
. (2.33)
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Друга iтерацiя:

−∂σ̂
(2)

∂β
= σ̂(1) 1

2

[
∆H

(
β

2

)
+ ∆H ′

(
β

2

)]
,

σ̂(2) = 0 при β = 0,

σ̂(2) =
1

4

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2

[
∆H

(
β2

2

)
+ ∆H ′

(
β2

2

)]
×

×
[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
, (2.34)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σ̂(n) =

(
−1

2

)n β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2 . . .

βn−1∫
0

dβn

[
∆H

(
βn
2

)
+ ∆H ′

(
βn
2

)]
×

×
[
∆H

(
βn−1

2

)
+ ∆H ′

(
βn−1

2

)]
. . .

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
.

(2.35)

Це впорядкування операторiв за зростаючим значенням параме-

тра β є протилежним до стандартного впорядкування, яке маємо в

“зображеннi взаємодiї”. Формально ряд для оператора σ̂ можна зi-

брати i записати його через оператор упорядкування “часiв” β, який

ми позначаємо через T̂1 (щоб вiдрiзнити його вiд стандартного T̂ -

впорядкування):

σ̂ = T̂1 exp

−
β∫

0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)] . (2.36)
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Будемо вважати оператор ∆H + ∆H ′ збуренням. Отже в головному

наближеннi покладемо ∆H+∆H ′ = 0, σ̂ = 1, i матриця густини (2.28)

набуде вигляду:

R0(ρ|ρ′) = e−β(H0+H ′0)/2
∏
q 6=0

′
δ(ρq − ρ′q). (2.37)

Тодi повну матрицю густини можна подати наступним чином:

R(ρ|ρ′) = σ̂R0(ρ|ρ′). (2.38)

Ця формула є головною для подальших розрахункiв. Явний ви-

гляд матрицi густини в наближеннi парних кореляцiй R0(ρ|ρ′) вiдо-

мий [11,129,240]:

R0(ρ|ρ′) = e−βF0

∏
q 6=0

′αq
π
th
[
βEq

2

]
exp

−1

4

∑
q6=0

αq
th[βEq]

(ρqρ−q + ρ′qρ
′
−q)+

+
1

4

∑
q 6=0

αq
sh[βEq]

(ρqρ
′
−q + ρ′qρ−q)

 , (2.39)

де вiльна енергiя

F0 = EB
0 +

1

β

∑
q 6=0

ln
(
1− e−βEq

)
,

а EB
0 — це енергiя основного стану багатобозонної системи в набли-

женнi Боголюбова:

EB
0 =

N(N − 1)

2V
ν0 −

∑
q 6=0

~2q2

8m
(αq − 1)2. (2.40)

Вираз (2.39) — це так зване наближення хаотичних фаз для ма-

трицi густини або RPA-наближення.
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Наша задача полягає в тому, щоб знайти явний вигляд матрицi

густини в post-RPA-наближеннi. Тому наступним кроком у наших роз-

рахунках має бути дослiдження дiї оператора σ̂ на матрицю густини в

наближеннi парних кореляцiй R0(ρ|ρ′). З цiєю метою спочатку необхi-

дно знайти явну залежнiсть операторiв ∆H (β1/2) i ∆H ′ (β1/2) вiд β1,

оскiльки вони безпосередньо входять у вираз для σ̂ (2.36).

2.5 Оператори збурення у новому представленнi

Розглянемо спочатку оператор ∆H (β1/2), знайдемо його явну зале-

жнiсть вiд β1, а потiм всi отриманi результати узагальнимо i на опе-

ратор ∆H ′ (β1/2). Введемо оператори породження i знищення [10]:

b̂+
q = − ∂

∂ξq
+

1

2
ξ−q, b̂q =

∂

∂ξ−q
+

1

2
ξq, (2.41)

де

ξq =
√
αqρq, αq =

√
1 +

2N

V
νq

/
~2q2

2m
. (2.42)

Звiдси

ρq =
1
√
αq

(b̂+
−q + b̂q),

∂

∂ρq
=

1

2

√
αq(b̂−q − b̂+

q ). (2.43)

Використовуючи введенi вище оператори b̂+
q , b̂q, знайдемо насту-

пнi спiввiдношення:

∆H = ∆H

(
ρq;

∂

∂ρq

)
= ∆H

(
1
√
αq

[
b̂+
−q + b̂q

]
;

√
αq

2

[
b̂−q − b̂+

q

])
,

(2.44)
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∆H

(
β1

2

)
= ∆H

 b̂+
−q

(
β1

2

)
+ b̂q

(
β1

2

)
√
αq

;

√
αq

2

[
b̂−q

(
β1

2

)
− b̂+

q

(
β1

2

)],
(2.45)

де

b̂+
q

(
β1

2

)
= e−β1H0/2b̂+

q e
β1H0/2, b̂q

(
β1

2

)
= e−β1H0/2b̂qe

β1H0/2. (2.46)

Враховуючи, що гамiльтонiан H0 можна записати з допомогою

введених нами операторiв породження i знищення наступним чином:

H0 = EB
0 +

∑
q 6=0

Eqb̂
+
q b̂q, (2.47)

де Eq – спектр елементарних збуджень в наближеннi Боголюбова:

Eq = αqεq = αq
~2q2

2m
, (2.48)

на основi рiвностей (2.46) отримаємо:

b̂+
q

(
β1

2

)
= b̂+

q e
−β1Eq/2, b̂q

(
β1

2

)
= b̂qe

β1Eq/2. (2.49)

Таким чином, беручи до уваги вирази (2.41), (2.42) i (2.49), знайдемо,

що

b̂+
−qe

−β1Eq/2 + b̂qe
β1Eq/2 =

2
√
αq

sh

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
+
√
αq ch

[
β1

2
Eq

]
ρq,

b̂−qe
−β1Eq/2 − b̂+

q e
β1Eq/2 =

2
√
αq

ch

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
√
αq sh

[
β1

2
Eq

]
ρ−q.

Отриманi щойно спiввiдношення дають нам можливiсть записати

вираз (2.45) наступним чином:

∆H

(
β1

2

)
= ∆H

(
ch

[
β1

2
Eq

]
ρq +

1

αq
sh

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
;

ch

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
αq
2

sh

[
β1

2
Eq

]
ρ−q

)
. (2.50)
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Очевидно, що при β1 = 0

∆H

(
β1

2
= 0

)
= ∆H

(
ρq;

∂

∂ρ−q

)
.

Таким чином, ∆H (β1/2) отримується з вихiдного гамiльтонiану

∆H (ρq; ∂/∂ρ−q) при замiнi

ρq → ch

[
β1

2
Eq

]
ρq +

1

αq
sh

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
,

∂

∂ρq
→ ch

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
αq
2

sh

[
β1

2
Eq

]
ρ−q.

Отриманi результати для оператора ∆H (β1/2) очевидно поши-

рюються i на оператор ∆H ′ (β1/2) з тiєю лише вiдмiннiстю, що роль

нештрихованих змiнних у другому випадку виконують штрихованi (i

навпаки).

2.6 Матриця густини в широкотемпературнiй обла-

стi

Повернемося до рiвняння (2.38) i запишемо його в такий спосiб:

R(ρ|ρ′) = σ̂ exp
[
lnR0(ρ|ρ′)

]
. (2.51)

Використовуючи явний вигляд оператора σ̂ (2.36), пронесемо в остан-

нiй формулi експоненту налiво через цей оператор. При цьому опера-

тори похiдної ∂/∂ρq i ∂/∂ρ−q у виразi (2.50) зсуваються на величини

∂ lnR0(ρ|ρ′)/∂ρq i ∂ lnR0(ρ|ρ′)/∂ρ−q вiдповiдно. Це саме стосується i

операторiв похiдної за штрихованими колективними змiнними у вира-
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зi для ∆H ′ (β1/2). Тодi, беручи до уваги вираз (2.39), знайдемо, що

∂ lnR0(ρ|ρ′)
∂ρq

= − αq
2th[βEq]

ρ−q +
αq

2 sh[βEq]
ρ′−q,

∂ lnR0(ρ|ρ′)
∂ρ′q

= − αq
2th[βEq]

ρ′−q +
αq

2 sh[βEq]
ρ−q.

(2.52)

Це дає нам змогу отримати таке спiввiдношення для матрицi густини

R(ρ|ρ′):

R(ρ|ρ′) = R0(ρ|ρ′)σ, (2.53)

де величина

σ =
1

R0(ρ|ρ′)
σ̂R0(ρ|ρ′) =

= T̂1 exp

−1

2

β∫
0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)] . (2.54)

В написаному вище виразi величина ∆H (β1/2) = ∆H (ρq; ∂/∂ρq) при

замiнi

ρq→

ch

[
β1

2
Eq

]
−

sh
[
β1

2 Eq

]
th[βEq]

 ρq +
sh
[
β1

2 Eq

]
sh[βEq]

ρ′q +
2

αq
sh

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
,

(2.55)

∂

∂ρq
→ ch

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
αq
2

ch
[
β1

2 Eq

]
sh[βEq]

ρ′−q

+
αq
2

sh

[
β1

2
Eq

]
−

ch
[
β1

2 Eq

]
th[βEq]

 ρ−q. (2.56)
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Вищесказане щодо величини ∆H (β1/2) тiєю ж мiрою стосується

i величини ∆H ′ (β1/2), яка теж входить у вираз (2.54), з тiєю лише рi-

зницею, що роль штрихованих змiнних у другому випадку вiдiграють

нештрихованi у першому i навпаки.

Величина σ вже не є оператором, оскiльки ми пронесли матри-

цю густини в наближеннi парних кореляцiй R0(ρ|ρ′) = exp[lnR0(ρ|ρ′)]

крiзь оператор σ̂ i тепер похiднi ∂/∂ρq i ∂/∂ρ′q, якi входять в означення

∆H (β1/2) i ∆H ′ (β1/2) вiдповiдно, дiють лише на величини ρq та ρ′q,

якi є в складi названих вище операторiв.

Для подальших обчислень розписуємо величину σ рядом:

σ = 1 + σ1 + σ2 + . . . ,

де

σ1 = −1

2

β∫
0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
, (2.57)

σ2 =
1

4

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2

[
∆H

(
β2

2

)
+∆H ′

(
β2

2

)][
∆H

(
β1

2

)
+∆H ′

(
β1

2

)]
.

(2.58)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σn=

(
−1

2

)n β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2 . . .

βn−1∫
0

dβn×

×
[
∆H

(
βn
2

)
+∆H ′

(
βn
2

)]
. . .

[
∆H

(
β1

2

)
+∆H ′

(
β1

2

)]
. (2.59)

Риска над операторами позначає той факт, що похiднi ∂/∂ρq, ∂/∂ρ′q
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дiють лише всерединi цих виразiв.

Пiсля того, як знайдемо величини σ1, σ2,. . . (їх кiлькiсть залежить

вiд точностi, якої хочемо досягнути), використаємо концепцiю незвi-

дних середнiх i зобразимо величину σ так:

σ = exp

(
σ1 +

[
σ2 −

σ2
1

2

]
+ . . .

)
. (2.60)

В наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” iз врахуванням

лише прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй рiвняння (2.53) на-

буде такого вигляду:

R(ρ|ρ′) = R0(ρ|ρ′) exp (σ1 + σ2) . (2.61)

Щоб знайти вираз для матрицi густини R(ρ|ρ′) ми скористаємося

формулою (2.23) i тим, що вагова функцiя (2.18) у наближеннi “двох

сум за хвильовим вектором” має вигляд:

J(ρ) = CJ exp

−1

2

∑
q 6=0

ρqρ−q +
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

ρq1
ρq2
ρq3
−

− 1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

 . (2.62)

Сталу CJ можна знайти з умови нормування (2.19), коли вагова

функцiя J(ρ) взята у прийнятому нами наближеннi (2.62):

CJ = V N

∏
q 6=0

′ 1

π

 C̃J , (2.63)
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де

C̃J =

∫
exp

−1

2

∑
q 6=0

ρqρ−q

 (dρ)×


∫

exp

−1

2

∑
q 6=0

ρqρ−q +

+
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

ρq1
ρq2
ρq3
− 1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

(dρ)


−1

.

(2.64)

Тепер залишається знайти величину σ1 + σ2 у прийнятому нами

наближеннi. Для цього потрiбно розглянути перший i другий поря-

док теорiї збурень. Спочатку займемося σ1. Запишемо оператори ∆H

i ∆H ′ (2.26) у виглядi трьох доданкiв вiдповiдно до того, що ми пра-

цюємо в рамках наближення “двох сум за хвильовим вектором”:

∆H = ∆1H + ∆2H + ∆3H, ∆H ′ = ∆1H
′ + ∆2H

′ + ∆3H
′, (2.65)

де

∆1H =
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2)ρ−q3

∂2

∂ρq1
∂ρq2

, (2.66)

∆2H = − 1

12
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2 + q1q3 + q2q3)ρq1

ρq2
ρq3
,

(2.67)

∆3H =
1

48N

∑
q1 6=0

. . .
∑
q4 6=0

q1+...+q4=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2 + q2

3 + q2
4)ρq1

ρq2
ρq3
ρq4
. (2.68)
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В наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”, враховуючи, що

в цьому наближеннi умови q1 + q2 = 0 i q3 + q4 = 0, q1 + q3 = 0 i

q2 + q4 = 0, q1 + q4 = 0 i q2 + q3 = 0 є рiвноцiнними, вираз для ∆3H

набуде наступного вигляду:

∆3H =
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)ρq1

ρ−q1
ρq2
ρ−q2

. (2.69)

Для величин ∆1H
′, ∆2H

′, ∆3H
′ отримаємо тi ж вирази, що й для

величин ∆1H (2.66), ∆2H (2.67), ∆3H (2.69), лише в них замiсть не-

штрихованих колективних змiнних стоять штрихованi (i навпаки).

Беручи до уваги спiввiдношення (2.65), вираз (2.57) можна пере-

писати наступним чином:

σ1 = ∆1σ1 + ∆2σ1 + ∆3σ1, (2.70)

де

∆1σ1 = −1

2

β∫
0

dβ1

[
∆1H

(
β1

2

)
+ ∆1H ′

(
β1

2

)]
, (2.71)

∆2σ1 = −1

2

β∫
0

dβ1

[
∆2H

(
β1

2

)
+ ∆2H ′

(
β1

2

)]
, (2.72)

∆3σ1 = −1

2

β∫
0

dβ1

[
∆3H

(
β1

2

)
+ ∆3H ′

(
β1

2

)]
. (2.73)

Перейдемо до величини σ2 (2.58). Ми працюємо в наближеннi

“двох сум за хвильовим вектором”, тому з операторiв ∆H(β2/2) i

∆H ′(β2/2) потрiбно залишити лише внески, якi породжують це набли-

ження i не виводять за його межi. Як бачимо з виразiв для ∆1H(β2/2)
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(2.66), ∆2H(β2/2) (2.67), ∆3H(β2/2) (2.69), з яких складається опе-

ратор ∆H(β2/2), i вiдповiдних виразiв для ∆1H
′(β2/2), ∆2H

′(β2/2),

∆3H
′(β2/2), з яких складається оператор ∆H ′(β2/2), нам достатньо

працювати лише з операторами ∆1H(β2/2), ∆2H(β2/2) i ∆1H
′(β2/2),

∆2H
′(β2/2). Вони мають множник∼ 1/

√
N , так що їхнiй внесок в σ2 ∼

1/N (“наближення двох сум за хвильовим вектором” ∼1/N
∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

(. . .)).

Якщо записати i оператор ∆3H(β2/2), який ∼ 1/N , то ми будемо мати

доданки в σ2 ∼ 1/N3/2. Такий внесок дає пiдсумовування за трьома

хвильовими векторами.

Отже, в прийнятому нами наближеннi “двох сум за хвильовим

вектором” величина σ2 дорiвнює:

σ2 =
1

4

∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2

[
∆1H

(
β2

2

)
+∆1H ′

(
β2

2

)
+∆2H

(
β2

2

)
+∆2H ′

(
β2

2

)]
×

×
[
∆1H

(
β1

2

)
+ ∆1H ′

(
β1

2

)
+ ∆2H

(
β1

2

)
+ ∆2H ′

(
β1

2

)]
.

(2.74)

Наступним кроком є розрахунок величин ∆1H(β1/2), ∆1H
′(β1/2),

∆2H(β1/2), ∆2H
′(β1/2), ∆1H(β2/2), ∆1H

′(β2/2), ∆2H(β2/2),

∆2H
′(β2/2). При цьому ми користуємося тими ж формулами (2.55),

(2.56), (2.66), (2.67), що i у випадку розрахунку величини σ1, однак,

враховуючи, що похiднi у виразi для σ2, як уже згадувалося ранi-

ше, дiють лише всерединi цього виразу, що позначається рискою над

операторами, то у виразах для ∆1H(β1/2), ∆1H
′(β1/2), ∆2H(β1/2),

∆2H
′(β1/2), якi знаходяться у правiй дужцi, ми не беремо до уваги

доданки, якi мiстять похiднi, оскiльки вони, дiючи направо на одини-
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цю, дають нуль. У виразах для ∆1H(β2/2), ∆1H
′(β2/2), ∆2H(β2/2),

∆2H
′(β2/2), якi є у лiвiй дужцi, ми нехтуємо доданками, якi не мi-

стять похiдних, оскiльки вони даватимуть шестичастинковi кореляцiї,

врахування яких виходить за межi поставленої задачi. Зауважимо, що

якби ми враховували тi шестичастинковi кореляцiї, якi зображаються

двома сумами за хвильовим вектором, то вони все одно б скоротилися

з тими, якi походять вiд величини σ2
1/2 (нею ми знехтували ранiше).

Не вдаючись у деталi нескладних, але доволi громiздких розра-

хункiв, запишемо остаточний вираз для величини σ1+σ2 у прийнятому

нами наближеннi:

σ1 + σ2 = c̄0 +
1

N

∑
q1 6=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c̄2

(
1j1,−1i1

) (
ρj1q1
ρi1−q1

+ ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

)
+

+
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

1∑
i1,i2,i3=0

c̄3(1
i1, 2i2, 3i3)

(
ρi1q1
ρi2q2
ρi3q3

+ ρ1−i1
q1

ρ1−i2
q2

ρ1−i3
q3

)
+

+
1

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c̄4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2)×

×
(
ρj1q1
ρi1−q1

ρj2q2
ρi2−q2

+ ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

ρ1−j2
q2

ρ1−i2
−q2

)
.

Iндекси i1, i2, i3, j1, j2, якi стоять бiля величин ρq, можуть набира-

ти значення 0 або 1, причому значення 0 означає вiдсутнiсть штриха,

а 1 — присутнiсть. Позначення c̄2

(
1j1,−1i1

)
— це скорочений запис

c̄2

(
ρj1q1
, ρi1−q1

)
, вiдповiдно c̄3(1

i1, 2i2, 3i3) — це c̄3(ρ
i1
q1
, ρi2q2

, ρi3q3
), а

c̄4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2) — це c̄4(ρ

j1
q1
, ρi1−q1

, ρj2q2
, ρi2−q1

).
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Величина c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2) складається з трьох доданкiв:

c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2) = c

(1)
4 (1j1,−1i1, 2j2,−2i2)+

+ c
(2)
4 (1j1,−1i1, 2j2,−2i2) +

1

8
, (2.75)

де

c
(1)
4 (1j1,−1i1, 2j2,−2i2) = − 1

64

~2

2m

(−1)i1+i2+j1+j2(q2
1 + q2

2)

sh2(βEq1
) sh2(βEq2

)
×

×
∑
±1

∑
±2

∑
±3

±1±2±3

sh
[
β
2 (Eq1

±1Eq1
±2Eq2

±3Eq2
)
]

Eq1
±1 Eq1

±2 Eq2
±3 Eq2

×

× ch

[
β

2

(
(−1)i1Eq1

±1 (−1)j1Eq1
±2 (−1)i2Eq2

±3 (−1)j2Eq2

) ]
. (2.76)

c
(2)
4 (1j1,−1i1,2j2,−2i2)=

(−1)i1+i2+j1+j2

128αq3

(
~2

2m

)2 sh
[
β
2 (Ẽq1

+Ẽq2
+Eq3

)
]

sh2(βEq1
) sh2(βEq2

) sh(βEq3
)
×

×Q(α̃q1
, α̃q2

, αq3
)

{
β

Ẽ
sh

[
β

2

(
(−1)i1Ẽq1

+(−1)i2Ẽq2
−Eq3

)]
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)−

−
2 sh

[
β
2 Ẽ
]

Ẽ2
ch
[
β
(

(i1 − 1)Ẽq1
+ (i2 − 1)Ẽq2

)]
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)−

−
2 sh

[
β
2 Ẽq2

]
ẼẼq2

ch

[
β

2

(
(−1)i1Ẽq1

+2(i2 − 1)Ẽq2
−Eq3

)]
Q(α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)×

+
2 sh

[
β
2 (Ẽq1

+Eq3
)
]

Ẽ(Ẽq1
+ Eq3

)
ch

[
β

2

(
2(i1 − 1)Ẽq1

+(−1)i2Ẽq2

)]
Q(α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)−

−
2 sh

[
β
2 Ẽq1

]
ẼẼq1

ch

[
β

2

(
(−1)i2Ẽq2

+2(i1 − 1)Ẽq1
−Eq3

)]
Q(−α̃q1

, α̃q2
, αq3

)+
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+
2 sh

[
β
2 (Ẽq2

+Eq3
)
]

Ẽ(Ẽq2
+ Eq3

)
ch

[
β

2

(
2(i2 − 1)Ẽq2

+(−1)i1Ẽq1

)]
Q(−α̃q1

, α̃q2
, αq3

)−

−
2 sh

[
β
2E3

]
ẼEq3

ch

[
β

2

(
(−1)i2Ẽq2

+ (−1)i1Ẽq1

)]
Q(−α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)+

+
2 sh

[
β
2 (Ẽq1

+ Eq2
)
]

Ẽ(Ẽq1
+ Eq2

)
ch

[
β

2

(
2(i2 − 1)Ẽq2

+ 2(i1 − 1)Ẽq1
− Eq3

)]
×

× Q(−α̃q1
,−α̃q2

, αq3
)
}
. (2.77)

Коефiцiєнти c2(1
j1,−1i1) i c0 можна виразити через величини

c
(1)
4 (1j1,−1i1, 2j2,−2i2) i c(2)

4 (1j1,−1i1, 2j2,−2i2) таким чином:

c2(1
j1,−1i1) =

1

4
+ 2αq2

sh [βEq2
]×

×
(

2c
(1)
4 (1j1,−1i1, 2,−2′) + c

(2)
4 (1j1,−1i1, 2,−2′)

)
;

c0 =
1

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

4αq1
αq2

sh [βEq1
] sh [βEq2

]×

×

(
2c

(1)
4 (1,−1′, 2,−2′) +

c
(2)
4 (1,−1′, 2,−2′)

3

)
− ln C̃J .

Величина c3(1
i1, 2i2, 3i3) має такий вигляд:

c3(1
i1, 2i2, 3i3)=− 1

16

~2

2m

(−1)i1+i2(q1q2)

sh[βEq1
] sh[βEq2

] sh[βEq3
]
×

×
∑
±1

∑
±2

(αq1
αq2
±1 ±21)

sh
[
β
2

(
Ẽq1

+ Ẽq2
+ Eq3

)]
Ẽq1

+ Ẽq2
+ Eq3

×

× sh

[
β

2

(
(−1)i1Ẽq1

+ (−1)i2Ẽq2
+ (−1)i3Eq3

)]
− 1

12
.



55

В написаних вище виразах введенi такi позначення:

Ẽq1
= ±1Eq1

; Ẽq2
= ±2Eq2

; Ẽ = ±1Eq1
±2 Eq2

+ Eq3
; (2.78)

α̃q1
= ±1αq1

; α̃q2
= ±2αq2

;

Q(α̃q1
, α̃q2

, αq3
) = (±1 ±2 αq1

αq2
+ 1)(q1q2)+

+(±1αq1
αq3

+ 1)(q1q3) + (±2αq2
αq3

+ 1)(q2q3). (2.79)

Наступний крок полягає в тому, щоб подати матрицю густини

R(ρ|ρ′) у виглядi добутку матрицi густини iдеального бозе-газуR0
N(r|r′)

на фактор Pint(ρ|ρ′), що враховує мiжчастинкову взаємодiю:

R(ρ|ρ′) = R0
N(r|r′)Pint(ρ|ρ′), (2.80)

R0
N(r|r′) =

1

N !

(
m∗

2πβ~2

)3N/2∑
Q

exp

[
− m∗

2β~2

N∑
j=1

(r′j − rQj)2

]
. (2.81)

Ще раз пiдкреслимо, що координатне зображення матрицi густи-

ни у виглядi добутку матрицi густини iдеального бозе-газу з пере-

нормованою масою m∗ атомiв на фактор, що враховує їхню непро-

никнiсть, iз феноменологiчних мiркувань запропонував Р. Фейнман

[69, 86, 87, 241] з метою дослiдження λ-переходу. Таке ж зображення

матрицi густини за деяких припущень було також отримане в робо-

тi [99], безпосередньо виходячи з означення матрицi густини.

У прийнятому нами наближеннi “двох сум за хвильовим векто-

ром” у представленнi колективних змiнних R0
N(r|r′) = R0(ρ|ρ′), де

R0(ρ|ρ′) — це вираз для матрицi густини R(ρ|ρ′), в якiй “виключена”
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мiжчастинкова взаємодiя. Практично це реалiзується через покладан-

ня рiвним одиницi величин αq1
, αq2

, αq3
, якi входять у вираз дляR(ρ|ρ′).

Все вищесказане дає нам рецепт розрахунку фактора Pint(ρ|ρ′) i разом

з тим побудови матрицi густини R(ρ|ρ′) у виглядi (2.80):

Pint(ρ|ρ′) =
R(ρ|ρ′)

R(ρ|ρ′)|αq1
=αq2

=αq3
=1
. (2.82)

Величину Pint(ρ|ρ′) зобразимо у виглядi добутку фактора Ppr(ρ|ρ′),

що враховує парнi кореляцiї, на фактор P (ρ|ρ′), що враховує прямi

дво-, три- i чотиричастинковi кореляцiї в наближеннi “двох сум за хви-

льовим вектором”:

Pint(ρ|ρ′) = Ppr(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′). (2.83)

Вираз для Ppr(ρ|ρ′) є вiдомий [11]. Запишемо його в зручних для

нас позначеннях:

Ppr(ρ|ρ′)=exp

c(pr)
0 +

∑
q1 6=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c
(pr)
2 (1j1,−1i1)

(
ρj1q1
ρi1−q1

+ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

) ,
(2.84)

де

c
(pr)
0 = −βE0 +

1

2

∑
q1 6=0

ln

αq1
th
(
βEq1

2

)
th
(
βεq1

2

)
+

∑
q1 6=0

ln

(
1− e−βεq1
1− e−βEq1

)
,

c
(pr)
2 (1,−1) = c

(pr)
2 (1′,−1′) = −1

8
[αq1

cth(βEq1
)− cth(βεq1

)] ,

c
(pr)
2 (1′,−1) = c

(pr)
2 (1,−1′) =

1

8

[
αq1

sh(βEq1
)
− 1

sh(βεq1
)

]
.
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Таким чином матриця густини R(ρ|ρ′) може бути записана у виглядi:

R(ρ|ρ′) = R0
N(r|r′)Ppr(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′). (2.85)

Вирази для R0
N(r|r′) i Ppr(ρ|ρ′) були вже наведенi вище. Залиша-

ється записати вираз для величини P (ρ|ρ′). Отже

P (ρ|ρ′) = exp

c0 +
∑
q1 6=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2

(
1j1,−1i1

) (
ρj1q1
ρi1−q1

+ ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

)
+

+
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3=0

q1+q2+q3 6=0

1∑
i1,i2,i3=0

c3(1
i1, 2i2, 3i3)

(
ρi1q1
ρi2q2
ρi3q3

+ ρ1−i1
q1

ρ1−i2
q2

ρ1−i3
q3

)
+

+
1

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2)×

×
(
ρj1q1
ρi1−q1

ρj2q2
ρi2−q2

+ ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

ρ1−j2
q2

ρ1−i2
−q2

)]
, (2.86)

де

c0 = c̄0−c̄0
0, c2

(
1j1,−1i1

)
=

1

N

[
c2

(
1j1,−1i1

)
−c0

2

(
1j1,−1i1

)]
, (2.87)

c3(1
i1, 2i2, 3i3) = c3(1

i1, 2i2, 3i3)− c0
3(1

i1, 2i2, 3i3), (2.88)

c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2) = c4(1

j1,−1i1, 2j2,−2i2)− c0
4(1

j1,−1i1, 2j2,−2i2).

(2.89)

Величини c0
0, c

0
2, c

0
3, c

0
4 — це вiдповiднi величини c0, c2, c3, c4, в яких

у виразах прийнято αq1
= αq2

= αq3
= 1.

Аналiзуючи знайдений вираз для матрицi густини, можемо за-

уважити, що вiн є симетричний стосовно замiни нештрихованих змiн-

них на штрихованi i навпаки, як i повинно бути. Крiм того величини
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c3(1
i1, 2i2, 3i3) є симетричними стосовно перестановок хвильових векто-

рiв q1,q2,q3, а величини c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2) стосовно перестановок

хвильових векторiв q1,q2.

2.7 Матриця густини при температурi абсолютно-

го нуля

Безпосередньою перевiркою можна впевнитися, що в границi низь-

ких температур з усього набору величин c2

(
1j1,−1i1

)
, c3(1

i1, 2i2, 3i3),

c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2) ненульовими є лише такi: c2 (1,−1) i c2 (1′,−1′),

c3(1, 2, 3) i c3(1
′, 2′, 3′), c4(1,−1, 2,−2) i c4(1

′,−1′, 2′,−2′), причому

c2 (1,−1) = c2 (1′,−1′) =
1

4
a2(q1), (2.90)

c3(1, 2, 3) = c3(1
′, 2′, 3′) =

1

12
a3(q1,q2,q3), (2.91)

c4(1,−1, 2,−2) = c4(1
′,−1′, 2′,−2′) =

1

16
a4(q1,−q1,q2,−q2), (2.92)

де величини a2(q1), a3(q1,q2,q3), a4(q1,−q1,q2,−q2) — це вiдомi ви-

рази [125,126]. Вони мають такий вигляд:

a2(q1) =
1

N

∑
q2 6=0

[
q2

2

2q2
1αq1

a4(q1,−q1,q2,−q2)+

+
(q2,q1 + q2)

q2
1αq1

a3(q1,q2,−q1 − q2)

]
, (2.93)

a3(q1,q2,q3) = −

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1)

2
3∑
j=1

q2
jαqj

,
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a4(q1,−q1,q2,−q2) =
1

q2
1αq1

+ q2
2αq2

{
(q1 + q2)

2a2
3(q1 + q2,−q1,−q2) +

+ (q1 − q2)
2a2

3(q1 − q2,−q1,q2)− [(q1,q2 + q1)(αq1
− 1)+

+(q2,q1 + q2)(αq2
− 1)]a3(q1 + q2,−q1,−q2)− [(q1,q1− q2)(αq1

− 1)+

+ (q2,q2 − q1)(αq2
− 1)] a3(q1 − q2,−q1,q2)

}
. (2.94)

Так само

lim
T→0

c0 =−βE0−
∑
q1 6=0

a2(q1)

αq1

− 1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1

αq1
αq2

−

− 1

12N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[2a3(q1,q2,q3) + 1]2

αq1
αq2

αq3

− ln C̃J . (2.95)

Матриця густини в наближеннi парних кореляцiй R0(ρ|ρ′) при

T → 0, як було вперше показано Боголюбовим i Зубарєвим [10], рiвна:

R0(ρ|ρ′) = R0
N(r|r′)Ppr(ρ|ρ′) =

1

V N

∏
q6=0

′
αq

 e−βE
B
0

× exp

−1

4

∑
q 6=0

(αq − 1)(ρqρ−q + ρ′qρ
′
−q)

 . (2.96)

В написаному вище виразi використано той факт, що матриця

густини iдеального бозе-газу в границi низьких температур R0
N(r|r′) =

1/V N .

В результатi для матрицi густиниR(ρ|ρ′) взаємодiючих бозе-частинок

iз врахуванням прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй в границi
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низьких температур отримаємо такий вираз:

R(ρ|ρ′) =
1

V N

∏
q6=0

′
αq

 exp

−βE0 −
∑
q1 6=0

a2(q1)

αq1

−

− 1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1

αq1
αq2

−

− 1

12N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[2a3(q1,q2,q3) + 1]2

αq1
αq2

αq3

×

× exp

−1

4

∑
q1 6=0

(αq1
− 1− 2a2(q1)) (ρq1

ρ−q1
+ ρ′q1

ρ′−q1
)

×
× exp


1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

a3(q1,q2,q3)(ρq1
ρq2
ρq3

+ ρ′q1
ρ′q2
ρ′q3

)+

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)(ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

+ ρ′q1
ρ′−q1

ρ′q2
ρ′−q2

)

 ,

де

E0 =EB
0 +

~2

48mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
(q2

1 +q2
2 +q2

3)

(
1− 1

αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)
−

−

( ∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1)

)2/(
αq1

αq2
αq3

3∑
j=1

q2
jαqj

)+

+
~2

24mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

(
1− 1

αqi

)(
1− 1

αqj

)}
. (2.97)
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З означення матрицi густини випливає, що в границi низьких тем-

ператур її можна подати у виглядi:

R(ρ|ρ′) = e−βE0ψ0(ρ
′)ψ0(ρ), (2.98)

де E0 — енергiя основного стану системи взаємодiючих бозе-частинок,

ψ0(ρ) — нормована хвильова функцiя основного стану цiєї системи:

ψ0(ρ) = A exp

−1

4

∑
q1 6=0

(αq1
− 1− 2a2(q1)) ρq1

ρ−q1
+

+
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

a3(q1,q2,q3)ρq1
ρq2
ρq3

+

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

 , (2.99)

де

A =
1√
V N

∏
q 6=0

′√
αq

 exp

− ln C̃J
2
− 1

2

∑
q1 6=0

a2(q1)

αq1

−

− 1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1

αq1
αq2

−

− 1

24N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[2a3(q1,q2,q3) + 1]2

αq1
αq2

αq3

 .

Переконатися у правильностi значення величини A можна на основi

умови нормування хвильової функцiї ψ0(ρ):∫
ψ2

0(ρ)J(ρ)(dρ) = 1.
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Оскiльки точно порахувати цей iнтеграл не вдасться, то перепи-

шемо його як середнє за величиною exp

[
−1/2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

]
. Отже

∫
ψ2

0(ρ)J(ρ)(dρ) = A2CJ

∫
exp

−1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

(dρ)×

×

〈
exp

∑
q1 6=0

a2(q1)ρq1
ρ−q1

+
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[2a3(q1,q2,q3) + 1]×

× ρq1
ρq2
ρq3

+
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1] ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

〉
p

.

(2.100)

Iнтеграл, який стоїть у правiй частинi написаної вище рiвностi, легко

знайти, звернувшись до означень (2.20), (2.21):∫
exp

−1

2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

 (dρ) =
∏
q6=0

′
∞∫

−∞

dρcq

∞∫
−∞

dρsq×

× exp

−1

2

∑
q6=0

αq(ρ
s
q

2 + ρcq
2)

 =
∏
q 6=0

′ π

αq
.

Пiсля цього скористаємося концепцiєю кумулянтних розкладiв, з

допомогою якої в прийнятому нами наближеннi “двох сум за хвильо-

вим вектором” отримаємо:∫
ψ2

0(ρ)J(ρ)(dρ) = A2

∏
q 6=0

′ π

αq

CJ exp

∑
q1 6=0

a2(q1) 〈ρq1
ρ−q1
〉p +

+
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[2a3(q1,q2,q3) + 1] 〈ρq1
ρq2
ρq3
〉p +
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+
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1] 〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2
〉p +

+
1

12N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[2a3(q1,q2,q3) + 1]2
[
〈ρq1

ρq2
ρq3
ρ−q1

ρ−q2
ρ−q3
〉p −

− 〈ρq1
ρq2
ρq3
〉p 〈ρ−q1

ρ−q2
ρ−q3
〉p
]
, (2.101)

де

〈ρq1
ρ−q1

. . . ρqn
ρ−qn
〉p=

∫
exp

[
−1

2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

]
ρq1
ρ−q1

. . . ρqn
ρ−qn

(dρ)

∫
exp

[
−1

2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=

= (−1)n
δn

δαq1
. . . δαqn

∫
exp

[
−1

2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

∫
exp

[
−1

2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=
1

αq1
. . . αqn

,

(2.102)

〈ρq1
ρq2
ρq3
〉p =

∫
exp

[
−1

2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

]
ρq1
ρq2
ρq3

(dρ)

∫
exp

[
−1

2

∑
q 6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

= 0. (2.103)

Пiдставивши знайденi величини, переконаємося, що∫
ψ2

0(ρ)J(ρ)(dρ) = 1. (2.104)
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2.8 Матриця густини в границi високих темпера-

тур

Система частинок починає виявляти квантовi властивостi, коли дов-

жина теплової хвилi де Бройля λ = (2π~2/mT )1/2 стає спiвмiрною з

середньою вiдстанню мiж частинками. В границi високих температур

довжина хвилi де Бройля прямує до нуля, а отже квантовi ефекти ста-

ють неспiвмiрно малими, тому вираз для матрицi густини R(ρ|ρ′), яка

описує систему взаємодiючих бозе-частинок, в границi високих темпе-

ратур мав би переходити у класичний, якщо покласти ρ′ = ρ:

R(ρ|ρ) =
1

N !

(
m

2πβ~2

)3N/2

e−βΦ, (2.105)

де Φ — це потенцiальна енергiя, вираз для якої в представленнi коле-

ктивних змiнних був записаний дещо ранiше (2.13).

Проаналiзуємо вираз для фактора P (ρ|ρ′) (2.86), який враховує

три- i чотиричастинковi кореляцiї, а також всi величини, якi входять

у цей вираз, у границi високих температур. Не вдаючись в деталi

цього аналiзу, зауважимо, що в границi високих температур фактор

P (ρ|ρ′)=1. Це означає, що при β → 0 матриця густини R(ρ|ρ′) (2.85) є

еквiвалентна матрицi густини в наближеннi парних кореляцiй, дiаго-

нальнi елементи якої в свою чергу, як було показано в [11], в границi

високих температур дають класичний вираз (2.105).

2.9 Висновок

В цьому роздiлi, виходячи iз перших принципiв, вдалося розвинути ме-

тод розрахунку повної матрицi густини багатобозонної системи у коор-
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динатному зображеннi для широкого iнтервалу температур iз врахува-

нням прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй в наближеннi “двох

сум за хвильовим вектором”. В граничному випадку низьких темпера-

тур, T → 0, вираз для знайденої матрицi густини має очiкуваний ви-

гляд добутку хвильових функцiй основного стану на больцманiвський

фактор з енергiєю основного стану i збiгається з уже вiдомим [125]. В

границi високих температур, T →∞, вiн вiдтворює класичний резуль-

тат [11], що, по-перше, пiдтверджує коректнiсть наших розрахункiв, а,

по-друге, дає пiдстави очiкувати добрих кiлькiсних результатiв в околi

λ-переходу.
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Роздiл 3

Статистична сума в post-RPA

наближеннi

3.1 Вступ

Розрахунок статистичної суми вiдiграє важливу роль у вивченнi тер-

модинамiчних i структурних властивостей багаточастинкових систем.

Бувши вираженою через макроскопiчнi змiннi, вона пов’язує макрове-

личини з мiкроскопiчними станами. Фактично, статистична сума мi-

стить повну iнформацiю про термодинамiчний стан системи, оскiль-

ки всi термодинамiчнi функцiї можуть бути вираженi через вiдповiднi

похiднi вiд цiєї величини. Це саме можна сказати i про статичнi стру-

ктурнi властивостi дослiджуваної системи.

Статистичну суму можна записати як iнтеграл вiд дiагональних

елементiв повної матрицi густини за 3N координатами частинок. У ви-

падку RPA-наближення її розрахунок в широкотемпературнiй областi

в представленнi колективних змiнних не складає жодних принципових

труднощiв [11]. Не складно також знайти вираз для статистичної суми

i у вищому наближеннi, але для випадку, коли розрахунок ведеться

на основi матрицi густини без видiлення iдеального бозе-газу. Для цiєї

процедури достатньо буде застосувати метод кумулянтних розкладiв.
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Натомiсть, коли йдеться про розрахунок на основi матрицi густини з

видiленою матрицею iдеального бозе-газу, то вiн є значно складнiшим,

оскiльки вимагає застосування не тiльки кумулянтних розкладiв, але й

функцiонального iнтегрування. Такий розрахунок проведений у робо-

тi [104]. Однак статистична сума, знайдена там, мiстить лише непрямi

три- i чотиричастинковi кореляцiї.

В цьому роздiлi буде запропоновано метод розрахунку статисти-

чної суми в широкому iнтервалi температур, який дасть можливiсть

врахувати прямi три- та чотиричастинковi кореляцiї, а також дозво-

лить знайти вираз для якобiана переходу вiд декартових до колектив-

них змiнних, в який “захованi” внески вiд матрицi густини iдеально-

го бозе-газу. В границi низьких температур вiн збiгається з виразом

для звичайної вагової функцiї J(ρ), яка виникає з умови ермiтово-

стi гамiльтонiану багатобозонної системи в представленнi колективних

змiнних [239].

3.2 Якобiан переходу вiд декартових до колектив-

них змiнних iз “захованими” внесками вiд ма-

трицi густини iдеального бозе-газу

Запишемо вираз для статистичної суми як iнтеграл за 3N декарто-

вими змiнними вiд повної матрицi густини, а потiм перейдемо до iн-

тегрування за колективними змiнними згiдно зi схемою, наведеною в
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роботi [11]:

Z =

∫
dr1...

∫
drNR

0
N(r|r)Ppr(ρ|ρ)P (ρ|ρ) =

=
Z0
N

V N

∫
J0(ρ)Ppr(ρ|ρ)P (ρ|ρ)(dρ), (3.1)

де Z0
N — статистична сума iдеального бозе-газу, а J0(ρ) — якобiан пе-

реходу вiд декартових до колективних змiнних, який виникає в ре-

зультатi усереднення функцiї переходу Зубарєва [242] з дiагональними

елементами матрицi густини iдеального бозе-газу. Його можна подати

наступним чином [11]:

J0(ρ) =
V N

Z0
N

∫
dr1...

∫
drNR

0
N(r|r)

∏
q 6=0

′
δ (ρq − χq(r)) , (3.2)

де

χq(r) =
1√
N

N∑
j=1

e−iqrj . (3.3)

Для того, щоб отримати явний вираз для згаданого вище якобiана,

запишемо δ-функцiю: δ

(
ρq − 1√

N

N∑
j=1

e−iqrj

)
як iнтеграл за ωq i про-

ведемо усереднення з матрицею густини iдеального бозе-газу. Пiсля

цього скористаємося концепцiєю кумулянтних розкладiв [68]. Тодi з

урахуванням три- i чотиричастинкових кореляцiй отримаємо:

J0(ρ)=
V N

Z0
N

∫
dr1...

∫
drNR

0
N(r|r)

∏
q 6=0

′
δ(ρq−χq(r))=V N

∫
(dωq)e

πi
∑
q6=0

ωqρq
×

× exp

−πi∑
q 6=0

ωq〈χq(r)〉+ 1

2

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

(πi)2ωq1
ωq2

[〈χq1
(r)χq2

(r)〉 −
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−〈χq1
(r)〉〈χq2

(r)〉]− 1

3!

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

(πi)3ωq1
ωq2

ωq3

[〈
3∏
i=1

χqi
(r)

〉
−

−
3∑
i=1

〈χqi
(r)〉

〈
3∏
j=1

j 6=i

χqj
(r)

〉
+ 2

3∏
i=1

〈χqi
(r)〉

]
+

1

4!

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

∑
q4 6=0

(πi)4×

×ωq1
ωq2

ωq3
ωq4


〈

4∏
i=1

χqi
(r)

〉
−

4∑
i=1

〈χqi
(r)〉

〈
4∏
j=1

j 6=i

χqj
(r)

〉
+

+2
∑

{i,j,k,l}={1,2,3,4},{1,3,2,4},{1,4,2,3}
{2,3,1,4},{2,4,1,3},{3,4,1,2}

〈χqi
(r)〉

〈
χqj

(r)
〉
〈χqk

(r)χql
(r)〉−

−
∑

{i,j,k}={1,2,3},
{2,1,3},{3,1,2}

〈χq1
(r)χqi

(r)〉
〈
χqj

(r)χqk
(r)
〉
− 6

4∏
i=1

〈χqi
(r)〉


. (3.4)

Знак середнього 〈...〉 має змiст усереднення з матрицею густини iде-

ального бозе-газу:

〈...〉 =
1

Z0
N

∫
dr1...

∫
drNR

0
N(r|r)(...). (3.5)

Для того, щоб знайти середнi вiд добуткiв величин χq(r), запишемо їх

у представленнi вторинного квантування:

χq(r) =
1√
N

∑
k

a+
kak+q. (3.6)

Тодi∑
q 6=0

〈χq(r)〉 =
1√
N

∑
q 6=0

∑
k

〈a+
kak+q〉 =

1√
N

∑
q6=0

∑
k

nkδk,k+q = 0. (3.7)
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Аналогiчно

〈χq1
(r)χq2

(r)〉 =
1

N

∑
k1

∑
k2

〈a+
k1
ak1+q1

a+
k2
ak2+q2

〉 =

=
1

N

∑
k1

∑
k2

〈a+
k1
ak1+q1

〉〈ak2+q2
a+
k2
〉 =

=
1

N

∑
k1

∑
k2

nk1
(1 + nk2

)δk1,k2+q2
δk2,k1+q1

=

=

[
1 +

1

N

∑
k1

nk1
nk1+q1

]
δ(q1 + q2) = S0(q1)δ(q1 + q2), (3.8)

де S0(q1) — парний структурний фактор iдеального бозе-газу. Так

само можемо написати i для середнiх вiд добутку трьох i чотирьох

величин χq(r):

〈χq1
(r)χq2

(r)χq3
(r)〉 =

1√
N
S

(3)
0 (q1,q2,q3)δ(q1 + q2 + q3),

〈χq1
(r)χq2

(r)χq3
(r)χq4

(r)〉 − 〈χq1
(r)χq2

(r)〉 〈χq3
(r)χq4

(r)〉−

− 〈χq1
(r)χq3

(r)〉 〈χq2
(r)χq4

(r)〉 − 〈χq1
(r)χq4

(r)〉 〈χq2
(r)χq3

(r)〉 =

=
1

N
S

(4)
0 (q1,q2,q3,q4)δ(q1 + q2 + q3 + q4), (3.9)

де S(3)
0 (q1,q2,q3), S

(4)
0 (q1,q2,q3,−q4) — вiдповiдно три- i чотирича-

стинковий незвiднi структурнi фактори iдеального бозе-газу. Повер-

таючись до виразу (3.4), враховуючи зробленi вище перетворення, а

також видiляючи тi доданки, якi задовольняють прийняте нами на-

ближення “двох сум за хвильовим вектором”, для якобiана переходу
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J0(ρ) отримаємо наступний вираз:

J0(ρ) = V N

∫
(dωq)e

πi
∑
q6=0

ωqρq
exp

1

2

∑
q 6=0

(πi)2ωqω−qS0(q)−

− 1

3!
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(πi)3ωq1
ωq2

ωq3
S

(3)
0 (q1,q2,q3)+

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

(πi)4ωq1
ω−q1

ωq2
ω−q2

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

}
. (3.10)

Знайдений вираз (3.10) можна подати, скориставшись результатами

роботи [243], в наступний спосiб :

J0(ρ) = V N
∏
q 6=0

′ 1

πS0(q)
exp

{∑
n≥3

D̂n(ρ)

}
exp

−1

2

∑
q 6=0

ρqρ−q
S0(q)

 , (3.11)

де

D̂n(ρ) =
(−1)n

n!

1

N
n−2

2

∑
q1,...,qn

q1+...+qn=0

S
(n)
0 (ρq1

, ..., ρqn
)

∂n

∂ρq1
...∂ρqn

. (3.12)

Щоб забезпечити прийняте нами наближення, достатньо взяти тiльки

два члени ряду: D̂3(ρ), D̂4(ρ). Отже:

J0(ρ)=V N
∏
q 6=0

′ 1

πS0(q)
exp

−
1

3!
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)×

× ∂3

∂ρq1
∂ρq2

∂ρq3

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)×

× ∂4

∂ρq1
∂ρ−q1

∂ρq2
∂ρ−q2

}
exp

−1

2

∑
q 6=0

ρqρ−q
S0(q)

 . (3.13)
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Пронесемо останню експоненту налiво i отримаємо:

J0(ρ) = V N
∏
q6=0

′ 1

πS0(q)
exp

−1

2

∑
q 6=0

ρqρ−q
S0(q)

 eÂ, (3.14)

де

Â =− 1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

(
∂

∂ρq1

− ρ−q1

S0(q1)

)(
∂

∂ρq2

− ρ−q2

S0(q2)

)
×

×
(

∂

∂ρq3

− ρ−q3

S0(q3)

)
+

1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

(
∂

∂ρq1

− ρ−q1

S0(q1)

)
×

×
(

∂

∂ρ−q1

− ρq1

S0(q1)

)(
∂

∂ρq2

− ρ−q2

S0(q2)

)(
∂

∂ρ−q2

− ρq2

S0(q2)

)
. (3.15)

Ввiвши параметр λ, запишемо, що

eλÂ = eU(λ)σ̂(λ), (3.16)

де U(λ) — це функцiя змiнних ρ, а σ̂(λ) — деякий невiдомий оператор,

який можна подати у виглядi експоненти вiд виразiв, що мiстять похi-

днi за змiнними ρ (тому результат дiї цього оператора на 1 рiвний 1).

Продиференцiюємо останню рiвнiсть за λ i отримаємо:

ÂeλÂ =
∂U(λ)

∂λ
eU(λ)σ̂(λ) + eU(λ)∂σ̂(λ)

∂λ
. (3.17)

Пронесемо функцiю eU(λ) через оператор Â, а потiм скоротимо на цю

функцiю i знайдемо:

Ãσ̂(λ) =
∂U(λ)

∂λ
σ̂(λ) +

∂σ̂(λ)

∂λ
, (3.18)
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де Ã — це оператор Â, через який пронесено функцiю eU(λ). Виберемо

U(λ) у наступному виглядi:

U(λ)=
∑
q1 6=0

U2(q1)ρq1
ρ−q1

+
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

U3(q1,q2,q3)ρq1
ρq2
ρq3

+

+
1

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

U4(q1,q2)ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

. (3.19)

Тодi для Ã отримаємо вираз, з якого видiлимо неоператорну частину

Ãn i у прийнятому нами наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”

знайдемо:

Ãn=− 1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

[
ρq1
ρq2
ρ−q3

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)
×

×
(

2U2(q2)−
1

S0(q2)

)(
2U2(q3)−

1

S0(q3)

)
+

18√
N
U3(q1,q2,q3)×

×
(

2U2(q1)−
1

S0(q1)

)(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)
ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

]
+

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)
×

×
(

2U2(q2)−
1

S0(q2)

)(
2U2(−q1)−

1

S0(q1)

)(
2U2(−q2)−

1

S0(q2)

)
×

× ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

. (3.20)

Прирiвнявши неоператорну частину Ãn i вираз для ∂U(λ)/∂λ, отри-

маємо наступнi рiвняння:

∂U2(q1)

∂λ
= 0, (3.21)
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∂U3(q1,q2,q3)

∂λ
= −1

6
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)
×

×
(

2U2(q2)−
1

S0(q2)

)(
2U2(q3)−

1

S0(q3)

)
,

∂U4(q1,q2)

∂λ
= −3S

(3)
0 (q1,q2,q3)U3(q1,q2,q3)

(
2U2(q1)−

1

S0(q1)

)
×

×
(

2U2(q2)−
1

S0(q2)

)
+

1

8
S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)×

×
(

2U2(q1)−
1

S0(q1)

)2(
2U2(q2)−

1

S0(q2)

)2

. (3.22)

Враховуючи, що при λ = 0 величини U2(q1), U3(q1,q2,q3), U4(q1,q2)

теж рiвнi нулю, а у знайдених виразах слiд покласти λ = 1, матимемо:

U2(q1) = 0,

U3(q1,q2,q3) =
1

6

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
,

U4(q1,q2) = −S0(q3)

4

[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)

]2

+
1

8

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S2
0(q1)S2

0(q2)
.

(3.23)

Остаточно для якобiана переходу J0(ρ), враховуючи умову нормуван-

ня, знайдемо такий вираз:

J0(ρ) = V N
∏
q 6=0

′ 1

πS0(q)
exp

−1

2

∑
q 6=0

ρqρ−q
S0(q)

×
× exp

 1

6N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0


[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
− 3

4

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S0(q1)S0(q2)

+
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+
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
ρq1
ρq2
ρq3
−

− 1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0


[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2

S2
0(q1)S2

0(q2)S0(q3)
− 1

2

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S2
0(q1)S2

0(q2)

×
× ρq1

ρ−q1
ρq2
ρ−q2

}
. (3.24)

3.3 Статистична сума в широкотемпературнiй обла-

стi

Беручи до уваги вираз для матрицi густини (2.80) i якобiана переходу

J0(ρ) (3.24) та скориставшись методом кумулянтних розкладiв, отри-

маємо:

Z=
Z0
N

V N

∫
Ppr(ρ|ρ)P (ρ|ρ)J0(ρ)(dρ)=Z0

N exp

c(pr)
0 −

1

2

∑
q6=0

ln[1+λqS0(q)]

×
×exp

C0+
1

6N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0


[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
−3

4

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S0(q1)S0(q2)


×

× exp

2
∑
q1 6=0

C2(q1) 〈ρq1
ρ−q1
〉+

2

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[
C4(q1,q2) −

− 1

8

[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2

S2
0(q1)S2

0(q2)S0(q3)
+

1

16

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S2
0(q1)S2

0(q2)

 〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2
〉 +

+
2√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
C3(q1,q2,q3)+

1

12

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)

]
〈ρq1

ρq2
ρq3
〉+
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+
12

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
C3(q1,q2,q3) +

1

12

S
(3)
0 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)

]2

×

×
[
〈ρq1

ρq2
ρq3
ρ−q1

ρ−q2
ρ−q3
〉 − 〈ρq1

ρq2
ρq3
〉2
] }

, (3.25)

де

C0 = c0, C2(q1) = C2(q1)− C
0
2(q1),

C3(q1,q2,q3) = C3(q1,q2,q3)− C
0
3(q1,q2,q3),

C4(q1,q2) = C4(q1,q2)− C
0
4(q1,q2), (3.26)

причому

C2(q1) =
1

N

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2(1
j1,−1i1);

C3(q1,q2,q3) =
1∑

i1,i2,i3=0

c3(1
i1, 2i2, 3i3);

C4(q1,q2) =
1∑

i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2). (3.27)

Позначення C0
2(q1), C

0
3(q1,q2,q3), C

0
4(q1,q2) означають величини

C2(q1), C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2), у виразах для яких Боголюбiвський

фактор рiвний одиницi: αq1
= αq2

= αq3
= 1. Явнi вирази для величин

C2(q1), C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2) є такими:
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C2(q1) = −1

4

∑
q2 6=0

~2

2m

q2
1 + q2

2

αq2
ch2
[
β
2Eq1

]
sh[βEq2

]
×
{
β

4
ch[βEq2

] −

− sh[βEq2
]

4Eq2

+
sh[βEq1

] ch[βEq2
]

4Eq1

− sh[β(Eq1
+ Eq2

)]

8(Eq1
+ Eq2

)
− sh[β(Eq1

− Eq2
)]

8(Eq1
− Eq2

)

}
+

+
1

16

(
~2

2m

)2 ∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

Q(α̃q1
, α̃q2

, αq3
) ch

[
β
2 (Ẽq2

+ Eq3
)
]

αq2
αq3

Ẽ ch2
[
β
2Eq1

]
sh [βEq2

] sh [βEq3
]
×

×
{
β

4
sh

[
β

2
(Ẽq2

+ Eq3
)

]
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

) +
1

2
sh

[
β

2
Ẽ

]
sh

[
β

2
Ẽq1

]
×

×

(
Q(−α̃q1

, α̃q2
, αq3

)

Ẽ
+
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)

Ẽq1

)
− 1

2
sh

[
β

2
(Ẽq1

+ Ẽq2
)

]
×

× sh

[
β

2
(Ẽq1

+ Eq3
)

](
Q(−α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)

Ẽq1
+ Ẽq2

+
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)

Ẽq1
+ Eq3

)
−

− 1

2
sh

[
β

2
Ẽq2

]
sh

[
β

2
Eq3

] (
Q(α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)

Ẽq2

+
Q(−α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)

Eq3

)}
.

(3.28)

C3(q1,q2,q3) = − 1

48

~2

2m

sh
[
β
2 Ẽ
]

Ẽ
3∏
j=1

ch
[
β
2Eqj

]Q(α̃q1
, α̃q2

, αq3
). (3.29)
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C4(q1,q2) = − 1

16

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m

(q2
1 + q2

2)

ch2
[
β
2Eq1

]
ch2
[
β
2Eq2

] {β
4

+
sh[βEq2

]

4Eq2

+

+
sh[βEq1

] ch[βEq2
]

4Eq1

+
sh[β(Eq1

+Eq2
)]

8(Eq1
+ Eq2

)
+

sh[β(Eq1
−Eq2

)]

8(Eq1
− Eq2

)

}
+

+
1

64

(
~2

2m

)2 ∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

Q(α̃q1
, α̃q2

, αq3
)

αq3
Ẽ ch2

[
β
2Eq1

]
ch2
[
β
2Eq2

]
ch
[
β
2Eq3

]×

×


β

4
ch

[
β

2
Eq3

]
−

sh
[
β
2 Ẽ
]

2Ẽ
ch

[
β

2
(Ẽq1

+Ẽq2
)

]Q(̃αq1
, α̃q2

, αq3
)+

+

sh
[
β
2 Ẽq2

]
2Ẽq2

ch

[
β

2
(Ẽq2

+Eq3
)

]
−

sh
[
β
2 (Ẽq1

+Eq3
)
]

2(Ẽq1
+ Eq3

)
ch

[
β

2
Ẽq2

]×

×Q(α̃q1
,−α̃q2

, αq3
) +

sh
[
β
2 Ẽq1

]
2Ẽq1

ch

[
β

2
(Ẽq1

+ Eq3
)

]
−

−
sh
[
β
2 (Ẽq2

+Eq3
)
]

2(Ẽq2
+ Eq3

)
ch

[
β

2
Ẽq1

]Q(−α̃q1
, α̃q2

, αq3
)+

+

−sh
[
β
2Eq3

]
2Eq3

+
sh
[
β
2 (Ẽq1

+Ẽq2
)
]

2(Ẽq1
+ Ẽq2

)
ch

[
β

2
Ẽ

] Q(−α̃q1
,−α̃q2

, αq3
)
}
.

(3.30)

В написаному вище виразi (3.25) знак середнього 〈...〉 має насту-
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пний змiст:

〈...〉 =

∫
exp

[
−1

2

∑
q 6=0

λqS0(q)+1
S0(q) ρqρ−q

]
(...)(dρ)

∫
exp

[
−1

2

∑
q6=0

λqS0(q)+1
S0(q) ρqρ−q

]
(dρ)

,

де

λq =
(
αqth[βEq]− th[βεq]

)
. (3.31)

Тому

〈ρq1
ρ−q1
〉 =

S0(q1)

1 + λq1
S0(q1)

, (3.32)

〈ρq1
ρq2
ρq3
〉 = 0, (3.33)

〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2
〉 =

S0(q1)S0(q2)

[1 + λq1
S0(q1)] [1 + λq2

S0(q2)]
, (3.34)

〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

ρq3
ρ−q3
〉 =

S0(q1)

1 + λq1
S0(q1)

S0(q2)

1 + λq2
S0(q2)

S0(q3)

1 + λq3
S0(q3)

.

(3.35)

Пiсля проведених розрахункiв отримаємо наступний вираз для стати-

стичної суми:

Z=Z0
NZprexp

 1

6N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0


[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
−3

4

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

S0(q1)S0(q2)

+

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[
2∏
i=1

λqi
1 + λqiS0(qi)

]
S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)−
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− 1

12N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2
[

3∏
i=1

λqi
1+λqiS0(qi)

+
3∑
i=1

1

1+λqiS0(qi)

]}
×

×exp

C0+2
∑
q1 6=0

C2(q1)S0(q1)

1+λq1
S0(q1)

+
2

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)S0(q1)S0(q2)

[1+λq1
S0(q1)][1+λq2

S0(q2)]
+

+
2

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)S
(3)
0 (q1,q2,q3)

[1+λq1
S0(q1)][1+λq2

S0(q2)][1+λq3
S0(q3)]

+

+
12

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C2
3(q1,q2,q3)S0(q1)S0(q2)S0(q3)

[1 + λq1
S0(q1)][1 + λq2

S0(q2)][1 + λq3
S0(q3)]

,
(3.36)

де Zpr — статистична сума в наближеннi парних кореляцiй:

Zpr = exp

−βEB
0 +

1

2

∑
q 6=0

ln

αqth
(
βEq

2

)
th
(
βεq
2

)
 +

+
∑
q6=0

ln

(
1− e−βεq
1− e−βEq

)
− 1

2

∑
q 6=0

ln [1 + λqS0(q)]

 . (3.37)

3.4 Статистична сума в границi низьких i високих

температур

Проаналiзуймо отриманий нами результат (3.36) в границi низьких

температур. В цiй границi величини S0(q) = 1, S(3)
0 (q1,q2,q3) = 1,
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S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2) = 0, тому вирази для середнiх (3.32), (3.33),

(3.34), (3.35) набувають вигляду:

〈ρq1
ρ−q1
〉 =

1

αq1

, 〈ρq1
ρq2
ρq3
〉 = 0, 〈ρq1

ρ−q1
ρq2
ρ−q2
〉 =

1

αq1
αq2

,

〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

ρq3
ρ−q3
〉 =

1

αq1
αq2

αq3

. (3.38)

Безпосередньою перевiркою можна також впевнитися, що

lim
T→0

C2(q1) =
1

2
a2(q1),

lim
T→0

C3(q1,q2,q3) =
1

6
a3(q1,q2,q3),

lim
T→0

C4(q1,q2) =
1

8
a4(q1,−q1,q2,−q2). (3.39)

Беручи до уваги, що в границi низьких температур статистична су-

ма iдеального бозе-газу Z0
N = 1, прийдемо до висновку, що знайдений

вираз для статистичної суми (3.36) в границi низьких температур на-

буває вигляду:

Z = e−βE0, (3.40)

де E0 задається вже знайденою ранiше формулою (2.97).

Перейдемо тепер до високотемпературної границi. Користуючись

явним виглядом виразiв для величин C2(q1), C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2)

i пригадуючи означення (3.26), легко можемо отримати, що в границi

високих температур:

lim
T→∞

C0 = lim
T→∞

C2(q1)= lim
T→∞

C3(q1,q2,q3)= lim
T→∞

C4(q1,q2) = 0.

Тому для статистичної суми (3.36) при високих температурах у ква-

зiкласичнiй границi внески вiд три- i чотиричастинкових кореляцiй є
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зникаюче малими. Залишаються лише внески вiд парних кореляцiй.

Таким чином, в згаданiй границi знайдений нами вираз для статисти-

чної суми (3.36) переходить в уже вiдомий [11]:

Z = Z0
N exp

−βN(N − 1)

2V
ν0 −

1

2

∑
q 6=0

[
ln

(
1 + β

N

V
νq

)
− βN

V
νq

] ,

(3.41)

де

Z0
N =

V N

N !

(
m

2πβ~2

)3N/2

. (3.42)

3.5 Висновок

В цьому роздiлi, виходячи iз виразу для матрицi густини взаємодiю-

чих бозе-частинок у координатному зображеннi iз врахуванням пря-

мих три- i чотиричастинкових кореляцiй, вдалося розрахувати стати-

стичну суму для широкого iнтервалу температур в наближеннi “двох

сум за хвильовим вектором” [17]. Отриманий результат проаналiзова-

но в границi високих i низьких температур. В граничному випадку

низьких температур, T → 0, знайдений вираз для статистичної суми

має очiкуваний вигляд больцманiвського фактора з енергiєю основно-

го стану: e−E0/T , де T — температура системи, E0 — енергiя основного

стану в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”, i узгоджується

з виразом, який можна отримати на основi роботи [126]. При високих

температурах у квазiкласичнiй межi отриманий нами вираз збiгається

iз виразом для статистичної суми в наближеннi парних кореляцiй [11]

i має вигляд добутку статистичної суми iдеального газу на фактор,
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що враховує внесок вiд парних кореляцiй. Це є також очiкуваний ре-

зультат, оскiльки з пiдвищенням температури роль багаточастинкових

кореляцiй у формуваннi поведiнки системи стає все менш i менш по-

мiтною у порiвняннi з парними кореляцiями.

Отриманi результати можуть бути застосованi для розрахунку

термодинамiчних i структурних функцiй, таких як внутрiшня енер-

гiя, теплоємнiсть, парний структурний фактор тощо.
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Роздiл 4

Ефективна маса атома 4He в

надплиннiй i нормальнiй фазах

4.1 Вступ

До невирiшених на сьогоднiшнiй день задач в теорiї рiдкого 4He можна

зарахувати мiкроскопiчний розрахунок термодинамiчних функцiй у

широкотемпературнiй областi та температури переходу в надплинний

стан, яка б узгоджувалась з експериментальним значенням. На якiсно-

му рiвнi зниження критичної температури обґрунтував Фейнман [87]

введенням ефективної маси частинок. I хоча це був феноменологiчний

крок, вiн виявися доволi продуктивною iдеєю.

Продовжуючи пiдхiд Фейнмана, ми вводимо ефективну масу як

параметр теорiї з метою частково врахувати вплив тих багаточастин-

кових кореляцiй, якi є опущенi в силу наближення, в якому ми пра-

цюємо. Однак ми будуємо вираз для ефективної маси, щоб з його до-

помогою можна було не тiльки ефективно врахувати згаданий вплив,

але й усунути iнфрачервонi розбiжностi, якi є типовими в теорiї фа-

зових переходiв та критичних явищ [115]. Вони, зокрема, з’являються

при розрахунку термодинамiчних i структурних функцiї бозе-системи

на основi матрицi густини з видiленою матрицею густини iдеального
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бозе-газу, починаючи з другого порядку теорiї збурень. У виразi для

статистичної суми, який був розрахований у попередньому роздiлi, цi

розбiжностi мiстяться в чотиричастинковому структурному факторi

iдеального бозе-газу.

Загальний спосiб розрахунку ефективної маси, яка дозволяє усу-

нути iнфрачервонi розбiжностi, наведений в роботi [104]. Недолiком за-

пропонованого в цiй працi пiдходу є слабообґрунтований спосiб екстра-

поляцiї “затравочної” ефективної маси на широку область температур

(лише на основi її виразу для нуля температур), а також некоректна

поведiнка отриманої величини ефективної маси в критичнiй областi.

Iнший пiдхiд до розрахунку ефективної маси був запропонований в

роботi [105], де з її допомогою було знайдено температурну поведiнку

теплоємностi i показано значно краще узгодження з експерименталь-

ними даними в порiвняннi з розрахунком на основi “голої маси”. Однак

отриманий у цьому пiдходi вираз для ефективної маси не усуває зга-

данi iнфрачервонi розбiжностi, оскiльки iдеологiя його розрахунку не

брала до уваги цiєї мети.

Завдання, яке ми ставимо в цьому роздiлi, полягає в тому, щоб

знайти такий вираз для ефективної маси, який би, з однiєї сторони,

усував iнфрачервонi розбiжностi, а з iншої — давав коректну поведiнку

в околi критичної точки (за винятком, хiба що, вузької флуктуацiйної

областi) i був краще теоретично обґрунтований в широкотемператур-

нiй дiлянцi; а також отримати температурну поведiнку теплоємностi

з новою ефективною масою i провести порiвняння з попереднiми ре-

зультатами.
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4.2 Загальнi викладки

Для розрахунку теплоємностi багатобозонної системи ми скористає-

мося виразом для внутрiшньої енергiї в наближеннi парних кореля-

цiй [104, 105], який можна отримати в результатi усереднення гамiль-

тонiана системи з матрицею густини, знайденою в [11]:

E = N
mc2

2
+
∑
q6=0

ε̄q

z̄−1
0 eβε̄q − 1

+
1

2

m̄

m

∑
q 6=0

λq
1 + λqS̄0(q)

∂S̄0(q)

∂β
+

+
1

4

∑
q 6=0

εq
(
λ2
q + α2

q − 1
)
S̄(q) +

1

2

∑
q 6=0

εq

[
αq

sh(βEq)
− 1

sh(βεq)

]
+

+
1

16

∑
q6=0

εq

(
1− 1

α2
q

)(
αq −

1

αq
− 4α2

q

)
, (4.1)

де m̄— ефективна маса, ε̄q = ~2q2/2m̄, z̄0, S̄0(q) — перенормованi вiдпо-

вiдно одночастинковий спектр, активнiсть i структурний фактор iде-

ального бозе-газу; S̄(q) — перенормований структурний фактор бозе-

рiдини в наближеннi парних кореляцiй:

S̄(q) =
S̄0(q)

1 + λqS̄0(q)
. (4.2)

Розподiл бозе-частинок з новим спектром є таким:

n̄p =
1

z̄−1
0 eβε̄p − 1

, (4.3)

а сам перенормований одночастинковий спектр ε̄p вибраний у виглядi:

ε̄p = εp + ∆p −∆0, (4.4)

де ∆p — поправка до спектра, яку потрiбно визначити. Величина ∆0

залежить тiльки вiд температури i фактично вiдповiдає за перенор-

мування активностi. Пiсля усунення iнфрачервоних розбiжностей для
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∆p отримано [104]:

∆p =
1

Nβ

∑
q′ 6=0

λq′

1 + λq′S̄0(q′)
n̄|p+q′|. (4.5)

Вираз для перенормованого одночастинкового спектру (4.4) мо-

жна записати у такий спосiб:

ε̄p =
~2p2

2m̄(p)
, (4.6)

де m̄(p) — це ефективна маса частинки, яка формується багаточастин-

ковими кореляцiями, починаючи з чотиричастинкових i залежить вiд

модуля хвильового вектора p. В межах поставлених нами завдань зацi-

кавленiсть викликає поведiнка m̄(p) лише в границi p→ 0. Тому надалi

ефективною масою ми називатимемо величину m̄ = m̄(0). У зв’язку

з цим ми докладнiше розглянемо рiзницю ∆p − ∆0 при p → 0. При

малих значеннях p перенормований спектр (4.4) запишемо так [104]:

ε̄p =
~2p2

2m̄
, (4.7)

де

m∗

m̄
= 1 +

1

2π2ρ

∞∫
0

q2λq
1 + λqS̄0(q)

n̄q(1 + n̄q)

[
2

3
βεq(1 + 2n̄q)− 1

]
dq. (4.8)

В нашiй теорiї для температурної залежностi “затравочної” ефективної

маси m∗, яка враховує вплив оточення на атом 4He в RPA наближеннi,

використаємо вираз, який знайдено в роботi [105]:
m

m∗
= 1− 1

3N

∑
k6=0

(αk − 1)2

αk(αk + 1)
− 2

3N

∑
k6=0

{
α2
k + 3

α2
k − 1

[n(βεk)− 1/βεk]−

− 3α2
k + 1

αk(α2
k − 1)

[n(βEk)− 1/βEk] + 2 [1/βεk − βεkn(βεk)[1 + n(βεk)]]
}
.

(4.9)
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Тут зроблено наступне позначення: n(x) = 1/(ex − 1).

Не важко побачити, що розбiжнiсть в критичнiй точцi правої ча-

стини рiвностi (4.8) “сидить” в пiдiнтегральному виразi в областi малих

значень хвильового вектора q i є логарифмiчною за своєю природою,

що буде показано згодом. Така розбiжнiсть є характерною для крити-

чних явищ. Наше завдання полягає в тому, щоб видiлити цю неана-

лiтичнiсть i знайти коректний вираз для ефективної маси. Для цього

повернемося до рiвностi, яка випливає з виразiв (4.4) i (4.7):
m∗

m̄
= 1 + lim

p→0

∆p −∆0

εp
, (4.10)

де

∆p −∆0 =
1

Nβ

∑
q6=0

λq
1 + λqS̄0(q)

{
n̄|q+p| − n̄q

}
. (4.11)

З виразу (4.11) видiлимо величину ∆∞, яка мiстить всю неаналiти-

чнiсть i водночас є набагато зручнiшою для аналiзу:

∆∞=
1

Nβ

∑
q 6=0

λq
1 + λqS̄0(q)

{
1

z̄−1
0 − 1 + z̄−1

0 βε̄|q+p|
− 1

z̄−1
0 − 1 + z̄−1

0 βε̄q

}
.

(4.12)

Наступний крок — це знайти розклад ∆∞ в околi малих значень p

i обмежитися доданками пропорцiйними до p2, оскiльки лише вони

будуть давати вклад у величину ефективної маси в силу рiвностi (4.10).

У правiй частинi рiвностi (4.12) перейдемо вiд пiдсумовування до

iнтегрування:

∆∞ =
p2

0z̄0

4π2βρ

∞∫
0

λqdq

1 + λqS̄0(q)

{
q

2p
ln

∣∣∣∣P 2
0 + (q + p)2

P 2
0 + (q − p)2

∣∣∣∣− 2q2

P 2
0 + q2

}
,

(4.13)
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де p2
0 = 2m̄/(β~2), P0 = p0

√
(1− z̄0). В докритичнiй областi активнiсть

z̄0 = 1, а тому в цiй областi P0 = 0 i отриманi нами вирази дещо

спростяться. Зробимо замiну змiнних: q/p = x, dq = pdx. Тодi

∆∞ =
p2

0z̄0p

4π2βρ

∞∫
0

λpx
1 + λpxS̄0(px)

×

×
{
x

2
ln

∣∣∣∣P 2
0 /p

2 + (x+ 1)2

P 2
0 /p

2 + (x− 1)2

∣∣∣∣− 2x2

P 2
0 /p

2 + x2

}
dx. (4.14)

Функцiя λpx/(1+λpxS̄0(px)) є обмеженою i прямує до нуля, коли x→∞

(при фiксованому p), а функцiя

x

2
ln

∣∣∣∣P 2
0 /p

2 + (x+ 1)2

P 2
0 /p

2 + (x− 1)2

∣∣∣∣− 2x2

P 2
0 /p

2 + x2

теж є спадаючою до нуля при великих x, причому
∞∫

0

{
x

2
ln

∣∣∣∣P 2
0 /p

2 + (x+ 1)2

P 2
0 /p

2 + (x− 1)2

∣∣∣∣− 2x2

P 2
0 /p

2 + x2

}
dx = 0

для будь-яких значень P0 i p. Це дає пiдстави стверджувати (особли-

во, коли йдеться про докритичну область), що при p→ 0 незникаючий

внесок у величину ∆∞/p
2 робить лише область малих значень px фун-

кцiї λpx/(1+λpxS̄0(px)). Пiсля цих слiв перейдемо до пошуку розкладiв

величин λq i S̄0(q) в околi нуля хвильового вектора q. Для λq отримати

результат є зовсiм нескладно:

λq = βρν0 + o(q), (4.15)

де ρ — це густина бозе-системи. Натомiсть вигляд розкладу структур-

ного фактора iдеального бозе-газу залежить вiд того, в якiй областi

температур ми працюємо. В докритичнiй (T < Tc) вiн має такий ви-

гляд:
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S0(q) =
4m̄
(

1−(T/Tc)
3/2
)

β~2q2
+

m̄2

2ρ~4β2

1

q
+1+o (q) , (4.16)

а в надкритичнiй такий:

S0(q) =
m̄2

πρ~4β2

1

q
arctg

(
q

2P0

)
+ o(q). (4.17)

Цей результат випливає безпосередньо iз виразу для структурного фа-

ктора iдеального бозе-газу [11]:

S̄0(q) = 1 +
m̄

4π2ρβ~2

1

q

∞∫
0

p

z̄−1
0 eβ

~2q2

2m̄ − 1
ln

∣∣∣∣∣1− z̄0e
−β ~2(p+q)2

2m̄

1− z̄0e−β
~2(p−q)2

2m̄

∣∣∣∣∣ dp. (4.18)

Для аналiтичного дослiдження виразу (4.14) ми скористаємося таким

наближенням для величин λq i S̄0(q), яке мiстить лише наведенi щой-

но члени розкладу. Переконатися в адекватностi використаних набли-

жень допоможе чисельний аналiз, результати якого показанi на Рис.4.1

i Рис.4.2.
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Рис. 4.1: Залежнiсть величини F∞ =

∆∞(p)/εp вiд температури при значеннi па-

раметра p = 0.01. Крапки — точний вираз,

суцiльна лiнiя — прийняте наближення.
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Рис. 4.2: Залежнiсть величини F∞ =

∆∞(p)/εp вiд температури при значеннi па-

раметра p = 0.1. Крапки — точний вираз,

суцiльна лiнiя — прийняте наближення.
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Подальше дослiдження виразу (4.14) ми будемо проводити окремо

в докритичнiй i надкритичнiй областi температур, а також в самiй

критичнiй точцi в силу вiдмiнностi пiдходiв, якi потрiбно застосувати

в кожному iз згаданих випадкiв.

4.3 Розрахунки в докритичнiй областi температур

В докритичнiй областi температур (T < Tc) вираз (4.14) набуде такого

вигляду:

∆∞=
p2

0κp3

4π2βρ

∞∫
0

x2
(
x ln

∣∣x+1
x−1

∣∣−2
)
dx

(1 + κ)x2p2+γxp+2n0κ
+ o(p2),

де

κ = βρν0; γ =
m̄2ν0

2~4β
; n0 = 1−

(
T

Tc

) 3
2

. (4.19)

Далi, скориставшись представленням:

x ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣−2=

1∫
−1

x2da

x2 − a2
−

1∫
−1

da=

1∫
−1

a2da

x2 − a2

i змiнивши порядок iнтегрування, будемо мати:

∆∞=
2m̄κp3

(2π~β)2ρ

1∫
−1

da

∞∫
0

x2a2dx

(x2 − a2)[(1 + κ)x2p2+γxp+2n0κ]
+o(p2).

(4.20)

Знаменник пiдiнтегрального виразу розкладемо на множники, а весь

пiдiнтегральний вираз на простi дроби i проведемо елементарне iнте-
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грування по змiннiй x. Тодi

∆∞=− p2
0κp

4π2βρ(1 + κ)

1∫
−1

a2da

{
p2a ln |a|

2(ap− x1)(ap− x2)
−

− p2a ln |a|
2(ap+ x1)(ap+ x2)

+
px2

2 ln |x2/p|
(a2p2 − x2

2)(x1 − x2)
−

− px2
1 ln |x1/p|

(a2p2 − x2
1)(x1 − x2)

}
+ o(p2), (4.21)

де x1/p i x2/p— коренi квадратного рiвняння(1+κ)x2p2+γxp+2n0κ=0,

причому:

x1,2 =
−γ ±

√
γ2 − 8n0(1 + κ)κ
2(1 + κ)

. (4.22)

Пiсля вiдповiдних перетворень i iнтегрування за змiнною a будемо ма-

ти, що

∆∞ =
p2

0κ
4π2βρ(1 + κ)

1

x1 − x2

{
2(x2

2 − x2
1)+

+
x3

2

p2

(
dilog

[
1 +

p

x2

]
− dilog

[
1− p

x2

])
−

− x3
1

p2

(
dilog

[
1 +

p

x1

]
− dilog

[
1− p

x1

])
+

+ 2x2
2 ln |x2/p|

(
1− x2

p
arcth

[
p

x2

])
−

− 2x2
1 ln |x1/p|

(
1− x1

p
arcth

[
p

x1

])}
+ o(p2), (4.23)

де dilog[x] =
x∫
1

ln(y)/(1− y)dy.
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Проводячи розклад за p отриманого виразу, ми знайдемо, що до-

данки пропорцiйнi до p2 походять виключно з останнiх двох доданкiв

у фiгурних дужках. В результатi будемо мати:

∆∞ =
p2

0κ
3π2βρ(1 + κ)

ln |x1/x2|
(x1 − x2)

p2 + o(p2). (4.24)

При наближеннi до критичної точки один з коренiв, скажiмо x2,

прямує до нуля i ми отримуємо логарифмiчну розбiжнiсть для величи-

ни ∆∞ в околi критичної точки. Як в цьому випадку бути з ефектив-

ною масою? Повертаючись до аналiзу виразiв для x1 i x2, ми прийдемо

до висновку, що iснує значення температури TF , при якiй величини x1

i x2 стають дiйсними. Це, у свою чергу, приводить до того, що фун-

кцiя arcth (p/x2) перестає бути обмеженою в областi температур мiж

TF i Tc та прямує до безмежностi при наближеннi до критичної точки.

Температуру TF можна легко знайти, прирiвнявши до нуля дискримi-

нант наведеного вище квадратного рiвняння. Його чисельний розв’я-

зок вiдносно температури дає значення TF ≈ 2.13K при критичнiй

температурi Tc ≈ 2.18K. Як бачимо, це є вузька область, яку ми мо-

жемо iнтерпретувати, як флуктуацiйну, тобто таку, в якiй флуктуацiї

величини бозе-конденсату стають спiвмiрними з кiлькiстю самого кон-

денсату. Про неї також можна говорити як про область, аналогiчну

до областi Гiнзбурга, де пертурбативний метод розрахунку не пра-

цює [244]. Так чи iнакше, в цiй вузькiй областi ми не можемо зроби-

ти коректних висновкiв про ефективну масу в межах нашого пiдходу.

Для аналiзу цiєї дiлянки потрiбнi iншi методи, наприклад ренормгру-

повий пiдхiд. Внесок ∆∞ у значення ефективної маси до температури

TF є рiвним нулю, в чому можна впевнитися завдяки безпосередньому
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аналiзу виразу (4.24). Формально, аналiтичний вигляд цього внеску у

праву частину рiвностi (4.10) при T < Tc є таким:

p4
0κ

6π2ρ(1 + κ)

ln |x1/x2|
(x1 − x2)

. (4.25)

4.4 Розрахунки в критичнiй точцi

Щоб з’ясувати характер розбiжностi величини ∆∞/p
2 як функцiї p в

критичнiй точцi, проведемо розрахунок безпосередньо в нiй. Поверне-

мося до формули (4.20) i покладемо в нiй T = Tc, що означає n0 = 0.

Тодi

∆∞=
p2

0κp2

2π2βρ

1∫
0

da

∞∫
0

xa2dx

(x2 − a2)[(1 + κ)xp+γ]
+o(p2). (4.26)

Знову розкладемо знаменник пiдiнтегрального виразу на множни-

ки, а сам вираз — на простi дроби i проiнтегруємо за змiнною x. В

результатi отримаємо:

∆∞ = − p2
0κp2

2π2βρ(1 + κ)

1∫
0

a2x0 ln |ap/x0|
a2p2 − x2

0

da+ o(p2),

де x0/p— корiнь рiвняння (1 + κ)xp+ γ = 0, причому x0 = −γ/(1 + κ).

У написаному вище iнтегралi зробимо замiну змiнних ap/|x0| = ξ. Тодi

∆∞ =
p2

0κx2
0

2π2βρ(1 + κ)p

p/|x0|∫
0

ξ2 ln ξ

ξ2 − 1
+ o(p2) =

= − p2
0κx2

0

2π2βρ(1 + κ)p

p/|x0|∫
0

ξ2 ln ξdξ + o(p2). (4.27)
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В результатi отримаємо:

∆∞=
p2

0κp2

18π2βρ(1 + κ)|x0|

(
1− 3 ln

∣∣∣∣ px0

∣∣∣∣)+o(p2).

Отож ми показали, що величина ∆∞/p
2 в критичнiй точцi розбiгається

як ln |p|, p→ 0. Така розбiжнiсть є характерною для критичних явищ.

Її можна трактувати як наслiдок розкладу одночастинкового спектру

бозе-рiдини в критичнiй точцi:

~2p̃2

2m̄

(
p

p̃

)2−η
=

~2p̃2

2m̄

(
p

p̃

)2

e−η ln(p/p̃) =
~2p2

2m̄

(
1− η ln

(
p

p̃

))
+ o (η) ,

(4.28)

де η — це так званий малий критичний iндекс, p̃ — характерний мас-

штаб хвильового вектора в околi критичної точки. Беручи до уваги,

що в критичнiй точцi характер одночастинкового спектру формується

величиною ∆∞, ми отримаємо рiвняння, з якого можемо знайти η i p̃:

p2
0κp2

18π2βρ(1 + κ)|x0|

(
1− 3 ln

∣∣∣∣ px0

∣∣∣∣) =
p2

p2
0β

(
1− η ln

(
p

p̃

))
. (4.29)

Звiдси:

η =
4

3π2
≈ 0.135,

p̃ = |x0| exp

(
η − 3

3η

)
≈ 1.68· 10−3Å−1

. (4.30)

Результат для критичного iндексу η вперше отриманий в робо-

тах [245–247], де для розрахункiв використовувався метод розкладу

за оберненими степенями вимiрностi параметра порядку. Наближення

хаотичних фаз вiдтворює лише перший член цього розкладу, а тому й

не дивно, що результат для малого критичного iндексу вiдрiзняється

вiд результату Монте Карло симуляцiй [248].
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4.5 Розрахунки при температурах, вищих за кри-

тичну

При температурах, вищих за критичну, величина (4.13) набуде вигляду:

∆∞ =
p2

0z̄0κ
4π2βρ

∞∫
0

qdq

q + γ̃ arctg
(

q
2P0

)×
× 1

p

{
q

2
ln

∣∣∣∣P 2
0 + (q + p)2

P 2
0 + (q − p)2

∣∣∣∣− 2q2p

P 2
0 + q2

}
, (4.31)

де γ̃ = 2γ/π. Спочатку продиференцiювавши, а потiм проiнтегрував-

ши за параметром p отриманий вираз, а також змiнивши порядок iн-

тегрування, будемо мати:

∆∞ =
p2

0z̄0κ
4π2βρ

1

p

p∫
0

dp

∞∫
0

qdq

q + γ̃ arctg
(

q
2P0

)×
× 2q2p2(q2 − p2 − 3P 2

0 )

[P 2
0 + (p+ q)2] [P 2

0 + (p− q)2] [P 2
0 + q2]

. (4.32)

Щоб порахувати написаний вище iнтеграл, симетризуємо межi iнте-

грування за q, а потiм зробимо аналiтичне продовження пiдiнтеграль-

ної функцiї у верхню пiвплощину i замкнемо контур iнтегрування пiв-

колом радiуса R. В границi R→∞ iнтеграл за пiвколом R дає нуль в

силу того, що степiнь знаменника пiдiнтегральної функцiї на двi оди-

ницi вищий за степiнь чисельника. В результатi, наш iнтеграл дорiв-

нює сумi лишкiв аналiтичного продовження пiдiнтегральної функцiї у

верхню пiвплощину помноженiй на 2πi. У цю пiвплощину потрапляє

лише три особливi точки пiдiнтегральної функцiї: q = p + iP0; q =

−p+ iP0; q = iP0. Принагiдно зауважимо, що знаменник дробу, який
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мiстить функцiю арктангенса, не перетворюється в нуль в жоднiй то-

чцi комплексної площини. В результатi розрахункiв отримаємо:

∆∞ =
p2

0z̄0κ
4π2βρ

πi

2p

p∫
0

dp

(
2P 2

0

iP0 + γ̃ arctg(i/2)
+

+
(−p+ iP0)

2

−p+ iP0 + γ̃ arctg
(
− p

2P0
+ i

2

) +
(p+ iP0)

2

p+ iP0 + γ̃ arctg
(

p
2P0

+ i
2

)
 .

(4.33)

Не вдаючись в деталi доволi простих перетворень, запишемо кiнцевий

результат для ∆∞:

∆∞=
p2

0z̄0κ
4πβρp

p∫
0

dp

{
(f2 + P0)(p

2 − P 2
0 )− 2pP0(f1 + p)

(f1 + p)2 + (f2 + P0)2
+

P 2
0

P0 + γ̃ ln(3)/2

}
,

(4.34)

де

f1 =
γ̃

2
arctg

(
4pP0

3P 2
0 − p2

)
,

f2 = − γ̃
2

ln

(√
(3P 2

0 − p2)2 + 16p2P 2
0

9P 2
0 + p2

)
. (4.35)

В отриманому виразi проведемо розклад за параметром p i збере-

жемо лише доданки пропорцiйнi до p2. В результатi будемо мати:

∆∞ = −p
2
0z̄0κγ̃

54πβρ

(
−9γ̃ ln2(3) + 8P0 + 28γ̃ ln(3)− 16γ̃

)
(2P0 + γ̃ ln(3))3

p2 + o(p2).

(4.36)

Вiдповiдно, внесок у праву частину рiвностi (4.10) є таким:

−p
4
0z̄0κγ̃
54πρ

(
−9γ̃ ln2(3) + 8P0 + 28γ̃ ln(3)− 16γ̃

)
(2P0 + γ̃ ln(3))3

. (4.37)
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За допомогою чисельного аналiзу можна переконатися у малостi цiєї

величини, а тому її внеском в ефективну масу можна також знехтува-

ти.

4.6 Аналiтичний вираз для ефективної маси

Беручи до уваги, що величина ∆∞ дає незначний вклад у значення

ефективної маси (що було показано вище) i повертаючись до схеми

розрахунку, наведеної в роботi [104], для ефективної маси отримаємо

такий вираз:

m̄ =
m∗

1 + F (T )
, (4.38)

де

F (T )= lim
p→0

1

Nβεp

∑
q 6=0

λq
1 + λqS̄0(q)

(
ep∇q−1

)(
n̄q −

1

z̄−1
0 (βε̄q + 1− z̄0)

)
,

(4.39)

∇q — оператор градiєнту.

Розкладемо в ряд оператор ep5q, обмежившись першими трьома

членами розкладу, оскiльки саме вони дають необхiдне нам наближе-

ння. Зробивши пiсля цього нескладнi перетворення, перейшовши вiд

пiдсумовування до iнтегрування i врахувавши змiст позначень p0 i P0,

для величини F (T ) будемо мати такий вираз:

F (T ) =
1

2π2ρ

∞∫
0

λqq
2dq

1 + λqS̄0(q)

(
n̄q(1 + n̄q) ×

×
[

2

3
βεq(1 + 2n̄q)− 1

]
− z̄0(βε̄q − 3 + 3z̄0)

3 (βε̄q + 1− z̄0)
3

)
. (4.40)
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Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що в границi як

низьких так i високих температур функцiя F (T ) рiвна нулю, а тому

в цих границях m̄ = m∗. Користуючись результатами роботи [105],

знайдемо, що lim
T→0

m̄ ≈ 1.7m, а lim
T→∞

m̄ = m.

4.7 Чисельний розрахунок ефективної маси i те-

плоємностi

Щоб проiлюструвати отриманий результат, потрiбно подати його в гра-

фiчному виглядi. Для цього необхiдно провести чисельний розрахунок

вiдношення m̄/m, який вимагає самоузгодженого пiдходу, оскiльки ви-

раз для m̄ мiстить в собi величини S̄0(q), ε̄q, n̄q, якi, у свою чергу, зале-

жать вiд m̄. На практицi це означає здiйснення iтерацiйного процесу,

який у нашому випадку зводиться до 3-4 iтерацiй. Обчислення прово-

димо при рiвноважнiй густинi гелiю ρ = 0.02185 Å−3, масi частинок

m = 4.0026 а.о.м., швидкостi звуку c = 238.2 м/с у границi T → 0 [214].

Як вхiдну iнформацiю, замiсть коефiцiєнта Фур’є енергiї парної вза-

ємодiї мiж частинками νq, використовуємо експериментально вимiрю-

ваний структурний фактор Sexp(q) рiдкого 4He , екстрапольований до

температури T → 0 з роботи [140]. На Рис.4.3 подана температурна

залежнiсть ефективної маси атома 4He в наближеннi парних мiжча-

стинкових кореляцiй.

Далi, за вiдомою формулою [249] легко знаходимо температуру

бозе-конденсацiї в рiдкому 4He: Tc ≈ 2.18 K, яка є дуже близькою до

експериментального значення Tc = 2.168 K.
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Рис. 4.3: Температурна залежнiсть ефективної маси атома 4He.
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Рис. 4.4: Температурна залежнiсть теплоємностi рiдкого 4He. Суцiльна крива —

теоретичний результат з урахуванням ефективної маси, кружечки — експеримен-

тальнi данi [70, 179,250].
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Для розрахунку теплоємностi ми скористаємося виразом для вну-

трiшньої енергiї багатобозонної системи в наближеннi парних коре-

ляцiй (4.1), чисельно продиференцiювавши його по температурi. На

Рис.4.4 наведено графiк температурної залежностi теплоємностi з ура-

хуванням ефективної маси.

4.8 Висновок

В цьому роздiлi знайдено вираз для температурної залежностi ефе-

ктивної маси атома 4He (як у нормальнiй, так i надплиннiй фазi), яка

дає можливiсть усунути iнфрачервонi розбiжностi, що є характерними

для критичних явищ. Вираз для ефективної маси застосовний при всiх

температурах, окрiм вузької флуктуацiйної областi, яка розпочинає-

ться з температури TF ≈ 2.13K i закiнчується температурою фазового

переходу. В границi високих температур ефективна маса переходить у

“голу” масу атома 4He. Це саме вiдбувається i при “виключеннi” мiж-

частинкової взаємодiї. В границi низьких температур ми отримуємо

значення, яке збiгається зi значенням ефективної маси домiшкового

атома 3He в рiдинi 4He при замiнi “голої” маси атома 3He на масу ато-

ма 4He [99].

Теоретично розрахований хiд кривої теплоємностi з урахуванням

ефективної маси значно краще узгоджується з експериментом, зокре-

ма в надкритичнiй областi, нiж без її урахування [142]. Крiм того, в

порiвняннi iз “затравочною” масою, отримана нами ефективна маса

дає краще узгодження з експериментом для теплоємностi в областi

шириною приблизно 0.5К над точкою фазового переходу [105].
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За допомогою ефективної маси вдалося зсунути точку фазового

переходу вiд значення Tc ≈ 3.14K для iдеального бозе-газу до темпе-

ратури Tc ≈ 2.18K. “Затравочна” маса в цьому випадку дає Tc ≈ 1.94K

[105].

Запропонований в цiй роботi пiдхiд дозволив також знайти малий

критичний iндекс η в наближеннi хаотичних фаз. Вiн доволi сильно

вiдрiзняється вiд сучасного значення [248], але водночас вiдтворює вже

вiдомий результат цього наближення [245,246].
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Роздiл 5

Структурнi функцiї бозе-рiдини

5.1 Вступ

Теоретичний розрахунок структурних функцiй є вагомим кроком на

шляху вивчення багаточастинкових систем загалом i рiдкого 4He зокре-

ма, оскiльки вони описують просторову структуру речовини i дають

можливiсть дослiджувати вплив на неї температури та вигляду мiжча-

стинкового потенцiалу. Серед структурних функцiй важливе мiсце по-

сiдає парний структурний фактор. Великою мiрою це пов’язано з тим,

що вiн досить добре експериментально вимiрюється, а тому теорети-

чнi результати можна безпосередньо порiвняти з експериментальними

даними.

В широкотемпературнiй областi в представленнi колективних змiн-

них парний структурний фактор був знайдений в роботi [142] за допо-

могою усереднення з матрицею густини взаємодiючих бозе-частинок,

однак лише в наближеннi парних кореляцiй. Трохи згодом [104, 176]

було проведено розрахунок незвiдних дво-, три- i чотиричастинкового

структурних факторiв, а також парної функцiї розподiлу в широкому

iнтервалi температур iз врахуванням непрямих три- i чотиричастинко-

вих кореляцiй. Внески ж прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй

у вираз для парного структурного фактора були знайденi значно ранi-
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ше [13,14,16,125,126,136,139], але лише в границi низьких температур.

В цьому роздiлi ми маємо на метi знайти вирази для дво-, три-

i чотиричастинкового структурних факторiв в широкiй областi тем-

ператур в post-RPA наближеннi, яке враховує прямi три- i чотирича-

стинковi кореляцiї. Як уже було сказано ранiше, це наближення для

структурних функцiй вiдповiдає наближенню “однiєї суми за хвильо-

вим вектором”.

Чисельнi розрахунки для парного структурного фактора були про-

веденi нами при рiзних значеннях температури в дiапазонi вiд 1K до

4.24K i з урахуванням ефективної маси, вираз для якої наведений у

попередньому роздiлi, а також в роботi [22]. В цьому контекстi вар-

то згадати також i роботи [251, 252], де для узгодження розрахованих

структурних функцiй з експериментальними кривими була використа-

на ефективна маса частинок як пiдгоночний параметр.

Знайдений двочастинковий структурний фактор в post-RPA на-

ближеннi вiдкриває шлях для знаходження температурної залежно-

стi швидкостi першого звуку в бозе-рiдинi i проведення порiвняння

з експериментальними даними. Отриманi результати допоможуть та-

кож спростити розрахунки термодинамiчних функцiй бозе-системи в

наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”.
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5.2 Дво-, три- i чотиричастинковий структурнi фа-

ктори багатобозонної системи

Згiдно з означенням n-частинковий структурний фактор

S(n)(ρq1
, . . . , ρqn

) = Nn/2−1〈ρq1
...ρqn

〉, (5.1)

де N — кiлькiсть частинок, а позначення 〈...〉 означає усереднення з

матрицею густини взаємодiючих бозе-частинок. В наших подальших

обчисленнях ми використовуватимемо матрицю густини в post-RPA

наближеннi iз видiленою матрицею густини iдеального бозе-газу.

Для парного структурного фактора (n=2) написаний вище вираз

(5.1) можна зобразити у виглядi похiдної за параметром λq:

〈ρqρ−q〉 = − d

dλq
ln

{∫
dr1 . . .

∫
drNR

0
N(r|r)×

× exp

c(pr)
0 − 1

2

∑
q 6=0

λqρqρ−q

P (ρ|ρ)

 .

У прийнятому нами наближеннi цей вираз запишемо так:

〈ρqρ−q〉 = − d

dλq
ln

{∫
dr1 . . .

∫
drNR

0
N(r|r) ×

× exp

b0 −
1

2

∑
q 6=0

λqρqρ−q

− d

dλq
ln {〈P (ρ|ρ)〉} .

Розрахунок першого доданку наведений в роботах [104,176], а середнє

〈P (ρ|ρ)〉 має такий змiст:

〈P (ρ|ρ)〉 =

∫
dr1. . .

∫
drNR

0
N(r1,. . .,rN |r1,. . . ,rN)Ppr(ρ|ρ)P (ρ|ρ)∫

dr1 . . .
∫
drNR0

N(r1,. . ., rN |r1,. . ., rN)Ppr(ρ|ρ)
.
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Це середнє можна отримати на основi роботи [18]:

〈P (ρ|ρ)〉 = exp

C0+2
∑
q1 6=0

C2(q1)
S0(q1)

1+λq1
S0(q1)

+
2

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)×

× S0(q1)

1 + λq1
S0(q1)

S0(q2)

1 + λq2
S0(q2)

+
2

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)×

× S
(3)
0 (q1,q2,q3)+6C3(q1,q2,q3)S0(q1)S0(q2)S0(q3)

[1+λq1
S0(q1)][1+λq2

S0(q2)][1+λq3
S0(q3)]

}
. (5.2)

Отож, користуючись явним виглядом величини 〈P (ρ|ρ)〉 i резуль-

татами робiт [104,176], знайдемо:

S(q1) = 〈ρq1
ρ−q1
〉 =

S0(q1)

1 + λq1
S0(q1)

+
1

[1 + λq1
S0(q1)]2

×

×

4C2(q1)S
2
0(q1)−

1

2N

∑
k2 6=0

λk2
S

(4)
0 (q1,−q1,k2,−k2)

1 + λk2
S0(k2)

+

+
1

2N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

λk2

1 + λk2
S0(k2)

λk3

1 + λk3
S0(q3)

[
S

(3)
0 (q1,k2,k3)

]2

+

+
12

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

C3(q1,k2,k3)S
(3)
0 (q1,k2,k3)

[1 + λk2
S0(k2)][1 + λk3

S0(k3)]
+

8

N
S2

0(q1)
∑
k2 6=0

C4(q1,k2)×

× S0(k2)

1+λk2
S0(k2)

+
72

N
S2

0(q1)
∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

C2
3(q1,k2,k3)S0(k2)S0(k3)

[1+λk2
S0(k2)][1+λk3

S0(k3)]

 .

(5.3)
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Вважаючи доданки з однiєю сумою малими в порiвняннi з величиною,

яка вiдтворює наближення парних кореляцiй, двочастинковий стру-

ктурний фактор можна подати у такому виглядi:

S(q1) =
S0(q1)

1 + (λq1
+ Πq1

)S0(q1)
, Πq1

= Πind
q1

+ Πd
q1
, (5.4)

де Πind
q1

— внесок непрямих три- i чотиричастинкових кореляцiй, Πd
q1
—

внесок прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй:

Πind
q1

=
1

2NS2
0(q1)

∑
k2 6=0

λk2
S

(4)
0 (q1,−q1,k2,−k2)

1 + λk2
S0(k2)

−

−
∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

λk2
λk3

[
S

(3)
0 (q1,k2,k3)

]2

[1+λk2
S0(k2)][1+λk3

S0(k3)]

 ,

Πd
q1

= −4C2(q1)−
8

N

∑
k2 6=0

C4(q1,k2)S0(k2)

1 + λk2
S0(k2)

− 12

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

C3(q1,k2,k3)×

×S
(3)
0 (q1,k2,k3)/S0(q1) + 6C3(q1,k2,k3)S0(k2)S0(k3)

[1+λk2
S0(k2)][1+λk3

S0(k3)]
,

причому S(3)
0 (q1,q2,q3) — це тричастинковий структурний фактор iде-

ального бозе-газу:

S
(3)
0 (q,k,−q− k) = 2

n0

N

(
nqnk + nqn|q+k| + nkn|q+k|

)
+

+ S0(q) + S0(k) + S0(|q + k|)− 2+

+
2

N

∑
p6=0

npn|p+k|n|p−k|, (5.5)

а S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2) — чотиричастинковий структурний фактор
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iдеального бозе-газу пiсля усунення iнфрачервоних розбiжностей з до-

помогою знайденої у попередньому роздiлi ефективної маси:

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2) = 2

n0

N

(
n|q1−q2| + n|q1+q2|

)
(n2

q2
+ nq2

+ 2nq1
nq2

)+

+2
(
S

(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)−S0(q1)−S0(q2)+1

)
+

+
2

N

∑
p6=0

npn|p+q1|n|p+q2|n|p+q1+q2|. (5.6)

Для тричастинкового структурного фактора вираз (5.1) можна

подати у виглядi:

〈ρq1
ρq2
ρq3
〉 =

√
N

2

δ ln 〈P (ρ|ρ)〉
δC3(q1,q2,q3)

.

Безпосереднiй розрахунок на основi попередньої формули дає нам та-

кий результат:

S(3)(q1,q2,q3) =
√
N 〈ρq1

ρq2
ρq3
〉 =

=
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

[1 + λq1
S0(q1)][1 + λq2

S0(q2)][1 + λq3
S0(q3)]

+

+
12C3(q1,q2,q3)S0(q1)S0(q2)S0(q3)

[1 + λq1
S0(q1)][1 + λq2

S0(q2)][1 + λq3
S0(q3)]

. (5.7)

Незвiдний чотиричастинковий структурний фактор записується в на-

ступний спосiб:

S(4)(q1,−q1,q2,−q2)=N [〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2
〉−〈ρq1

ρ−q1
〉 〈ρq2

ρ−q2
〉]. (5.8)

Середнє 〈ρq1
ρ−q1
〉 ми знайшли ранiше, залишається розрахувати

〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2
〉. Знову ж таки на основi формули (5.1) можна показа-

ти, що

〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2
〉 =

1

Iλ

d2Iλ
dλq1

dλq2

,
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де

Iλ =

∫
dr1 . . .

∫
drNR

0
N(r|r) exp

c(pr)
0 − 1

2

∑
q 6=0

λqρqρ−q

P (ρ|ρ). (5.9)

Тодi у прийнятому нами наближеннi

〈ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2
〉 − 〈ρq1

ρ−q1
〉 〈ρq2

ρ−q2
〉 =

=
d2

dλq1
dλq2

ln

{∫
dr1 . . .

∫
drNR

0
N(r|r) ×

× exp

c(pr)
0 − 1

2

∑
q 6=0

λqρqρ−q

+
d2 ln 〈P (ρ|ρ)〉
dλq1

dλq2

.

Перший доданок у написаному вище виразi знайдений ранiше [104,

176], а другий легко розрахувати, беручи до уваги явний вираз для

величини 〈P (ρ|ρ)〉 (5.2). В результатi отримаємо:

S(4)(q1,−q1,q2,−q2) =
1

[1 + λq1
S0(q1)]2

1

[1 + λq2
S0(q2)]2

×

×
{
S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2) −

2λ|q1+q2|

[
S

(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)

]2

1 + λ|q1+q2|S0(|q1 + q2|)
+

+ 48S0(q1)S0(q2)S
(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)

C3(q1,q2,−q1 − q2)

1 + λ|q1+q2|S0(|q1 + q2|)
+

+ 16S2
0(q1)S

2
0(q2)

[
C4(q1,q2) + 18

C2
3(q1,q2,−q1 − q2)S0(|q1 + q2|)

1 + λ|q1+q2|S0(|q1 + q2|)

]}
.

(5.10)

Тут S(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2) — це теж чотиричастинковий структурний

фактор iдеального бозе-газу, але до проведення процедури усунення

iнфрачервоних розбiжностей.
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5.3 Дво-, три- та чотиричастинковий структурнi фа-

ктори в границi низьких i високих температур

Користуючись отриманими ранiше виразами для величин C2(q1),

C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2), а також для структурних факторiв iдеаль-

ного бозе-газу, в границi низьких i високих температур ми можемо

знайти вiдповiднi вирази для дво-, три- i чотиричастинкового стру-

ктурних факторiв бозе-рiдини.

Отож в границi низьких температур для парного структурного

фактора здобудемо такий результат:

S(q1) =
1

α2
q1

αq1
+

1

2N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

αk2
− 1

αk2

αk3
− 1

αk3

+ 2a2(q1)+

+
2

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

a3(q1,k2,k3)

αk2
αk3

+
1

N

∑
k2 6=0

a4(q1,k2)

αk2

+

+
2

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

a2
3(q1,k2,k3)

αk2
αk3

 , (5.11)

де a4(q1,k2) — це скорочений запис величини a4(q1,−q1,k2,−k2).

В прийнятому нами наближеннi вiн може бути записаний в той

же спосiб, як i у роботах [13,16]:

S(q1) = 1/[1− 2a2(q1)− Σ(q1)],
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де

Σ(q1) =
1

N

∑
k2 6=0

a4(q1,−q1,k2,−k2)

1− 2ã2(k2)
+

2

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

×

×{ã2(k2)ã2(k3) + a3(q1,k2,k3)[1 + a3(q1,k2,k3)]}
(1− 2ã2(k2))(1− 2ã2(k3))

,

ã2(q1) = −1

2
(αq1
− 1) +

1

N

∑
k2 6=0

[
k2

2

2q2
1αq1

a4(q1,−q1,k2,−k2) +

+
(k2,q1 + k2)

q2
1αq1

a3(q1,k2,−q1 − k2)

]
. (5.12)

Аналогiчно для тричастинкового i чотиричастинкового структур-

них факторiв в границi низьких температур матимемо такi вирази:

S(3)(q1,q2,q3) =
1

αq1
αq2

αq3

{1 + 2a3(q1,q2,q3)} , (5.13)

S(4)(q1,−q1,q2,−q2) =
2

α2
q1
α2
q2

[
−
α|q1+q2| − 1

α|q1+q2|
+

+
4

α|q1+q2|
a3(q1,q2,−q1− q2)+ a4(q1,q2)+

4

α|q1+q2|
a2

3(q1,q2,−q1− q2)

]
.

(5.14)

В границi високих температур, як зазначалося ранiше, величини C2(q1),

C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2) стають зникаюче малими, а тому в цiй грани-

цi дво-, три- i чотиричастинковий структурнi фактори багатобозонної

системи переходять у вiдповiднi вирази для iдеального бозе-газу:

lim
T→∞

S(q) = S0(q), lim
T→∞

S(3)(q1,q2,q3) = S
(3)
0 (q1,q2,q3),

lim
T→∞

S(4)(q1,−q1,q2,−q2) = S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2).
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5.4 Чисельнi розрахунки

Чисельний розрахунок двочастинкового структурного фактора (5.3)

був проведений з урахуванням ефективної маси. Щоб не перевищува-

ти точнiсть розрахункiв ми використовували ефективну масу лише в

доданках, якi вiдтворюють наближення парних кореляцiй, натомiсть

у виразах, якi мiстять суму за хвильовим вектором, стоїть “гола” ма-

са. Тут варто зробити ще таке зауваження: у структурних факторах

iдеального бозе-газу, якi входять у вирази з сумою за хвильовим векто-

ром, ефективна маса використана лише для того, щоб змiстити кри-

тичну точку через перенормування активностi z0 = exp[βµ], де µ —

хiмiчний потенцiал. Введення ефективної маси дозволяє уникнути iн-

фрачервоних розбiжностей, присутнiх у неперенормованому чотири-

частинковому структурному факторi iдеального бозе-газу [22].

Для розрахунку величин з однiєю сумою за хвильовим вектором

потрiбно вiд пiдсумовування перейти до iнтегрування за вiдомим пра-

вилом (2.11). Провiвши вiдповiднi перетворення i зробивши необхiдну

замiну змiнних, для нашого випадку ми отримаємо наступне правило

переходу вiд пiдсумовування до iнтегрування:

1

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

=
1

4π2ρq1

∞∫
0

k2dk2

|q1+k2|∫
|q1−k2|

k3dk3, (5.15)

де ρ — це рiвноважна густина бозе-системи. Для такої квантової рiди-

ни як 4He вона рiвна ρ = 0.02185 Å−3 [214]. Наступний крок полягає

у розрахунку величини αq на основi екстрапольованих до нуля темпе-

ратур експериментальних даних для парного структурного фактора
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рiдкого 4He. Цю iнформацiю беремо з роботи [140]. Звернемося тепер

до рiвняння (5.11), переписавши його в наступний спосiб:

1

αq1

= Sexp(q1)−
1

α2
q1

 1

2N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

αk2
− 1

αk2

αk3
− 1

αk3

+ 2a2(q1) +

+
2

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

a3(q1,k2,k3)

αk2
αk3

+
1

N

∑
k2 6=0

a4(q1,k2)

αk2

+

+
2

N

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

q1+k2+k3=0

a2
3(q1,k2,k3)

αk2
αk3

. (5.16)

Ми отримали iтерацiйне рiвняння стосовно αq. В нульовому на-

ближеннi αq = 1/Sexp(q). Пiдставляючи це значення αq в праву части-

ну рiвностi (5.16), ми отримаємо значення αq в першому наближеннi

i т. д. Однак такий iтерацiйний процес не є збiжним, що, скорiш за

все, пов’язано iз замалою кiлькiстю членiв розкладу для структурно-

го фактора (5.11). Тому ми обмежимося лише нульовим наближенням

для αq. Результати чисельних розрахункiв для температур 1.0К, 1.38К,

1.67К, 2.2К, 2.5K, 3.0К, 3.5К, 4.24К наведенi нижче. Експериментальнi

данi для структурного фактора при згаданих вище температурах були

взятi з робiт [172,173].

В усiх наведених рисунках вигляд графiкiв має такий змiст: су-

цiльна лiнiя — обчислений структурний фактор з урахуванням прямих

три- i чотиричастинкових кореляцiй, пунктирна — наближення парних

кореляцiй, крапки — експериментальнi данi.
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Рис. 5.1: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=1.0 K.
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Рис. 5.2: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=1.38 K.
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Рис. 5.3: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=1.67 K.
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Рис. 5.4: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=2.2 K.
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Рис. 5.5: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=2.5 K.
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Рис. 5.6: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=3.0 K.
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Рис. 5.7: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=3.5 K.
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Рис. 5.8: Структурний фактор рiдкого
4He при температурi T=4.24 K.

5.5 Висновок

В цьому роздiлi були знайденi вирази для дво-, три- i чотиричастин-

кового структурних факторiв в наближеннi “однiєї суми за хвильовим

вектором” iз врахуванням прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй

в широкотемпературнiй дiлянцi. В границi низьких температур отри-

манi вирази для дво- i тричастинкового структурних факторiв пере-

ходять в уже вiдомi [13, 16, 253]. Цi самi слова будуть актуальними i

стосовно границi високих температур.

Знайденi вирази є доволi громiздкими. Для їх аналiзу були засто-

сованi чисельнi методи i в результатi здобуто графiчне представлення

для парного структурного фактора при рiзних значеннях температури

рiдкого 4He.
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Роздiл 6

Швидкiсть першого звуку в

бозе-рiдинi

6.1 Вступ

Вивчення швидкостi звуку в такiй квантовiй багатобозоннiй системi

як рiдкий 4He привертає увагу дослiдникiв вже здавна. Сприяє цьому

вiдносна простота i точнiсть проведення експерименту з його вимiрю-

вання в широкотемпературнiй дiлянцi. Експериментальнi данi, отри-

манi майже 80 рокiв тому [211], прекрасно узгоджуються з сучасними

результатами [214].

Теоретичне вивчення швидкостi першого звуку в пiдходi коле-

ктивних змiнних проводилося ранiше, але лише в границi низьких тем-

ператур [16,125,136,254,255]. Зокрема в роботах [125,255] був знайде-

ний взаємозв’язок мiж швидкiстю звуку при абсолютному нулi темпе-

ратур i коефiцiєнтом Фур’є енергiї парної мiжчастинкової взаємодiї в

наближеннi “однiєї суми за хвильовим вектором”. Цей результат був

здобутий двома рiзними шляхами. Перший пролягав через знаходже-

ння довгохвильової асимптотики структурних величин, якi врахову-

вали прямi три-i чотиричастинковi кореляцiї, а другий базувався на

вiдомому спiввiдношеннi: c2 = N
m
d2E0

dN2 , де c — швидкiсть звуку, N —
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кiлькiсть частинок, m — маса частинки, E0 — енергiя основного стану,

яка була взята в наближеннi парних кореляцiй. Згаданий зв’язок, але

вже в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”, був знайдений в

роботi [20].

Завдання цього роздiлу полягає в тому, щоб в пiдходi колектив-

них змiнних знайти температурну поведiнку швидкостi першого звуку

в бозе-рiдинi. Ми виходитимемо з точного спiввiдношення, яке пов’я-

зує швидкiсть звуку з довгохвильовою границею структурного факто-

ра [11], а також з результатiв, якi ми отримали ранiше для парного

структурного фактора в наближеннi “однiєї суми за хвильовим векто-

ром”, що враховує три- i чотиричастинковi кореляцiї. Зауважимо, що

розрахунок швидкостi звуку на основi структурного фактора в на-

ближеннi лише парних кореляцiй в докритичнiй областi приводить до

сталостi його значення, а в надкритичнiй дає повiльне зростання (це

навiть якiсно не узгоджується з експериментом при T > Tc). Результа-

ти розрахункiв в post-RPA наближеннi показують доволi добре, при-

наймнi якiсне, узгодження з експериментальними даними. Отриманий

вираз для швидкостi першого звуку в границi низьких i високих тем-

ператур переходить в уже вiдомий [125,249,255].

6.2 Аналiтичний розрахунок швидкостi першого зву-

ку у широкотемпературнiй областi

Як вiдомо [249], iснує точне спiввiдношення мiж величиною першого

звуку i довгохвильовою границею парного структурного фактора в
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широкiй областi температур:

lim
q→0

S(q) =
T

mc2(T )
. (6.1)

Щоб отримати вираз для температурної залежностi швидкостi першо-

го звуку в post-RPA наближеннi, потрiбно скористатися виразом для

парного структурного фактора багатобозонної системи в наближеннi

“однiєї суми за хвильовим вектором” (5.4), яке враховує внески прямих

три- i чотиричастинкових кореляцiй. Тодi:

c2(T ) =
T

m
lim
q1→0

[
1

S0(q1)
+ λq1

+ Πq1

]
, (6.2)

де S0(q1) — це двочастинковий структурний фактор iдеального бозе-

газу (4.18), а Πq1
— знайдена ранiше величина, яка забезпечує post-

RPA наближення. У вираз для Πq1
входять величини C2(q1) (3.28),

C3(q1,q2,q3)(3.29), C4(q1,q2) (3.30), а також дво-, три i чотиричастин-

ковий структурнi фактори iдеального бозе-газу. Тому нашим завдан-

ням є знайти їхнiй вигляд в границi малих значень хвильового вектора.

Отож:

C0
2(T )= lim

q1→0
C2(q1)=

1

32N

∑
q2 6=0

(α2
q2
−1)2

α4
q2

{
β2E2

q2

sh2 [βEq2
]
+βEq2

coth[βEq2
]−2

}
,

(6.3)

C0
3(q2, T )= lim

q1→0
C3(q1,q2,−q1− q2)=

1

24

α2
q2

+1

αq2

th
[
β

2
Eq2

]
− 1

12
th
[
β

2
εq2

]
+

+
1

48

βεq2
(1− α2

q2
)

ch2
[
β
2Eq2

] , (6.4)
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C0
4(q2, T ) = lim

q1→0
C4(q1,q2) =

1

32

β2E2
q2

(α2
q2
− 1)2

4α3
q2

th
[
β
2Eq2

]
ch2
[
β
2Eq2

]+

+
βEq2

ch2
[
β
2Eq2

] (α2
q2
− 1)2+2(α4

q2
−1)

4α3
q2

−
(α2

q2
−1)2+2(α4

q2
−1)

2α3
q2

×

× th
[
β

2
Eq2

]
− 4

αq2

th
[
β

2
Eq2

]
+ 4th

[
β

2
εq2

]}
. (6.5)

Беручи до уваги явнi вирази для дво- (4.18), три- (5.5) i чотиричастин-

кового (5.6) структурних факторiв iдеального бозе-газу, без особли-

вих труднощiв знайдемо довгохвильову границю для величин 1/S0(q1),

S
(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)/S0(q1), S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)/S

2
0(q1):

S0
2(T ) ≡ lim

q1→0

1

S0(q1)
=


0, (T ≤ Tc)

1

1 + F1(T )
, (T > Tc)

(6.6)

S0
3(q2, T ) ≡ lim

q1→0

S
(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)

S0(q1)
=

=


2nq2

+ 1, (T < Tc)

1 + 2
S0(q2)− 1 + F2(q2, T )

1 + F1(T )
, (T > Tc)

(6.7)
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S0
4(q2, T ) ≡ lim

q1→0

S
(4)
0 (q1,q2)

S2
0(q1)

=

=


0, (T ≤ Tc)

2[S0(q2)− 1 + 2F2(q2, T ) + F3(q2, T )]

[1 + F1(T )]2
, (T > Tc)

(6.8)

де Tc —критична температура, nq2
— числа заповнення, z0 — актив-

нiсть. Явний вигляд функцiй F1(T ), F2(q2, T ), F3(q2, T ) є таким:

F1(T ) =
1

N

∑
p6=0

n2
p =

1

2π2ρ

∞∫
0

p2dp

(z−1
0 exp[βp2]− 1)2

, (6.9)

F2(q2, T ) =
1

N

∑
p6=0

n2
pn|p+q2| =

1

4π2ρ

∞∫
0

p2dp

(z−1
0 exp[βp2]− 1)2

×

×
{

1

2βpq2
ln

(
z−1

0 exp[β(p+ q2)
2]− 1

z−1
0 exp[β(p− q2)2]− 1

)
− 2

}
, (6.10)

F3(q2, T ) =
1

N

∑
p6=0

n2
pn

2
|p+q2| =

1

8π2ρβq2

∞∫
0

pdp

(z−1
0 exp[βp]− 1)2

×

×
{
− ln

(
z−1

0 exp[β(p+ q2)
2]− 1

z−1
0 exp[β(p− q2)2]− 1

)
+ 4βpq2 −

− 1

z−1
0 exp[β(p+ q2)2]− 1

+
1

z−1
0 exp[β(p− q2)2]− 1

}
. (6.11)

Зауважимо, що цi функцiї є розбiжними в критичнiй точцi. Якщо

видiлити цi розбiжностi, то можна показати, що величини 1/S0(q1),
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S
(3)
0 (q1,q2,−q1−q2)/S0(q1), S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)/S

2
0(q1) при q1 → 0 є

скiнченними в усiй областi температур.

Враховуючи також, що lim
q1→0

λq1
= βρν0, в результатi для темпера-

турної залежностi квадрату швидкостi першого звуку в багатобозоннiй

системi отримаємо такий вираз:

c2(T ) = ρν0 +
T

m

S0
2(T ) +

1

2N

∑
q2 6=0

λq2
S0

4(q2, T )

1 + λq2
S0(q2)

−

− 1

2N

∑
q2 6=0

[
λq2
S0

3(q2, T )
]2

[1 + λq2
S0(q2)]2

+4C0
2(T )+

12

N

∑
q2 6=0

C0
3(q2, T )S0

3(q2, T )

[1 + λq2
S0(q2)]2

+

+
8

N

∑
q2 6=0

C0
4(q2, T )S0(q2)

1 + λq2
S0(q2)

+
72

N

∑
q2 6=0

[
C0

3(q2, T )S0(q2)
]2

[1 + λq2
S0(q2)]2

 . (6.12)

6.3 Границя низьких i високих температур

В границi низьких температур

lim
T→0

TC0
2(T ) =

1

32N

∑
q2 6=0

εq2

(
α2
q2
− 1
)2

α3
q2

,

lim
T→0

TC0
3(q2, T ) = 0, lim

T→0
TC0

4(q2, T ) = 0,

lim
T→0

TS0
2(q2, T ) = 0, lim

T→0
TS0

3(q2, T ) = 0, lim
T→0

TS0
4(q2, T ) = 0.

(6.13)

Тому

c2 ≡ lim
T→0

c2(T ) =
ρν0

m
− 1

8mN

∑
q2 6=0

εq2

(
α2
q2
− 1
)2

α3
q2

. (6.14)
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Цей самий результат ми отримаємо, якщо вiзьмемо другу похiдну по

кiлькостi частинок вiд виразу для енергiї основного стану в наближен-

нi Боголюбова:

c2 =
N

m

∂2E0

∂N 2
. (6.15)

Беручи квадратний корiнь з рiвностi (6.14) i використовуючи факт

малостi другого доданка в порiвняннi з першим, будемо мати:

c ≡ lim
T→0

c(T ) =

√
ρν0

m
− 1

16N
√
mρν0

∑
q2 6=0

εq2

(
α2
q2
− 1
)2

α3
q2

. (6.16)

Iнший шлях до того ж самого результату пролягає через використання

формули [125,255]:

c = − ~
m

lim
q1→0

q1ã2(q1), (6.17)

де величина ã2(q1) вже була наведена ранiше (5.12).

В границi високих температур внески три- i чотиричастинкових

кореляцiй є рiвними нулевi [20]. Беручи також до уваги той факт,

що lim
T→∞

S0(q1) = 1, ми отримаємо добре вiдомий класичний вираз для

швидкостi першого звуку у високотемпературнiй областi [249]:

c(T ) =
√

(T + ρν0) /m. (6.18)

6.4 Чисельний розрахунок швидкостi першого зву-

ку в бозе-рiдинi

Для чисельних розрахункiв швидкостi першого звуку ми опиратиме-

мося на вираз (6.12). Перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування здiй-

снюється за наведеною ранiше схемою (2.11).
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Щодо невiдомої величини ν0, то її можна знайти, використовуючи

значення швидкостi першого звуку при нулi температур, отриманого з

допомогою екстраполяцiї експериментальних даних. Таким чином, зi

спiввiдношення (6.14) будемо мати:

ν0 =
m

ρ

c2 +
1

8mN

∑
q2 6=0

εq2

(
α2
q2
− 1
)2

α3
q2

 . (6.19)

Щоб не перевищувати точнiсть, знайдене значення ν0 (6.19) використо-

вуватимемо виключно у виразах, якi вiдтворюють наближення парних

кореляцiй, а у виразах, що стоять пiд сумою, покладемо ν0 = mc2/ρ.

Чисельний розрахунок проводитимемо зi знайденою ранiше ефектив-

ною масою атома 4He, щоб уникнути iнфрачервоних розбiжностей,

якi присутнi в неперенормованому чотиричастинковому структурно-

му факторi iдеального бозе-газу.

Результати чисельних розрахункiв наведенi на Рис.6.1. Темпера-

турну поведiнку iзотермiчної швидкостi звуку (cT ), з якою ми прово-

дили порiвняння отриманих нами результатiв, легко знайти на основi

експериментальних даних для адiабатичної швидкостi звуку (cσ) [214]

i значень питомих темлоємностей при сталому об’ємi (Cv) i стало-

му тиску (Cp) [179], використовуючи добре вiдоме спiввiдношення:

cT = cσ
√
Cv/Cp.
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Рис. 6.1: Температурна залежнiсть швидкостi першого звуку в рiдкому 4He. Штри-

хована лiнiя — наближення парних кореляцiй, суцiльна крива — post-RPA набли-

ження, крапки — непрямi експерментальнi данi на основi робiт [179,214]

6.5 Висновок

В цьому роздiлi отримано вираз для температурної залежнiсть iзотер-

мiчної швидкостi першого звуку в бозе-системi, який в границi високих

i низьких температур вiдтворює вiдомi результати. Як видно з рисун-

ку, узгодження з експериментальними даними є досить добрим, однак

далеко неповним.Щоб покращити теоретичнi результати потрiбно вра-

хувати наступне наближення для швидкостi звуку. Це означає, що для

наших розрахункiв ми маємо використовувати вираз для двочастин-

кового структурного фактора у вищому, нiж post-RPA, наближеннi

(наближення “двох сум за хвильовим вектором” для структурного фа-

ктора).
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Роздiл 7

Термодинамiчнi функцiї бозе-рiдини

7.1 Вступ

Робота Боголюбова [106], в якiй вiн вперше наближено обчислив енер-

гiю основного стану i енергетичний спектр рiдкого 4He, дала значний

поштовх для подальшого дослiдження термодинамiчних функцiй бозе-

систем. Згодом [13,14,16,125,136–139] вирази для енергiї основного ста-

ну та iнших термодинамiчних функцiй рiдкого 4He при нулi темпера-

тур були отриманi у вищому, нiж Боголюбiвське, наближеннi. Завдяки

цим роботам було показано, що врахування три- та чотиричастинкових

кореляцiй покращує значення для енергiї основного стану.

В широкотемпературнiй областi в RPA-набиженнi середнi значе-

ння кiнетичної, потенцiальної та повної внутрiшньої енергiї були зна-

йденi в роботi [142]. Розрахунок проводився за допомогою усереднення

з матрицею густини взаємодiючих бозе-частинок. Узгодження з експе-

риментальними даними отриманих результатiв є досить добрим, однак

далеко неповним. Це великою мiрою пов’язано з тим, що для матри-

цi густини було взято лише наближення парних кореляцiї. Для бiльш

точних обчислень потрiбно враховувати три- та чотиричастинковi ко-

реляцiї. Отож завданням, яке ставиться в цьому роздiлi, є розрахунок

середнiх значень кiнетичної, потенцiальної i повної внутрiшньої енер-
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гiї багатобозонної системи в широкотемпературнiй дiлянцi в post-RPA

наближеннi, яке враховує внески прямих три- i чотиричастинкових ко-

реляцiй.

Важливим аспектом вивчення термодинамiчних функцiй бозе-рi-

дини є представлення отриманих результатiв в графiчному виглядi,

якому, звичайно, передують чисельнi розрахунки. При цьому вiдкри-

тим залишається питання про вигляд мiжатомного потенцiалу взає-

модiї в гелiї. Вiдповiдь на нього дослiдники намагаються дати, вико-

ристовуючи рiзноманiтнi модельнi потенцiали. Ми пiшли iншим шля-

хом, скориставшись пiдходом до цiєї проблеми, запропонованим у ро-

ботах [140, 202], де мiжатомний потенцiал взаємодiї був вiдновлений

за експериментальними даними. Вхiдною iнформацiєю про потенцiал

взаємодiї в наших обчисленнях є екстрапольованi до температури абсо-

лютного нуля експериментальнi результати для структурного факто-

ра. Чисельний розрахунок термодинамiчних функцiй, як i у випадку

парного структурного фактора, проводився з урахуванням знайденої

ранiше ефективної маси.

7.2 Загальнi викладки

Середню енергiю системиN безспiнових бозе-частинок з координатами

(r1, . . . , rN) можна записати наступним чином:

E = 〈Ĥ〉 = 〈K̂〉+ 〈Φ̂〉, (7.1)
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де Ĥ — гамiльтонiан системи, K̂ — оператор кiнетичної, Φ̂ — потенцi-

альної енергiї:

K̂ = − ~2

2m

N∑
j=1

∇2
j , (7.2)

Φ̂ =
∑

1≤i<j≤N

Φ(|ri − rj|), (7.3)

а усереднення проводиться з матрицею густини взаємодiючих бозе-

частинок iз видiленою матрицею густини iдеального бозе-газу, яка вра-

ховує прямi три- i чотиричастинковi кореляцiї:

R(ρ|ρ′) = R0
N(r|r′) exp[U ], (7.4)

де

U=ln
[
R(ρ|ρ′)/R0

N(r|r′)
]
=c

(pr)
0 +

∑
q1 6=0

c
(pr)
2 (1j1,−1i1)

(
ρj1q1
ρi1−q1

+ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

)
+

+ c0 +
∑
q1 6=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2(1
j1,−1i1)

(
ρj1q1
ρi1−q1

+ ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

)
+

+
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

1∑
i1,i2,i3=0

c3(1
i1, 2i2, 3i3)

(
ρi1q1
ρi2q2
ρi3q3

+ρ1−i1
q1

ρ1−i2
q2

ρ1−i3
q3

)
+

+
1

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1
j1,−1i1, 2j2,−2i2)×

×
(
ρj1q1
ρi1−q1

ρj2q2
ρi2−q2

+ ρ1−j1
q1

ρ1−i1
−q1

ρ1−j2
q2

ρ1−i2
−q2

)
. (7.5)
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7.3 Середня кiнетична енергiя

Скористаємося результатами роботи [142] i запишемо вираз для сере-

днього значення кiнетичної енергiї в наступний спосiб:〈
K̂
〉

=
〈
K̂1

〉
+
〈
K̂2

〉
+
〈
K̂3

〉
, (7.6)

де

〈
K̂1

〉
=

∫
dr1...

∫
drN

[
Ppr(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′)

N∑
j=1

(
−~2∇2

j

2m

)
R0
N(r|r′)

]
r′=r∫

dr1...
∫
drNPpr(ρ|ρ)P (ρ|ρ)R0

N(r|r)
,

(7.7)

R0
N(r|r′) — це скорочений запис R0

N(r1, ..., rN |r′1, ..., r′N), а r′ = r — це,

вiдповiдно, скорочений запис виразу: r′1 = r1, ..., r
′
N = rN .

Застосувавши теорему Блоха: −∂R0
N/∂β = K̂R0

N до написаної

вище рiвностi, знайдемо, що середнє〈
K̂1

〉
=

∂

∂β′
ln

{∫
dr1...

∫
drNPpr(ρ|ρ)P (ρ|ρ)R0

N(r|r; β′)
}
β′=β

, (7.8)

яке у прийнятому нами наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”

можна подати у виглядi:〈
K̂1

〉
=

∂

∂β′
ln

{∫
dr1...

∫
drNPpr(ρ|ρ)R0

N(r|r; β′)
}
β′=β

+

+
∂

∂β′
ln [〈P (ρ|ρ)〉]β′=β . (7.9)

Перший доданок у наведеному виразi розрахований в роботi [142], а

середнє 〈P (ρ|ρ)〉 записується формулою (5.2).

Пропускаючи громiздкi промiжнi обчислення, для величини
〈
K̂1

〉
в результатi отримаємо такий вираз:
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〈
K̂1

〉
=
∑
q 6=0

εq

z−1
0 eβεq − 1

+
1

2

∑
q 6=0

λq
1 + λqS0(q)

∂S0(q)

∂β
−

− 1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[
2∏
i=1

λqi
1 + λqiS0(qi)

]{
∂S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

∂β
−

−

[
2∑
j=1

λqj
1 + λqjS0(qj)

∂S0(q)

∂β

]
S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

}
+

+
1

12N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
3∏
i=1

λqi
1 + λqiS0(qi)

]{
2S

(3)
0 (q1,q2,q3)×

×∂S
(3)
0 (q1,q2,q3)

∂β
−

[
3∑
j=1

λqj
1 + λqjS0(qj)

∂S0(q)

∂β

] [
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2
}
−

−2
∑
q1 6=0

C2(q1)

[1 + λq1
S0(q1)]2

∂S0(q1)

∂β
− 2

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)×

×
∑

{i,j}={1,2},
{2,3},{3,1}

1

[1 + λqiS0(qi)]2
S0(qj)

1 + λqjS0(qj)

∂S0(qi)

∂β
−

− 2

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)

[1 + λq1
S0(q1)][1 + λq2

S0(q2)][1 + λq3
S0(q3)]

×

×

(
∂S

(3)
0 (q1,q2,q3)

∂β
−

[
3∑
j=1

λqj
1 + λqjS0(qj)

∂S0(q)

∂β

]
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

)
+

+
12

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C2
3(q1,q2,q3)

∑
{i,j,l}={1,2,3},
{2,3,1},{3,1,2}

1

[1 + λqiS0(qi)]2
×

× S0(qj)

1 + λqjS0(qj)

S0(ql)

1 + λqlS0(ql)

∂S0(qi)

∂β
. (7.10)



130

Тепер перейдемо до розрахунку наступних середнiх:
〈
K̂2

〉
i
〈
K̂3

〉
,

вирази для яких легко записати, скориставшись результатами робо-

ти [142]: 〈
K̂2

〉
= − ~2

2m

〈
N∑
j=1

(
∇2
jU + [∇jU ]2

)
|r′1=r1,...,r′N=rN

〉
,

〈
K̂3

〉
=

~2

4m

〈
N∑
j=1

∇2
jU + [∇jU ]2

〉
.

Якщо перейти до представлення колективних змiнних, то для величин〈
K̂2

〉
i
〈
K̂3

〉
будемо мати:〈

K̂2

〉
=
∑
q1 6=0

~2q2
1

2m

(〈
ρq1

∂U

∂ρq1

|ρ=ρ′

〉
−
〈

∂2U

∂ρq1
∂ρ−q1

|ρ=ρ′

〉
−

−
〈
∂U

∂ρq1

∂U

∂ρ−q1

|ρ=ρ′

〉)
+

1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

q1+q2 6=0

~2(q1q2)

2m
×

×
(〈

ρq1+q2

∂2U

∂ρq1
∂ρq2

|ρ=ρ′

〉
+

〈
ρq1+q2

∂U

∂ρq1

∂U

∂ρq2

|ρ=ρ′

〉)
, (7.11)

〈
K̂3

〉
= −1

2

〈
K̂2

∣∣
U(ρ|ρ′)=U(ρ|ρ)

〉
, (7.12)

або в явному виглядi:〈
K̂3

〉
=

1

2

∑
q1 6=0

~2q2
1

2m

(
−
〈
ρq1

∂U

∂ρq1

〉
+

〈
∂2U

∂ρq1
∂ρ−q1

〉
+

〈
∂U

∂ρq1

∂U

∂ρ−q1

〉)
−

− 1

2
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

q1+q2 6=0

~2(q1q2)

2m

(〈
ρq1+q2

∂2U

∂ρq1
∂ρq2

〉
+

〈
ρq1+q2

∂U

∂ρq1

∂U

∂ρq2

〉)
,

(7.13)
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причому у цiй формулi U ≡ U(ρ|ρ).

Знак середнього 〈...〉 тут знову має змiст усереднення з матри-

цею густини взаємодiючих бозе-частинок, яка враховує прямi три- та

чотиричастинковi кореляцiї:

〈...〉 =

∫
dr1 . . .

∫
drNR

0
N(r|r)Ppr(ρ|ρ)P (ρ|ρ)(...)∫

dr1 . . .
∫
drNR0

N(r|r)Ppr(ρ|ρ)P (ρ|ρ)
.

Зауважимо також, що

∂U

∂ρq1

∣∣∣∣
ρ=ρ′

= −λq1

2
ρ−q1

+ 2C2(q1)ρ−q1
+

+
3√
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)ρq2
ρq3

+
4

N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)ρ−q1
ρq2
ρ−q2

,

(7.14)

∂2U

∂ρq1
ρ−q1

∣∣∣∣
ρ=ρ′

= 4c
(pr)
2 (1,−1) + 2C̃2(q1) +

4

N

∑
q2 6=0

C̃4(q1,q2)ρq2
ρ−q2

,

(7.15)

∂2U

∂ρq1
ρq2

∣∣∣∣
ρ=ρ′

=
6√
N
C̃3(q1,q2,−q1 − q2)ρ−q1−q2

+
2

N
C̃ ′4(q1,q2)ρ−q1

ρ−q2
,

(7.16)

де

C̃2(q1) = [c2(1,−1) + c2(−1, 1)] ,

C̃4(q1,q2) =
1∑

j2,i2=0

[
c4(1,−1, 2j2,−2i2) + c4(1,−1, 21−j2,−21−i2)

]
,
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C̃3(q1,q2,q3) =
1∑

i3=0

[
c3(1, 2, 3

i3) + c3(1, 2, 3
1−i3)

]
,

C̃ ′4(q1,q2) =
1∑

j1,i2=0

[c4(1,−1i1, 2,−2i2) + c4(−1i1, 1, 2,−2i2)+

+ c4(1,−1i1,−2j2, 2) + c4(−1i1, 1,−2i2, 2)]. (7.17)

Явнi вирази для величин C̃2(q1), C̃3(q1,q2,q3), C̃4(q1,q2) є такими:

C̃2(q1)=C2(q1)+
1

2

∑
q2 6=0

~2

2m

q2
1 + q2

2

αq2
sh2[βEq1

]sh[βEq2
]

{
β

2
ch[βEq1

]ch[βEq2
]−

− ch[βEq1
] sh[βEq2

]

2Eq2

− sh[βEq1
] ch[βEq2

]

2Eq1

+
sh[β(Eq1

+Eq2
)]

4(Eq1
+ Eq2

)
+

+
sh[β(Eq1

−Eq2
)]

4(Eq1
− Eq2

)

}
− 1

8

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)

αq2
αq3

Ẽ sh2[βEq1
]sh[βEq2

]sh[βEq3
]
×

×

β4 ch
[
βẼq1

]
sh
[
β(Ẽq2

+ Eq3
)
]
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)−
sh
[
β
2 Ẽ
]

2Ẽ
×

×
(

sh

[
β

2
Ẽ

]
+ sh

[
β

2
(−Ẽq1

+ Ẽq2
+ Eq3

)

]
ch
[
βẼq1

])
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)+

+

−sh
[
β
2 Ẽq2

]
2Ẽq2

(
ch
[
βẼq1

]
sh

[
β

2
(Ẽq2

+ 2Eq3
)

]
+ sh

[
β

2
Ẽq2

])
+

+
sh
[
β
2 (Ẽq1

+ Eq3
)
]

2(Ẽq1
+ Eq3

)

(
ch
[
βẼq1

]
sh

[
β

2
(Eq3
− Ẽq1

)

]
+

+ sh

[
β

2
(Ẽq1

+ 2Ẽq2
+ Eq3

)

])]
Q(α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)+
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+

−sh
[
β
2 Ẽq1

]
2Ẽq1

(
− ch

[
βẼq1

]
sh

[
β

2
Ẽq1

]
+sh

[
β

2
(Ẽq1

+ 2Ẽq2
+ 2Eq3

)

])
+

+
sh
[
β
2 (Ẽq2

+ Eq3
)
]

2(Ẽq2
+ Eq3

)
ch2

[
β

2
Ẽq1

]
sh

[
β

2
(Ẽq2

+ Eq3
)

]Q(−α̃q1
, α̃q2

, αq3
)+

+

−sh
[
β
2Eq3

]
2Eq3

(
ch
[
βẼq1

]
sh

[
β

2
(2Ẽq2

+ Eq3
)

]
+ sh

[
β

2
Eq3

])
+

+
sh
[
β
2 (Ẽq1

+ Ẽq2
)
]

2(Ẽq1
+ Ẽq2

)

(
ch
[
βẼq1

]
sh

[
β

2
(Ẽq2
− Ẽq1

)

]
+

+ sh

[
β

2
(Ẽq1

+ Ẽq2
+ 2Eq3

)

])]
Q(−α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)

}
−
{
αq1,2,3

= 1
}
,

(7.18)

де позначення
{
αq1,2,3

= 1
}
означає весь вираз пiсля знаку рiвностi, в

якому всюди покладено αq1
= αq2

= αq3
= 1.

C̃3(q1,q2,q3) = − ~2

8m

(q1q2)

sh[βEq1
] sh[βEq2

] sh[βEq3
]
×

×
∑
±1

∑
±2

(αq1
αq2
±1 ±21) sh

[
β

2

(
Ẽq1

+ Ẽq2

)]
×

× ch

[
β

2
Eq3

] sh
[
β
2

(
Ẽq1

+ Ẽq2
+ Eq3

)]
Ẽq1

+ Ẽq2
+ Eq3

−
{
αq1,2,3

= 1
}
.

(7.19)

C̃4(q1,q2) = C4(q1,q2)− 1

64

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m

(q2
1 + q2

2)

ch2
[
β
2Eq1

]
sh2 [βEq2

]
×

×
{

2β ch [βEq2
]+

2 sh[βEq2
]

Eq2

−2 sh[βEq1
] ch[βEq2

]

Eq1

+
sh[β(Eq1

+Eq2
)]

(Eq1
+Eq2

)
+
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+
sh[β(Eq1

− Eq2
)]

(Eq1
− Eq2

)

}
− 1

64

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

)

αq3
Ẽ sh2[βEq1

]sh2[βEq2
]sh[βEq3

]
×

×


β

2
ch
[
βẼq2

]
sh [βEq3

]−
sh
[
β
2 Ẽ
]

2Ẽ

(
ch

[
β

2
Ẽq2

]
sh

[
β

2
(Ẽq1

+Ẽq2
−Eq3

)

]
+

+ ch

[
β

2
Ẽ

])
Q(α̃q1

, α̃q2
, αq3

) +

sh
[
β
2 Ẽq2

]
Ẽq2

(
ch
[
βẼq2

]
sh

[
β

2
Ẽq2

]
+

+ sh

[
β

2
(Ẽq2

+ 2Eq3
)

])
−

sh
[
β
2 (Ẽq1

+ Eq3
)
]

(Ẽq1
+ Eq3

)

(
ch
[
βẼq2

]
×

× sh

[
β

2
(Ẽq1

+ Eq3
)

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq1
− Eq3

)

])]
Q(α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)+

+

sh
[
β
2 Ẽq1

]
Ẽq1

(
ch
[
βẼq2

]
sh

[
β

2
Ẽq1

+ 2Eq3

]
+ sh

[
β

2
Ẽq1

])
−

−
sh
[
β
2 (Ẽq2

+ Eq3
)
]

(Ẽq2
+ Eq3

)
sh
[
βẼq2

]
ch

[
β

2
(Ẽq2
− Eq3

)

]]
Q(−α̃q1

, α̃q2
, αq3

)+

+

sh2
[
β
2Eq3

]
Eq3

sh2

[
β

2
Ẽq2

]
−

sh
[
β
2 (Ẽq1

+ Ẽq2
)
]

(Ẽq1
+ Ẽq2

)

(
ch
[
βẼq2

]
×

× sh

[
β

2
(Ẽq1

+ Ẽq2
)

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq1

+ Ẽq1
+ 2Eq3

)

])]
Q(α̃q1

,−α̃q2
, αq3

)
}
−

−
{
αq1,2,3

= 1
}
.

Пiдставляючи у рiвностi (7.11) i (7.13) отриманi вирази (7.14),

(7.15), (7.16), а також врахувавши вирази для всiх середнiх 〈...〉, в
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прийнятому наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” знайдемо:〈
K̂23

〉
=
〈
K̂2

〉
+
〈
K̂3

〉
=
∑
q1 6=0

~2q2
1

2m

{
λ2
q1

4
S(q1)−

λq1

2
+ 4c

(pr)
2 (1,−1)−

−2C2(q1)
λq1
S0(q1)

1 + λq1
S0(q1)

+ 2(C2(q1)− C̃2(q1))−

−3λq1√
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)S
(3)(q1,q2,q3)−

−4λq1

N

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)
S0(q1)

1 + λq1
S0(q1)

S0(q2)

1 + λq2
S0(q2)

+

+
18

N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C2
3(q1,q2,q3)

S0(q2)

1 + λq2
S0(q2)

S0(q3)

1 + λq3
S0(q3)

+

+
4

N

∑
q2 6=0

(C4(q1,q2)−C̃4(q1,q2))
S0(q2)

1+λq2
S0(q2)

− 1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

q1+q2 6=0

~2(q1q2)

2m
×

×

{
6√
N

(C3(q1,q2,−q1 − q2)− C̃3(q1,q2,−q1 − q2))S0(|q1 + q2|)
1 + λ|q1+q2|S0(|q1 + q2|)

+

+
λq1
λq2

4
S(3)(q1,q2,−q1 − q2)−

3√
N
C3(q1,q2,−q1 − q2) ×

×
(

λq1
S0(q1)

1 + λq1
S0(q1)

S0(|q1 + q2|)
1 + λ|q1+q2|S0(|q1 + q2|)

+
λq2
S0(q2)

1 + λq2
S0(q2)

×

× S0(|q1 + q2|)
1 + λ|q1+q2|S0(|q1 + q2|)

)}
, (7.20)

де S(q1) (5.3), S(3)(q1,q2,q3) (5.7) — це дво- i тричастинковий стру-

ктурнi фактори багатобозонної системи.
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7.4 Середня потенцiальна енергiя

В представленнi колективних змiнних потенцiальна енергiя (7.3) запи-

шеться так:

Φ =
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q 6=0

νq(ρqρ−q − 1). (7.21)

Беручи до уваги явний вигляд для величини S(q) = 〈ρqρ−q〉 (5.3), а

також рiвнiсть

N

2V
νq =

~2

8m
(α2

q − 1), (7.22)

для середнього значення потенцiальної енергiї отримаємо наступний

вираз:

〈Φ〉 =
N(N − 1)

2V
ν0 +

∑
q 6=0

~2

8m
(α2

q − 1)

(
S0(q)

1 + λqS0(q)
− 1

)
−

− 1

2N

∑
q1 6=0

~2

8m
(α2

q1
− 1)

1

[1 + λq1
S0(q1)]2

∑
q2 6=0

λq2
S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

1 + λq2
S0(q2)

+

+
1

2N

∑
q1 6=0

~2

8m

(α2
q1
− 1)

[1 + λq1
S0(q1)]2

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

λq2
λq3

[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2

[1 + λq2
S0(q2)][1 + λq3

S0(q3)]
+

+4
∑
q1 6=0

~2

8m
C2(q1)

(α2
q1
− 1)S2

0(q1)

[1 + λq1
S0(q1)]2

+
12

N

∑
q1 6=0

~2

8m

(α2
q1
− 1)S0(q1)

[1 + λq1
S0(q1)]2

×

×
∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)S
(3)
0 (q1,q2,q3)

[1 + λq2
S0(q2)][1 + λq3

S0(q3)]
+

8

N

∑
q1 6=0

~2

8m

(α2
q1
− 1)S2

0(q1)

[1 + λq1
S0(q1)]2

×

×
∑
q2 6=0

C4(q1,q2)S0(q2)

1 + λq2
S0(q2)

+
72

N

∑
q1 6=0

~2

8m

(α2
q1
− 1)S2

0(q1)

[1 + λq1
S0(q1)]2

×
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×
∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C2
3(q1,q2,q3)

S0(q2)S0(q3)

[1 + λq2
S0(q2)][1 + λq3

S0(q3)]
. (7.23)

З написаного вище виразу потрiбно виключити величину ν0. Зробити

це можна за допомогою вiдомого спiввiдношення:

c2 =
N

m

∂2E0

∂N 2
, (7.24)

де c — швидкiсть першого звуку в бозе-системi при температурi аб-

солютного нуля, N — кiлькiсть частинок, m — маса частинки, E0 —

енергiя основного стану в наближеннi “двох сум за хвильовим векто-

ром”.

Отож для величини ν0 будемо мати:

ν0 =
mc2

ρ
+

1

8Nρ

∑
q 6=0

εq
1

αq

(
αq −

1

αq

)2

+ ν
(2)
0 , (7.25)

де

ν
(2)
0 = − ~2

48mN 2ρ

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

{
2

(
f1 −

f 2
2

f3
− 2f4

)
+2

(
f ′1 −

2f2f
′
2

f3
+

+
f 2

2f
′
3

f 2
3

−2f ′4

)
+

(
f ′′1−

2f ′′2 +2(f ′2)
2

f3
+

4f2f
′
2f
′
3+f 2

2f
′′
3

f 2
3

−2f 2
2 (f ′3)

2

f 3
3

−2f ′′4

)}
.

Явнi вирази для величин f1, f2, f3, f4, f
′
1, f

′
2, f

′
3, f

′
4, f

′′
1 , f

′′
2 , f

′′
3 , f

′′
4 є такi:

f1 =
(
q2

1 + q2
2 + q2

3

)(
1− 1

αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)
,

f ′1 =
1

2

(
q2

1 + q2
2 + q2

3

) ∑
{i,j,k}={1,2,3},
{2,3,1},{3,1,2}

α2
qi
− 1

α3
qi

(
1− 1

αqj

)(
1− 1

αqk

)
,
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f ′′1 =
1

4

(
q2

1 + q2
2 + q2

3

) ∑
{i,j,k}={1,2,3},
{2,3,1},{3,1,2}

{
−3

(α2
qi
− 1)2

α5
qi

(
1− 1

αqj

)(
1− 1

αqk

)
+

+ 2
α2
qi
− 1

α3
qi

α2
qj
− 1

α3
qj

(
1− 1

αqk

)}
,

f2 =
∑

1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1),

f ′2 =
1

2

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{
(αqi − 1)

α2
qj
− 1

αqj
+ (αqj − 1)

α2
qi
− 1

αqi

}
,

f ′′2 =
1

4

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{
2
α2
qi
− 1

αqi

α2
qj
− 1

αqj
− (αqi − 1)

(α2
qj
− 1)2

α3
qj

−

− (αqj − 1)
(α2

qi
− 1)2

α3
qi

}
,

f3 = αq1
αq2

αq3

3∑
j=1

q2
jαqj ,

f ′3 =
1

2

∑
{i,j,k}={1,2,3},
{2,3,1},{3,1,2}

q2
j

{
2αq1

αq2
αq3

α2
qj
−1

αqj
+α2

qj
αqk

α2
qi
−1

αqi
+α2

qj
αqi

α2
qk
−1

αqk

}
,

f ′′3 =
1

4

∑
{i,j,k}={1,2,3},
{2,3,1},{3,1,2}

q2
j

{
−α2

qj
αqk

(α2
qi
−1)2

α3
qi

+α2
qj
αqi

(α2
qk
−1)2

α3
qk

+4αqiαqj×

×
α2
qj
− 1

αqj

α2
qk
− 1

αqk
+ 4αqjαqk

α2
qj
− 1

αqj

α2
qi
− 1

αqi
+ 2α2

qj

α2
qi
− 1

αqi

α2
qk
− 1

αqk

}
,
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f4 =
∑

1≤i<j≤3

(qiqj)

(
1− 1

αqi

)(
1− 1

αqj

)
,

f ′4 =
1

2

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{(
1− 1

αqi

)
α2
qj
− 1

α3
qj

+

(
1− 1

αqj

)
α2
qi
− 1

α3
qi

}
,

f ′′4 =
1

4

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{
2
α2
qi
− 1

α3
qi

α2
qj
− 1

α3
qj

− 3

(
1− 1

αqi

)
(α2

qj
− 1)2

α5
qj

−

− 3

(
1− 1

αqj

)
(α2

qi
− 1)2

α5
qi

}
.

Якщо тепер зi знайдених середнiх
〈
K̂1

〉
,
〈
K̂23

〉
,
〈

Φ̂
〉

видiлити

тiльки внески вiд парних кореляцiй i додати їх, то ми отримаємо вираз

для середньої енергiї в наближеннi парних кореляцiй, який збiгається

з уже вiдомим [142].

7.5 Середнi кiнетична, потенцiальна i повна вну-

трiшня енергiя в границi низьких температур

В границi низьких температур парний структурний фактор iдеального

бозе-газу рiвний одиницi, а його похiдна по оберненiй температурi рiв-

на нулю. Враховуючи вiдомi вирази для дво- (5.11) i тричастинкового

(5.13) структурних факторiв в границi низьких температур, а також

те, що

lim
T→0

C2(q1) =
1

2
lim
T→0

C̃2(q1) =
1

2
a2(q1),

lim
T→0

C3(q1,q2,q3) = lim
T→0

C̃3(q1,q2,q3) =
1

6
a3(q1,q2,q3),
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lim
T→0

C4(q1,q2) = lim
T→0

C̃4(q1,q2) =
1

8
a4(q1,−q1,q2,−q2), (7.26)

для середньої кiнетичної енергiї в границi низьких температур знайде-

мо такий вираз:〈
K̂
〉

=
1

4

∑
q 6=0

~2q2

2m

(αq − 1)2

αq
+

1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

αq1
− 1

αq1

[
3∏
i=1

αqi − 1

αqi

]
−

− 1

2N

∑
q1 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

a2(q1)−
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

αq1
− 1

α2
q1
αq2

αq3

×

×a3(q1,q2,q3)−
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1
αq2

a4(q1,−q1,q2,−q2)+

+
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

a2
3(q1,q2,q3)

α2
q1
αq2

αq3

− 1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

q1+q2 6=0

~2(q1q2)

2m
×

×
(

(αq1
− 1)(αq2

− 1)

αq1
αq2

α|q1+q2|
− 2

αq1
αq2
− 1

αq1
αq2

αq3

a3(q1,q2,q3)

)
. (7.27)

Аналогiчно, для середньої потенцiальної енергiї будемо мати:〈
Φ̂
〉

= N

(
mc2

2
+
ρν

(2)
0

2

)
+

1

16

∑
q 6=0

~2q2

2m

(
1− 1

α2
q

)(
αq −

1

αq
− 4α2

q

)
+

+
∑
q 6=0

~2q2

8m

α2
q − 1

αq
+

1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

αq1
+ 1

αq1

[
3∏
i=1

αqi − 1

αqi

]
+

+
1

2N

∑
q1 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

a2(q1) +
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1
αq2

αq3

×
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× a3(q1,q2,q3) +
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1
αq2

a4(q1,−q1,q2,−q2)+

+
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1
αq2

αq3

a2
3(q1,q2,q3). (7.28)

Додавши вирази для середнiх значень кiнетичної i потенцiальної енер-

гiй та провiвши необхiднi перетворення, ми отримаємо величину сере-

днього значення повної внутрiшньої енергiї в границi низьких темпе-

ратур в такому виглядi:

E=
〈
K̂
〉

+
〈

Φ̂
〉

=
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑
q6=0

~2q2

8m
(αq − 1)2 +

+
~2

48mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
(q2

1 + q2
2 + q2

3)

(
1− 1

αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)
−

−

( ∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1)

)2/(
αq1

αq2
αq3

3∑
j=1

q2
jαqj

)]
−

− ~2

24mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

(
1− 1

αqi

)(
1− 1

αqj

)
, (7.29)

де величина ν0 визначається формулою (7.25).

7.6 Середнi кiнетична, потенцiальна i повна вну-

трiшня енергiя при високих температурах

В границi високих температур парний, три- i чотиричастинковий стру-

ктурнi фактори багатобозонної системи переходять у вiдповiднi вира-
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зи для iдеального бозе-газу, а всi внески вiд три- i чотиричастинкових

кореляцiй стають рiвними нулю. Тому пошук середнього значення кi-

нетичної енергiї в областi високих температур зводиться до наступної

задачi: 〈
K̂
〉

T→∞

=
∑
q 6=0

T→∞

εq

z−1
0 eβεq − 1

, (7.30)

оскiльки всi iншi доданки у згаданiй вище границi рiвнi нулю. Умову

для визначення активностi z0 можна записати цим рiвнянням:∑
q6=0

1

z−1
0 eβεq − 1

= N. (7.31)

В областi високих температур z0 → 0, тому написана вище умова на-

буде такого вигляду:

z0

∑
q 6=0

e−βεq = N. (7.32)

Переходячи в цiй рiвностi вiд пiдсумовування до iнтегрування, будемо

мати:

z0
4πV

(2π)3

∞∫
0

q2e−β
~2

2mq
2

dq = z0
V

8

(
2m

π~2

) 3
2

T
3
2 = N. (7.33)

Звiдси

z−1
0 =

1

8ρ

(
2m

π~2

) 3
2

T
3
2 . (7.34)

Пiдставивши щойно отриманий результат у рiвнiсть (7.30), провiвши

вiдповiднi спрощення i перейшовши вiд пiдсумовування до iнтегрува-

ння, знайдемо, що 〈
K̂
〉

T→∞

=
3

2
NT. (7.35)
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Ми отримали результат, який збiгається з виразом для iдеального газу.

Для значення середньої потенцiальної енергiї в границi високих

температур будемо мати:

〈Φ〉
T→∞

=
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q6=0

T→∞

νq(〈ρqρ−q〉 − 1) =
N(N − 1)

2V
ν0, (7.36)

оскiльки

〈ρqρ−q〉
T→∞

= 1.

Об’єднуючи отриманi результати, для внутрiшньої енергiї багатобо-

зонної системи в областi високих температур здобудемо такий вираз:

E =
〈
K̂
〉

T→∞

+ 〈Φ〉
T→∞

=
3

2
NT +

N(N − 1)

2V
ν0, (7.37)

який збiгається з результатом роботи [11].

7.7 Чисельнi розрахунки

Для чисельного розрахунку внутрiшньої енергiї рiдкого 4He скориста-

ємося знайденими виразами для 〈K1〉 (7.10), 〈K23〉 (7.20) i 〈Φ〉 (7.23).

Величину ν0 будемо шукати за наведеною вище формулою (7.25). Щоб

виконати поставлену задачу потрiбно вiд пiдсумовування перейти до

iнтегрування за вiдомим правилом (2.11). У нашому випадку двох сум

це правило є дещо складнiшим:

1

N 2

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

=
1

8π4ρ2

∞∫
0

q1dq1

∞∫
0

q2dq2

|q1+q2|∫
|q1−q2|

q3dq3. (7.38)
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При чисельних розрахунках кiнетичної, потенцiальної i повної вну-

трiшньої енергiї у виразах, якi вiдтворюють наближення парних коре-

ляцiй, ми використовували ефективну масу атома 4He, натомiсть у

виразах, якi мiстять двi суми за хвильовим вектором, стоїть “гола”

маса.
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Рис. 7.1: Температурна залежнiсть сере-

днiх кiнетичної, потенцiальної i повної вну-

трiшньої енергiї рiдкого 4He в наближеннi

парних кореляцiй. Kpair/N — середня кiне-

тична енергiя, Fpair/N — середня потенцi-

альна енергiя, Epair/N — середнє значення

повної внутрiшньої енергiї, Eexp/N — екс-

периментальнi данi [179].
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Рис. 7.2: Внесок три- ча чотиричастин-

кових кореляцiй у значення середнiх кiне-

тичної, потенцiальної i повної внутрiшньої

енергiї рiдкого 4He. K34/N — внесок у се-

реднє значення кiнетичної енергiї, F34/N

— внесок у середнє значення потенцiальної

енергiї, E34/N — внесок у середнє значення

повної внутрiшньої енергiї.
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Рис. 7.3: Температурна залежнiсть сере-

днiх кiнетичної, потенцiальної i повної вну-

трiшньої енергiї рiдкого 4He в наближеннi

“двох сум за хвильовим вектором”. K/N —

середня кiнетична енергiя, F/N — середня

потенцiальна енергiя, E/N — середнє зна-

чення повної внутрiшньої енергiї, Eexp/N —

експериментальнi данi [179].
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Рис. 7.4: Температурна залежнiсть сере-

днього значення потенцiальної енергiї рiд-

кого 4He. Fpair/N — наближення парних ко-

реляцiй, F/N — наближення “двох сум за

хвильовим вектором”.
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Рис. 7.5: Температурна залежнiсть сере-

днього значення кiнетичної енергiї рiдкого
4He.Kpair/N — наближення парних кореля-

цiй, K/N — наближення “двох сум за хви-

льовим вектором”.
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Рис. 7.6: Температурна залежнiсть сере-

днього значення повної внутрiшньої енергiї

рiдкого 4He. Epair/N — наближення парних

кореляцiй, E/N — наближення “двох сум

за хвильовим вектором”, Eexp/N — експе-

риментальнi данi [179].
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7.8 Висновок

В цьому роздiлi були знайденi вирази для середнiх значень кiнетичної,

потенцiальної та повної внутрiшньої енергiї в наближеннi “двох сум

за хвильовим вектором” iз врахуванням прямих три- i чотиричастин-

кових кореляцiй в широкотемпературнiй дiлянцi. В границi низьких

температур для внутрiшньої енергiї ми отримали вже вiдоме значен-

ня [125,136]. Цi самi слова будуть актуальними i стосовно границi ви-

соких температур. Знайденi вирази є доволi громiздкими. Для їх ана-

лiзу були застосованi чисельнi методи i в результатi здобуто графiчне

представлення температурної залежностi середнiх значень кiнетичної,

потенцiальної i повної внутрiшньої енергiї рiдкого 4He. Результати, якi

ми отримали в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”, краще

узгоджуються з експериментальними даними в порiвняннi з наближе-

нням парних кореляцiй.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розв’язано такi основнi задачi:
1. Вперше за допомогою методу колективних змiнних побудовано мi-

кроскопiчну теорiю бозе-рiдини в широкотемпературнiй дiлянцi,

яка дає можливiсть врахувати й оцiнити внески прямих три- та

чотиричастинкових кореляцiй у вирази для величин, що безпосе-

редньо стосуються опису системи багатьох бозонiв. Запропонова-

на теорiя була застосована для дослiдження такої квантової рi-

дини, як рiдкий 4He. Отриманi теоретичнi вирази в границi низь-

ких та високих температур вiдтворюють вiдомi результати, а в

широкотемпературнiй дiлянцi добре узгоджуються з експеримен-

тальними даними й покращують результати, знайденi ранiше без

урахування прямих три- та чотиричастинкових кореляцiй.

2. З перших принципiв у представленнi колективних змiнних впер-

ше отримано вираз для повної матрицi густини в широкiй областi

температур у post-RPA наближеннi, яка мiстить не тiльки пар-

нi, але також прямi три- та чотиричастинковi кореляцiї. Кiнцевий

вираз представлено у виглядi добутку матрицi густини iдеального

бозе-газу на фактор, який враховує взаємодiю. Завдяки iнтегру-

ванню дiагональних елементiв цiєї матрицi було отримано вираз

для статистичної суми в post-RPA наближеннi.
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3. За допомогою функцiонального iнтегрування i кумулянтних роз-

кладiв вперше знайдено вираз для якобiана переходу вiд декарто-

вих до колективних змiнних в широкiй областi температур у так

званому наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”; вiн мi-

стить внески вiд матрицi густини невзаємодiючих бозе-частинок i

є результатом усереднення функцiї переходу Зубарєва за станами

iдеального бозе-газу.

4. Виходячи з умов, необхiдних для усунення iнфрачервоних роз-

бiжностей, якi виникають у нашiй теорiї i є характерними для

критичних явищ, вперше за допомогою теорiї збурень було зна-

йдено коректний вираз для ефективної маси атома 4He в широкiй

дiлянцi температур, за винятком вузької флуктуацiйної областi

(0.97 . T/Tc ≤ 1), де не працює пертурбативний метод розра-

хунку. У границi низьких температур величина ефективної ма-

си є близькою до значень, знайдених рiзними методами ранiше.

Введення ефективної маси дозволило змiстити температуру бозе-

конденсацiї до Tc = 2.18K, що майже спiвпадає з експерименталь-

но спостережуваним значенням Tc = 2.168K, а також поправити

теоретично розрахований хiд кривої теплоємностi, зокрема в око-

лi λ-переходу. Запропонований пiдхiд до розрахунку ефективної

маси дав також можливiсть знайти так званий малий критичний

iндекс (iндекс Фiшера) η = 0.135 у наближеннi хаотичних фаз.

5. Вперше знайдено вирази для таких структурних i термодинамi-

чних функцiй рiдкого 4He в широкотемпературнiй областi в post-

RPA наближеннi: дво-, три- i чотиричастинковий структурнi фа-
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ктори, швидкiсть першого звуку, середнi кiнетична, потенцiальна

i повна внутрiшня енергiя. Проведено порiвняння внескiв парних

i прямих три- та чотиричастинкових кореляцiй. З метою вiзуалi-

зацiї результатiв i їх порiвняння з експериментальними даними

було проведено чисельний розрахунок бiльшостi з названих вели-

чин. Вхiдною iнформацiєю про взаємодiю були екстрапольованi

до нуля температур експериментальнi данi для структурного фа-

ктора i швидкостi першого звуку в рiдкому 4He.
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