
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка
Фiзичний факультет

Кафедра теоретичної фiзики iменi професора Iвана Вакарчука

УДК 530.145

МАГIСТЕРСЬКА РОБОТА

на тему:
“Дослiдження графових станiв на квантовому комп’ютерi”

Виконала студентка групи ФзФм-61
спецiальностi 104 “Фiзика та астрономiя”
Сусуловська Н. А.

Керiвник доц. Гнатенко Х. П.

Рецензент с. н. с. Верхоляк Т. М.

м. Львiв – 2021 р.



Анотацiя

Дослiджуються графовi стани системи багатьох кубiтiв, утворенi дiєю
операторiв контрольованого зсуву фази на факторизований квантовий стан
системи, у якому всi кубiти перебувають у довiльних однакових станах.
Отримано аналiтичний вираз для геометричної мiри заплутаностi кубiта з
iншими кубiтами у графовому станi. Запропоновано протоколи для
реалiзацiї двох часткових випадкiв графових станiв, що дозволяють
провести кiлькiсну оцiнку геометричної мiри заплутаностi кубiтiв у цих
станах на квантовому комп’ютерi компанiї IBM ibmq_athens. Результати
квантових обчислень добре узгоджуються з теоретичними результатами. Ми
показали, що геометрична мiра заплутаностi кубiта з iншими кубiтами у
графовому станi залежить вiд ступеня вузла, що вiдповiдає цьому кубiту в
графi.

Ключовi слова: графовий стан, геометрична мiра заплутаностi,
квантовий комп’ютер.

Abstract

Graph states of a multiqubit system generated by the action of controlled
phase shift operators on a separable quantum state of the system, in which all the
qubits are in arbitrary identical states, are considered. An analytical expression
for the geometric measure of entanglement of a qubit with other qubits in the
graph state is obtained. Quantum protocols for preparation of two special cases
of graph states are proposed, which allows us to quantify the geometric measure of
entanglement of qubits in these states on IBM’s quantum computer ibmq_athens.
The results of quantum computations are in a good agreement with our theoretical
predictions. We have demonstrated that the geometric measure of entanglement
of a qubit with other qubits in the graph state depends on the degree of the vertex
representing the qubit in the corresponding graph.

Key words: graph state, geometric measure of entanglement, quantum
computer.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Явище квантової заплутаностi можна вважати
однiєю з найбiльш характерних рис квантової механiки, яка зумовлює
вiдхилення вiд класичного наукового свiтогляду [1], [2]. Властивiсть
складної квантової системи проявляти кореляцiї, що мають чисто квантову
природу, передбачає iснування стану, який неможливо факторизувати [3].
Впродовж десятилiть заплутанiсть становить особливий iнтерес як одна з
фундаментальних проблем квантової механiки. Бiльше того, в свiтлi
численних дослiджень це явище можна розглядати як потенцiйно корисний
ресурс. Зокрема, поняття заплутаних станiв має практичне значення в
галузях квантових обчислень та квантових комунiкацiй. На ньому
ґрунтуються передбаченi можливостi квантових комп’ютерiв [4], схема
квантової телепортацiї [5], а також квантовi криптографiчнi схеми,
застосовнi в системах секретної передачi даних [6]. Отже, як з теоретичної,
так i з практичної точок зору, основне завдання теорiї квантової iнформацiї
полягає у встановленнi факту заплутаностi станiв квантових систем, її
кiлькiснiй характеристицi, а також пошуку шляхiв реалiзацiї квантових
станiв з великою мiрою заплутаностi.

Найбiльш ґрунтовно заплутанiсть дослiджена в системах двох
частинок [7]-[10]. Cьогоднi виникає необхiднiсть поглиблювати уявлення про
багаточастинкову заплутанiсть, яка є невiд’ємним компонентом для
реалiзацiї нових квантових алгоритмiв та створення приладiв для
квантового числення. Квантове числення почало активно розвиватися зi
створенням алгоритму Шора [11]. Протягом останнiх десятилiть було
досягнуто суттєвого прогресу у методах фiзичної реалiзацiї квантових
комп’ютерiв. На сьогоднi створено надпровiднi квантовi комп’ютери та
квантовi комп’ютери на захоплених iонах, утворенi бiльш нiж 20 кубiтами, а
точнiсть однокубiтних та двокубiтних операцiй перевищує 99%, досягаючи
порогу fault-tolerant quantum computing (квантових обчислень з
допустимими помилками) [12]. Передбачається, що кiлькiсть кубiтiв у
квантових процесорах суттєво зросте в наступнi кiлька рокiв. Отже,
актуальними залишаються дослiдження квантової заплутаностi та її
властивостей в системах багатьох кубiтiв. У роботах [13], [14] було показано,
що 16-кубiтний та 20-кубiтний квантовi комп’ютери компанiї IBM можуть
бути повнiстю заплутаними. Пiд час вiдповiдних дослiджень було
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реалiзовано графовi стани структури кiльця та проведено квантову
томографiю для кожної пари кубiтiв, з’єднаної ребром вiдповiдного графа.
Використовуючи критерiй Переса-Городецького (PTT критерiй) [8], [9],
вченi дiйшли до висновку, що стан складної системи неможливо
факторизувати вiдносно жодної фiксованої пари кубiтiв.

У роботi [15] Р. Фейнман передбачив ефективнiсть квантового
комп’ютера як засобу для моделювання квантових систем багатьох тiл, що
пiзнiше була пiдтверджена у працях [16], [17]. Завдяки цiй особливостi
методи квантових обчислень знаходять широке застосування у
рiзноманiтних галузях фiзичної науки, серед яких атомна фiзика, фiзика
конденсованого стану та фiзика високих енергiй.

Проблема теоретичного опису заплутаностi в системах багатьох
частинок ускладнюється стрiмким зростанням розмiрностi простору станiв
зi збiльшенням кiлькостi частинок. Значна увага придiляється пошуку
станiв, якi б характеризувалися високою мiрою та стiйкiстю заплутаностi i
водночас задавалися вузьким набором параметрiв [18]. Такi вимоги
задовольняють графовi стани, що є узагальненням кластерних станiв [19], i
описуються за допомогою математичних графiв. Цi стани широко
використовуються в однобiчних квантових обчисленнях [20] та квантових
алгоритмах корекцiї помилок [21], що запобiгають спотворенню iнформацiї
в квантових схемах пiд впливом декогеренцiї та iнших квантових шумiв.
Актуальними є дослiдження нових пiдкласiв графових станiв, на основi
яких можна побудувати рiзноманiтнi квантовi алгоритми.

Об’єктом дослiджень є графовi стани системи багатьох кубiтiв,
утворенi дiєю операторiв контрольованого зсуву фази на факторизований
стан, в якому всi кубiти перебувають у довiльних однакових станах.

Предметом дослiджень є геометрична мiра заплутаностi графових
станiв.

Мета роботи i завдання. Метою магiстерської роботи є здiйснення
кiлькiсної оцiнки геометричної мiри заплутаностi кубiта з iншими кубiтами
багаточастинкової системи у графовому станi, а також дослiдження її
залежностi вiд параметрiв графового стану та вiд закономiрностей взаємодiї
кубiта з рештою системи, що визначаються структурою вiдповiдного графа.

Для досягнення мети дослiдження було поставлено такi завдання:
розширити клас добре дослiджених графових станiв шляхом узагальнення
початкового стану багаточастинкової системи; отримати аналiтичний вираз
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для геометричної мiри заплутаностi кубiта з iншими кубiтами
багаточастинкової системи в графовому станi, що дослiджується,
проаналiзувати її залежнiсть вiд параметрiв, якими визначається графовий
стан; встановити зв’язок геометричної мiри заплутаностi зi ступенем вузла,
що позначає кубiт у вiдповiдному графi; скласти квантовий протокол для
реалiзацiї двох часткових випадкiв графових станiв на квантовому
комп’ютерi з урахуванням його архiтектури та калiбрувальних параметрiв;
провести вимiрювання геометричної мiри заплутаностi для кубiтiв, яким
вiдповiдають вузли рiзних ступенiв, на квантовому комп’ютерi; побудувати
вiдповiднi експериментальнi залежностi та порiвняти результати квантових
та аналiтичних обчислень.

Методи дослiджень: квантовомеханiчнi методи, методи квантового
програмування.

Структура роботи
У Роздiлi 1 представлено короткий огляд лiтератури. Зокрема,

подається означення графових станiв, проводиться аналiз їхнiх
властивостей та розглядаються найбiльш поширенi класи графових станiв.
Окрiм цього, вводиться поняття геометричної мiри заплутаностi в системах
багатьох кубiтiв та обґрунтовується доцiльнiсть використання цiєї величини
для кiлькiсної характеристики заплутаностi графових станiв, приготованих
на квантовому комп’ютерi.

У Роздiлi 2 подано послiдовне виведення аналiтичного виразу для
геометричної мiри заплутаностi кубiта з iншими кубiтами багаточастинкової
квантової системи в графовому станi, а також встановлено її зв’язок з
параметрами, що визначають графовий стан, та його структурою.

Роздiл 3 присвячено побудовi квантових протоколiв для реалiзацiї
двох часткових випадкiв графових станiв та розрахунку для них
геометричної мiри заплутаностi кубiта з iншими кубiтами на квантовому
комп’ютерi IBM з обговоренням отриманих результатiв.

У Роздiлi 2 та Роздiлi 3 представлено оригiнальнi результати
дослiджень. Магiстерська робота завершується Висновками та Списком
використаних джерел.

Наукова новизна отриманих результатiв. У роботi вперше
дослiджено геометричну мiру заплутаностi графових станiв, утворених дiєю
операторiв контрольованого зсуву фази на факторизований квантовий стан,
у якому всi квантовi бiти перебувають у довiльних однакових станах, i
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проведено її кiлькiсну оцiнку на квантовому комп’ютерi IBM.
Практичне значення отриманих результатiв. Вивчення

графових станiв вiдiграє ключову роль в оптимiзацiї квантових обчислень.
Результати, отриманi в рамках виконання роботи, є важливими для
подальшого дослiдження заплутаностi в графових станах.
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Роздiл 1
Огляд лiтератури

1.1 Графовi стани

Заплутанi квантовi стани неможливо утворити за допомогою
локального фiзичного апарату, тому особлива увага придiляється процедурi
їхнього приготування. У задачах квантових обчислень важливим є пошук
таких класiв квантових станiв багаточастинкових систем, якi б
характеризувалися великою мiрою заплутаностi й водночас були зручними
для вирiшення конкретних прикладних задач. Проблему у дослiдженнi
багаточастинкової заплутаностi спричиняє експоненцiйне зростання
розмiрностi простору станiв складної квантової системи зi збiльшенням
кiлькостi її компонент [18]. У 2000-х роках починають активно розглядати
можливостi реалiзацiї квантових станiв, якi б характеризувалися невеликим
набором параметрiв, зберiгаючи необхiднi властивостi.

У роботi [22] було показано, що для системи трьох кубiтiв iснує два
нееквiвалентнi типи заплутаностi, яким вiдповiдають |GHZ〉3 та |W 〉3 стани.
В узагальненнi на систему N-кубiтiв цi стани мають вигляд

|GHZ〉N =
1√
2

(|0〉1 ... |0〉N + |1〉1 ... |1〉N) (1.1)

|W 〉N =
1√
N

(|1〉1 |0〉2 ... |0〉N + |0〉1 |1〉2 ... |0〉N + ...+ |0〉1 |0〉2 ... |1〉N). (1.2)

Нееквiвалентнiсть заплутаних станiв (1.1) та (1.2) при N = 3, означає
що зi стану (1.1) неможливо отримати стан (1.2), i навпаки, лише за
допомогою локальних операцiй та класичного каналу комунiкацiй (LOCC).
Хоча стан (1.1) можна вважати максимально заплутаним, з втратою одного
кубiта результуючий двочастинковий стан виявляється факторизованим.
Тобто заплутанiсть стану |GHZ〉3 є нестiйкою вiдносно втрати системою
частинок. Натомiсть, якщо зi системи, що перебуває у станi |W 〉3 вилучити
одну частинку, результуючий двочастинковий стан залишиться
максимально заплутаним.

Невдовзi у роботi [19] вперше розглядаються кластернi стани системи
N-кубiтiв iз взаємодiєю Iзiнга, що вiдрiзняються вiд класiв станiв (1.1), (1.2).
Показано, що кластерним станам вiдповiдає вища мiра заплутаностi нiж
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бiльшостi ранiше вiдомих багаточастинкових станiв. Вводиться поняття
стiйкостi заплутаностi Pe стану системи N -кубiтiв, що визначається
мiнiмальною кiлькiстю локальних вимiрювань, якi потрiбно здiйснити, щоб
повнiстю розплутати даний стан. Було показано, що для кластерного стану
N -кубiтiв Pe = N/2, i вiн є значно стiйкiшим щодо локальних операцiй нiж
стан |GHZ〉N . Така властивiсть кластерних станiв виступає важливою
перевагою в задачах квантового числення [13].

Узагальненням кластерних станiв є графовi стани – багаточастинковi
заплутанi стани, якi можна описати за допомогою математичних графiв
[23]. Дамо основнi визначення з теорiї графiв, якi використовуються в нашiй
роботi [24].

Ненапрямленим скiнченним графом формально називають пару

G(V,E), (1.3)

де V = {i = 1, 2, ..., N} – скiнченна множина, E{(i, j)} ⊂ [V ]2 (кожен елемент
E є пiдмножиною V i мiстить два елементи).

Елементи множини V називають вузлами (вершинами), а елементи
множини E – ребрами (дугами). Якщо вузли i, j з’єднанi ребром, їх
називають сумiжними, а вiдповiдне ребро – iнцидентним вузлам i, j.
Ступенем вузла i називають кiлькiсть сумiжних йому вузлiв (або
iнцидентних йому ребер), i позначають ni або deg(Vi). Якщо ni = 0, вузол
називають iзольованим. Далi мова буде йти лише про простi графи, у яких
вiдсутнi петлi та кратнi ребра.

|V |-частинковий стан, якому у вiдповiднiсть можна поставити
ненапрямлений граф G(V,E) називають графовим станом. Для прикладу,
вузли графа можуть позначати спiни, а ребра – взаємодiю мiж ними. Отже,
графовий стан можна розглядати як результат взаємодiї спiнiв,
приготованих у певному початковому станi. Для кожного ребра (i, j) ∈ E

кубiти, що вiдповiдають сумiжним вузлам i, j, взаємодiють через унiтарний
двокубiтний оператор

Uij = eiφijHij . (1.4)

Тут Hij – гамiльтонiан взаємодiї, φij – ваговий коефiцiєнт.
Для того, щоб результат такої взаємодiї можна було повнiстю описати

графом, оператор Uij повинен задовольняти наступнi умови.
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1. Оскiльки граф не задає впорядкування ребер

[Uij, Ujk] = 0. (1.5)

2. Оскiльки ми маємо справу з ненапрямленим графом, оператор повинен
бути симетричним

Uij = Uji. (1.6)

Найчастiше розглядають випадок, коли φij = φ, ∀ (i, j) ∈ E, тобто
взаємодiя кожної пари кубiтiв, яким вiдповiдають сумiжнi вузли,
описується однаковим унiтарним оператором. Графовий стан системи
N -кубiтiв має структуру [18], [23]

|ψG〉 =
∏

(i,j)∈E

Uij |+〉⊗N . (1.7)

Тут

|+〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉) (1.8)

власний стан оператора Паулi σx, що вiдповiдає власному заченню 1;

|+〉⊗N = |+〉1 |+〉2 ... |+〉N . (1.9)

Процедура побудови графового стану (1.7) виконується у два етапи: спочатку
слiд пiдготувати кожен кубiт системи в станi |+〉, пiсля чого до кожної пари
кубiтiв i, j, що вiдповiдають сумiжним вузлам графа, застосувати оператор
Uij, причому порядок дiї операторiв може бути довiльним.

У ролi оператора Uij, що утворює лiнки графа, найчастiше
використовують контрольований Z оператор CZij. В представленнi Дiрака
цей двокубiтний оператор має вигляд

CZij = |0〉i 〈0| Îj + |1〉i 〈1| σ̂z
j, (1.10)

де σjz – оператор Паулi, що дiє на просторi станiв кубiта j; |0〉i 〈0| = |0〉i i 〈0| ,
|1〉i 〈1| = |1〉i i 〈1| .

Як узагальнення контрольований Z оператор замiняють оператором
контрольованого зсуву фази CPij(φ) (CZij = CPij(π))

CPij(φ) = |0〉i 〈0| Îj + |1〉i 〈1| Φ̂j(φ), (1.11)

де Φ̂j(φ) – однокубiтний оператор зсуву фази, що дiє на просторi станiв кубiта
j.
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Очевидно, що оператори (1.10), (1.11) задовольняють умови (1.5), (1.6).
Графовий стан можна означити в еквiвалентному формалiзмi [13].

Графовий стан, що вiдповiдає ненапрямленому графу G(V,E), є єдиним
спiльним власним станом, що вiдповiдає власному значенню 1, множини
незалежних комутуючих операторiв

Ki = σixσ
Ni
z = σix

∏
j∈Ni

σjz, (1.12)

де власнi значення операторiв Ki рiвнi +1 для всiх i ∈ V ; Ni позначає
множину всiх вузлiв сумiжних до вузла i в графi G(V,E).

1.2 Геометрична мiра заплутаностi

Геометрична мiра заплутаностi була запропонована А. Шiмонi (A.
Shimony) [25] i визначається як мiнiмум квадрата вiдстанi Фубiнi-Студi мiж
заплутаним станом |ψ〉 та множиною чистих факторизованих станiв |ψs〉

E(|ψ〉) = min
|ψs〉

(1− | 〈ψ|ψs〉 |2) = 1−max
|ψs〉
| 〈ψ|ψs〉 |2. (1.13)

Тут 1− | 〈ψ|ψs〉 |2 – квадрат вiдстанi Фубiнi-Студi.
У роботi [26] було показано, що геометричну мiру заплутаностi спiна

1/2 з деякою квантовою системою в чистому станi можна визначити за
допомогою вимiрювання локальних властивостей утвореної квантової
системи, а саме середнього значення дослiджуваного спiна. Чистий стан
спiна, що може бути заплутаним з деякою квантовою системою, яка теж
перебуває у чистому станi, можна записати у виглядi

|ψ〉 = a |0〉 |φ1〉+ b |1〉 |φ2〉 , (1.14)

де |φ1〉 , |φ2〉 – довiльнi стани системи, заплутаної з кубiтом, що
задовольняють умову нормування 〈φ1|φ1〉 = 〈φ2|φ2〉 = 1; a, b – додатнi
дiйснi числа. Варто зазначити, що в загальному випадку стани |φ1〉 , |φ2〉 не
є ортогональними, тобто 〈φ1|φ2〉 6= 0.

Для довiльного стану спiна, що взаємодiє з деякою квантовою системою,
можна записати розклад Шмiдта [27]

|ψ〉 =
∑
i=1,2

λi |αi〉 |φ̃i〉 . (1.15)
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Тут |αi〉 , i = 1, 2, – ортогональнi стани спiна, 〈αi|αj〉 = δij,

|α1〉 =
|0〉+ α |1〉√

1 + |α|2
, |α2〉 =

α∗ |0〉 − |1〉√
1 + |α|2

, (1.16)

|φ̃i〉 , i = 1, 2, – ортогональнi стани квантової системи, що заплутана зi спiном,
〈φ̃i|φ̃j〉 = δij; коефiцiєнти розкладу λi, i = 1, 2, – додатнi дiйснi числа, що
задовольняють умову нормування λ21 + λ22 = 1.

У роботах [28], [29] було встановлено зв’язок геометричної мiри
заплутаностi (1.13) з максимальним значенням квадратiв коефiцiєнтiв
розкладу (1.15) i введено поняття узагальненої геометричної мiри
заплутаностi

E(|ψ〉) = 1−max(λ21, λ
2
2). (1.17)

Легко показати, що λ21, λ22 можна виразити через середнє значення спiна

|〈σ〉| = |〈ψ|σ |ψ〉| =
(
〈σx〉2 + 〈σy〉2 + 〈σz〉2

)1/2
, (1.18)

де σx, σy, σz - оператори Паулi, що задовольняють наступнi комутацiйнi та
антикомутацiйнi спiввiдношення

[σi, σj] = 2iεijkσk, (1.19)

{σi, σj} = 2δijI. (1.20)

Вiдповiднi спiввiдношення матимуть вигляд

λ21,2 =
1

2
(1± |〈σ〉|). (1.21)

З урахуванням (1.17) в роботi [26] отримано такий остаточний вираз
для геометричної мiри заплутаностi

E(|ψ〉) =
1

2
(1− |〈σ〉|). (1.22)

Бачимо, що геометрична мiра заплутаностi спiна з деякою квантовою
системою в чистому станi повнiстю визначається його середнiм значенням.
Оскiльки будь-яка дворiвнева квантова система описується операторами
Паулi, отриманий вираз можна використати для визначення мiри
заплутаностi довiльної квантової системи, що утворена дворiвневими
пiдсистемами.

Варто зауважити, що стан спiна є факторизованим вiдносно стану
iншої квантової системи за умови |〈σ〉| = 1, коли E = 0. Геометрична мiра
заплутаностi спiна з рештою системи набуває максимального значення
E = 1/2 у випадку, коли 〈σ〉2 = 0.
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Роздiл 2
Аналiтичний розрахунок геометричної мiри

заплутаностi графових станiв

Клас графових станiв (1.7), що найчастiше згадується у лiтературi, є
доволi обмеженим. У випадку використання оператора зсуву фази (1.11)
для формування зв’язкiв графа стан |ψG〉 задається єдиним параметром φ.
Iнтуїтивно зрозумiло, що розширити цей клас станiв можна у два способи:
a) замiнити оператор зсуву фази iншим унiтарним двокубiтним оператором
складнiшої структури, який задовольняв би умови (1.5), (1.6) (наприклад у
випадку моделювання реальної фiзичної взаємодiї [30]); б) узагальнити
початковий стан дослiджуваної багаточастинкової квантової системи.

У нашiй роботi розглядаються графовi стани вигляду

|ψG〉 =
∏

(i,j)∈E

CPi,j(φ) |ψ(α, θ)〉⊗N (2.1)

|ψ(α, θ)〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiαsin

θ

2
|1〉 (2.2)

Тут оператор контрольованого зсуву фази CPi,j(φ) дiє на спiни i та j; N –
кiлькiсть кубiтiв у системi (кiлькiсть вузлiв графа).

Стан (2.1) задається набором трьох параметрiв |ψG〉 = |ψG(α, θ, φ)〉,
причому 0 ≤ α < 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π. Легко бачити, що за умови
α = 0, θ = π/2 виконується рiвнiсть |ψ(α, θ)〉 = |+〉, i ми отримуємо добре
дослiджений графовий стан (1.7).

Розглянемо систему N -кубiтiв, що перебуває в станi

|ψ0〉 = |0〉⊗N . (2.3)

Щоб приготувати графовий стан (2.1), виконаємо наступнi кроки.

1. Iнiцiалiзуємо початковий стан системи |ψ(α, θ)〉⊗N . З точнiстю до
загального фазового множника e−iα/2 виконується спiввiдношення

|ψ(α, θ)〉 = e−
iα
2 σze−

iθ
2 σy |0〉 . (2.4)
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2. До кожної пари кубiтiв i, j, що вiдповiдають сумiжним вузлам графа,
застосуємо оператор контрольованого зсуву фази CPij(φ).

Визначимо геометричну мiру заплутаностi одного спiна з рештою спiнiв
системи. Згiдно з виразом (1.22), ця величина пов’язана iз середнiм значенням
спiна. Оберемо в дослiджуванiй квантовiй системi деякий спiн з iндексом l

i розрахуємо для нього середнi значення 〈σlx〉 , 〈σly〉 , 〈σlz〉 в станi (2.1). Для
початку розглянемо величину

〈σlx〉 = 〈ψG|σlx |ψG〉 =

= 〈ψ0|
∏
k

e
iθ
2 σ

k
ye

iα
2 σ

k
z

∏
(i,j)∈E

(CPij(φ))+σlx
∏

(m,n)∈E

CPmn(φ)
∏
q

e−
iα
2 σ

q
ze−

iθ
2 σ

q
y |ψ0〉 .

(2.5)

Покажемо, що оператор контрольованого зсуву фази (1.11) зводиться
до експоненцiйної форми (1.4) з Hij = 1

4(Ii − σiz)(Ij − σjz)

CPi,j(φ) = e
iφ
4 (Ii−σ

i
z)(Ij−σjz) = e

iφ
4 (Iij−σ

i
z−σjz+σizσjz). (2.6)

Для цього розглянемо оператор |1〉i 〈1|, що пов’язаний з σiz рiвнiстю

|1〉i 〈1| =
1

2
(Ii − σiz). (2.7)

Бачимо, що (2.6) можна представити у виглядi

CPi,j(φ) = eiφ|1〉i〈1||1〉j〈1|. (2.8)

Скориставшись очевидною властивiстю

(|1〉i 〈1| |1〉j 〈1|)
n = |1〉i 〈1| |1〉j 〈1| , n ∈ N, (2.9)

пiсля розкладу (2.8) в ряд отримуємо

CPi,j(φ) = Iij − (1− eiφ) |1〉i 〈1| |1〉j 〈1| = (2.10)

= Iij − |1〉i 〈1| (Ij − Φj(φ)) =

= |0〉i 〈0| Ij + |1〉i 〈1|Φj(φ),

що й потрiбно було довести.



15

Розглянемо добуток операторiв∏
(i,j)∈E

(CPij(φ))+ σlx
∏

(m,n)∈E

CPmn(φ) = (2.11)

=
∏

(i,j)∈E

e−
iφ
4 (Iij−σ

i
z−σjz+σizσjz) σlx

∏
(m,n)∈E

e
iφ
4 (Imn−σ

m
z −σnz+σmz σnz ) =

=
∏

E{(i,l)}

e−
iφ
4 (Iil−σ

i
z−σlz+σizσlz) σlx

∏
E{(j,l)}

e
iφ
4 (Ijl−σ

j
z−σlz+σjzσlz) =

= e
iφ
4 nlσ

l
ze−

iφ
4

∑
E{(i,l)} σ

i
zσ

l
z σlx e

− iφ4 nlσ
l
ze

iφ
4

∑
E{(j,l)} σ

j
zσ

l
z .

Тут nl – ступiнь вузла, що вiдповiдає спiну l; E{(i, l)} ⊂ E об’єднує всi
ребра iнцидентнi вузлу l. Для спрощення виразу було використано
комутацiйнi спiввiдношення (1.19).

Легко показати, що для довiльних антикомутуючих операторiв A,B

виконується тотожнiсть

AeαB = e−αBA, (2.12)

де α ∈ R. Оскiльки, згiдно зi спiввiдношенням (1.20), {σly, σlz} = 0, отримаємо∏
(i,j)∈E

(CPij(φ))+ σlx
∏

(m,n)∈E

CPmn(φ) = e
iφ
2 nlσ

l
ze−

iφ
2

∑
E{(j,l)} σ

j
zσ

l
z σlx. (2.13)

Пiдставимо отриману рiвнiсть у вираз для середнього значення та
видiлимо з добуткiв члени з iндексом l

〈σlx〉 = 〈ψ0|
∏

E{(k,l)}

(e
iθ
2 σ

k
y e

iα
2 σ

k
z )e

iθ
2 σ

l
ye

iα
2 σ

l
ze

iφ
2 nlσ

l
ze−

iφ
2

∑
E{(j,l)} σ

j
zσ

l
z σlx× (2.14)

×
∏

E{(q,l)}

(e−
iα
2 σ

q
ze−

iθ
2 σ

q
y) e−

iα
2 σ

l
ze−

iθ
2 σ

l
y |ψ0〉 .

Враховуючи комутацiйнi спiввiдношення (1.19), виконаємо деякi
перестановки операторiв та згрупуємо їх. Розглянемо дiю наступного
ланцюжка операторiв на одночастинковий стан |0〉l

e
iα
2 σ

l
ze

iφ
2 nlσ

l
zσlxe

− iα2 σ
l
ze−

iθ
2 σ

l
y |0〉l = ei(α+

φ
2nl)σ

l
ze

iθ
2 σ

l
y |1〉l = (2.15)

=

(
cos

(
α +

φ

2
nl

)
+ i sin

(
α +

φ

2
nl

)
σlz

)(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2
σly

)
|1〉l

= sin
θ

2
ei(α+

φ
2nl) |0〉l + cos

θ

2
e−i(α+

φ
2nl) |1〉l .
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У розрахунках було використано тотожнiсть (2.12) для антикомутуючих
операторiв σly, σlz та σlx, а також розклад експоненцiйних операторних
виразiв.

Спростимо добуток операторiв∏
E({k,l})

e
iθ
2 σ

k
y e−

iφ
2

∑
E{(j,l)} σ

j
zσ

l
z

∏
E({q,l})

e−
iθ
2 σ

q
y =

∏
E({k,l})

(
cos

φ

2
− ieiθσky sin

φ

2
σkzσ

l
z

)
.

(2.16)
З урахуванням (2.15), (2.16) вираз для середнього значення набуває

вигляду

〈σlx〉 = 〈ψ0| e
iθ
2 σ

l
y

∏
E({k,l})

(
cos

φ

2
− ieiθσky sin

φ

2
σkzσ

l
z

)
× (2.17)

×
(
ei(α+

φ
2nl) sin

θ

2
|0〉l + e−i(α+

φ
2nl) cos

θ

2
|1〉l
)
|ψ0〉N−1 =

=N−1 〈ψ0|
(
l 〈0| cos

θ

2
+l 〈1| sin

θ

2

) ∏
E({k,l})

(
cos

φ

2
− ieiθσky sin

φ

2
σkzσ

l
z

)
×

×
(
ei(α+

φ
2nl) sin

θ

2
|0〉l + e−i(α+

φ
2nl) cos

θ

2
|1〉l
)
|ψ0〉N−1 =

= ei(α+
φ
2nl) cos

θ

2
sin

θ

2
N−1 〈ψ0|

∏
E({k,l})

(
cos

φ

2
− ieiθσky sin

φ

2
σkz

)
|ψ0〉N−1 +

+ e−i(α+
φ
2nl) cos

θ

2
sin

θ

2
N−1 〈ψ0|

∏
E({k,l})

(
cos

φ

2
+ ieiθσ

k
y sin

φ

2
σkz

)
|ψ0〉N−1 .

Оскiльки
eiθσ

k
y σkz |0〉k = cos θ |0〉k − sin θ |1〉k , (2.18)

остаточно отримуємо

〈σlx〉 =
1

2
sin θ

(
e−i(α+

φ
2nl)

(
cos

φ

2
+ i sin

φ

2
cos θ

)nl
+ (2.19)

+ ei(α+
φ
2nl)

(
cos

φ

2
− i sin

φ

2
cos θ

)nl)
=

= sin θ Re
[
e−i(α+

φ
2nl)

(
cos

φ

2
+ i sin

φ

2
cos θ

)nl]
.
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Аналогiчно розраховуємо середнє значення 〈σly〉

〈σly〉 = 〈ψG|σly |ψG〉 = (2.20)

= 〈ψ0|
∏
k

e
iθ
2 σ

k
ye

iα
2 σ

k
z

∏
(i,j)∈E

(CPij(φ))+ σly
∏

(m,n)∈E

CPmn(φ)
∏
q

e−
iα
2 σ

q
ze−

iθ
2 σ

q
y |ψ0〉 =

=
i

2
sin θ

(
e−i(α+

φ
2nl)

(
cos

φ

2
+ i sin

φ

2
cos θ

)nl
−

− ei(α+
φ
2nl)

(
cos

φ

2
− i sin

φ

2
cos θ

)nl)
=

= − sin θ Im
[
e−i(α+

φ
2nl)

(
cos

φ

2
+ i sin

φ

2
cos θ

)nl]
.

Процедура розрахунку 〈σlz〉 суттєво спрощується, оскiльки∏
(i,j)∈E

(CPij(φ))+ σlz
∏

(m,n)∈E

CPmn(φ) = σlz, (2.21)

i ми отримуємо значно простiший вираз

〈σlz〉 = 〈ψG|σlz |ψG〉 = (2.22)

= 〈ψ0|
∏
k

e
iθ
2 σ

k
ye

iα
2 σ

k
z σlz

∏
q

e−
iα
2 σ

q
ze−

iθ
2 σ

q
y |ψ0〉 =

= 〈ψ0| e
iθ
2 σ

l
y σlz e

− iθ2 σ
q
y |ψ0〉 = 〈ψ0| eiθσ

l
y σlz |ψ0〉 .

Взявши до уваги дiю оператора (2.18) на одночастинковий стан, в силу
ортонормованостi базисних векторiв отримуємо

〈σlz〉 = cos θ. (2.23)

Введемо позначення

z = e−i(α+
φ
2nl)

(
cos

φ

2
+ i sin

φ

2
cos θ

)nl
, (2.24)

тодi (2.19), (2.20) запишуться як

〈σlx〉 = sin θRe[z] (2.25)

〈σly〉 = − sin θ Im[z]. (2.26)

Пiдставивши середнi значення операторiв Паулi у вираз (1.22),
отримуємо аналiтичний вираз для геометричної мiри заплутаностi спiна l з
рештою спiнiв дослiджуваної квантової системи

El =
1

2

(
1−

(
sin2 θ|z|2 + cos2 θ

)1/2)
. (2.27)
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Оскiльки
|z|2 = zz̄ =

(
cos2

φ

2
+ sin2 φ

2
cos2 θ

)nl
, (2.28)

в явному виглядi маємо

El =
1

2

(
1−

[
sin2 θ

(
cos2

φ

2
+ sin2 φ

2
cos2 θ

)nl
+ cos2 θ

]1/2)
. (2.29)

Бачимо, що геометрична мiра заплутаностi спiна з рештою спiнiв системи в
графовому станi (2.1) залежить вiд ступеня вiдповiдного йому вузла (nl).
Для фiксованого значення параметра nl вона є функцiєю двох змiнних θ, φ.
Вiдповiднi залежностi для випадкiв nl = 1, 2, 3, 4. зображено на Рис. 1.
Також зауважимо, що геометрична мiра заплутаностi не залежить вiд знака
параметра φ, що визначає характер взаємодiї мiж кубiтами.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 1: Графiки залежностi геометричної мiри заплутаностi кубiта l з iншими
кубiтами системи в графовому станi (2.1) вiд параметрiв стану θ, φ у
випадках, коли ступiнь вузла nl = 1 а), nl = 2 б), nl = 3 в), nl = 4 г).
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Роздiл 3
Кiлькiсна оцiнка геометричної мiри

заплутаностi графових станiв на квантовому
комп’ютерi IBM

3.1 Реалiзацiя графових станiв на квантовому
комп’ютерi

Будь-який графовий стан |ψG〉 структури (2.1) визначається набором
трьох параметрiв α, θ, φ. Оскiльки наше завдання полягає у вимiрюваннi
середнiх значень спiнiв, фазовий множник в станi |ψ(α, θ)〉 (2.2) не
впливатиме на результат, i його можна вибрати довiльним чином. Для
зручностi приймемо α = 0. Щоб дослiдити залежнiсть геометричної мiри
заплутаностi (2.29) вiд обох параметрiв θ, φ, детально проаналiзуємо два
випадки.

а) Зафiксуємо значення θ = π/2, а 0 ≤ φ < 2π залишимо змiнним
параметром. У цьому випадку початковий стан кожного кубiта
переходить в стан |+〉, i ми отримуємо графовий стан

|ψG〉 =
∏

(i,j)∈E

CPij(φ) |+〉⊗N . (3.1)

б) Зафiксуємо значення φ = π, а 0 ≤ θ ≤ π залишимо змiнним
параметром. Це означає, що для формування зв’язкiв графа ми
використовуємо контрольованi Z оператори, i вiдповiдний стан матиме
вигляд

|ψG〉 =
∏

(i,j)∈E

CZij

(
cos

θ

2
|0〉+ sin

θ

2
|1〉
)⊗N

. (3.2)

Розглянемо квантовий комп’ютер, що складається з N кубiтiв i
перебуває в станi (2.3). Для того, щоб приготувати на ньому графовий стан
(3.1) спочатку на кожен кубiт q[i], (i = 1, ..., N) потрiбно подiяти
оператором Адамара Hi

Hi |0〉i = |+〉 . (3.3)
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Наступним кроком для кожної пари кубiтiв q[i], q[j], що з’єднанi ребрами
вiдповiдного графа, реалiзовуємо дiю двокубiтного оператора
контрольованого зсуву фази CPij(φ), який дiє на кубiт q[i] як на
контролюючий, а на кубiт q[j] як на контрольований. У випадку (3.2)
iнiцiалiзувати початковий стан системи

(
cos θ

2 |0〉+ sinθ2 |1〉
)⊗N , згiдно зi

спiввiдношенням (2.4), можна за допомогою N операторiв повороту навколо
осi y RYi(θ) = e−i

θ
2σ

i
y . Пiсля цього генеруємо зв’язки мiж кубiтами,

використовуючи контрольований Z оператор CZij, що дiє на кубiт q[i] як на
контролюючий, а на кубiт q[j] як на контрольований.

Вiдповiдно до (2.29), геометрична мiра заплутаностi кубiта l з iншими
кубiтами системи в станах (3.1), (3.2) запишеться у виглядi

El =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣nl) , (3.4)

El =
1

2

(
1− [sin2 θ(cos θ)2nl + cos2 θ]1/2

)
. (3.5)

Для фiксованого значення nl у випадку (3.4) El є перiодичною функцiєю
змiнної φ з перiодом 2π, а у випадку (3.5) – перiодичною функцiєю змiнної θ
з перiодом π.

3.2 Протокол вимiрювання середнього значення спiна
на квантовому комп’ютерi

У роботi [31] було запропоновано метод вимiрювання заплутаностi
чистого стану, реалiзованого на квантовому комп’ютерi, в основу якого
покладено поняття геометричної мiри заплутаностi. Як згадувалося у
попереднiх роздiлах, для N -кубiтної системи геометрична мiра заплутаностi
деякого кубiта l з рештою кубiтiв цiєї системи повнiстю визначається
середнiм значенням вiдповiдного оператора Паулi у дослiджуваному станi.
Отже, задача кiлькiсної оцiнки заплутаностi кубiтiв зводиться до
вимiрювання середнiх значень 〈σlx〉 , 〈σly〉 , 〈σlz〉. Оскiльки вимiрювання на
квантовому комп’ютерi виконуються у стандартному базисi |0〉 , |1〉, середнi
значення спiна зручно виразити через величини, що можна безпосередньо
вимiряти в цьому базисi. Стани |0〉 , |1〉 є власними станами оператора σz,
що вiдповiдають власним значенням +1, −1, вiдповiдно. Розклад оператора
σz у власному базисi матиме вигляд

σlz = |0〉 〈0| − |1〉 〈1| . (3.6)
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Такий запис дає змогу виразити середнє значення цього оператора через
ймовiрностi, що визначають результат вимiрювання проведеного над
кубiтом у базисi |0〉 , |1〉

〈ψ|σlz |ψ〉 = |〈ψ|0〉|2 − |〈ψ|1〉|2 . (3.7)

Для того, щоб вимiряти середнi значення 〈σlx〉 , 〈σly〉 у стандартному
базисi, попередньо потрiбно виконати поворот стану кубiта l на кут π/2 у
довiльному напрямку навколо осей y та x, вiдповiдно. Зазначимо, що
поворот стану кубiта на кут π/2 навколо осi y реалiзується за допомогою
оператора RYl(π/2), а навколо осi x – оператора RXl(π/2). Середнi
значення запишуться як

〈ψ|σlx |ψ〉 = 〈ψ| e−
iπ
4 σ

l
yσlze

iπ
4 σ

l
y |ψ〉 = 〈ψ̃ly|σlz |ψ̃ly〉 =

∣∣∣〈ψ̃ly|0〉∣∣∣2 − ∣∣∣〈ψ̃ly|1〉∣∣∣2 , (3.8)

〈ψ|σly |ψ〉 = 〈ψ| e
iπ
4 σ

l
xσlze

− iπ4 σ
l
x |ψ〉 = 〈ψ̃lx|σlz |ψ̃lx〉 =

∣∣∣〈ψ̃lx|0〉∣∣∣2 − ∣∣∣〈ψ̃lx|1〉∣∣∣2 , (3.9)

де |ψ̃ly〉 = e
iπ
4 σ

l
y |ψ〉, |ψ̃lx〉 = e−

iπ
4 σ

l
x |ψ〉. Iншими словами, замiсть того, щоб

вимiрювати середнi значення операторiв σlx, σly у дослiджуваному станi |ψ〉,
ми можемо вимiряти середнi значення оператора σlz у нових станах
|ψ̃ly〉 |ψ̃lx〉, вiдповiдно.

3.3 Результати вимiрювань

У рамках наших дослiджень реалiзацiя графових станiв (2.1) та
вимiрювання їхньої геометричної мiри заплутаностi, згiдно з протоколом,
описаним у пiдроздiлi 3.2, здiйснювалися на квантовому комп’ютерi
ibmq_athens, доступ до якого компанiя IBM надає через онлайн-платформу
IBM Q Experience [32]. Цей квантовий прилад складається з 5 надпровiдних
кубiтiв, якi, взаємодiючи мiж собою, як показано на Рис. 2, утворюють
архiтектуру ланцюжка. Стрiлками з’єднано пари кубiтiв, до яких можна
прямо застосувати двокубiтний оператор CNOT .



22

Рис. 2: Архiтектура квантового комп’ютера ibmq_athens. Стрiлками
показано, мiж якими з кубiтiв можна прямо застосовувати оператор CNOT .
Напрямленiсть стрiлок в обидва боки означає, що кожен кубiт може
виступати як керуючим, так i керованим.

Нами було реалiзовано графовi стани чотирьох рiзних типiв для
випадкiв (3.1), (3.2). Обираючи структуру вiдповiдних графiв, ми
керувалися необхiднiстю продемонструвати залежнiсть геометричної мiри
заплутаностi кубiта з рештою системи вiд ступеня вiдповiдного йому вузла.
Окрiм цього, пiд час пiдготовки дослiджуваних станiв було враховано
калiбрувальнi параметри ibmq_athens на час проведення вимiрювань.
Найбiльш значущими серед них є помилка читання, що виникає пiд час
iнтерпретацiї стану кубiта, помилка на гейтi, що виникає в результатi
застосування однокубiтного гейта, який дещо змiнює стан вiдповiдного
кубiта, та помилка CNOT , що є результатом взаємодiї кубiтiв пiд час дiї
двокубiтного гейта CNOT [33]. Очевидно, що похибка в результатах
вимiрювань накопичуватиметься зi збiльшенням кiлькостi операторiв у
реалiзованiй квантовiй схемi. Варто зауважити, що калiбрувальнi
параметри оновлюються щогодини. Калiбрувальнi параметри ibmq_athens
17 та 21 квiтня 2021 року представлено у Табл. 1 та Табл. 2.

Q0 Q1 Q2 Q3 Q4
Gate Error (10−4) 2.57 3.28 2.36 2.88 2.58

Readout Error (10−2) 0.75 1.16 1.78 1.62 1.36
CNOT Error (10−3) CX0_1 CX1_0 CX2_1 CX3_2 CX4_3

8.92 8.92 8.36 9.60 7.92
CX1_2 CX2_3 CX3_4
8.36 9.60 7.92

Табл. 1: Калiбрувальнi параметри ibmq_athens, заархiвованi 17.04.2021.
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Q0 Q1 Q2 Q3 Q4
Gate Error (10−4) 2.47 3.20 2.76 2.34 2.27

Readout Error (10−2) 0.99 0.94 1.76 1.28 1.63
CNOT Error (10−2) CX0_1 CX1_0 CX2_1 CX3_2 CX4_3

1.03 1.03 0.78 0.94 0.64
CX1_2 CX2_3 CX3_4
0.78 0.94 0.64

Табл. 2: Калiбрувальнi параметри ibmq_athens, заархiвованi 21.04.2021.

Для випадку (3.1) розглянемо стани

|ψG1
〉 = CP34(φ)CP23(φ)CP12(φ)CP01(φ)

4∏
i=0

Hi |00000〉 , (3.10)

|ψG2
〉 =

4∏
i,j=0

CPij(φ)
4∏

k=0

Hk |00000〉 , (3.11)

|ψiG3
〉 =

3∏
j=0
j 6=i

CPij(φ)
3∏

k=0

Hk |0000〉 , (3.12)

|ψiG4
〉 =

3∏
j=0
j 6=i

CPij(φ)
4∏
i=0

Hk |00000〉 , (3.13)

якi можна зобразити графами (а), (б), (в), (г) з Рис. 3.
Оскiльки стани |ψiG3

〉 , |ψiG4
〉 були приготованi з метою вимiрювання

середнiх значень спiнiв, яким вiдповiдають вузли ступеня 3 та 4, вiдповiдно,
для нас не був принциповим їхнiй конкретний вигляд, а лише загальна
структура. Отже, в нас була можливiсть модифiкувати цi стани, виходячи з
мiркувань мiнiмiзацiї похибки. В даному випадку найбiльш оптимальним
варiантом були стани з i = 1.
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(а)

(б)
(в) (г)

Рис. 3: Графи, що вiдповiдають станам (3.10), (3.14) (а), (3.11), (3.15) (б) та
станам (3.12) (в), (3.13) (г) у випадку i = 1.

Графовi стани аналогiчної структури було реалiзовано для випадку
(3.2).

|ψ̃G1
〉 = CZ34CZ23CZ12CZ01

4∏
i=0

RYi(θ) |00000〉 , (3.14)

|ψ̃G2
〉 =

4∏
i,j=0

CZij

4∏
k=0

RYk(θ) |00000〉 , (3.15)

|ψ̃iG3
〉 =

3∏
j=0
j 6=i

CZij

3∏
k=0

RYk(θ) |0000〉 , (3.16)

|ψ̃iG4
〉 =

4∏
j=0
j 6=i

CZij

4∏
k=0

RYk(θ) |00000〉 . (3.17)

Для проведення вимiрювань ми обрали стани |ψ̃2
G3
〉 , |ψ̃2

G4
〉, яким вiдповiдають

графи (а), (б), представленi на Рис. 4.
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(а) (б)

Рис. 4: Графи, що вiдповiдають станам (3.16) (а), (3.17) (б) у випадку i = 2.

Проаналiзуємо стани, що вiдповiдають кожному типу графiв.

1. Стани |ψG1
〉, |ψ̃G1

〉 описуються графом, що вiдтворює архiтектуру
квантового комп’ютера (ланцюжок). У цьому випадку крайнiм кубiтам
q[0], q[4] вiдповiдають вузли, що мають лише по одному iнцидентному
ребру, тобто deg(V0) = deg(V4) = 1. Для решти кубiтiв q[1], q[2], q[3]

ступiнь вiдповiдних вузлiв рiвний 2 (deg(V1) = deg(V2) = deg(V3) = 2).
Згiдно з аналiтичними виразами (3.4), (3.5), геометрична мiра
заплутаностi кубiта q[0] або q[4] з усiма iншими кубiтами системи рiвна

E0 = E4 =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣) (3.18)

в станi |ψG1
〉 i

Ẽ0 = Ẽ4 =
1

2
(1− [sin2 θ cos2 θ + cos2 θ]1/2) (3.19)

в станi |ψ̃G1
〉. Для заплутаностi кубiта q[1], q[2] або q[3] з рештою

системи, отримуємо

E1 = E2 = E3 =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣2
)

(3.20)

в станi |ψG1
〉,

Ẽ1 = Ẽ2 = Ẽ3 =
1

2
(1− [sin2 θ cos4 θ + cos2 θ]1/2) (3.21)

в станi |ψ̃G1
〉.
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2. Станам |ψG2
〉, |ψ̃G2

〉 вiдповiдає повний граф, в якому всi вузли сумiжнi
мiж собою. Отже, довiльному кубiту q[i], i = 0, ..., 4, вiдповiдає вузол
ступеня 4 (deg(Vi) = 4), i його заплутанiсть з рештою системи
визначається виразом

Ei =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣4
)

(3.22)

в станi |ψG2
〉 i

Ẽi =
1

2
(1− [sin2 θ cos8 θ + cos2 θ]1/2) (3.23)

в станi |ψ̃G2
〉.

3. У графах, що зображають стани системи 4 кубiтiв |ψiG3
〉, |ψ̃iG3

〉
наявний один вузол ступеня 3, а решта вузлiв сумiжнi лише з ним. У
станi |ψ1

G3
〉 цей вузол вiдповiдає кубiту q[1] (deg(V1) = 3,

deg(V0) = deg(V2) = deg(V3) = 1), а в станi |ψ̃2
G3
〉 – кубiту q[2]

(deg(V2) = 3, deg(V0) = deg(V1) = deg(V3) = 1). Вiдповiдно, для
геометричної мiри заплутаностi отримуємо

E1 =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣3
)
, (3.24)

E0 = E2 = E3 =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣) , (3.25)

Ẽ2 =
1

2
(1− [sin2 θ cos6 θ + cos2 θ]1/2), (3.26)

Ẽ0 = Ẽ1 = Ẽ3 =
1

2
(1− [sin2 θ cos2 θ + cos2 θ]1/2). (3.27)

4. Подiбну ситуацiю маємо для графiв, що вiдповiдають станам |ψiG4
〉,

|ψ̃iG4
〉: один з кубiтiв представлений вузлом ступеня 4, а решта кубiтiв

зв’язанi лише з ним. У станi |ψ1
G4
〉 цей вузол вiдповiдає кубiту q[1]

(deg(V1) = 4, deg(V0) = deg(V2) = deg(V3) = deg(V4) = 1), а в станi
|ψ̃2

G4
〉 – кубiту q[2] (deg(V2) = 4, deg(V0) = deg(V1) = deg(V3) =
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= deg(V4) = 1). Для геометричної мiри заплутаностi маємо

E1 =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣4
)
, (3.28)

E0 = E2 = E3 = E4 =
1

2

(
1−

∣∣∣∣cos
φ

2

∣∣∣∣) , (3.29)

Ẽ2 =
1

2
(1− [sin2 θ cos8 θ + cos2 θ]1/2), (3.30)

Ẽ0 = Ẽ1 = Ẽ3 = Ẽ4 =
1

2
(1− [sin2 θ cos2 θ + cos2 θ]1/2). (3.31)

Використовуючи квантовi протоколи для приготування графових
станiв (3.10)-(3.13) та (3.14)-(3.17), представленi на Рис. 5 та Рис. 6, а також
протокол вимiрювання середнiх значень операторiв Паулi σlx, σ

l
y, σ

l
z,

описаний у попередньому пiдроздiлi, ми здiйснили кiлькiсну оцiнку
геометричної мiри заплутаностi кубiтiв в цих станах на квантовому
комп’ютерi ibmq_athens. Для кожного стану вимiрювання проводилися над
кубiтами, яким вiдповiдають вузли графа рiзного ступеня. Серед кубiтiв,
пов’язаних з вузлами однакового ступеня, ми обирали той, який
характеризувався найменшою похибкою читання (див. Табл.1, Табл. 2).
Таким чином було розраховано геометричну мiру заплутаностi кубiтiв q[0],

q[1] в станах (3.10), (3.12), (3.13); кубiта q[1] в станi (3.11); кубiтiв q[0], q[2] в
станах (3.14), (3.16), (3.17) та кубiта q[0] в станi (3.15) з рештою кубiтiв
дослiджуваної системи i побудовано вiдповiднi залежностi El(φ) (для станiв
(3.10)-(3.13)) та El(θ) (для станiв (3.14)-(3.17)). Результати отриманi на
квантовому комп’ютерi представлено на Рис. 7-10.

Геометрична мiра заплутаностi кубiтiв q[0], q[1] з iншими кубiтами
дослiджуваної системи в станi (3.10), а також кубiтiв q[0], q[2] з iншими
кубiтами в станi (3.14), розрахована за допомогою квантового комп’ютера,
дуже добре узгоджується з теоретичним результатом, отриманим у роздiлi
2. Це можна пояснити, взявши до уваги, що граф, пов’язаний з даними
станами, повнiстю вiдтворює архiтектуру квантового комп’ютера,
зображену на Рис. 2. Iншими словами, для утворення лiнкiв графа ми
застосовуємо двокубiтнi оператори CZij, CPij лише до тих пар кубiтiв, до
яких будова комп’ютера дозволяє прямо застосувати оператор CNOT .
Натомiсть для всiх iнших станiв спостерiгається бiльш значне вiдхилення
експериментальних результатiв вiд теоретичної кривої, що зростає по мiрi
додавання до вiдповiдних графiв лiнкiв, якi не накладаються на архiтектуру
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комп’ютера. Таке вiдхилення пов’язане з накопиченням похибки на
додаткових гейтах, що використовуються в перетворенiй комп’ютером схемi
для формування зв’язкiв за межами структури ланцюжка.

(а)

(б)

(в)
(г)

Рис. 5: Квантовi протоколи для реалiзацiї графових станiв (3.10) (а), (3.11)
(б) та графових станiв (3.12) (в), (3.13) (г) у випадку i = 1.
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(а)

(б)

(в)
(г)

Рис. 6: Квантовi протоколи для реалiзацiї графових станiв (3.14) (а), (3.15)
(б) та графових станiв (3.16) (в), (3.17) (г) у випадку i = 2.
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 7: Результати кiлькiсної оцiнки геометричної мiри заплутаностi на
квантовому комп’ютерi ibmq_athens (позначенi хрестиками) та вiдповiднi
аналiтичнi результати (вiдображенi суцiльною кривою) для кубiтiв q[0] (а),
q[1] (б) з iншими кубiтами в станi (3.10) i для кубiтiв q[0] (в), q[2] (г) з iншими
кубiтами в станi (3.14).
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 8: Результати кiлькiсної оцiнки геометричної мiри заплутаностi на
квантовому комп’ютерi ibmq_athens (позначенi хрестиками) та вiдповiднi
аналiтичнi результати (вiдображенi суцiльною кривою) для кубiтiв q[0] (а),
q[1] (б) з iншими кубiтами в станi (3.12) i для кубiтiв q[0] (в), q[2] (г) з iншими
кубiтами в станi (3.16).
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 9: Результати кiлькiсної оцiнки геометричної мiри заплутаностi на
квантовому комп’ютерi ibmq_athens (позначенi хрестиками) та вiдповiднi
аналiтичнi результати (вiдображенi суцiльною кривою) для кубiтiв q[0] (а),
q[1] (б) з iншими кубiтами в станi (3.13) i для кубiтiв q[0] (в), q[2] (г) з iншими
кубiтами в станi (3.17).
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(а) (б)

Рис. 10: Результати кiлькiсної оцiнки геометричної мiри заплутаностi на
квантовому комп’ютерi ibmq_athens (позначенi хрестиками) та вiдповiднi
аналiтичнi результати (вiдображенi суцiльною кривою) для кубiта q[1] (а) з
iншими кубiтами в станi (3.11) i для кубiта q[0] з iншими кубiтами в станi
(3.15).
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Висновки

У рамках наших дослiджень було детально розглянуто заплутанi
графовi стани системи багатьох кубiтiв, що генеруються операторами
контрольованого зсуву фази для початкового факторизованого стану
системи, в якому всi кубiти перебувають у довiльних однакових станах. З
метою здiйснення кiлькiсної оцiнки заплутаностi кубiтiв в цих станах ми
спиралися на поняття геометричної мiри заплутаностi. Вперше було
отримано вiдповiдний аналiтичний вираз для геометричної мiри
заплутаностi деякого кубiта з рештою системи. Ми проаналiзували
залежнiсь цiєї величини вiд параметрiв графового стану θ, φ та
закономiрностей взаємодiї кубiта з iншими кубiтами дослiджуваної
багаточастинкової системи, що визначаються будовою вiдповiдного графа.
Ми дiйшли до висновку, що геометрична мiра заплутаностi кубiта з рештою
системи залежить вiд ступеня вiдповiдного йому вузла графа, тобто вiд
кiлькостi кубiтiв, з якими вiн вступає у взаємодiю. Також ми зауважили, що
ця величина не змiнюється зi змiною знака параметра φ, який визначає
характер взаємодiї мiж кубiтами.

Було запропоновано квантовi протоколи для приготування двох
пiдкласiв дослiджуваних графових станiв на квантовому комп’ютерi: а)
θ = π/2, 0 ≤ φ < 2π, б) φ = π, 0 ≤ θ ≤ π. Для кожного випадку
розглядалися чотири конкретнi стани, що описуються графами рiзної
структури. Серед них – граф, що повнiстю вiдтворює архiтектуру
квантового процесора компанiї IBM ibmq_athens, та повний граф.
Вiдповiдно до стандартного протоколу, ми розрахували геометричну мiру
заплутаностi кубiтiв, яким вiдповiдають вузли графа рiзного ступеня (1, 2,
3, 4), з iншими кубiтами у цих станах на квантовому комп’ютерi. Отриманi
результати квантових обчислень досить добре узгоджуються з
теоретичними результатами. На графiках залежностi геометричної мiри
заплутаностi вiд параметрiв графового стану можна простежити зростання
вiдхилення експериментальних даних вiд аналiтичної кривої з додаванням в
граф, що зображає дослiджуваний стан, ребер, якi не накладаються на
архiтектуру квантового комп’ютера. Таке вiдхилення можна пояснити
накопиченням похибки на додаткових операторах, що використовуються
для реалiзацiї вiдповiдних квантових схем.
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