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Анотацiя

У роботi дослiджено стани, породженi оператором еволюцiї з гамiль-
тонiаном Гейзенберга. Знайдено вираз, який описує еволюцiю системи з ча-
сом та отримано аналiтичний вираз для геометричної мiри заплутаностi. З
використанням квантового комп’ютера IBM Q quito та програми, написаної
на мовi Python, здiйснено кiлькiсну оцiнку геометричної мiри заплутаностi.
Отриманi результати порiвнянi iз теоретичними та побудовано вiдповiднi гра-
фiки.

Abstract

In this paper, we analyzed the states generated by the evolution operator wi-
th the Heisenberg Hamiltonian. An expression is found that describes the evoluti-
on of the system with time, and an analytical expression for the geometric measure
of entanglement of a spin with other spins is obtained. Geometric entanglement
is quantified using an IBM Q quito quantum computer and a Python program.
The obtained results are compared with theoretical ones and the corresponding
graphs are built.
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1. Вступ

1.1. Квантова iнформацiя та квантовi комп’ютери

Ще у 80-х роках минулого столiття з’явилась iдея створення таких обчи-
слювальних приладiв, а саме квантових комп’ютерiв, якi б працювали згiдно
з принципiв квантової механiки.[1] [5] Важливим є той факт, що такi квантовi
комп’ютери повиннi базуватись на квантових властивостях мiкросхем. Адже
закон Мура стверджує, що кiлькiсть електронних елементiв в одиницi об’єму
класичного комп’ютера з кожним роком стає вдвiчi бiльшою, внаслiдок чого
досягається межа при якiй квантовi флуктуацiї вже стають суттєвими. Як
результат, класичнi електроннi елементи починають працювати нестабiльно.

Алгоритм дiї квантового комп’ютера складається з наступних послiдов-
них операцiй: спочатку задається початковий стан; пiсля чого вiдбуваються
певнi обчислення над цим початковим станом за допомогою унiтарних опера-
торiв; i на кiнець одержується результат, що являє собою певне вимiрювання,
яке здiйснюється над кiнцевим станом.

Квантовий аналог класичного бiту - це квантовий бiт або кубiт. Кубiт є
базовою одиницею квантової iнформацiї. Припустимо, що числам 0, 1 вiдпо-
вiдають квантовi стани |0〉 , |1〉 - базиснi вектори простору станiв квантового
бiта. В протиставленнi класичному бiту, який може бути лише у станi 0 або у
станi 1, кубiт може бути в станах |0〉 i |1〉 одночасно. Це є наслiдком принципу
суперпозицiї.

Наведемо приклад перебування у суперпозецiйному станi двох кубiтiв.
Тут закодовано одночасно 4 двiковi числа 00, 01, 10, 11 (тобто 0, 1, 2, 3 для
десяткової системи):

|ψ〉 = 1

2
(|0〉1 + |1〉1)(|0〉2 + |1〉2) =

1

2
(|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉)

Аналогiчно, стан суперпозицiї n кубiтiв, в якому закодовано 2n числа:

|ψ〉 = 1

2n/2
(|0〉1 + |1〉1)(|0〉2 + |1〉2)...(|0〉n + |1〉n) =

=
1

2n/2

∑
x1,x2,...,xn

|x1, x2, ..., xn〉 =
1

2n/2

∑
x

|x〉

x = (x1, x2, ..., xn) n-вимiрний вектор, в якому xi набуває лише значення
0 i 1.
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Наслiдком принципу суперпозицiї є квантовий паралелiзм. Використо-
вучи унiтарнi перетворення, квантовий комп’ютер опрацьовує iнформацiю,
записану в n кубiтах та одночасно працює з 2n/2 всiма можливими двiйкови-
ми числами, якi записанi в цих n кубiтах. Така властивiсть робить квантовий
комп’ютер набагато ефективнiшим для розв’язку ряду задач.

1.2. Квантовi логiчнi елементи

Для реалiзацiї унiтарних операторiв використовують квантовi логiчнi
елементи.
Оператор Адамара

Ĥ =
1√
2
[(|0〉+ |1〉) 〈0|+ (|0〉 − |1〉) 〈1|]

y матричному представленнi

Ĥ =
1√
2

(
1 1

1 −1

)

Дiя оператора Адамара на базиснi вектори:

Ĥ |0〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉), Ĥ |1〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉)

Оператор зсуву фази

P̂ (φ) = |0〉 〈0|+ eiφ |1〉 〈1|

у матричному представленнi

P̂ (φ) =

(
1 0

0 eiφ

)

Дiя оператора змiни фази на базиснi вектори:

P̂ |x〉 = eiφx |x〉 , x = 0, 1
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Дiя цього оператора на будь-який вектор стану одного кубiта:

P̂ (φ) = (a |0〉+ b |1〉) = a |0〉+ beiφ |1〉

Оператор заперечення (NOT-оператор)

ÛNOT = |1〉 〈0|+ |0〉 〈1|

Матричний вигляд цього оператора

ÛNOT =

(
0 1

1 0

)
= σx

Дiя оператора запереченя на базиснi вектори:

ÛNOT |0〉 = |1〉 , ÛNOT |1〉 = |0〉

Контрольоване заперечення (XOR або CNOT)

ÛXOR = |0〉1 1〈0|Î2 + |1〉1 1 〈1| ÛNOT2

У двоспiновому базисi |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉 оператор XOR зображений
наступною матрицею:

ÛXOR =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


Оператор XOR заперечує стан другого кубiта, якщо перший кубiт зна-

ходиться у станi |1〉; не змiнює стан другого кубiта, якщо перший перебуває
в станi |0〉.
Оператор контрольованого зсуву фази

B̂(φ) = |0〉1 1〈0|Î2 + |1〉1 1 〈1| P̂2(φ)

в даному випадку одиничний оператор Î2 i P̂2(φ) дiють на стан другого кубiта.
Як i у випадку оператора XOR, тут дiя оператора зсуву фази на стан другого
кубiта котролюється станом першого кубiта.



7

Матричне представлення оператора контрольованого зсуву фази:

B̂(φ) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 eiφ


Оператор RY(θ)
Оператор RY(θ) є одним iз операторiв повороту. Матричне представлення

даного оператора: RY(θ) =

(
cos(θ/2) − sin(θ/2)

sin(θ/2) cos(θ/2)

)
.

Оператор RX(θ)
Оператор RX(θ) є одним iз операторiв повороту. Матричне представлення

даного оператора: RX(θ) =

(
cos(θ/2) −i sin(θ/2)
−i sin(θ/2) cos(θ/2)

)
.
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2. Еволюцiя спiнової системи

Наше завдання полягає в тому, щоб знайти аналiтичний вираз для гео-
метричної мiри заплутаностi Гейзенбергiвської спiнової систем та порiвняти
результати iз практичними вимiрами на квантовому комп’ютерi IBM. В працi
[11] показано, що геометрична мiра заплутаностi спiну n iз системою напряму
пов’язана iз середнiм значенням спiну. Ми можемо записати:

E(|ψ〉) = 1

2
(1− |〈~σ〉|), (1)

де |〈~σ〉| =
√
〈~σ〉2 та оператор ~σ = iσx + jσy + kσz. Отже, вимiрюючи середнє

значення спiну, можна знайти геометричну мiру заплутаностi.
Розпочнiмо iз знаходження виразу для стану системи, який описує її

еволюцiю з часом.

2.1. Гамiльтонiан Гейзенберга та оператор еволюцiї

Для опису феромагнiтних та антиферомагнiтних упорядковувань вико-
ристовують вираз енергiї обмiнної взаємодiї спiнiв, який був запропонований
Дiраком та отримав назву гамiльтонiан Гейзенберга:

Ĥ = J12 ~σ1 ~σ2, (2)

де ~σ1, ~σ2 - матрицi Паулi, J12 - обмiнний iнтеграл. Початковий стан системи
представимо у виглядi:

|ψ0〉 = cos

(
θ

2

)
|↑↑〉+ sin

(
θ

2

)
|↑↓〉 , (3)

де стан |↑〉 = |0〉 =
(
1

0

)
, а стан |↓〉 = |1〉 =

(
0

1

)
. Подiємо оператором еволюцiї

Ŝ(t) = e
−i
Ĥt

~ на стан |ψ0〉:
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|ψt〉 = Ŝ(t) |ψ0〉 = e
−i
Ĥt

~ |ψ0〉 = e−iϕ ~σ1 ~σ2 |ψ0〉 =

= e−iϕ ~σ1 ~σ2[cos

(
θ

2

)
|↑↑〉+ sin

(
θ

2

)
|↑↓〉] =

= cos

(
θ

2

)
e−iϕ ~σ1 ~σ2 |↑↑〉+ sin

(
θ

2

)
e−iϕ ~σ1 ~σ2 |↑↓〉 ,

(4)

де ϕ =
J

~
t. Розпишемо дiю оператора e−iϕ ~σ1 ~σ2 на стани |↑↑〉 та |↑↓〉. При цьому

нагадаємо результати дiї матриць Паулi:

σx |↑〉 = |↓〉 , σx |↓〉 = |↑〉
σy |↑〉 = i |↓〉 , σy |↓〉 = −i |↑〉
σz |↑〉 = |↑〉 , σz |↓〉 = − |↓〉

1. e−iϕ ~σ1 ~σ2 |↑↑〉 = e−iϕσ
x
1σ

x
2e−iϕσ

y
1σ

y
2e−iϕσ

z
1σ

z
2 |↑↑〉 = [cos(ϕ)−i sin(ϕ)σx1σx2 ][cos(ϕ)−

i sin(ϕ)σy1σ
y
2 ][cos(ϕ)− i sin(ϕ)σz1σz2] |↑↑〉 = e−iϕ |↑↑〉

• [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σz1σz2] |↑↑〉 = e−iϕ |↑↑〉

• [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σy1σ
y
2 ]e
−iϕ |↑↑〉 = e−iϕ[cos(ϕ) |↑↑〉+ i sin(ϕ) |↓↓〉]

• [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σx1σx2 ]e−iϕ[cos(ϕ) |↑↑〉+ i sin(ϕ) |↓↓〉] = e−iϕ ×
×cos(ϕ)[cos(ϕ) |↑↑〉−i sin(ϕ) |↓↓〉]+i sin(ϕ)[cos(ϕ) |↓↓〉−i sin(ϕ) |↑↑〉] =
= e−iϕ |↑↑〉

– [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σx1σx2 ] |↑↑〉 = cos(ϕ) |↑↑〉 − i sin(ϕ) |↓↓〉
– [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σx1σx2 ] |↓↓〉 = cos(ϕ) |↓↓〉 − i sin(ϕ) |↑↑〉

2. e−iϕ ~σ1 ~σ2 |↑↓〉 = e−iϕσ
x
1σ

x
2e−iϕσ

y
1σ

y
2e−iϕσ

z
1σ

z
2 |↑↓〉 = [cos(ϕ)−i sin(ϕ)σx1σx2 ][cos(ϕ)−

i sin(ϕ)σy1σ
y
2 ][cos(ϕ)− i sin(ϕ)σz1σz2] |↑↓〉 = eiϕ[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉]

• [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σz1σz2] |↑↓〉 = eiϕ |↑↓〉

• [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σy1σ
y
2 ]e

iϕ |↑↓〉 = eiϕ[cos(ϕ) |↑↓〉 − i sin(ϕ) |↓↑〉]

• [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σx1σx2 ]eiϕ[cos(ϕ) |↑↓〉 − i sin(ϕ) |↓↑〉] = eiϕ ×
×cos(ϕ)[cos(ϕ) |↑↓〉−i sin(ϕ) |↓↑〉]−i sin(ϕ)[cos(ϕ) |↓↑〉−i sin(ϕ) |↑↓〉] =
= eiϕ[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉]

– [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σx1σx2 ] |↑↓〉 = cos(ϕ) |↑↓〉 − i sin(ϕ) |↓↑〉
– [cos(ϕ)− i sin(ϕ)σx1σx2 ] |↓↑〉 = cos(ϕ) |↓↑〉 − i sin(ϕ) |↑↓〉
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Пiдставимо отриманi вирази у формулу (4):

|ψt〉 = cos

(
θ

2

)
e−iϕ ~σ1 ~σ2 |↑↑〉+ sin

(
θ

2

)
e−iϕ ~σ1 ~σ2 |↑↓〉 =

= e−iϕ cos

(
θ

2

)
|↑↑〉+ eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉]

(5)

Ми отримали стан системи, який описує її еволюцiю з часом. Дану фор-
мулу (5) ми використаємо при подальшому знаходженнi середнiх значень ма-
триць Паулi.

2.2. Визначення середнiх значень матриць Паулi

Визначимо середнi значення матриць Паулi. Для подальших розрахун-
кiв вiзьмемо спiн з iндексом n = 1:

〈ψt|σx1 |ψt〉 (6)

〈ψt|σy1 |ψt〉 (7)

〈ψt|σz1 |ψt〉 (8)

, де |ψt〉 = e−iϕ cos

(
θ

2

)
|↑↑〉 + eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉], 〈ψt| =

〈ψ0| eiϕ ~σ1 ~σ2 = 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 . Розглянемо детальнiше обчислення ко-

жної з компонент.

1. 〈ψt|σx1 |ψt〉 = 〈ψ0| eiϕ ~σ1 ~σ2σx1e−iϕ ~σ1 ~σ2 |ψ0〉 = 〈ψ0| eiϕ ~σ1 ~σ2σx1 (e−iϕ cos
(
θ

2

)
|↑↑〉 +

eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉]) =

= 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2(e−iϕ cos

(
θ

2

)
|↓↑〉+ eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↓↓〉 −

−i sin(2ϕ) |↑↑〉]) = e−iϕ cos

(
θ

2

)
〈ψ0| eiϕσ

x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↓↑〉+eiϕ sin

(
θ

2

)
×

× cos(2ϕ) 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↓↓〉 − ieiϕ sin

(
θ

2

)
×

× sin(2ϕ) 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↑↑〉 = sin(θ) sin2(2ϕ)

2. 〈ψt|σy1 |ψt〉 = 〈ψ0| eiϕ ~σ1 ~σ2σy1e−iϕ ~σ1 ~σ2 |ψ0〉 = 〈ψ0| eiϕ ~σ1 ~σ2σy1(e−iϕ cos
(
θ

2

)
|↑↑〉 +

eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉]) =
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= 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2(ie−iϕ cos

(
θ

2

)
|↓↑〉+ ieiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↓↓〉+

+i sin(2ϕ) |↑↑〉]) = ie−iϕ cos

(
θ

2

)
〈ψ0| eiϕσ

x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↓↑〉+ieiϕ sin

(
θ

2

)
×

× cos(2ϕ) 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↓↓〉 − eiϕ sin

(
θ

2

)
×

× sin(2ϕ) 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↑↑〉 = − sin(θ) sin(2ϕ) cos(2ϕ)

a. eiϕσx
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↓↑〉 = e−iϕ(cos(2ϕ) |↓↑〉+ i sin(2ϕ) |↑↓〉)

• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σz1σ
z
2] |↓↑〉 = e−iϕ |↓↑〉

• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σy1σ
y
2 ]e
−iϕ |↓↑〉 = e−iϕ[cos(ϕ) |↓↑〉+ i sin(ϕ) |↑↓〉]

• [cos(ϕ)+i sin(ϕ)σx1σ
x
2 ]e
−iϕ[cos(ϕ) |↓↑〉+i sin(ϕ) |↑↓〉] = e−iϕ(cos(2ϕ) |↓↑〉+

i sin(2ϕ) |↑↓〉)
– [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ

x
2 ] |↓↑〉 = cos(ϕ) |↓↑〉+ i sin(ϕ) |↑↓〉

– [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ
x
2 ] |↑↓〉 = cos(ϕ) |↑↓〉+ i sin(ϕ) |↓↑〉

b. eiϕσx
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↓↓〉 = eiϕ |↓↓〉

• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σz1σ
z
2] |↓↓〉 = eiϕ |↓↓〉

• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σy1σ
y
2 ]e

iϕ |↓↓〉 = eiϕ[cos(ϕ) |↓↓〉 − i sin(ϕ) |↑↑〉]
• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ

x
2 ]e

iϕ[cos(ϕ) |↓↓〉 − i sin(ϕ) |↑↑〉] = eiϕ |↓↓〉)
– [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ

x
2 ] |↓↓〉 = cos(ϕ) |↓↓〉+ i sin(ϕ) |↑↑〉

– [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ
x
2 ] |↑↑〉 = cos(ϕ) |↑↑〉+ i sin(ϕ) |↓↓〉

c. eiϕσx
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↑↑〉 = eiϕ |↑↑〉

• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σz1σ
z
2] |↑↑〉 = eiϕ |↑↑〉

• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σy1σ
y
2 ]e

iϕ |↑↑〉 = eiϕ[cos(ϕ) |↑↑〉 − i sin(ϕ) |↓↓〉]
• [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ

x
2 ]e

iϕ[cos(ϕ) |↑↑〉 − i sin(ϕ) |↓↓〉] = eiϕ |↑↑〉)
– [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ

x
2 ] |↑↑〉 = cos(ϕ) |↑↑〉+ i sin(ϕ) |↓↓〉

– [cos(ϕ) + i sin(ϕ)σx1σ
x
2 ] |↓↓〉 = cos(ϕ) |↓↓〉+ i sin(ϕ) |↑↑〉

3. 〈ψt|σz1 |ψt〉 = 〈ψ0| eiϕ ~σ1 ~σ2σz1e−iϕ ~σ1 ~σ2 |ψ0〉 = 〈ψ0| eiϕ ~σ1 ~σ2σz1(e−iϕ cos
(
θ

2

)
|↑↑〉 +

eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉]) =

= 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2(e−iϕ cos

(
θ

2

)
|↑↑〉+ eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↑↓〉+

+i sin(2ϕ) |↓↑〉]) = e−iϕ cos

(
θ

2

)
〈ψ0| eiϕσ

x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↑↑〉+eiϕ sin

(
θ

2

)
×
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× cos(2ϕ) 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↑↓〉+ ieiϕ sin

(
θ

2

)
×

×sin(2ϕ) 〈ψ0| eiϕσ
x
1σ

x
2eiϕσ

y
1σ

y
2eiϕσ

z
1σ

z
2 |↓↑〉 = cos2(

θ

2
)+sin2(

θ

2
)[cos2(2ϕ)−sin2(2ϕ)]

Отже,
〈ψt|σx1 |ψt〉 = sin(θ) sin2(2ϕ)

〈ψt|σy1 |ψt〉 = − sin(θ) sin(2ϕ) cos(2ϕ)

〈ψt|σz1 |ψt〉 = cos2(
θ

2
) + sin2(

θ

2
)[cos2(2ϕ)− sin2(2ϕ)] =

cos2(
θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)

(9)

2.3. Геометрична мiра заплутаностi спiнової системи

Запишемо вираз для знаходження мiри заплутаностi системи, врахову-
ючи отриманi результати (9):

E(|ψt〉) =
1

2
(1− |〈~σ〉|) = 1

2
(1−

√
〈ψt|σx1 |ψt〉

2 + 〈ψt|σy1 |ψt〉
2 + 〈ψt|σz1 |ψt〉

2) =

=
1

2
(1−

√
sin2(θ) sin2(2ϕ) + [cos2(

θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)]2)

(10)
Виберемо кути θ = 0, θ = π/2, θ = π, θ = 2π та побудуємо вiдповiднi графiки.

2.3.1. θ = 0

Маємо:

E(|ψt〉) =
1

2
(1−

√
sin2(θ) sin2(2ϕ) + [cos2(

θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)]2) = 0 (11)

2.3.2. θ = π/2

Маємо:

E(|ψt〉) =
1

2
(1−

√
sin2(θ) sin2(2ϕ) + [cos2(

θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)]2) =

=
1

2
(1−

√
1− [cos(2ϕ) sin(2ϕ)]2)

(12)
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2.3.3. θ = π

Маємо:

E(|ψt〉) =
1

2
(1−

√
sin2(θ) sin2(2ϕ) + [cos2(

θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)]2) =

=
1

2
(1− |cos(4ϕ)|)

(13)

2.3.4. θ = 2π

Маємо:

E(|ψt〉) =
1

2
(1−

√
sin2(θ) sin2(2ϕ) + [cos2(

θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)]2) = 0 (14)

Вiдповiднi графiки зображенi нижче.

Рис. 1. Залежнiсть заплутаностi E вiд кута ϕ при θ = 0

Рис. 2. Залежнiсть заплутаностi E вiд кута ϕ при θ = π/2
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Рис. 3. Залежнiсть заплутаностi E вiд кута ϕ при θ = π

Рис. 4. Залежнiсть заплутаностi E вiд кута ϕ при θ = 2π

2.4. 3D вiзуалiзацiя залежностi заплутаностi E вiд кутiв
θ та ϕ

Побудуємо графiк поверхнi мiри заплутаностi. Нехай кут θ лежить в
промiжку [0, 2π], кут ϕ в промiжку [0, π]. Код для побудови поверхнi показа-
ний в додатку Б.
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Рис. 5. Залежнiсть заплутаностi E вiд кута ϕ та θ
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3. Кiлькiсна оцiнка геометричної мiри заплута-
ностi спiнової системи на квантовому комп’ютерi
IBM

Для кiлькiсної оцiнки геометричної мiри заплутаностi [3] [4] [6] [7] не-
обхiдно пiдготувати початковий стан, реалiзувати оператор еволюцiї та про-
вести вiдповiднi вимiри середнiх значень спiнiв. Початковий стан |ψ0〉 реалi-
зуємо за допомогою оператора RY (θ) (див. рис. 6).

Рис. 6. Схема для утворення початкового стану |ψ0〉

3.1. Реалiзацiя оператора еволюцiї на квантовому
комп’ютерi з використанням квантових логiчних
елементiв та проведення вимiрiв

Для отримання стану (5) необхiдно реалiзувати дiю оператора еволюцiї
Ŝ(t) = e−iϕ ~σ1 ~σ2 на наш вихiдний стан |ψ0〉. Розiб’ємо оператор еволюцiї на
три компоненти Ŝ(t) = e−iϕ ~σ1 ~σ2 = e−iϕσ

x
1σ

x
2e−iϕσ

y
1σ

y
2e−iϕσ

z
1σ

z
2 та для кожної iз

компонент реалiзуємо вiдповiдну схему, користуючись квантовими логiчними
елементами.

1. e−iϕσx
1σ

x
2

Даний оператор з точнiстю до фазового множника можна реалiзувати у
виглядi схеми CX12H1P1(2ϕ)H1CX12. Тут CX12 - оператор CNOT , H1 -
оператор Адамара, P1(2ϕ) - фазовий оператор.

Рис. 7. Схема для x компоненти
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2. e−iϕσ
y
1σ

y
2

Даний оператор з точнiстю до фазового множника можна реалiзувати
у виглядi схеми CX12CZ12H1P1(−2ϕ)H1CZ12CX12. Тут CX12 - оператор
CNOT , CZ12 - оператор контрольованого Z , H1 - оператор Адамара,
P1(−2ϕ) - фазовий оператор.

Рис. 8. Схема для y компоненти

3. e−iϕσz
1σ

z
2

Даний оператор з точнiстю до фазового множника можна реалiзувати у
виглядi схеми CP12(−2ϕ)NOT12CP12(−2ϕ)NOT12. Тут CP12(−2ϕ) - опе-
ратор контрольованого зсуву фази, NOT12 - оператор заперечення.

Рис. 9. Схема для z компоненти

Тодi загальну схему для оператора еволюцiї Ŝ(t) можна реалiзувати у виглядi

Рис. 10. Схема для оператора еволюцiї

Цю схему можна спростити

Рис. 11. Мiнiмiзована схема для оператора еволюцiї
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Протокол для вимiрювання середнiх значень матриць Паулi запропо-
новано у [17]. В цiй роботi показано, що середнi значення σx1 , σ

y
1 , σz1 можуть

бути представленi як ймовiрностi, якi визначають результат вимiру на базис
|0〉, |1〉. А саме, цi середнi значення можна представити у виглядi

〈ψt|σxn |ψt〉 =
〈
ψ̃yt

∣∣∣σzn ∣∣∣ψ̃yt 〉 =
∣∣∣〈ψ̃yt ∣∣∣0〉∣∣∣2 − ∣∣∣〈ψ̃yt ∣∣∣1〉∣∣∣2,

〈ψt|σyn |ψt〉 =
〈
ψ̃xt

∣∣∣σzn ∣∣∣ψ̃xt 〉 =
∣∣∣〈ψ̃xt ∣∣∣0〉∣∣∣2 − ∣∣∣〈ψ̃xt ∣∣∣1〉∣∣∣2,

〈ψt|σzn |ψt〉 = 〈ψt|σzn |ψt〉 = |〈ψt|0〉|
2 − |〈ψt|1〉|2,

(15)

де
∣∣∣ψ̃xt 〉 = e

−iπσxn
4 |ψt〉,

∣∣∣ψ̃yt 〉 = e

−iπσyn
4 |ψt〉. Iз цих спiввiдношень випливає,

що перед вимiром середнього значення 〈ψt|σxn |ψt〉 необхiдно повернути стан
кубiту n навколо осi Y (тобто подiяти оператором RY (

π

2
)), а перед вимiром

середнього значення 〈ψt|σyn |ψt〉 необхiдно повернути стан кубiту n навколо осi
X (тобто подiяти оператором RX(

π

2
)).Графiчне представлення (n=1) вимi-

ру середнiх значень 〈ψt|σxn |ψt〉, 〈ψt|σyn |ψt〉, 〈ψt|σzn |ψt〉 показано на рисунках
нижче. U - оператор еволюцiї.

Рис. 12. Вимiр 〈ψt|σx1 |ψt〉
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Рис. 13. Вимiр 〈ψt|σy1 |ψt〉

Рис. 14. Вимiр 〈ψt|σz1 |ψt〉
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3.2. Програма для автоматичного вимiру
середнiх значень матриць Паулi та
побудови графiка залежностi

Для автоматичного вимiру середнiх значень матриць Паулi на кванто-
вому комп’ютерi IBM реалiзовано програму на мовi Python з використанням
бiблiотеки для квантового програмування Qiskit [12]. Задаючи початкове
значення кута θ програма виконує автоматичнi вимiрювання середнiх зна-
чень 〈ψt|σx1 |ψt〉, 〈ψt|σ

y
1 |ψt〉, 〈ψt|σz1 |ψt〉 з кроком

π

64
на промiжку ϕ ∈ [0, π].

Результатом програми є побудова та збереження графiка залежностi заплу-
таностi E вiд кута ϕ при фiксованому θ. Код програми доступний в додатку
Б.

3.3. Результати вимiрiв

Усi вимiри проведено на квантовому комп’ютерi IBM Q quito. Структу-
ра IBM Q quito [13] показана на рис. 13. Калiбрувальнi параметри на момент
вимiру показанi на рис. 16.

Рис. 15. Структура IBM Q quito

Рис. 16. Калiбрувальнi параметри
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Вiдповiднi графiки для кутiв θ = 0, θ = π/2, θ = π, θ = 2π показанi
нижче.

Рис. 17. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = 0 на пристрої IBM Q quito

Рис. 18. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = π/2 на пристрої IBM Q quito
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Рис. 19. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = π на пристрої IBM Q quito

Рис. 20. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = 2π на пристрої IBM Q quito
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4. Висновки

В процесi роботи ми дослiджували Гейзенбергiвську спiнову систему. А
саме, отримали вираз який описує еволюцiю цiєї системи з часом:

|ψt〉 = e−iϕ cos

(
θ

2

)
|↑↑〉+ eiϕ sin

(
θ

2

)
[cos(2ϕ) |↑↓〉 − i sin(2ϕ) |↓↑〉] (16)

Отримали аналiтичний вираз для геометричної мiри заплутаностi спiна iз
системою та побудували вiдповiднi графiки залежностi заплутаностi E вiд
кута ϕ для фiксованих кутiв θ = 0, θ = π/2, θ = π, θ = 2π попередньо
знайшовши вирази для середнiх значень спiну:

〈ψt|σx1 |ψt〉 = sin(θ) sin2(2ϕ)

〈ψt|σy1 |ψt〉 = − sin(θ) sin(2ϕ) cos(2ϕ)

〈ψt|σz1 |ψt〉 = cos2(
θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)

(17)

E(|ψt〉) =
1

2
(1−

√
sin2(θ) sin2(2ϕ) + [cos2(

θ

2
) + sin2(

θ

2
) cos(4ϕ)]2) (18)

Здiйснили кiлькiсну оцiнку геометричної мiри заплутаностi, реалiзувавши
схему оператора еволюцiї ˆS(t), використовуючи квантовi логiчнi елементи
та провiвши вимiри середнiх значень спiну на квантовому комп’ютерi IBM
Q quito за допомогою програми, яка представлена в додатку Б, отримали
результати, якi наведенi на рисунках нижче. Результати для кутiв θ = 0,
θ = π/2, θ = π, θ = 2π, отриманi на квантовому комп’ютерi, добре корелю-
ють з теоретичними.



24

Рис. 21. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = 0 на пристрої IBM Q quito (позначено крапочкою) та аналiтичнi
результати (лiнiя) для спiна 1 в станi |ψt〉

Рис. 22. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = π/2 на пристрої IBM Q quito (позначено крапочкою) та аналiтичнi
результати (лiнiя) для спiна 1 в станi |ψt〉
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Рис. 23. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = π на пристрої IBM Q quito (позначено крапочкою) та аналiтичнi
результати (лiнiя) для спiна 1 в станi |ψt〉

Рис. 24. Результат кiлькiсного визначення геометричної мiри заплутаностi
при θ = 2π на пристрої IBM Q quito (позначено крапочкою) та аналiтичнi
результати (лiнiя) для спiна 1 в станi |ψt〉
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. Додаток А

import matp lo t l i b . pyplot as p l t
import numpy as np
de f graph ( ) :

s t ep = 100
N = 1000
img = 0
f i g = p l t . f i g u r e ( )
ax = p l t . axes ( p r o j e c t i o n =’3d ’ )
labe l s_x = [ r "0" , r "$\ p i /8$ " , r "$\ p i /4$ " ,

’3 ’ + r "$\ p i /8$ " ,
r "$\ p i /2$ " , ’5 ’ + r "$\ p i /8$ " ,
’3 ’ + r "$\ p i /4$ " ,
’7 ’ + r "$\ p i /8$ " , r "$\ pi$ " ]

labe l s_y = [ r "0" , r "$\ p i /4$ " , r "$\ p i /2$ " ,
’3 ’ + r "$\ p i /4$ " ,
r "$\ pi$ " , ’5 ’ + r "$\ p i /4$ " ,
’3 ’ + r "$\ p i /2$ " ,
’7 ’ + r "$\ p i /4$ " , ’2 ’ + r "$\ pi$ " ]

p l t . x t i c k s (np . arange (0 , np . p i + np . p i / 8 ,
s tep=np . p i / 8) , labe l s_x )

p l t . y t i c k s (np . arange (0 , 2 ∗ np . p i + np . p i / 4 ,
s tep=np . p i / 4) , labe l s_y )

ax . s e t_x labe l ( ’ ’ , f o n t s i z e =15)
ax . s e t_y labe l ( ’ ’ , f o n t s i z e =15)
ax . s e t_z l abe l ( ’ Entanglement ’ , f o n t s i z e =15)
f o r i in range ( 1000 ) :

Phi = np . arange (0 , img , np . p i / s tep )
Theta = np . arange (0 , 2 ∗ np . p i + np . p i

/ step , np . p i / s tep )
Phi , Theta = np . meshgrid (Phi , Theta )
Entanglement = (1 − np . sq r t ( ( np . s i n (Theta )

∗ np . s i n (2 ∗
Phi ) ) ∗∗ 2 + (np . cos ( Theta / 2) ∗∗ 2 +
(np . s i n (Theta / 2) ∗∗ 2) ∗
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np . cos (4 ∗ Phi ) ) ∗∗ 2) ) / 2
s u r f = ax . p lo t_sur face (Phi , Theta , Entanglement ,

cmap=p l t . get_cmap ( ’ hot ’ ) ,
r s t r i d e =1, c s t r i d e =1,
l i n ew id th=0, a n t i a l i a s e d=False )

img = img + 0.00315
p l t . t i t l e ( ’Time ’ + s t r ( img ) + " s " , f o n t s i z e =10)
f i g . s a v e f i g (" matrix . { : 0 4 d } . png " . format ( i ) ,

dpi=480 , f a c e c o l o r =’white ’ )
f i g . c o l o rba r ( sur f , sh r ink =0.7 , a spect=10)
p l t . show ( )

graph ( )
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. Додаток Б

from q i s k i t import ∗
from q i s k i t . t o o l s . monitor import job_monitor
import math
import numpy as np
import os
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

path_of_folder = r ’C: \ Users \User\Desktop ’
qr = QuantumRegister (2 )
cr = C l a s s i c a lR e g i s t e r (1 )
c i r c u i t = QuantumCircuit ( qr , c r )
Ent = [ ]
s tep = math . p i / 64
Theta = { ’ 0 ’ : 0 ,

’ pi_div_2 ’ : math . p i / 2 ,
’ pi ’ : math . pi ,
’3 pi_div_2 ’ : 3 ∗ math . p i / 2 ,
’2 pi ’ : 2 ∗ math . p i }

Phi = np . arange (0 , math . p i + step , s tep )
Theta_current = Theta [ ’ 3 pi_div_2 ’ ]
measure_names = [ ’ x ’ , ’ y ’ , ’ z ’ ]
r e s = [ ]
buf = [ ]
sigma = {}
step = 1000
P = np . arange (0 , np . p i + np . p i / step , np . p i / s tep )
T = np . p i
E = (1 − np . sq r t ( ( np . s i n (T) ∗ np . s i n (2 ∗ P) ) ∗∗ 2

+ (np . cos (T / 2) ∗∗ 2 +
(np . s i n (T / 2) ∗∗ 2) ∗ np . cos (4 ∗ P) ) ∗∗ 2) ) / 2

de f load_account ( ) :
IBMQ. save_account ( ’ ∗∗∗∗∗∗ ’ )



30

IBMQ. load_account ( )
prov ide r = IBMQ. get_provider ( ’ ibm−q ’ )
qcomp = prov ide r . get_backend ( ’ ibmq_quito ’ )
job = execute ( c i r c u i t , backend=qcomp)
job_monitor ( job )
r e s u l t = job . r e s u l t ( )
r e turn r e s u l t

de f building_scheme (Theta , Phi ) :
c i r c u i t . data . c l e a r ( )
c i r c u i t . ry (Theta , qr [ 1 ] )
c i r c u i t . cp(−2 ∗ Phi , qr [ 0 ] , qr [ 1 ] )
c i r c u i t . x ( qr )
c i r c u i t . cp(−2 ∗ Phi , qr [ 0 ] , qr [ 1 ] )
c i r c u i t . x ( qr )
c i r c u i t . cx ( qr [ 0 ] , qr [ 1 ] )
c i r c u i t . cz ( qr [ 0 ] , qr [ 1 ] )
c i r c u i t . h ( qr [ 0 ] )
c i r c u i t . p(−2 ∗ Phi , qr [ 0 ] )
c i r c u i t . h ( qr [ 0 ] )
c i r c u i t . cz ( qr [ 0 ] , qr [ 1 ] )
c i r c u i t . h ( qr [ 0 ] )
c i r c u i t . p (2 ∗ Phi , qr [ 0 ] )
c i r c u i t . h ( qr [ 0 ] )
c i r c u i t . cx ( qr [ 0 ] , qr [ 1 ] )

de f measure ( sigma_component ) :
i f sigma_component == ’x ’ :

c i r c u i t . ry (math . p i / 2 , qr [ 0 ] )
i f sigma_component == ’y ’ :

c i r c u i t . rx (math . p i / 2 , qr [ 0 ] )
i f sigma_component == ’ z ’ :

c i r c u i t . data . pop ( l en ( c i r c u i t . data ) − 1)
c i r c u i t . cx ( qr [ 0 ] , qr [ 1 ] )
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c i r c u i t . measure ( qr [ 0 ] , c r )

de f results_of_measurement ( component , Th ) :
f o r ang le in Phi :

building_scheme (Th, ang le )
measure ( component )
r e s u l t = load_account ( )
r e s . append ( r e s u l t . get_counts ( c i r c u i t ) )

# pr in t ( r e s )
f o r elem in r e s :

i f l en ( elem . keys ( ) ) == 2 :
va lue = ( ( elem [ ’ 0 ’ ] − elem [ ’ 1 ’ ] )

/ 1024) ∗∗ 2
buf . append ( va lue )

e l s e :
va lue = ( ( elem [ l i s t ( elem . keys ( ) ) [ 0 ] ] )

/ 1024) ∗∗ 2
buf . append ( va lue )

sigma [ component ] = buf
np . savetxt (" sigma_" + component + " . txt " ,

sigma [ component ] , fmt="%s ")
r e s . c l e a r ( )
buf . c l e a r ( )

f o r name in measure_names :
results_of_measurement (name , Theta_current )

de f entanglement ( va l ) :
de f get_key ( va l ) :

f o r key , va lue in Theta . i tems ( ) :
i f va l == value :

r e turn key
re turn "key doesn ’ t e x i s t "
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sigma_x = np . l oadtx t (" sigma_" + measure_names [ 0 ]
+ " . txt ")

sigma_y = np . l oadtx t (" sigma_" + measure_names [ 1 ]
+ " . txt ")

sigma_z = np . l oadtx t (" sigma_" + measure_names [ 2 ]
+ " . txt ")

Entanglement = [ ( 1 − math . s q r t ( a + b + c ) ) / 2
f o r a , b , c in z ip ( sigma_x ,

sigma_y , sigma_z ) ]
np . savetxt ("Entanglement_" + get_key ( va l ) +

" . txt " , Entanglement , fmt="%s ")
p r i n t ( Entanglement )
f o r i in measure_names :

os . remove ( path_of_folder +
"\quantum_computing\sigma_" + i + " . txt ")

f i g , ax = p l t . subp lo t s ( )
f o r sp ine in ax . sp i n e s . va lue s ( ) :

sp ine . s e t_edgeco lor ( ’# f f f b e 9 ’ )
ax . tick_params ( c o l o r =’black ’ , l a b e l c o l o r =’black ’ )
ax . s e t_ fa c e co l o r ("# f f f b e 9 ")
labe l s_x = [ r "0" , r "$\ p i /8$ " , r "$\ p i /4$ " , ’3 ’

+ r "$\ p i /8$ " ,
r "$\ p i /2$ " , ’5 ’ + r "$\ p i /8$ " , ’ 3 ’
+ r "$\ p i /4$ " ,
’7 ’ + r "$\ p i /8$ " , r "$\ pi$ " ]

p l t . x t i c k s (np . arange (0 , np . p i + np . p i / 8 ,
s tep=np . p i / 8) , labe l s_x )

p l t . x l ab e l ( ’ ’ , f o n t s i z e =15)
p l t . y l ab e l ( ’ Entanglement ’ , f o n t s i z e =15)
p l t . p l o t ( Phi , Entanglement , c o l o r=’#fe522d ’ ,

l i n ew id th=0, marker=".")
f i g . s a v e f i g ( ’ saved_figure −100dpi . png ’ , dpi=100 ,

f a c e c o l o r =’white ’ )
p l t . show ( )

entanglement ( Theta_current )


