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Анотацiя

У данiй роботi дослiджуються квантовi гiперграфовi стани, побудованi
на основi системи багатьох кубiтiв. Головний спосiб дослiдження -
обчислення геометричної мiри заплутаностi частинки зi спiном 1/2 вiдносно
решти системи за допомогою середнього значення цього спiну. Розглянуто
декiлька способiв задання гiперграфового стану рiзного ступеня чутливостi
до параметрiв гiперграфа.

Ключовi слова: гiперграфовi квантовi стани, геометрична мiра
заплутаностi.

Abstract

In this paper, we investigate quantum hypergraph states constructed on the
basis of a system of many qubits in the same state. The main method of research
- calculation the geometric measure of entanglement of a particle with spin 1/2
relative to the rest of the system using the average value of this spin. There are
several ways to specify the hypergraph state of varying degrees of sensitivity to
hypergraph parameters.

Key words: graph state, geometric measure of entanglement.
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Вступ

Квантова заплутанiсть є унiкальною властивiстю квантових систем,
яка дозволяє описувати двi або бiльше частинки як єдиний квантовий стан,
та проявляється як кореляцiя фiзичних властивостей цих частинок.
Значний влив на розвиток розумiння квантової заплутаностi та квантової
механiки вцiлому справила робота А. Айнштайна, Б. Подольського i Н.
Розена [1], яка використовувала заплутанiсть як доказ неповноти квантової
теорiї. Хоча запропонований ними EPR-парадокс i був пiзнiше
спростований, вiн стимулював дослiдження запултаних станiв.
Використання явища заплутаностi для пришвидчення обчислень вперше
було запропоноване Р. Фейнманом у його роботi [2] у 1982 роцi i уже через
три роки, Д. Дойч описав унiверсальний квантовий комп’ютер [3]. Пiзнiше,
явище квантової заплутаностi стало одним з нарiжних каменiв теорiї
квантової iнформацiї, та використовується для опису квантової телепортацiї
[4], квантових обчислення на основi вимiрювання [5] та у квантовiй
криптографiї [6]. Тому квантова заплутанiсть беззаперечно є невiд’ємною
частиною реалiзацiї майже усiх сучасних квантових алгоритмiв.

Актуальнiсть теми. Квантова теорiя iнформацiї - це галузь науки,
яка виникла у кiнцi XX ст. як поєднання квантової механiки та теорiї
iнформацiї, та досi розвивається. Зокрема, активно ровзиваються теорiї
квантової комунiкацiї [7], квантової корекцiї помилок [8], квантової
криптографiї [9] та квантових очислень [10], причому майже усi вони так чи
iнакше стосуються квантової заплутаностi.

У випадку двохчастинкової взаємодiї заплутанiсть є досить добре
дослiдженою [11][12]. Проте зi збiльшенням розмiрiв системи росте i її
складнiсть, тому iснує декiлька пiдходiв для опису заплутаностi таких
систем [13]. Окрiм цього, знаходження сильно заплутаних станiв, якi
можуть передавати корисну iнформацiю теж є досить складною задачею
[14].

Один з таких "корисних"станiв - це квантовий графовий стан [15],
який вiдповiдає математичному графу, та представляє собою
багаточастинкову систему з попарною взаємодiєю. Такi стани можуть мати
досить складну заплутанiсть та водночас задаватись малою кiлькiстю
параметрiв. Узагальненням математичних графiв є гiперграфи, тому
логiчним узагальненням квантових графових станiв є гiперграфовi стани
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[16]. Такi багаточастинковi системи, на вiдмiну вiд графових станiв, можуть
мiстити не тiльки двохчастинкову взаємодiю, тому представляють
особливий iнтерес в контекстi багаточастинкової заплутаностi.

Об’єктом дослiджень є квантовi гiперграфовi стани, побудованi на
основi системи багатьох кубiтiв в однаковому станi.

Предметом дослiджень є геометрична мiра заплутаностi таких
станiв.

Мета та завдання роботи
Метою магiстерської роботи є дослiдження геометричної мiри

заплутаностi гiперграфових станiв, та її залежнiсть вiд параметрiв, якими
задається гiперграф. Завданням роботи було розрахувати геометричну мiру
заплутаностi кубiта з рештою системи у рiзних конфiгурацiях цiєї системи
та проаналiзувати залежнiсть заплутаностi вiд порядку та розмiру
гiперграфiв.

Структура роботи
У Роздiлi 1 представлений огляд сучасних дослiджень гiперграфових

станiв. Зокрема, введено основнi поняття теорiї графiв та проаналiзовано
аксiоматичний пiдхiд вiдображення гiперграфiв на гiльбертiв простiр
квантових станiв. Також розглянуто геометричну мiру заплутаностi та її
зв’язок з середнiм значенням проекцiї спiну.

У Роздiлi 2 представлено результати розрахунку геометричної мiри
заплутаностi кубiта у рiзних конфiгурацiях гiперграфового стану та їхнiй
аналiз.

Пiсля Роздiлу 2 представлено Висновки роботи та Cписок
використаних джерел.

Практичне значення роботи полягає у поглибленнi розумiння
пiдходiв до побудови гiперграфових станiв та їхнього подальшого
використання у квантових алгоритмах. За рахунок сильного порушення
локального реалiзму гiперграфовi стани уже знайшли використання у
квантовiй метрологiї [17] та неадаптивних квантових обчислень на основi
вимiрюваннi [18], що робить їх важливим об’єктом для дослiдження.
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Роздiл 1
Механiзми опису гiперграфових станiв

1.1 Гiперграфовi стани

Квантовi гiперграфовi стани вiдповiдають такiй математичнiй
структурi, як гiперграф. Тому, для подальшого опису таких систем
необхiдно ввести основнi поняття теорiї графiв. Ненапрямленим
гiперграфом у математицi називають

G(V,E) (1.1)

де V = {1, 2, ...n} - множина елементiв, або вершин, якi належать
гiперграфу, а E = {e1, e2, ...eN} - множина ребер гiперграфу. Кожне ребро ei
- це пiдмножина вершин, якi належать V та об’єднанi цим ребром.
Потужнiсть множини V визначає порядок гiперграфу, а потужнiсть
множини E - розмiр гiперграфу. Гiперграф, усi ребра якого мають однакову
потужнiсть k називаються k-однорiдними гiперграфами. Звiдси випливає,
що звичайнi математичнi графи, є окремим випадком k-однорiдних
гiперграфiв (k = 2). Вершини, якi належать одному ребру називають
сумiжними, а кiлькiсть ребер, яким належить одна вершина визначає
ступiнь цього вузла.

У роботi [19] представлений аксiоматичний пiдхiд до кодування
гiперграфу на квантовий стан. Зокрема, показано, що для повного опису
гiперграфового стану достатньо задати триплет параметрiв:

(H, |ψ⟩ , Ue) (1.2)

де H - гiльбертiв простiр, який асоцiюється з однiєю вершиною гiперграфу,
|ψ⟩ ∈ H - початковий стан вершини та Ue - оператор iнiцiювання ребра e

гiперграфу G. Тодi гiперграфовий стан (1.1) можна задати:

|h⟩ =
∏
e∈E

Ue |ψ⟩⊗|V | (1.3)

Найпростiшим прикладом такого стану є графовий стан:

G = (C2, |+⟩ , C(Z)) (1.4)
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де C2 - простiр квантового стану одного кубiта, |+⟩ = 1
2(|0⟩ + |1⟩) та

C(Z) = diag(1, 1, 1,−1). Графовий стан є важливим прикладом кластених
станiв, широко застосовно в квантових обчисленнях [20].

Варiюючи H та Ue можна утворити складнiшi квантовi стани, такi як
кудiтовi графовi стани (qudit graph states) (Cd, |+⟩⊗d , C(Zd)) [21] або квантовi
випадковi мережi [22].

Водночас, аксiоматичний пiдхiд накладає певнi обмеження на оператор
iнiцiювання ребра Ue, зокрема:

1. Оператор Ue нетривiально дiє лише на пiдпростiр H⊗e пов’язаний з
вершинами ребра e:

Ue = U|e| ⊗ I(|V |−|e|) (1.5)

2. Iснує |V | нетривiальних операторiв, якими можна задати будь-який
гiперграф порядку |V |.

Так як порядок додавання ребер довiльний, будь-яка пара операторiв
Ue комутує:

[Uei, Uej ] = 0,∀i, j ∈ 1...|V | (1.6)

Проте ця умова необов’язкова: оператори Ue можуть не комутувати, але в
такому випадку обов’язковою попередньою умовою є узгодженiсть порядку
дiї операторiв на початковий стан |ψ⟩⊗|V |.

1.2 Геометрична мiра заплутаностi

Iснує багато способiв вимiрювання заплутаностi [23][24]. Для кiлькiсної
оцiнки заплутаностi чистого стану часто використовують геометричну мiру
заплутаностi, запропоновану А. Шiмонi [25]. Вона визначається як:

E(|ψ⟩) = min
|ψs⟩

(1 − |⟨ψ|ψs⟩|2) = 1 − max
|ψs⟩

|⟨ψ|ψs⟩|2 (1.7)

де |ψ⟩ - заплутаний стан, |ψs⟩ - набiр факторизованих станiв, а 1 − |⟨ψ|ψs⟩|2

- квадрат вiдстанi Фубiнi-Стадi. Проте таке визначення не є достатньо
зручним, тому що мiстить нетривiальну процедуру мiнiмiзацiї по
факторизованих станах.

У роботi [26] запропоновано аналiтичний вираз для заплутаностi спiна
з довiльною квантовою системою:

E(|ψ⟩) =
1

2
(1 − |⟨σ⟩|) (1.8)
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де σi - матрицi Паулi, |⟨σ⟩| =
√

⟨σx⟩2 + ⟨σy⟩2 + ⟨σz⟩2 - середнє значення спiну.
Тобто заплутанiсть такої системи повнiстю визначається середнiм

значенням спiну та коливається в межах вiд 0 (повнiстю факторизований
стан) до 1/2 (максимально заплутаний стан).

Також для оцiнки геометричної мiри заплутаностi двох рiзних
квантових систем можна порiвняти їх середнi значення заплутаностi за час
T :

E =
1

T

∫ T

0

E(t)dt (1.9)
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Роздiл 2
Розрахунок геометричної мiри заплутаностi

Розглянемо гiперграфовий стан G, означений як G = (C2, |+⟩ , Ue), де
оператор ребра представлений оператором еволюцiї:

Ue = e−
iHt
ℏ (2.1)

Найпростiший гамiльтонiан трьох частинкової взаємодiї має вигляд:

H = ℏωσizσjzσkz (2.2)

Даний гамiльтонiан вiдповiдає гiперграфу G1({v1, v2, v3}, {e1}).

v1

v2

v3

e1

Рис.2.1 Гiперграф G1

Згiдно (1.3), гiперграфовий стан, який вiдповiдає гiперграфу G1,
матиме вигляд:

|G1⟩ = e−iθσ
1
zσ

2
zσ

3
z |+ + +⟩ = e−iθσ

1
zσ

2
zσ

3
z |ψ0⟩ (2.3)

тут i далi θ = ωt.
Згiдно з формулою (1.8), для знаходження геометричної мiри

заплутаностi потрiбно обчислити середнi значення проєкцiй спiну на осi
x, y, z у гiперграфовому станi |G1⟩. Обчислимо заплутанiсть вершини v1.
Cереднє значення проєкцiї спiну на вiсь x дорiвнює:

⟨σ1x⟩ = ⟨ψ0| eiθσ
1
zσ

2
zσ

3
zσ1xe

−iθσ1
zσ

2
zσ

3
z |ψ0⟩ (2.4)
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Користуючись комутацiйними спiввiдношеннями для σi:

[σni ;σmj ] = 2iδnmϵijlσ
j
l (2.5)

{σki ;σkj } = 2δijI (2.6)

де ϵijl - символ Левi-Чевiти, легко показати що для антикомутуючих
операторiв виконується рiвнiсть:

σki e
−iσk

j = eiσ
k
j σki (2.7)

та якщо i = j то:
σkj e

−iσk
j = e−iσ

k
j σkj (2.8)

Користуючись виразом (2.7) середнє значення (2.4) дорiвнює:

⟨σ1x⟩ = ⟨ψ0| e2iθσ
1
zσ

2
zσ

3
zσ1x |ψ0⟩ = ⟨ψ0| (cos 2θ + i sin 2θσ1zσ

2
zσ

3
z)σ

1
x |ψ0⟩

та подiявши операторами Паулi на початковий стан отримаємо:

⟨σ1x⟩ = cos 2θ

Середнє значення проєкцiї спiну на y дорiвнює:

⟨σ1y⟩ = ⟨ψ0| (cos 2θ + i sin 2θσ1zσ
2
zσ

3
z)σ

1
y |ψ0⟩ = 0

Користуючись (2.8), cереднє значення проєкцiї спiну на z дорiвнює:

⟨σ1z⟩ = ⟨ψ0|σ1z |ψ0⟩ = 0

Тодi геометрична мiра заплутаностi буде рiвна:

E =
1

2
(1 − | cos 2θ|) (2.9)

Iншим заплутаним трьох частинковим станом є графовий стан |G2⟩
утворений згiдно з (1.3) та гамiльтонiаном взаємодiї:

H = θ(σizσ
j
z + σjzσ

k
z + σkzσ

i
z) (2.10)

Середнi значення проєкцiї спiну на осi x, y, z першої частинки у
гiперграфовому станi |G2⟩ дорiвнює:

⟨σ1x⟩ = ⟨ψ0| e2iθ(σ
1
zσ

2
z+σ

1
zσ

3
z)σ1x |ψ0⟩ =

= ⟨ψ0| (cos 2θ + i sin 2θσ1zσ
2
z)(cos 2θ + i sin 2θσ1zσ

3
z) |ψ0⟩ = cos2 2θ (2.11)
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⟨σ1y⟩ = ⟨ψ0| e2iθ(σ
1
zσ

2
z+σ

1
zσ

3
z)σ1y |ψ0⟩ = 0 (2.12)

⟨σ1z⟩ = ⟨ψ0|σ1z |ψ0⟩ = 0

Тодi геометрична мiра заплутаностi рiвна:

E =
1

2
(1 − | cos2 2θ|) (2.13)

З виразiв (2.11) та (2.12) видно, що доданки гамiльтонiану, якi
вiдтворюють ребра, що не мiстять вершини, для якої обчслюємо
заплутанiсть, не впливають на її значення, тобто геометрична мiра
заплутаностi спiна у гiперграфовому станi залежить лише вiд сумiжних
вершин вiдповiдного гiпергафа.

Порiвняємо заплутаностi гiперграфових станiв, заданих
гамiльтонiанами (2.2) та (2.10). Для цього використаємо формулу (1.9),
проiнтегрувавши вирази (2.9) та (2.13) отримаємо вiдповiдно:

E |G1⟩ =
1

2T

∫ T

0

(1 − | cos 2θ|)dt =
1

2
− 1

π
(2.14)

E |G2⟩ =
1

2T

∫ T

0

(1 − | cos2 2θ|)dt =
1

2
(
1

2
− 1

π
) (2.15)

Отже, хоча за θ = π
4 геометрична мiра заплутаностi для обох станiв

може досягати максимального значення 1/2, проте середня заплутанiсть
гiперграфового стану |G1⟩ бiльша, нiж заплутанiсть графового стану |G2⟩.
Тому для бiєктивного вiдображення гiперграфiв на квантовi стани є
закономiрним припущенням залежнiстi θ для кожного ребра вiд кiлькостi
вершин, якi належать цьому ребру (θe = θ(|e|)).

Важливою властивiстю гiперграфiв є багатоступенева взаємодiя ребер,
яка виражається завдяки рiзнiй кiлькостi спiльних вершин у ребрах. Для
того, щоб оцiнити залежнiсть заплутаностi вiд ступеню взаємодiї ребер,
розглянемо два 3-однорiдних гiперграфи G3({v1, v2, v3, v4, v5}, {e1, e2}) та
G4({v1, v2, v3, v4}, {e1, e2}).

Гiрперграфовий стан |G3⟩ утворений згiдно з (1.3) з гамiльтонiаном
взаємодiї (2.2) має вигляд:

|G3⟩ = e−iθ(σ
1
zσ

2
zσ

3
z+σ

1
zσ

4
zσ

5
z) |+ + + + +⟩ = e−iθσ

1
zσ

2
zσ

3
ze−iθσ

1
zσ

4
zσ

5
z |ψ0⟩ (2.16)
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v1

v2

v3

v4

v5

e2e1

Рис.2.2 Гiперграф G3

Середнi значення проєкцiї спiну на осi x, y, z для вершини v1 у
гiперграфовому станi |G3⟩ дорiвнюють:

⟨σ1x⟩ = ⟨ψ0| e2iθ(σ
1
zσ

2
zσ

3
z+σ

1
zσ

4
zσ

5
z)σ1x |ψ0⟩ = cos2 2θ

⟨σ1y⟩ = ⟨ψ0| e2iθ(σ
1
zσ

2
zσ

3
z+σ

1
zσ

4
zσ

5
z)σ1y |ψ0⟩ = 0

⟨σ1z⟩ = ⟨ψ0|σ1z |ψ0⟩ = 0

та геометрична мiра заплутаностi очiкувано дорiвнює:

E =
1

2
(1 − | cos2 2θ|) (2.17)

Гiперграфовий стан |G4⟩ з гамiльтонiаном взаємодiї (2.2) має вигляд:

|G4⟩ = e−iθ(σ
1
zσ

2
zσ

3
z+σ

1
zσ

2
zσ

4
z) |+ + ++⟩ = e−iθσ

1
zσ

2
zσ

3
ze−iθσ

1
zσ

2
zσ

4
z |ψ0⟩ (2.18)

Знайдемо середнi значення проєкцiї спiну для вершини v1:

⟨σ1x⟩ = ⟨ψ0| e2iθ(σ
1
zσ

2
zσ

3
z+σ

1
zσ

2
zσ

4
z)σ1x |ψ0⟩ = cos2 2θ (2.19)

⟨σ1y⟩ = ⟨ψ0| e2iθ(σ
1
zσ

2
zσ

3
z+σ

1
zσ

2
zσ

4
z)σ1y |ψ0⟩ = 0 (2.20)

⟨σ1z⟩ = ⟨ψ0|σ1z |ψ0⟩ = 0 (2.21)
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v1

v2

v3 v4e2e1

Рис.2.3 Гiперграф G4

Геометрична мiра заплутаностi вершини v1 дорiвнює:

E =
1

2
(1 − | cos2 2θ|) (2.22)

та є рiвною (2.17). Очевидно, що заплутанiсть спiну у гiперграфових станах
|G3⟩ та |G4⟩ не вiдображає рiзницi кiлькостi спiльних вершин та порядку
гiперграфiв. Так як гiперграфи G3 та G4 не є iзоморфними, то корисним
було б представлення гiперграфових станiв, яке зображувало б цю не
iзоморфнiсть у геометричнiй мiрi заплутаностi. Для цього можна
розглянути модифiкований гамiльтонiан взаємодiї, який встановлює
сильнiший зв’язок мiж вершинами ребра. Для 3-однорiдного гiперграфу
такий гамiльтонiан можна задати як:

H = θ(σiz + σizσ
j
z + σizσ

k
z + σizσ

j
zσ

k
z ) (2.23)

Розглянемо гiперграфовi стани |G5⟩ та |G6⟩ утворенi зi гiперграфiв G3

та G4 вiдповiдно, але з використанням гамiльтонiану взаємодiї (2.23).
Гiперграфовий стан G5 матиме вигляд:

|G5⟩ = e−iθσ
1
ze−iθσ

1
zσ

2
ze−iθσ

1
zσ

3
ze−iθσ

1
zσ

2
zσ

3
ze−iθσ

1
ze−iθσ

1
zσ

4
ze−iθσ

1
zσ

5
ze−iθσ

1
zσ

4
zσ

5
z |ψ0⟩ (2.24)

Середнi проєкцiї спiну на осi x, y, z дорiвнюють:

⟨σ1x⟩ = ⟨ψ0| e4iθσ
1
ze2iθ(σ

1
zσ

2
z+σ

1
zσ

3
z+σ

1
zσ

2
zσ

3
z)e2iθ(σ

1
zσ

4
z+σ

1
zσ

5
z+σ

1
zσ

4
zσ

5
z)σ1x |ψ0⟩ =

= cos 4θ cos6 2θ + sin2 4θ sin2 2θ cos2 2θ
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⟨σ1y⟩ = ⟨ψ0| e4iθσ
1
ze2iθ(σ

1
zσ

2
z+σ

1
zσ

3
z+σ

1
zσ

2
zσ

3
z)e2iθ(σ

1
zσ

4
z+σ

1
zσ

5
z+σ

1
zσ

4
zσ

5
z)σ1y |ψ0⟩ =

= sin 4θ cos6 2θ + sin 4θ cos 4θ sin2 2θ cos2 2θ

⟨σ1z⟩ = ⟨ψ0|σ1z |ψ0⟩ = 0

Геометрична мiра заплутаностi буде дорiвнювати:

E =
1

2
(1 −

√
cos12 2θ + 16 cos10 2θ sin4 2θ cos 4θ + 4 sin6 2θcos62θ) (2.25)

Тодi гiперграфовий стан |G6⟩ матиме вигляд:

|G6⟩ = e−iθσ
1
ze−iθσ

1
zσ

2
ze−iθσ

1
zσ

3
ze−iθσ

1
zσ

2
zσ

3
ze−iθσ

1
ze−iθσ

1
zσ

2
ze−iθσ

1
zσ

4
ze−iθσ

1
zσ

2
zσ

4
z |ψ0⟩ (2.26)

середнi значення прєкцiї спiну на осi x, y, z та геометрична мiра заплутаностi
матимуть вигляд:

⟨σ1x⟩ = ⟨ψ0| e4iθ(σ
1
z+σ

1
zσ

2
z)e2iθ(σ

1
zσ

3
z+σ

1
zσ

2
zσ

3
z)e2iθ(σ

1
zσ

4
z+σ

1
zσ

2
zσ

4
z)σ1x |ψ0⟩ =

= cos2 4θ cos4 2θ + 2 sin2 4θ sin2 2θ cos2 2θ

⟨σ1y⟩ = ⟨ψ0| e4iθ(σ
1
z+σ

1
zσ

2
z)e2iθ(σ

1
zσ

3
z+σ

1
zσ

2
zσ

3
z)e2iθ(σ

1
zσ

4
z+σ

1
zσ

2
zσ

4
z)σ1y |ψ0⟩ =

= sin 4θ cos 4θ cos4 2θ + 2 sin 4θ cos 4θ sin2 2θ cos2 2θ

⟨σ1z⟩ = ⟨ψ0|σ1z |ψ0⟩ = 0

E =
1

2
(1 −

∣∣cos3 2θ
∣∣ ∗√

(cos8 2θ + 16 sin4 2θ cos8 2θ)(cos4 2θ − 2 cos2 2θ sin2 2θ + sin4 2θ) + 16 sin6 2θ)

(2.27)

Залежнiсть заплутаностi вiд часу для станiв |G5⟩ (2.25) та |G6⟩ (2.27) є
не досить пiдходящими для порiвняння за допомогою формули (1.9). Проте,
навiть вiзуальний аналiз залежностi заплутаностi вiд часу свiтдчить про те,
що залежностi вiдрiзняються та для рiзних значень θ заплутанiсть обох станiв
може бути переважаючою.
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Рис.2.4 Залежнiсть геометричної мiри заплутаностi вiд часу
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Висновки

Пiдчас дослiдження було розглянуто гiперграфовi стани та їхнi базовi
властивостi. Було запропоновано декiлька пiлходiв до побудови
гiперграфових станiв та оцiнена їхня заплутанiсть за допомогою
геометричної мiри заплутаностi. Також, встановленi деякi закономiрностi,
характернi для гiперграфових станiв: залежнiсть геометричної мiри
заплутаностi вiд кiлькостi ребер, якi мiстять дослiдженаий спiн, вiдсутнiсть
впливу на заплутанiсть спiну ребер, до яких цей спiн не належить. Було
запропоновано вигляд оператора iнiцiювання ребра, чутливого до кiлькостi
спiльних вершин у ребрах.

Результати даної роботи можуть бути використанi для подальшого
дослiдження та розумiння гiперграфових станiв. Зокрема, узагальнення
отриманих результатiв на випадок k-однорiних гiперграфiв, встановлення
залежностi мiри заплутаностi вiд повного набору характеристик гiперграфа
та дослiдження нових способiв задання оператора iнiцiювання ребра
можуть мати мiсце в майбутнiх дослiдженнях.
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