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Анотація 

В даній роботі ми розглядаємо лоренц-коваріантну деформовану ал-

гебру, що в нерелятивістській границі призводить до недеформованої, а в кла-

сичній границі – до появи деформованих лоренц-коваріантних дужок Пуа-

ссона. В рамках коваріантної гамільтонової механіки ми розглянули рух час-

тинки в просторі з метрикою Шварцшильда і отримали вираз для кута прецесії 

орбіти у випадку загальної теорії відносності. Також  досліджено цю ж задачу, 

але  з деформованими дужками Пуассона та отримано кут прецесії орбіти з 

урахуванням деформації. Як виявилося,  кут прецесії у випадку деформації за-

лежить від маси, що порушує слабкий принцип еквівалентності. Вважаючи, 

що параметр деформації є залежним від маси, принцип еквівалентності вда-

ється відновити.  На основі порівняння наших теоретичних результатів з екс-

периментальними даними для кута прецесії Меркурію отримано оцінку на па-

раметр деформації та мінімальну довжину. 

Ключові слова: мінімальна довжина, Лоренц-коваріантна деформована 

алгебра, деформовані дужки Пуассона, кут прецесії орбіти, задача Кеплера. 

 

 

 

Abstract 

We consider a Lorentz-covariant deformed algebra, which in nonrelativistic 

limit leads to undeformed one, and in case of the classical limit – contributes to the 

Lorentz-covariant deformed Poisson brackets. Within Covariant Hamiltonian Mechan-

ics we consider the particle motion in Schwarzschild space-time and obtain expression 

for precession angle of an orbit in case of General Relativity. We also study this prob-

lem with deformed Poisson brackets and we obtain precession angle of an orbit taking 

into account the deformation. As it turned out the precession angle in deformed case 

depends on mass, which violates the weak equivalence principle. Assuming that defor-

mation parameter depends on mass the equivalence principle can be recovered. Com-

paring our theoretical results with experimental data for Mercury’s precession angle 

we have estimated deformation parameter and minimal length. 

Keywords: minimal length, Lorentz-covariant deformed algebra, deformed 

Poisson brackets, the precession angle, Kepler problem.  
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Вступ 

Останнім часом дуже активно вивчаються деформовані комутаційні 

співвідношення з мінімальною довжиною. В кінці минулого століття завдяки 

дослідженням з теорію струн та квантової гравітації, які передбачають існу-

вання мінімальної ненульової невизначеності координат, з’явився інтерес до 

мінімальної довжини [1, 2, 3]. 

В 1930 році Гайзенберг висунув ідею про некомутативність просторових 

координат, що в свою чергу, призводить до наявності мінімальної довжини. 

Тільки в 1947 році вперше опублікувалася  робота Снайдера [4], де він розгля-

дав деформовані канонічні комутаційні співвідношення.  Ця проблема не була 

актуальною, тому довгий час публікувалося дуже мало робіт на тему мініма-

льної довжини. Кемпфом було показано [5], що мінімальна невизначеність ко-

ординати може природно з'явитися у квантовій механіці шляхом незначної 

зміни канонічних комутаційних співвідношень.  

В одновимірному випадку найпростішим деформованим комутаційним 

співвідношенням, що призводить до мінімальної невизначеності координати, 

є запропоноване Кемпфом співвідношення, що має наступний вигляд  

 

    [�̂�, �̂�] = 𝑖ℏ(1 + 𝛽�̂�2),       (1) 

  

де 𝛽 — деякий додатній параметр. Якщо у (1) покласти 𝛽 = 0, то отри-

мується канонічне недеформоване співвідношення Гайзенберґа. Деформована 

алгебра (1) приводить до узагальненого співвідношення невизначеності Гай-

зенберга 

 

Δ𝑋 ≥
ℏ

2
(

1

Δ𝑃
+ 𝛽Δ𝑃), 

(2) 

 

яке в свою чергу веде до мінімальної ненульової невизначеності коорди-

нати (мінімальної довжини) 

Δ𝑋 = ℏ√𝛽. (3) 

 

У випадку вищих розмірностей  деформована алгебра (1) буде мати ви-

гляд
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 [�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 𝑖ℏ[(1 + 𝛽�̂�2)𝛿𝑖𝑗 + 𝛽′�̂�𝑖�̂�𝑗],                                             

 [�̂�𝑖, �̂�𝑗] = 0,                                                                                        

        [�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 𝑖ℏ
(2𝛽 − 𝛽′) + (2𝛽 + 𝛽′)𝛽�̂�2

(1 + 𝛽�̂�2)
(�̂�𝑖�̂�𝑗 − �̂�𝑗�̂�𝑖),                    

(4) 

 

де 𝛽та  𝛽′- деякі малі невід’ємні параметри. 

Якщо припускати, що параметр деформації однаковий для елементарних 

частинок та макроскопічних тіл, то порушується слабкий принцип еквівалентно-

сті. У [6], [7] було запропоновано пов’язати параметр деформації з масою 

 

  𝛽 =
𝛾

𝑚2
,  (5) 

 

де 𝛾 – константа для всіх частинок. Такий зв’язок призводить до віднов-

лення слабкого принципу еквівалентності в деформованому просторі з мінімаль-

ною довжиною. Також ми отримуємо інші важливі результати як, наприклад збе-

реження властивості адитивності кінетичної енергії складеної системи в дефор-

мованому просторі і незалежність кінетичної енергії від складу системи. 

Мета роботи – дослідження Лоренц-коваріантної деформованої алгебри з 

мінімальною довжиною та вплив алгебри на зсув перигелію орбіти в загальній 

теорії відносності. Основним завданням є вивчення руху частинки в просторі-

часі з метрикою Шварцшильда та лоренц-коваріантними деформованими дуж-

ками Пуассона. Об’єктом дослідження є частинка у деформованому просторі з 

мінімальною довжиною. Предметом дослідження є кут прецесії орбіти з ураху-

ванням деформації. 

У першому розділі ми розглядаємо лоренц-коваріантну деформовану ал-

гебру, що в нерелятивістській границі призводить до недеформованої, а в кла-

сичній границі – до появи деформованих лоренц-коваріантних дужок Пуа-

ссона. В другому розділі розглядаємо релятивістську частинку у випадку не-

деформованих дужок Пуассона. Записуємо дію для вільної частинки, рівняння 

Гамільтона та знаходимо вираз для множника Лагранжа. У третьому розділі 

було розглянуто рух частинки в просторі-часі з метрикою Шварцшильда і 

отримано вираз для кута прецесії орбіти у випадку загальної теорії відносно-

сті. Четвертий розділ присвячено дослідженню цієї ж задачі, але  з   деформо-

ваними дужками Пуассона та було отримано кут прецесії орбіти з урахуванням 
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деформації, також виявилося, що також цей кут залежить від маси, що пору-

шує принцип слабкої еквівалентності у деформованому просторі з мінімаль-

ною довжиною. У п’ятому розділі надається оцінка мінімальної довжини. Щоб 

вирішити проблему порушення слабкого принципу еквівалентності, ми прис-

каємо, що параметр деформації 𝛽 залежить від маси. Також порівнюємо оцінку 

отриману для мінімальної довжини зсуву перигелію Меркурія та оцінку для 

спектру атома водню. 
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Розділ 1. Лоренц-коваріантна деформована алгебра 

Розглянемо лоренц-коваріантну деформовану алгебру, що утворена ко-

ординатами �̂�𝜇 та імпульсами �̂�𝜈, шо задовольняють наступні комутативні 

співвідношення 

 

[�̂�𝜇 , �̂�𝜈] = −𝑖ℏ[1 − 𝛽(�̂�𝜌�̂�𝜌 − 𝑚2𝑐2)]𝜂𝜇𝜈 , 

[�̂�𝜇 , �̂�𝜈] = 2𝑖ℏ𝛽(�̂�𝜈�̂�𝜇 − �̂�𝜇 , �̂�𝜈), 

[�̂�𝜇 , �̂�𝜈] = 0, 

(6) 

 

де 𝜇, 𝜈 = 0, 1, 2, 3, 𝜂𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, −1, −1, −1) – метричний тензор, 

𝛽 – малий невід’ємний параметр, 𝑚 – маса частинки, 𝑐 – швидкість світла. 

Деформовану алгебра (6) можна розглядати як узагальнений випадок де-

формованої алгебри (4) з 𝛽′=0 на релятивістський випадок. Тоді алгебра (6) 

володіє таким представленням 

�̂�𝜇 = [1 − 𝛽(�̂�𝜌�̂�𝜌 − 𝑚2𝑐2)]�̂�𝜇 + 𝑖ℏ𝛾�̂�𝜇, 

              �̂�𝜇 = �̂�𝜇,                                                                                                       

                                          

(7)  

 

де �̂�𝜇  та  �̂�𝜇 задовольняють недеформовану алгебру Гайзенберга    

            [�̂�𝜇 , �̂�𝜇] = −𝑖ℏ𝜂𝜇𝜈 , 

[�̂�𝜇 , �̂�𝜈] = 0, 

[�̂�𝜇, �̂�𝜈] = 0, 

 

(8) 

 

тут 𝛾 – довільна дійсна константа, яка не впливає на комутаційні відно-

шення (6). 

Припустимо, що параметр деформації записується в такому вигляд 

   𝛽 =
𝑘

𝑐2,          

 

 

(9) 

де 𝑘 – параметр, який не залежить від швидкості світла 𝑐. Тоді алгебра 

(6) в нерелятивістській границі (𝑐 → ∞) призводить до недеформованої алге-

бри
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           [�̂�𝑗, �̂�𝑘] = −𝑖ℏ𝜂𝑗𝑘 , 

[�̂�𝑗 , �̂�𝑘] = 0, 

     [�̂�𝑗, �̂�𝑘] = 0,      

 

 

 

(10) 

𝑗 та 𝑘 – нумерують просторові виміри. 

У класичній границі квантовий механічний комутатор переходить  в дужки 

Пуассона 

1

𝑖ℏ
[�̂�, �̂�] ⟹ {𝐴, 𝐵}. 

Деформовані дужки Пуассона, що відповідають деформованій алгебрі (6), 

матимуть вигляд 

 {𝑋𝜇 , 𝑃𝜈} = −[1 − 𝛽(𝑃𝜌𝑃𝜌 − 𝑚2𝑐2)]𝜂𝜇𝜈                        

{𝑃𝜇 , 𝑃𝜈} = 0,                                                                         

{𝑋𝜇 , 𝑋𝜈} = 2(𝑃𝜇𝑋𝜈 − 𝑃𝜈𝑋𝜇).                                         
    

(11) 

 

Дужки Пуассона повинні володіти такими властивостями: антисиметрич-

ність, білінійність , а також задовольняти  правило Лейбніца та тотожність Якобі. 

Між дужками Пуассона, які складаються із трьох функцій існує співвідношення  

{𝑓{𝑔ℎ}} + {𝑔{ℎ𝑓}} + {ℎ{𝑓𝑔}} = 0, 

 

яке називається тотожність Якобі. 

Ці вимоги дозволяють записати загальну форму дужок Пуассона для будь-

яких двох довільних функції координат й імпульсів 𝐹та 𝐺: 

 

{𝐹, 𝐺} = (
𝜕𝐹

𝜕𝑋𝜇

𝜕𝐺

𝜕𝑃𝜈
−

𝜕𝐹

𝜕𝑃𝜈

𝜕𝐺

𝜕𝑋𝜇
) {𝑋𝜇 , 𝑃𝜈} +

𝜕𝐹

𝜕𝑋𝜇

𝜕𝐺

𝑋𝜈
{𝑋𝜇 , 𝑋𝜈}, 

 

де повторювальні індекси сумуються. 
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Розділ 2. Лоренц-коваріантна гамільтонова механіка 

Розглянемо релятивістську частинку у випадку недеформованих дужок 

Пуассона. Запишемо дію для вільної частинки 

    

𝑆 = −𝑚𝑐 ∫ √𝜂𝜇𝜈𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝜈 , 

 

(12) 

щоб зберегти Лоренц-коваріантну форму, перепишемо дію у такій формі 

 

𝑆 = ∫ 𝑑𝜏 (−𝑚𝑐√𝜂𝜇𝜈𝑑�̇�𝜇𝑑�̇�𝜈), 
 

(13) 

 

�̇�𝜇, �̇�𝜈 – похідні по параметру еволюції 𝜏.  

Тепер з формули (13) візьмемо вираз в дужках і інтерпретуємо його як 

функцію Лагранжа 

𝐿 = −𝑚𝑐√𝜂𝜇𝜈𝑑�̇�𝜇𝑑�̇�𝜈 . 
 

(14) 

 

Щоб отримати лоренц-коваріантний гамільтоновий формалізм введемо 

4-імпульс [8] 

𝑝𝜇 = −
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝜇
=

𝑚𝑐�̇�𝜇

√�̇�𝜇�̇�𝜇

. 
 

(15) 

 

Гамільтоніан системи буде рівний нулю 

𝐻 = −𝑝𝜇�̇�𝜇 − 𝐿 = 0, (16) 

 

а вектор 4-імпульсу задовольняє умові 

𝑝𝜇𝑝𝜇 = 𝑚2𝑐2. (17) 

 

Повний гамільтоніан буде мати вигляд 

𝐻𝑇 = 𝜆(𝑝𝜇𝑝𝜇 − 𝑚2𝑐2), (18) 
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де 𝜆 – невідомий множник Лагранжа. 

Запишемо рівняння Гамільтона 

�̇�𝜇 = {𝑥𝜇 , 𝐻𝑇} = −2𝜆𝑝𝜇, (19) 

 

�̇�𝜇 = {𝑝𝜇 , 𝐻𝑇} = 0,           (20) 

 

Отримуємо рух зі сталою швидкістю, як і повинно бути. 

За допомогою формул (15) та (19) знайдемо множник Лагранжа 

𝜆 = −
1

2𝑚𝑐
√�̇�𝜇�̇�𝜇 = −

1

2𝑚𝑐

𝑑𝑠

𝑑𝜏
.    

(21) 
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Розділ 3. Рух тіла у викривленому просторі-часі з метрикою 

Шварцшильда  

Розглянемо рух вільної частинки у викривленому просторі-часі з мет-

рикою Шварцшильда. Повний гамільтоніан системи запишемо у вигляді 

𝐻 = 𝜆(𝑔𝜇𝜈𝑝𝜇𝑝𝜈 − 𝑚2𝑐2) = 𝜆 (
1

𝐴
𝑝0

2 − 𝐴𝑝𝑟
2 −

𝐿2

𝑟2 − 𝑚2𝑐2), 
 

(22) 

 

де 𝜆 – множник Лагранжа, 𝐴 – метрична функція, яка має вигляд 

𝐴 = 1 −
𝑟𝑠

𝑟
,  

(23) 

𝑟𝑠 =
2𝐺𝑀

𝑐2
 – радіус Шварцшильда. 

Також запишемо вирази для 𝑟 = √∑ (𝑥𝑖)23
𝑖=1 ,   𝑝2 = ∑ (𝑝𝑖)

23
𝑖=1 ,  . Момент 

імпульсу має вигляд 𝐿 = [𝑟, �⃗�]. та вираз для 𝑝𝑟
2 = 𝑝2 −

𝐿2

𝑟2
. Координата 𝑥𝜇 та ім-

пульс 𝑝𝜇 задовольняють деформовані дужки Пуассона. 

Перепишемо гамільтоніан (22) в зручніших координатах і підставивши 

формулу (23) для метричної функції 𝐴  

𝐻0 =  𝜆 (
𝑟

𝑟 − 𝑟𝑠
𝑝0

2 − (1 −
𝑟𝑠

𝑟
) 𝑝2 +

𝐿2

𝑟2

𝑟𝑠

𝑟
− 𝑚2𝑐2), 

 

(24) 

 

Ми розглядаємо релятивістські ефекти та деформацію як збурення Ке-

плерівських орбіт, що спричиняє прецесію перигелію еліптичної орбіти. Шви-

дкість прецесії зручно обчислювати за допомогою вектору Гамільтона, швид-

кість прецесії якого співпадає зі швидкістю прецесії перигелію. Вектор Гамі-

льтона має таку форму 

�⃗⃗� =
�⃗�

𝑚
−

𝛼

𝐿2

[�⃗⃗� × 𝑟]

𝑟
. 

 

(25) 

 

Запишемо швидкість прецесії вектору Гамільтона 

�⃗⃗⃗�𝜏 =
[�⃗⃗�  × �̇⃗⃗�]

𝑢2
, 

 

(26) 

де 
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�̇⃗⃗� = {�⃗⃗�, 𝐻0} =
�̇⃗�

𝑚
−

𝛼

𝐿2 [�⃗⃗� × (
�̇�

𝑟
)]. 

    

(27) 

 

Порахуємо �̇⃗� та (
�̇�

𝑟
) використовуючи формулу 𝐿2 = 𝑟2𝑝2 − (𝑟, �⃗�)2. 

�̇⃗� = {𝑝, 𝐻0 } = 𝜆
𝑟𝑠𝑟

𝑟
(

1

(𝑟 − 𝑟𝑠)2
𝑝0

2 +
3

𝑟2
(𝑝2 −

𝐿2

𝑟2
)) −

2𝜆𝑟𝑠

𝑟3
(𝑟, �⃗�)�⃗�, 

 

(28) 

та  

(
�̇�

𝑟
) = {

𝑟

𝑟
, 𝐻0 } = −

2𝜆

𝑟
(�⃗� −

𝑟

𝑟2
(𝑟, �⃗�)). 

    

(29) 

 

 Підставимо формули (28) та (29) в (27) та використаємо формули 

[�⃗⃗� × 𝑟] = �⃗�𝑟2 − 𝑟(𝑟, �⃗�) та [�⃗⃗� × �⃗�] = −𝑟𝑝2 + �⃗�(𝑟, �⃗�) і отримаємо 

�̇⃗⃗� =
𝜆

𝑚

𝑟𝑠𝑟

𝑟
(

1

(𝑟 − 𝑟𝑠)2 𝑝0
2 +

3

𝑟2 (𝑝2 −
𝐿2

𝑟2)) −
2𝜆𝑟𝑠

𝑚𝑟3
(𝑟, �⃗�)�⃗� −

2𝜆𝛼𝑟

𝑟3 . 
 

(30) 

 

Далі підставивши (25) та (30)  в формулу для швидкості прецесії (26) і 

взявши її модуль будемо мати 

𝜔𝜏 =
𝜆𝛼𝑟𝑠

𝑚𝐿𝑢2 (1 −
𝑅0

𝑟
) (

1

(𝑟 − 𝑟𝑠)2 𝑝0
2 +

3

𝑟2 (𝑝2 −
𝐿2

𝑟2))

+
2𝜆𝛼2

𝐿𝑢2𝑟2
(1 −

𝑅0

𝑟
) −

2𝜆𝛼𝑟𝑠

𝑚𝐿𝑢2𝑟4
(𝑟, �⃗�)2, 

 

(31) 

 

де 𝑢 =
𝛼𝑒

𝐿
, 𝑅0 =

𝐿2

𝑚𝛼
 –  половина фокального параметру незбуреної еліп-

тичної орбіти. 

Тепер можемо обчислити кут прецесії 

Δ𝜃 = ∫ 𝜔𝜏 𝑑𝜏, 

де 𝜏 змінюється в межах одного оберту. Перейдемо в інтегралі від пара-

метра еволюції 𝜏 до часу в системі відліку спостереження t, а після до поляр-

ного кута 𝜑 і отримаємо такий вираз
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Δ𝜃 = ∫ 𝜔𝜏

𝑑𝜏

𝑑𝑡

𝑇

0

𝑑𝑡 = ∫ 𝜔𝜏

𝑑𝜏

𝑑𝑡
 

2𝜋

0

(
𝑑𝜑

𝑑𝑡
)

−1

 𝑑𝜑,   

 

(32) 

 

де  

𝑑𝜏

𝑑𝑡
= −

1

2𝜆𝑚
, 

та  

𝑑𝜑

𝑑𝑡
=

𝐿

𝑚𝑟2
. 

Інтегруючи (32) використаємо вирази, які дійсні для незбурених орбіт 

𝑅0

𝑟
= 1 + 𝑒𝑐𝑜𝑠𝜑 

та 

𝑝2

2𝑚
−

𝛼

𝑟
= −

𝛼

2𝑎
. 

де 𝑎 =
𝑅0

1−𝑒2
 – велика піввісь. 

В кінцевому результаті отримаємо кут прецесії 

Δ𝜃0 =
6𝜋𝐺𝑀

𝑅0𝑐2 . 
 

(34) 

 

Отриманий результат є добре відомим виразом для кута прецесії орбіти 

у випадку загальної теорії відносності.  
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Розділ 4. Задача Кеплера в загальній теорії відносності з деформо-

ваними дужками Пуассона  

Розглянемо задачу про рух планети у викривленому просторі-часі з ме-

трикою Шварцшильда враховуючи деформовані дужки Пуассона. Оскільки 

ми обчислюватимемо кут прецесії орбіти у лінійному наближенні по малих 

параметрах 
1

𝑚2𝑐2
  та 𝛽, то можемо використовувати алгебру (11) записана, яка 

записана  для плоского простору. Цього цілком достатньо, бо врахування 

кривини простору в цій алгебрі дає поправки порядку 
𝛽

𝑚2𝑐2
 , якими ми нехту-

ємо. 

Повний гамільтоніан системи матиме вигляд 

𝐻 = 𝜆(𝑔𝜇𝜈𝑃𝜇𝑃𝜈 − 𝑚2𝑐2) = 𝜆 (
1

𝐴
𝑃0

2 − 𝐴𝑃𝑟
2 −

𝐿′2

𝑅2
− 𝑚2𝑐2), 

 

(35) 

 

де 𝜆 – множник Лагранжа, 𝐴 – метрична функція, яка має вигляд 

𝐴 = 1 −
𝑟𝑠

𝑅
,  

(36) 

𝑟𝑠 =
2𝐺𝑀

𝑐2
 – радіус Шварцшильда. 

Також запишемо вирази для 𝑅 = √∑ (𝑋𝑖)23
𝑖=1 ,   𝑃2 = ∑ (𝑃𝑖)

23
𝑖=1 . Момент 

імпульсу має вигляд 𝐿′2 = [�⃗⃗�, �⃗⃗�]
2
 та вираз для 𝑃𝑟

2 = 𝑃2 −
𝐿′2

𝑅2
. Координати 𝑋𝜇 

та компоненти імпульсу 𝑃𝜇 задовольняють деформовані дужки Пуассона (11). 

Запишемо представлення для алгебри (7) 

{
𝑋𝜇 = 𝑥𝜇[1 − 𝛽(𝑝𝜌𝑝𝜌 − 𝑚2𝑐2)],

𝑃𝜇 = 𝑝𝜇,                                            
 

   

  

(37) 

𝑥𝜇, 𝑝𝜇 – задовольняють канонічні дужки Пуассона 

{𝑥𝜇 , 𝑝𝜇} = −𝑔𝜇𝜈 . (38) 

  

Отже, запишемо  

𝑅 = [1 − 𝛽(𝑝𝜌𝑝𝜌 − 𝑚2𝑐2)]𝑟, (39) 
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𝑃2 = 𝑝2. 

 

(40) 

𝐿′2 = (1 − 𝛽(𝑝𝜌𝑝𝜌 − 𝑚2𝑐2)) [𝑟, �⃗�]2. (41) 

Повний гамільтоніан (22) запишемо у такому вигляді 

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝛽 , (42) 

 

де 𝐻0 – гамільтоніан без врахування деформації, а 𝐻𝛽 – поправка до гамільто-

ніану зумовлена деформацією дужок Пуассона. 

В лінійному наближенні за параметром деформації 𝛽 запишемо 

𝐻𝛽 ≈ 𝜆(𝑝𝜌𝑝𝜌 − 𝑚2𝑐2)
𝑟𝑠

𝑟
𝑚2𝑐2. 

 

(43) 

Знайдемо �̇⃗� та (
�̇�

𝑟
)  зумовленими деформацією 

�̇⃗� = {𝑝, 𝐻𝛽  } = −2𝑚𝜆𝛼𝛽𝑟𝑠𝑚2𝑐2
𝑟

𝑟4, 
(44) 

та  

(
�̇�

𝑟
) = {

𝑟

𝑟
, 𝐻0 } = −2𝜆𝛽𝑟𝑠𝑚2𝑐2

1

𝑟2 (�⃗� −
𝑟

𝑟2
(𝑟, �⃗�)). 

(45) 

 

Тепер порахуємо �̇⃗⃗� зумовлену деформацією дужок Пуассона. 

Використовуючи формули для вектору Гамільтона (25) та (27) запишемо 

 

�̇⃗⃗� = −4𝜆𝛼𝛽𝑟𝑠𝑚2𝑐2
𝑟

𝑟4. 
(46) 

 

Підставимо (25) та (46)  в формулу для швидкості прецесії (26), візьмемо 

її модуль і отримаємо 

𝜔𝜏 =
4𝜆𝛼𝛽𝑟𝑠𝐿𝑚2𝑐2

𝑟4 (
1

𝑚
−

𝛼𝑟

𝐿2 ). 
(47) 

 



16 
 

 
 

Нарешті, кут прецесії зумовлений деформацією 

Δ𝜃𝛽 = −
4𝜋𝛼𝛽𝑚

𝑅0
. 

(48) 

Цікаво, що отриманий вираз співпадає з відповідним виразом для кута 

прецесії зумовленого деформацією в спеціальній теорії відносності [9].  

Остаточно, кут прецесії в загальній теорії відносності з деформованими 

дужками Пуассона запишеться 

Δ𝜃 =
𝜋𝐺𝑀

𝑅0𝑐2
(6 − 4𝛽𝑚2𝑐2). 

Як бачимо, кут прецесії залежить від маси, що порушує слабкий прин-

цип еквівалентності. Вирішення цієї проблеми розглянемо в наступному роз-

ділі. 
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Розділ 5. Оцінка мінімальної довжини 

В цьому розділі ми розглянемо обмеження, які накладаються на мініма-

льну довжину та зробимо оцінку мінімальної довжини, яка залежить від маси. 

Якщо порівняти теоретичне передбачення кута прецесії перигелію Мер-

курія з експериментом, то можна накласти певні обмеження на параметр де-

формації. Запишемо спостережуваний зсув перигелію Меркурія [10] 

Δ𝜃𝑜𝑏𝑠 = 2𝜋(7.98693 ± 0.00017) × 10−8радіан/оберт. 

 

(49) 

Цей зсув можна пояснити за допомогою загальної теорії відносності, яка 

передбачає наступне  

Δ𝜃𝐺𝑅 = 2𝜋
3𝑚𝛼

𝑚2𝑐2𝑅0
= 2𝜋(7.98744 × 10−8) радіан/оберт. 

 

(50) 

Знайдемо різницю між спостережуваним значенням та значенням, яке 

дає ЗТВ 

Δ𝜃𝑜𝑏𝑠 − Δ𝜃𝐺𝑅 = 2𝜋(−0.00051 ± 0.00017) × 10−8радіан/оберт. 

 

(51) 

Цю різницю можна пояснити за допомогою мінімальної довжини. Розг-

лянемо кут прецесії перигелію з урахуванням деформації 

Δ𝜃𝑑𝑒𝑓 = −
4𝜋𝛼𝑚

𝑅0ℏ2 (ℏ√𝛽)
2

. 

 

(52) 

З рівняння (51) отримаємо нижню межу для Δ𝜃𝑑𝑒𝑓, яка при 3𝜎 дає такий 

результат 

−2𝜋(1.02 × 10−11)радіан/оберт < Δ𝜃𝑑𝑒𝑓 = −2𝜋
2𝛼𝑚

𝑅0ℏ2 (ℏ√𝛽)
2

. 
(53) 

 

Таким чином отримаємо обмеження на мінімальну довжину 

ℏ√𝛽 < 1.5 × 10−68м. (54) 
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Отриманий результат показує, як Меркурій відчуває деформацію. Цей 

результат є дуже малий, і щось подібне було отримане в нерелятивістському 

випадку [11]. Однак, наш результат суттєво відрізняється від результату отри-

маного для мінімальної довжини на основі дослідження спектру релятивістсь-

кого атому водню в деформованому просторі [12]. Отриманий результат для 

верхньої межі мінімальної довжини був по порядку 10−19м. 

З формули для кута прецесії у деформованому випадку (48) бачимо, що 

кут прецесії залежить від маси частинки, отже, траєкторії частинки у гравіта-

ційному полі також залежить від маси. Це означає що, слабкий принцип екві-

валентності порушується в деформованому просторі з мінімальною довжи-

ною. 

Щоб вирішити цю проблему ми припустимо, що параметр деформації 

залежить від маси. За допомогою формули (10) запишемо цей параметр і він 

буде мати такий вигляд 

𝛽 =
𝛿

𝑚2𝑐2, 

де 𝛿 параметр, який не залежить від маси та швидкості світла, і є одна-

ковим для різних частинок. Як бачимо, оцінка мінімальної довжини, отримана 

за рахунок досліджень руху планет узгоджується з оцінкою, отриманою для 

спектру атома водню, якщо врахувати припущення про залежність параметра 

деформації від маси частинки. Тобто Меркурій та електрон по різному відчу-

вають деформовані комутаційні співвідношення. Тепер з формули (51) знай-

демо безрозмірний параметр 𝛿 < 2 ∙ 10−4 і можемо отримати обмеження на 

мінімальну довжину для електрона 

ℏ√𝛽 < 5.4 × 10−15м. 

Даний результат дещо відрізняється від результату отриманого в [12] че-

рез високу точність вимірювань спектру атома водню. Отримана верхня межа 

є значно більша за (54) і близька до верхньої межі для електрона. Отже, оцінки 

мінімальної довжини, які надаються з різних вимірювань для спектру атома 

водню та руху планет, узгоджуються. 
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Висновок. 

Під час виконання даної роботи було розглянуто лоренц-коваріантну де-

формовану алгебру з мінімальною довжиною, яка в нерелятивістській границі 

призводить до недеформованої.  

Ми розглянули релятивістську частинку у викривленому просторі-часі з 

метрикою Шварцшильда зі звичайною алгеброю Пуассона лоренц-коваріант-

ному формалізмі. Релятивістські ефекти призводять до  збурення кеплерівських 

орбіт, і це спричиняє прецесію перигелію еліптичної орбіти. Прецесію перигелію 

зручніше описати, спостерігаючи за прецесією вектора Гамільтона. Нами було 

використано цей підхід, та пораховано модуль швидкості прецесії (31) та отри-

мано добре відомий вираз для кута прецесії орбіти (34)  у випадку загальної тео-

рії відносності Δ𝜃0. 

Ми також розглянули релятивістську частинку викривленому просторі-

часі з метрикою Шварцшильда у випадку деформованих дужок Пуассона. Цього 

разу релятивістські ефекти разом із деформацією призводять до збурення  кепле-

рівських орбіт, що в свою чергу спричиняє прецесію перигелію еліптичної ор-

біти. Аналогічно до недеформованого випадку ми отримали вираз для кута пре-

цесії орбіти на основі спостереження за прецесією вектора Гамільтона. Цікаво, 

що вираз для кута прецесії в загальній теорії відносності співпадає з відповідним 

виразом зумовленим деформацією в спеціальній теорії відносності. 

Як виявилося, кут прецесії орбіти залежить від маси, що порушує слабкий 

принцип еквівалентності у деформованому просторі з мінімальною довжиною. 

Однак, цю проблему легко вирішити, припустити, що параметр деформації 𝛽 за-

лежить від маси. 

На основі порівняння наших теоретичних результатів з експерименталь-

ними даними для кута прецесії Меркурію отримано оцінку на мінімальну дов-

жину, яка узгоджується з іншими оцінками мінімальної довжини. 
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