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Анотацiя

В данiй магiстерськiй роботi дослiджується конкуренцiя надплинних фаз
низьковимiрних фермiонiв з двочастинковими короткодiючими взаємодiями
рiзних типiв, яка дозволяє спростити розрахунки завдяки можливiстю
знехтувати радiусом дiї потенцiалу через низьку концентрацiю частинок,
тому, розглядається система при нульовiй температурi для рiзних значень
вимiрностi. Роблячи висновок, що для взаємодiї s-типу хвильова функiя
зв’язаного стану для D<4 i D>1 може виглядати однаково. А для константи
взаємодiї для p-типу, робимо висновок, що зв’язанi стани виникають тiльки
коли вона бiльше нуля. Починаючи з опису двочастинкової задачi для двох
станiв, аналiзуємо поведiнку систем при рiзних значеннях констант зв’язку.
Розглядаємо тремодинамiчну границю в якiй використовуємо наближення
середнього поля. Описуємо так звану симетричну фазу, яка дозволяє
iснування трьох видiв конденсату.

Ключовi слова: низьковимiрнi фермiони, надплиннiсть,
кородкодiюча взаємодiя, конденсат Бозе-Айнштайна, теорiя Бардiна —
Купера — Шрiффера.

Abstract

We consider the system of interacting fermions loaded in the D-dimensional
box of size LD with periodic boundary conditions. Our model also takes into
account p-wave and s-wave type interaction between fermions, to simplify the
calculations, we assume that the temperature of the system is zero degrees. Also
that model allows us to explore BCS-BEC crossover, when chemical potential
crosses zero. We analyze three possible phases of condensate in this system and
find expressions for the concentration and chemical potential.
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Вступ

Дослiдженню охолодження бозе та фермi-газiв придiляється велика увага
останнi 25 рокiв. Вивчення одновимiрних одночастинкових [1] i
багаточастинкових [2] систем користуються найбiльшою популярнiстю через
iснування великої кiлькостi нетривiальних фазофих дiаграм.

Нехтування взаємодiєю значно полегшує опис двочастинкової
взаємодiї мiж бозонами або фермiонами з рiзними значеннями спiну.
Розглядаючи систему iдентичних фермiонiв мiжчастинковий потенцiал
взаємодiї замiнюється на p-симетричний псевдопотенцiал, який ще носить
назву δ′′-псевдопотенцiалу взаємодiї, i наразi активно дослiджується.
Теоретико-польова регуляризацiя точкової взаємодiї розглянуто в [3]. Точнi
унiверсальнi спiввiдношення, якi пов’язують термодинамiчнi функцiї з
хвостом функцiї розподiлу частинок при великих значеннях iмпульсу,
дослiдженi i точно записанi в [4]. Кроссовернiй поведiнцi мiж надплинним
станом фермi-частинок з механiзмом спарювання Бардiна-Купера-Шрiфера
та Бозе-Айнштайнiвською конденсацiєю присвячена стаття [5]. Нормальний
стан системи одновимiрних фермiонiв розглядається в [6]. Iснування точної
дуальностi мiж поведiнкою спiнполяризованих фермiонiв з двочастинковим
p-симетричним псевдопотенцiалом взаємодiї i системою бозонiв з
δ-вiдштовхуванням розглянуто в [7-9]

Мета роботи - дослiдження надплинних фаз низьковимiрних
фермiонiв. Основним завданням роботи є вивчення взаємодiї фермiонiв
при низьких температурах, дослiдження характеру взаємодiї частинок в
залежностi вiд фаз, та їх види спарювання. Об’єктом дослiдження є
взаємодiючi мiж собою фермiони. Предметом дослiдження є
термодинамiчнi параметри в рiзних надплинних фазах.

У першому роздiлi дослiджується взаємодiя s i p-типу, знаходимо
хвильовi функцiї i для s-типу узагальнюємо результат на вищi вимiрностi
простору, знаходимо константи взаємодiї. У другому роздiлi ми розглядаємо
термодинамiчну границю системи, формулюємо наближення середнього
поля i означаємо параметри порядку. У третьому роздiлi розглядається
симетрична фаза, яка представляє собою стан, в якому можуть iснувати всi



8

три види конденсату. Знаходимо вирази для концентрацiї i хiмiчного
потенцiалу.
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Роздiл 1. Двочастинкова задача

Перед тим, як перейти до розгляду термодинамiчної границi проаналiзуємо
двочастинковi зв’язанi стани.

1. s-стани
Дослiджуючи взаємодiю s-типу, введемо константу зв’язку gs, а для опису
просторової частини хвильової функцiї системи почнемо з запису
стацiонарного рiвняння Шрьодiнгера для вiдносного руху двох частинок:

EΨ(r) = −{ℏ
2

m
∇2 + Φ(r)}Ψ(r) (2.1)

В якому енергiю перепозначимо як E = −|ϵs| = − ℏ2
ma2s

. Розглядаючи
взаємодiю в 1D вимiрностi, позначимо потенцiальну енергiю як:

Φ(x) = −gsδ(x) (2.2)

При gs > 0

{−ℏ2

m

∂2

∂x2
− gsδ(x)}Ψ(x) = −|ϵs|Ψ(x) (2.3)

Одна з граничних умов – вимога неперервностi функцiї, а другу –
отримаємо iнтегруючи правий i лiвий бiк рiвняння в околi нуля

−ℏ2

m

∫ δ

−δ

Ψ′′(x)− δs

∫ δ

−δ

dxδ(x)Ψ(x) = −|ϵs|
∫ δ

−δ

dxΨ(x)

Спрямовуючи значення δ → 0:

−ℏ2

m
{Ψ′(+0)−Ψ′(−0)} = gsΨ(0) (2.4)

Ψ(+0) = Ψ(−0) (2.5)

Розв’язок

Ψ(x) ∝ e
−|x|
as (2.6)

як неважко переконатись

−ℏ2

m

d2

dx2
= e

−|x|
as − gsδ(x)e

−|x|
as = −ℏ2

m
e

−|x|
as
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− ℏ2

ma2s
e−

−|x|
as +

ℏ2

ma2s
2δ(x)e−

|x|
as − gsδ(x)e

−−|x|
as = − ℏ2

ma2s
e−

|x|
as

задовольняє рiвнянню, коли

gs =
2ℏ2

mas
(2.7)

Знайдемо хвильову функцiю зв’язаного s-стану в iмпульсному
представленнi

Ψp ∝
∫ ∞

−∞
dxe−ipxe

|x|
as =

∫ ∞

0

dxe−ipxe−
|x|
as +

∫ ∞

−∞
dxe−ipxe

|x|
as =

=
1

1
as
+ ip

+
1

1
as
− ip

=
1

1
a2s

+ p2
2

as

Ψp ∝
1

p2 + 1
a2s

(2.8)

Тепер давайте спробуємо поширити цей результат на вищi вимiрностi
простору. Виберемо там хвильову функцiю в iмпульсному просторi у формi
лоренцiвської кривої i дослiдимо питання її квадратичної iнтегровностi∫ ∞

0

dppD−1

p4
< ∞ ∼ pD−4|∞

Отже, коли D < 4 хвильова функцiя (2.8) може бути хвильовою функцiєю
зв’язаного стану i для D > 1. Знайдемо форму потенцiальної енергiї

Ψp → Ψ(r) ∼
∫

dp
(2π)D

eipr 1

p2 + 1
a2s

{−ℏ2

m
∇2 + Φ(r)}Ψ(r) = −|ϵs|Ψ(r)

{−ℏ2

m
∇2 + |ϵs|}Ψ(r) ∼ ℏ2

m
{−∇2 +

1

a2s
}
∫

dp
(2π)D

eipr
p2 + 1

a2s

=

=
ℏ2

m

∫
dp

(2πD)

eipr{p2 + 1
a2s
}

p2 + 1
a2s

=
ℏ2

m
δ(r) (2.9)

Константу gs у потенцiальнiй енергiї Φ(r) = −gsδ(r) визначаємо з умови
Φ(r)Ψ(r) = ℏ2

mδ(r):
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gs

∫
dp

(2π)D
1

p2 + 1
a2s

=
ℏ2

m
(2.10)

Записуємо iнтеграл пiсля переходу в гiперсфiричнi координати:

ΩD

(2π)D

∫ ∞

0

dppD−1 1

p2 + 1
a2s

Iнтегрування за кутами дає ΩD - повний тiлесний кут. Для того, щоб
знерозмiрити iнтеграл робимо замiну p = q

aS
.

ΩD

(2π)D
1

a2−D
s

∫ ∞

0

dqqD−1

q2 + 1
=

виконаємо замiну змiнної q2 → q

ΩD

(2π)D
1

a2−D
s

1

2

∫ ∞

0

dqq
D
2 −1

q + 1
=

Робимо ще одну замiну 1
q = η

ΩD

2(2π)D
1

a2−D
s

∫ ∞

1

dηη−
D
2 (1− η)

D
2 −1 =

ΩD

2(2π)D
1

a2−D
s

B(1− D

2
,
D

2
) =

ΩD

2(2π)D
1

a2−D
s

Γ(1− D

2
)Γ(

D

2
) =

ΩD

2(2π)D
1

a2−D
s

π

sin(πD2 )

Враховуючи, що ΩD = 2π
D
2

Γ(D2) , знаходимо константу зв’язку для
довiльних D:

gs =
(4π)

D
2

Γ(1− D
2 )

ℏ2

ma2−D
s

(2.11)

2. p-стани

Опис взаємодiї двох iдентичних фермiонiв вимагає непарної хвильової
функцiї. Це можна реалiзувати лише антисиметричною просторовою
частиною хвильової функцiї. Напростiше узагальнення (2.8)

Ψp ∝ (n,p)
1
b

2
+ p2

(2.12)



12

де n – одиничний вектор, а антисиметричнiсть явна

Ψ−p = −Ψp

Вимагаючи квадратичну iнтегровнiсть хвильової функцiї∫
dp

(2π)D
Ψ

2
p = 1

отримуємо умову на вимiрнiсть простору D < 2. Спробуємо знайти
потенцiал Φ(r) розв’язок рiвняння Шрьодiнгера для якого буде (2.12). Для
цього запишемо гамiльтонiан системи

H = −ℏ2

m
∇2 + Φ(r) (2.13)

i подiємо на стан |Ψ > i спроектуємо на базис плоских хвиль |p >

< p| − ℏ2

m
∇2|Ψ > + < p|Φ(r) >= E < p|Ψ > (2.14)

Переносимо кiнетичну енергiю налiво, i використовуючи умову повноти∑
k |k >< k| = 1 у випадку перiодичних граничних умов з об’ємом

перiодичностi LD, маємо

ℏ2p2

m
< p|Ψ > +

∑
k

< p|Φ|k >< k|Ψ >= E < p|Ψ > (2.15)

Ототожнимо < p|Ψ > з Ψp, i позначимо Е як

ϵg = − ℏ2

mb2

маємо
{p2 + 1

b2
}Ψp +

m

ℏ2
∑
k

< p|Φ|k > Ψk = 0 (2.16)

i пiсля пiдстановки явного вигляду (2.12)

(n,p) +
m

ℏ2
∑
k

< p|Φ|k >
(n,k)
k2 + 1

b2

= 0 (2.17)

В границi безмежного розмiру системи можна перейти вiд пiдсумовування до
iнтегруванням за хвильовим вектором та iдентифiкувати < p|Φ|k > /LD =

gp,Λ(p,k)

(n,p) +
m

ℏ2
1

(2π)D

∫
dkgp,Λ(p,k)

(n,k)
k2 + 1

b2

= 0 (2.18)
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Використовуючи рiвнiсть
1

ΩD

∫
dΩk(k,p)(k,n) =

1

D
k2(n,p) (2.19)

де iнтегрування ведеться за напрямками k, отримуємо рiвняння, що пов’язує
“голу” константу зв’язку gp,Λ з енергiєю зв’язаного стану

1

gp,Λ
+

m

ℏ2D

∫
|k|≤Λ

dk
(2π)D

k2

k2 + 1
b2

= 0 (2.20)

де введено параметр Λ ультрафiолетового обрiзання iнтеграла. Означимо
спостережувану константу взаємодiї gp

1

gp,Λ
+

m

ℏ2D

∫
|k|≤Λ

=
1

gp

тодi рiвняння на gp

1

gp
+

m

ℏ2D

∫
dk

(2π)D
{ k2

k2 + 1
b2

− 1} = 0 (2.21)

Щоб знайти спотережувану константу взаємодiї, обчислимомо D-вимiрний
iнтеграл: ∫

dk
(2π)D

{ k2

k2 + 1
b2

− 1} =
ΩD

(2π)D

∫ ∞

0

dkkD−1{ k2

k2 + 1
b2

− 1}

Пiсля знерозмiрення k = q
b

− ΩD

(2π)D
1

bD

∫ ∞

0

dqqD−1{ q2

q2 + 1
− 1} =

ΩD

(2π)D
1

bD

∫ ∞

0

dqqD−1

q2 + 1

замiни q2 → q

− ΩD

(2π)D
1

bD
1

2

∫ ∞

0

dqq
D
2 −1

q + 1
= − ΩD

(2π)D
1

bD
1

2

∫ ∞

1

dq

q
q

p
2−1(1− 1

q
)
D
2 −1

Замiну 1
q = η

− ΩD

(2π)D
1

bD
1

2

∫ 1

0

dηη−
D
2 (1− η)

D
2 −1 = − ΩD

(2π)D
1

bD
1

2
Γ(1− D

2
)Γ(

D

2
)

Остаточно для gp отримуємо

gp =
(4π)D/2D

Γ(1−D/2)

ℏ2bD

m
. (2.22)

Варто вiдзначити, що зв’язанi стани виникають лише за умови gp > 0.
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Роздiл 2. Термодинамiчна границя

Ми розглядаємо взаємодiючi фермiони, якi знаходяться в об’ємi LD, з
перiодичними граничними умовами. Константа зв’язку gs вiдповiдає за
взаємодiю мiж двома частинками з рiзними проекцiями спiну ↑↓. Наша
модель також враховує короткодiючу взаємодiю p-типу gp для двох
фермiонiв з ↑↑ i ↓↓ напрямками спiнiв. Для опису такої системи зручно буде
розглядати її у великому канонiчному ансамблi. Гамiльтонiан такої системи:

H − µN =
∑
p

{ϵp − µ}{f+
↑pf↑p + f+

↓pf↓p} −
1

LD

∑
p1,p2,p

′
1,p

′
2

gsf
+
↑p1f

+
↓p2f↓p′2f↑p

′
1

δp1+p2,p
′
1+p

′
2
+

1

2LD

∑
p1,p2,p

′
1,p

′
2

gp(
p1 − p2

2
,
p′

1 − p′

2

2
){f+

↑p1f
+
↑p2f↑p′2σf↑p

′
1
+

f+
↓p1f

+
↓p2f↑p′2f↑p

′
1
}δp1+p2,p

′
1+p

′
2

де вводимо позначення хiмiчного потенцiалу µ. Другий доданок в
рiвняннi вiдповiдає за взаємодiю s-типу i забезпечує зв’язаний стан
частинок з рiзними проекцiями спiну, а останнiй – зв’язанi стани з
p-симетричними хвильовими функцiями.

Важливим параметром, який характеризує впорядковану фазу
(наявнiсть макроскопiчного числа зв’язаних пар атомiв) – є параметр
порядку. За умови iснування бозе-конденсату куперiвських пар в s-станi з
протилежними проекцiями спiнiв вiн записується наступним чином:

< f↓pf↑−p >= ∆p ̸= 0, (3.1)

де ламанi дужки позначають статистичне усереднення. Оскiльки, надалi ми
будемо працювати при нульовiй температурi, то це усереднення на
хвильових функцiях основного стану системи. Трансляцiйна iнварiантнiсть
системи фiксує значення двох iмпульсiв p,− p у рiвняннi для ∆p.

Розглядаючи p-фазу, параметр порядку:

< f↓pf↓−p >= η↓p ̸= 0 (3.2)

< f↑pf↑−p >= η↑p ̸= 0 (3.3)
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Цей запис вiдповiдає умовi бозе-конденсацiї: спонтанному порушеннi
глобальної U(1)-симетрiї. Варто зазначити, що параметр порядку для пар в
s-станi є симметричною функцiєю, а p-стан визначається антисиметричною.

Притягальна взаємодiя мiж двома фермi-частинками, якi знаходяться
в s-фазi, маючи при цьому рiзнi напрямки спiну, призводить до утворення
куперiвських пар, якi випадають в бозе-конденсат при розмiрностi D > 1. В
iншому випадку наявнiсть взаємодiї p-типу мiж однаковими фермiонами
може призвести до утворення Бозе-Ейнштейнiвського конденсату (БЕК)
двочастинкових пар з цiєю симетрiєю. В залежностi вiд знаку константи
взаємодiї ми маємо рiзнi види спарювання. При gp < 0 для p-фази
реалiзовується механiзм Бардiна—Купера—Шрiффера (БКШ). Коли
константа взаємодiї gp > 0 – утворюється бозе-конденсат зв’язаних пар, якi
мають вакуумне походження. В D-вимiрнiй системi спiнполяризованих
фермiонiв, при перетинi описаних вище двох станiв, коли g−1

p стає бiльшим
за нуль, вiдбувається так званий БКШ-БЕК кроссовер: характер
спарювання частинок змiнюється без фазового переходу в системi.

Для того, щоб гамiльтонiан вiдповiдав нашому контекретному
випадку з слабкою взаємодєю пар мiж собою – перепишемо його в
наближеннi середнього поля H → HMF .

HMF − µN =
∑
p

(ϵp − µ){f+
↑pf↑p + f+

↓pf↓p}+
1

LD

∑
p1,p2,p

′
1,p

′
2

gs{f+
↑p1f

+
↑p2

< f↓p′2f↑p
′
1
> + < f+

↑p1f
+
↑p2 > f↓p′2f↑p

′
2
− < f+

↑p1f
+
↓p2 >< f↓p′2f↑p

′
1
> +

+
1

2LD

∑
p1,p2,p

′
1,p

′
2

gp,Λ(
p1 − p2

2
,
p′

1 − p′

2

2
)
∑
σ

{< f+
σp1

f+
σp2

> fσp′2fσp
′
1
+

+ f+
σp1

f+
σp2

< fσp′2fσp
′
1
> − < f+

σp1
f+
σp2

>< fσp′2fσp
′
1
>}δp1+p2,p

′
1+p

′
2
.

Пiсля пiдстановки вiдповiдних середнiх (перепозначимо ϵp − µ = ξp i
будемо використовувати це позначення надалi)

HMF − µN =
∑
p

ξp{f+
n↑pf↑p + f+

↓pf↓p} −
1

LD

∑
p,p′

gs{f+
↑pf

+
↑−p∆p′

+∆∗
pf↓p′f↓−p

′ −∆∗
p∆p′}+

1

2LD

∑
p,p′

gp,Λ(p,p
′
)
∑
σ

{η∗
σp′

fσpfσ-p+

+ ησp′f
+
σ-pf

+
σp − η∗σpησp′} (3.4)
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Легко бачити, що подвiйнi суми факторизуються, i ввiвши позначення для
комплексної сталої

∆ =
1

LD

∑
p

gs∆p (3.5)

i сталих комплексних векторiв η

ησ =
1

LD

∑
p

gp,Λ
2

pησp (3.6)

Переконуємось, що гамiльтонiан системи переписується так:

HMF − µN =
∑
p

ξp{f+
↑pf↑p + f+

↓pf↓p}+
∑
p

{f+
↑pf

+
↓p∆+∆∗f↓pf↑−p}

+
∑
p

∑
σ

{(η∗
σ,p)fσpfσ-p + (ησ,p)f+

σ-pf
+
σp}+

LD

gs
|∆2| −

∑
σ

2LD

gp,Λ
(η∗

σ,ησ) (3.7)

Перший доданок якого описує кiнетичну енергiю фермiонiв зi спiнами
догори i донизу. Другий i третiй – описують процеси з народженням
(знищенням) пар частинок з вiдповiдними проекцiями спiнiв. Будучи
записаним в такiй формi, гамiльтонiан системи в наближеннi середнього
поля можна здiагоналiзувати за допомогою унiтарного перетворення. Для
цього перепишемо операторну частину у матричнiй формi:

HMF − µN =
1

2

∑
p

f̂+
p M̂pf̂p +

∑
p

ξp − LD

gs
|∆|2 − LD

gp,Λ

∑
σ

(η∗
σ,ησ) (3.8)

де позначена як M̂p матриця
ξp −2(pη↑) 0 ∆

−2(pη∗
↑) −ξp −∆∗ 0

0 −∆ ξp −2(pη↓)

∆∗ 0 −2(pη∗
↑) −ξp

 = M̂p (3.9)

а вектор-стовбець, як f̂p

f̂p =


f↑p

f+
↑−p

f↓p

f+
↓−p
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При Т = 0 ненульове значення ∆ або ησp означає появу в системi
надплинностi. У випадку D > 1 ненульове значення ∆ ̸= 0 свiдчить про
наявнiсть s-фази, тобто ↑↓-пар в конденсатi Бозе-Ейнштейна, а ησ,p ̸= 0 про
iснування бозе-конденсату ↑↑- та ↓↓-пар. В одновимiрному випадку явище
БЕК вiдсутнє, але система буде надплинною в основному станi.

Перейдемо вiд операторiв fσp, що описують частинки до операторiв
знищення квазiчастинок up, dp. Пiсля переходу, гамiльтонiан в наближеннi
середнього поля буде виглядати як сума константи i дiагоналiзованого
гамiльтонiана

HMF − µN = ΩMF +
∑
p

Eu(p)u
+
p up +

∑
p

Ed(p)d
+
p dp. (3.10)

Розглядаючи багаточастинкову взаємодiючу систему вже
дiагоналiзованого гамiльтонiану з новим станом оператори пороження i
знищення квазiчастинок up, dp дiючи на нього дають нуль:

up|GS >= 0

dp|GS >= 0

Тобто, в основному станi не може iснувати квазiчастинок а усереднення
< . . . > тепер позначає < GS| . . . |GS >. Константа ΩMF = EMF − µN має
значення омега-потенцiалу в наближеннi середнього поля.

ΩMF = EMF −µN =
∑
p

{ξp −
1

2
Eu(p)−

1

2
Ed(p)}+LD |∆|2

gs
−LD

∑
σ

2(η∗
σ,ησ)

gp,Λ
.

(3.11)
Для знаходження Eu,d треба розв’язати рiвняння на власнi значення

матрицi
det{M̂p − E} = 0 ⇒ Eu,d(p) (3.12)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξp − E −2(p,η↑) 0 ∆

−2(p,η∗
↑) −ξp − E −∆∗ 0

0 −∆ ξp − E −2(p,η↓)

∆∗ 0 −2(p,η∗
↓) −ξp − E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.13)

Пiсля розкриття визначника, рiвняння на власнi значення матрицi
зводиться до бiквадратного
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E4 − E2(−b) + c = 0 (3.14)

−b = 2ξ2p + 4(pη↓)
2 + 4(pη↑)

2 + 2|∆|2 (3.15)

c = (ξ2p + 4(pη↓)
2)(ξ2p + 4(pη↑)

2) + 2∆2ξ2p +∆4 ++8∆2(pη↓)(pη↑)

+4∆2(pη↓)(pη↑) == ξ4p−4ξ2p(pη↓)
2−4ξ2p(pη↑)

2−2∆2ξ2p−(∆2+4(pη↓)(pη↑))
2

(3.16)

b2 − c = (ξ2p + 2(pη↓)
2 + 2(pη↑)

2 +∆2)2 − ξ4p − 4ξ2p(pη↓)
2 −−4ξ2p(pη↑)

2−
− 2∆2ξ2p − (∆2 + 4(pη↓)(pη↑))

2 = 4(pη−)
2[(pη+)

2 +∆2] (3.17)

Пiсля розв’язування рiвняння i пiдставляючи значення в формулу
отримуємо рiвняння для енергiї, де вираз пiд коренем вiдповiдає за двi
вiтки спектру.

E2
u,d = ξ2p +∆2 + (η+p)2 + (η−p)2 ± 2

√
(pη−)2[∆2 + (pη+)2] (3.18)

де для зручностi перейдемо до η± = η↑ − η↓ i перепишемо вираз для
омега-потенцiалу

EMF − µ = ΩMF =
∑
p

{ξp −
1

2
Eu(p)−

1

2
Ed(p)} + LD∆2

gs
− LDη2

+ + η2
−

gp,Λ
.

(3.19)

Для того, щоб знайти параметри ∆, ησ потрiбно мiнiмiзувати великий
термодинамiчний потенцiал за ними. Маючи двi незалежнi змiннi ησ i iх
лiнiйнi комбiнацiї η± одразу можемо мiнiмiзувати за η±∂ΩMF

∂∆ = 0

ΩMF

∂η±
= 0

(3.20)

Доповнюємо рiвняння вище термодинамiчною тотожнiстю:

N = −∂ΩMF

∂µ
, (3.21)

яка зв’язує хiмiчний потенцiал системи з загальною кiлькiстю фермiонiв.
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Роздiл 3. Симетрична фаза

Серед всього рiзноманiття фаз системи симетрична фаза (η↑ = η↓) дозволяє
iснування трьох видiв конденсату: (↑↑ + ↓↓), (↓↑) i (↑↑ + ↓↓ + ↓↑).
Припускаючи iснування однакової кiлькостi частинок, якi знаходяться в
однiй фазi i мають рiзнi напрямки спiнiв концентрацiя яких однакова
можемо спростити вираз для двох вiток спектра:

E2
u,d(p) = ξ2p +∆2 + (p,η+)

2 = E2
p (4.1)

Вираз для концентрацiї:

n =
1

LD

∑
p

{1− ξp
Ep

} (4.2)

Беручи похiдну мiнiмiзуємо омега-потенцiал по параметру ∆

1

LD

∂ΩMF

∂∆
=

2∆

gs
− 1

LD

∑
p

∆

Ep
= 0 (4.3)

Отримуємо наступнi розв’язки рiвняння: ∆ = 0, тобто конденсат з
парами частинок якi мають ↑↓ спiни вiдсутнiй. Або

2

gs
=

1

LD

∑
p

1

Ep
(4.4)

Беручи похiдну аналогiчно попередньому мiнiмiзуємо омега-потенцiал
по параметру η+

1

LD

∂ΩMF

∂η+
= −2η+

gp,λ
− 1

LD

∑
p

(η+p)
Ep

= 0 (4.5)

Отримуючи векторне рiвнняня для спрощення подальших розрахункiв
домножуємо злiва i справа скалярно на η+ i переходимо до спостережуваної
константи зв’язку

2η2
+

gp
+

1

LD

∑
p

{(pη+)
2

Ep
−

η2
+p

2

ϵpD
} = 0 (4.6)

Знову, серед потенцiйних розв’язкiв є тривiальний η+ = 0, i
нетривiальний, що вiдповiдає фазi зi ↑↑ + ↓↓-парами.



20

Надалi, зосередимось виключно на одновимiрному випадку. Бiльш
того, будемо вважати, що дослiджувана система знаходиться пiд поршнем,
який забезпечує сталий тиск системи. Саме такi умови в реальних
експериментах з холодними газами, де вiдкачування парiв дозволяє
тiдтримувати температуру сталою. За такий умов, рiвноважною буде фаза в
якiй хiмiчний потенцiал системи приймає мiнiмальне значення.

У фазi зi всiма типами конденсатiв, тобто, коли ∆ ̸= 0, η+ ̸= 0 та

2

gp
+

1

L

∑
p

{ p
2

Ep
− 2m

ℏ2
} = 0,

1

gp
=

m

ℏ2
1

L

∑
p

{1− ϵp
Ep

},

та комбiнуючи з рiвнянням для концентрацiї частинок, отримуємо

n =
1

L

∑
p

{1− ϵp
Ep

}+ µ

L

∑
p

1

Ep
=

ℏ2

mgp
+

2µ

gs
.

Звiдки знаходимо

µ =
gs
2
{n− ℏ2

mgp
}. (4.7)

У фазi виключно з синглетним (↑↓) конденсатом ∆ ̸= 0, η+ = 0 потрiбно
розвязати систему рiвнянь

n =
1

L

∑
p

{1− ξp
Ep

},

2

gs
=

1

L

∑
p

1

Ep
.

Для того, щоб знайти вираз для повної кiлькостi частинок теба перейти
вiд суми до iнтегралу:

n =
1

L

∑
p

{1− ϵp
Ep

}+ 2µ

gs
=

1

L

∫ ∞

−∞
{1− ϵp + |µ|√

ξ2p +∆2
} (4.8)

де Ep =
√

ξ2p +∆2. Робимо замiну p = k0k
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∫ ∞

−∞
{1− ϵp + |µ|√

ξ2p +∆2
} =

k0
ℏ

∫ ∞

0

dk{1− k2 + 1√
(k2 + 1)2 + ∆2

µ2

}

=
k0
ℏ

∫ ∞

0

dk
∑
n≥1

(−x)n

n!

Γ(n+ 1
2)

Γ(12)

1

(k2 + 1)2n
=

− k0
2ℏ

∑
n≥1

(−x)n

n!

Γ(n+ 1
2)

Γ(12)

Γ(2n− 1
2)Γ(

1
2)

Γ(2n)
=

k0x

2
√
2π

∑
n≥0

(−x)n

n!

Γ(n+ 3
4)Γ(n+ 5

4)

Γ(n+ 2)

Γ(2)

Γ(34)Γ(
5
4)

Γ(34)Γ(
5
4)

Γ(2)
=

k0x
8

2F1(
3

4
;
5

4
; 2;−x)

Який можна звести до гiпергеометричної функцiї (µ < 0). Тодi хiмiчний
потенцiал

µ =
gs
2
(n− 1

L

∑
p

{1− ξp
Ep

}). (4.9)

Тепер розглянемо фазу з триплетними ↑↑ i ↓↓ конденсатами
(∆ = 0,η+ ̸= 0)

n =
ℏ2

mgp
+

µ

L

∑
p

1

Ep

2

gp
+

1

L

∑
p

{ p
2

Ep
− 2m

ℏ2
} = 0

Переходячи вiд iнтегралу до суми, маємо наступний вираз:∫ ∞

−∞

dp

2π
{ p

2

Ep
− 2m

ℏ2
} =

2m

ℏ2

∫ ∞

−∞

dp

2π
{ ϵp
Ep

− 1} = (4.10)

Розглядаючи випадок з ∆ = 0,η+ ̸= 0 значення енергiї
Ep =

√
ξ2p + η2+p

2. Роблячи аналогiчне попередньому iнтегралу
перепозначення p = k0k можемо записати:



22

− 2mk0
ℏ

∫ ∞

0

dp

π
{1− p2√

(p2 + 1)2 +
η2+k

2
0

µ p2
} = −2mk0

ℏ2

∫ ∞

0

dp

π
{1− p2

p2 + 1

∑
n≥0

(−x)n

n

Γ(n+ 1
2)

Γ(12)

(4yp2)n

(p2 + 1)2n
} = −mk0

ℏ2
− mk0

πℏ2
∑
n≥1

(−4y)n

n!

Γ(n+ 1
2)

Γ(12)

Γ(n− 1
2)Γ(n+ 3

2)

Γ(2n+ 1
2)

=
1

Γ1
2

∑
n≥0

(−y)n

n!

√
π

2

Γ(n− 1
2Γ(n+ 3

2))

Γ(n+ 1)
=

√
π

2

Γ(−1
2)Γ(

3
2)

Γ(12)Γ(1)

2F1(−
1

2
;
3

2
; 1;−y)

Значення хiмiчного потенцiалу в цьому випадку:

µ =
L∑
p

1
Ep

{n− ℏ2

mgp
} (4.11)

∫ ∞

−∞

dp

2π

1√
ξ2p + η2+p

2
= {p = k0p} =

k0
µ

∫ ∞

0

dp

2π

1√
(p2 + 1)2 +

η2+k0
µ p2

=

2m

ℏ2k0

∫ ∞

0

dp

2π

1

p2 + 1
+

2m

ℏ2k0

∫ ∞

0

dp

π

∑
n≥0

(−4y)n

n!

Γ(n+ 1
2)

Γ(12)

p2(n+1)

(p2 + 1)2n+1
=

m

ℏ2k0
+

+
m

ℏ2k0π
∑
n≥0

(−4y)n

n!

(n+ 1
2)√

π

Γ3(n− 1
2)

Γ(2n+ 1)
=

m

ℏ2k0
+

m

ℏ2k0π
2F1(−

1

2
,− 1

2
,1,x)

(4.12)
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Графiчнi результати

Результати чисельного розрахунку хiмiчних потенцiалiв у фазах окремо з
синглетним i триплетними конденсатами наведенi на рисунках. Введемо pf

– граничний хвильовий вектор Фермi частинок з однаковою проекцiєю
спiна. В синглетнiй фазi змiна знаку хiмiчного потенцiалу, а отже i
механiзму спарювання вiдбувається при apf = π

4 . Цiкаво, що й змiна знаку µ

у фазi зi спiввiснуванням триплетних конденсатiв вiдбувається при тому ж
значеннi bpf = π

4 . Використовуючи отриманi в роботi формули, ми
намалювали, порiвнянням значень хiмiчних потенцiалiв, схематичну фазову
дiаграму системи. Зокрема, на нiй є потрiйна точка з координатами
(apf , bpf) = (π4 ,

π
4 ), де одночасно спiввiснують три фази системи. Наявнiсть

такої точни не суперечить правилу фаз Гiббса, яке при T = 0 є таким:
f = n + 1 − k, тут f = 0 – кiлькiсть ступенiв вiльностi n = 2 – кiлькiсть
компонент, а k = 3 – кiлькiсть фаз, якi одночасно можуть спiввiснувати.

Рис. 1. Якiсна фазова дiаграма системи. Синiм кольором позначено фазу
зi синглетним конденсатом, чорним — з триплетним, i червоним — змiшану
фазу зi всiма типами впорядкування. По осi абцис 1/(bpf), ординат−1/(apf).

З наведених нижче графiкiв видно, що хiмiчний потенцiал
зменшується зi збiльшенням константи. Тобто абсолютне значення зi
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збiльшенням константи росте.
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Рис. 2. графiк залежностi хiмiчного µs в синглетнiй фазi вiд константи 1
apf

.
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Рис. 3. графiк залежностi хiмiчного µp в триплетнiй фазi вiд константи 1
bpf

.
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Висновок

При написаннi роботи було розглянуто систему взаємодiючих фермiонiв,
проаналiзованi двочастинковi зв’язанi стани s i p-типу в рiзних вимiрностях,
знайденi вiдповiднi константи зв’язку. Дослiджено взаємодiю фермiонiв при
нульовiй температурi в об’ємi LD, знайдено параметри порядку для
куперiвських пар в s i p-станi. Також в цих умовах було дослiджено вплив
характеру взаємодiї мiж двома фермi-частинками на їх вид спарювання.
Використовуючи наближення середнього поля було отримано гамiльтонiан
такої системи.
Нами була розглянута симетрична фаза, завдяки якiй вдалось спростити
вираз для двох вiток спектра. Розглядаючи одновимiрний випадок було
знайдено вирази для хiмiчного потенцiалу i концентрацiї в рiзних типах
конденсту.
Завдяки одержаним чисельним результатам було побудовано графiки
залежностей хiмiчних потенцiалiв в рiзних фазах вiдповiдно до константи.
Також було намальовано схематичну фазову дiаграму системи.
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