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Анотацiя

Виконується кiлькiсна оцiнка енергетичних рiвнiв спiнових систем
методом дослiдження еволюцiя середнього значення пробного спiна в моделi
трикутного спiнового кластера та моделi Iзiнга на квадратнiй ґратцi з
магнiтним полем вдвiчi меншим за взаємодiю. Отримано аналiтичнi вирази
для визначення енергетичних рiвнiв дослiджуваних систем. Запропоновано
квантовi протоколи для реалiзацiї дослiдження двох часткових випадкiв
спiнових систем зi взаємодiєю Iзiнга методом вивчення еволюцiї середнього
значення пробного спiна на квантових комп’ютерах та симуляторах IBM.
Результати обчислень на квантовому симуляторi добре узгоджуються з
отриманими теоретичними результатами.

Ключовi слова: енергетичнi рiвнi, спiновi системи, квантовий
комп’ютер.

Abstract

Estimation of energy levels of spin systems is performed by the method of studying
the evolution of the mean value of the probe spin in the triangle spin cluster and
the Ising model on squared lattice with the magnetic field twice smaller than the
interaction. Analytical expressions for determining the energy levels of the studied
systems are obtained. Quantum protocols are proposed for the study of two partial
cases of spin systems with Ising interaction by probe spin evolution method on
IBM’s quantum computer and simulators. The results of quantum calculations
are in good agreement with the obtained theoretical results.

Key words: energy levels, spin systems, quantum computer.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дослiдження енергетичних рiвнiв фiзичних
систем – одна з центральних задач квантової механiки, яку можна
розв’язати на квантовому комп’ютерi. Сучасний стан розвитку квантових
комп’ютерiв дозволяє розглядати їх у майбутньому як потужний iнструмент
для вирiшення проблеми визначення енергетичного спектру гамiльтонiана.
Тому, вже зараз iснують спецiально розробленi алгоритми [2, 3, 4, 5]. Серед
них, запропонований Кiтаєвим, Ллойдом та Абрамсом, квантовий алгоритм
оцiнки власного значення (також вiдомий як алгоритм оцiнки квантової
фази). Вiн дозволяє оцiнити фазу (власне значення) власного вектора
унiтарного оператора. Цей алгоритм є достатньо поширеним (див. [3, 4, 5, 6,
7, 8, 9, 10] та посилання в них). Цей алгоритм заснований на знаходженнi
власного значення λ або фази φ унiтарного оператора. Це можливо
оскiльки фаза φ унiтарного оператора еволюцiї квантової системи пов’язана
з власними значеннями гамiльтонiана. Тому, враховуючи унiтарну матрицю
U та квантовий стан |ψ⟩ такi, що U |ψ⟩ = e2πiφ |ψ⟩, алгоритм оцiнює
значення фази φ з високою точнiстю в межах адитивної похибки ε.

Також iснують гiбриднi квантово-класичнi алгоритми, за допомогою
яких можна дослiдити енергетичнi рiвнi. Серед них алгоритм квантової
наближеної оптимiзацiї та варiацiйний власний квантовий вирiшувач [11, 12,
13, 14] .

В роботах [15, 16] представлено ефективний метод оцiнки власних
значень гамiльтонiана дослiджуючи часову залежность математичного
очiкування оператора еволюцiї. Також вiдомий квантовий алгоритм
Ланкоша [17] (квантовий аналог мiнiмально заплутаних типових теплових
станiв), за допомогою якого можливо визначити основнi, збудженi та
тепловi стани на квантовому комп’ютерi. Кубiт-ефективна схема
дослiдження властивостей основних станiв систем багатьох тiл
запропонована в [18].

У роботi [19] був запропонований алгоритм виявлення енергетичних
рiвнiв квантової системи на квантовому комп’ютерi, який заснований на
дослiдженнi еволюцiї середнього значення оператора, який антикомутує з
гамiльтонiаном дослiджуваної системи. Iснування антикомутуючого
оператора свiдчить про симетрiю енергетичного спектра, тому метод був
реалiзований для систем з симетричними спектрами.
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Об’єктом дослiджень є трикутний спiновий кластера, спiновi
системи, якi описуються моделлю Iзiнга на квадратнiй ґратцi у магнiтному
полi.

Предметом дослiджень є енергетичнi рiвнi трикутного спiнового
кластера, спiнових систем, якi описуються моделлю Iзiнга на квадратнiй
ґратцi у магнiтному полi.

Мета роботи i завдання. Метою магiстерської роботи є здiйснення
кiлькiсної оцiнки енергетичних рiвнiв спiнових систем шляхом дослiдження
еволюцiї пробного спiна на квантових комп’ютерах IBM.

Для досягнення мети дослiдження було поставлено такi завдання:
отримати аналiтичнi вирази для середнього значення пробного спiна
уведеного до дослiджуваних спiнових систем; скласти схеми квантових
протоколiв для реалiзацiї на квантовому комп’ютерi з урахуванням його
архiтектури; провести вимiрювання на квантовому комп’ютерi; побудувати
вiдповiднi експериментальнi залежностi та порiвняти результати квантових
та аналiтичних обчислень.

Методи дослiджень: квантовомеханiчнi методи, методи квантового
програмування.

Структура роботи
У Роздiлi 1 представлено огляд лiтератури. Зокрема подається

обгрунтування необхiдностi та перспективностi використання квантових
комп’ютерiв для виконання деяких типiв обчислень та модеювань. Окрiм
цього, представлено опис загальної iдеї алгоритма квантової оцiнки фази на
квантовому комп’ютерi.

У Роздiлi 2 подано теоретичне обгрунтування методу квантової оцiнки
фази шляхом дослiдження еволюцiї середнього значення пробного спiна для
часткових випадкiв спiнових систем.

Роздiл 3 присвячений побудовi квантових протоколiв для
дослiдження еволюцiї серенього значення пробного спiна у двох часткових
випадках: трикутного спiнового кластера та моделi Iзiнга на квадратнiй
ґратцi з магнiтним полем вдвiчi меншим за взаємодiю на квантовому
комп’ютерi IBM та кiлькiснiй оцiнцi енергетичних рiвнiв вказаних спiнових
систем.

У Роздiлi 3 представлено оригiнальнi результати дослiджень.
Магiстерська робота завершується Висновками та Списком
використаних джерел.
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Наукова новизна отриманих результатiв. У роботi вперше
виконано оцiнку енергетичних рiвнiв систем, якi описуються моделями
трикутного спiнового кластера та Iзiнга на квадратнiй ґратцi з магнiтним
полем вдвiчi меншим за взаємодiєю на квантовому симуляторi IBM.

Практичне значення отриманих результатiв. Кiлькiсна оцiнка
енергетичних рiвнiв спiнових систем одна з ключових задач квантової
механiки. Результати, отриманi в рамках виконання роботи, є важливими
доповненням для подальшого дослiдження енергетичних спектрiв спiнових
систем.
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Роздiл 1
Огляд лiтератури

1.1 Квантовий комп’ютер та квантовi обчислення

Поняття алгоритму є одним з найфундаментальнiших наукових
понятть. В точних дисциплiнах алгоритми використовувалися завжди, але
формальне визначення цього поняття було дано тiльки в 30-х роках 20
столiття у працях Т’юринга, Поста i Маркова (молодшого).

Алгоритми завжди описувалися (i досi описуються) не зовсiм
формально, а саме, вони задаються у виглядi деякої iнструкцiї, яка мiстить
послiдовнiсть елементарних дiй. Строге поняття алгоритма та обчислень
знадобилось тiльки тодi, коли у людства виникли сумнiви стосовного того,
чи взагалi iснують розв’язки деяких задач. Вiдомi машина Т’юринга,
нормальнi алгоритми Маркова, машини Поста, алгоритми
Колмогорова-Успенського та iн. є формалiзацiями поняття алгоритма у
яких поняття обчислюваної функцiї є однаковим. Це означає що
обчислювана функцiя в однiй формалiзацiїї є також обчислюваною i в
iнших формалiзацiях, бiльше того, якщо така функцiя обчислювана за
полiномiальний час в однiй з формалiзацiй, то вона буде обчислюваною за
полiномiальний час в будь якiй iншiй формальзацiї.

Застосувавши поняття алгоритму для оцiнки перспектив класичного
моделювання квантових еволюцiй, оскiльки все зводиться до обчислення
експоненти вiд матрицi, пропорцiйної до гамiльтонiана системи, можна
сверджувати що будь-яка квантова еволюцiя може бути розрахована на
класичному комп’ютерi з будь якою наперед заданою точнiстю. Отже
неможливо побудувати за допомогою квантової механiки обчислювальну
машину, яка ”обчислювала” би необчислюванi функцiї.

Однак класифiкувати задачi за їх розв’язуванiстю, особливо, якщо на
їх розв’язування може знадобитися час бiльший за вiк Всесвiту, або
пам’ять, яка перевищує кiлькiсть елементарних частинок в нiй. Доцiльнiше
класифiкувати задачi по складностi їх розв’язання. В якостi мiри складностi
можна обрати пам’ять, час чи навiть їх суму. За наявностi великої кiлькостi
ресурсу часу його часто можна конвертувати в економiю пам’ятi. Однак,
нажаль, зворотнє конвертування у бiльшостi випадкiв не можливе. Таким



8

чином, в теорiї алгоритмiв саме час вважається найбiльш цiнним ресурсом.
Перейдемо до квантових комп’ютерiв. Вiдомий в електронiцi закон

Мура каже, що кожного року розмiр обчислювальних елементiв
зменшується вдвiчi, а отже з тiєю ж швидкiстю зростає тактова частота
обчислень. Нажаль, це зовсiм не означає, що обчислювальнi потужностi
можуть безмежно зростати. Вся справа в тому, що у сучасних комп’ютерiв
iснує фундаментальна фiзична межа зменшення їх елементарних комiрок
пам’ятi – розмiр атомiв. Для елементiв, розмiр яких порядку розмiрiв атома
(близько 1 ангстрем), починають дiяти квантовi закони мiкросвiту. Проте
навiть якщо навчитися оперувати елементарними частинками, як вже
згадувалося вище, ряд принципових проблем все одно залишиться
”недоступним” для класичних комп’ютерiв та алгоритмiв.

Принципова iдея, яка дозволила би подолати такий порiг
”доступностi” була висунута у 80-х роках Фейнманом, який запропонував
використовувати замiсть класичного квантовий комп’ютер для дослiдження
квантових систем. В той же час Бенiофф запропонував використовувати
гамiльтонiан квантових систем для виконання обчислень. Однак, першим,
хто математично строго сформулював поняття квантового обчислення, був
Дойч. Основнi квантовi обчислювальнi ”трюки” були винайденi Шором
(квантове перетворення Фур’є) та Гровером (квантовий перебiр).

На основi комбiнування цих та подiбних iдей з вже вiдомими
пiдходами теорiї алгоритмiв побудовано багато квантових алгоритмiв, якi за
ефективнiстю якiсно перевершують усi можливi класичнi алгоритми. Ця
перевага настiльки суттєва, що дозволяє розв’язувати такi проблеми, якi
навiть не розглядаються в якостi розв’язуваних на сучасних комп’ютерах.

1.2 Алгоритм оцiнки фази

Фур’є-перетворення є основою для загальної процедури, вiдомої як оцiнка
фази, яка є ключовою для багатьох квантових алгоритмiв.

Нехай є унiтарний оператор U , який має власний вектор |U⟩ i вiдповiдне
власне значення exp (2πiφ), де φ – невiдоме. Задача алгоритму оцiнки фази
полягає в обчисленнi φ.

Квантова процедура оцiнювання фази використовує два регiстри.
Перший регiстр мiстить t кубiтiв, якi знаходяться у станi |0⟩. Другий
регiстр починається зi стану |U⟩ i мiстить стiльки кубiтiв, скiльки необхiдно
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для створення |U⟩. Перший крок процедури обислення фази визначається
таким квантовим колом

|0⟩ . . . |0⟩+ e2πi(2
t−1φ)

...
|0⟩ . . . |0⟩+ e2πi(2

2φ)

|0⟩ . . . |0⟩+ e2πi(2
1φ)

|0⟩ . . . |0⟩+ e2πi(2
0φ)

|n⟩ . . .

Перший

регiстр

t–кубiт

H

H

H

H
Другий

регiстр U 20 U 21 U 22 U 2t−1 |n⟩

Це коло полягає у використаннi гейта Адамара з наступним
використанням controlled− U – операцiя на другий регiстр, з U збiльшеним
до степенi 2. Кiнцевий стан першого регiстра буде мати вигляд:

1

2t/2
(|0⟩+ exp(2πi2t−1φ) |1⟩)(|0⟩+ exp(2πi2t−2φ) |1⟩) . . .

. . . (|0⟩+ exp(2πi20φ) |1⟩) = 1

2t/2

2t−1∑
k=0

exp(2πiφk) |k⟩ (1.1)

Стан другого регiстра не змiнюється. Наступний крок обчислення
фази полягає в застосуваннi квантового перетворення Фур’є для першого
регiстра. Воно утворюється шляхом перетворення кола квантового
Фур’є-перетворення. Останнiм кроком є читання стану першого регiстра.
Схематично весь алгоритм можна зобразити таким колом

|u⟩

|0⟩ H FT+

|u⟩ U j

Нехай φ – виражається точно t-бiтам φ = 0.φ1 . . . φt, тодi стан, пiсля
першого кроку оцiнки може бути записаний у виглядi:

1

2t/2
(|0⟩+ exp(2πi0.φt) |1⟩)(|0⟩+ exp(2πi0.φt−1φt) |1⟩) . . .

. . . (|0⟩+ exp(2πi0.φ1φ2 . . . φt) |1⟩) (1.2)

Використовуючи вираз для Фур’є-перетворення у виглядi добутку,
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Позначення гейта Матричне представлення Схематичне зображення

Ry(θ) = e−i θ2σ
y

(
cos θ

2 − sin θ
2

sin θ
2 cos θ

2

)
Ry
(θ)

Rz(θ) = e−i θ2σ
z

(
cos θ

2 − sin θ
2 0

0 cos θ
2 + i sin θ

2

)
Rz
(θ)

H = Ry(π/2)σx
1√
2

(
1 1

1 −1

)
H

CNOT = I ⊗ σx


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


Табл. 1. Список операторiв квантових вентилiв.

зрозумiло, що результуючий стан першого регiстра пiсля другого кроку є
стан вигляду |φ1 . . . φt⟩. Вимiр таким чином дає точно φ.

Алгоритм квантової оцiнки фази.
Вхiднi данi:

1. Чорна скринька, яка дозволяє виконати controlled− U j операцiю, для
цiлого j.

2. Власний стан |U⟩ унiтарного перетворення з власним значенням e2πiφ.
3. t = n[log(2 + 1

2ϵ)] кубiтiв, якi знаходяться в станi |0⟩.

Вихiднi данi: n-бiтове наближення φ̃n та φn.
Процедура:

1. |0⟩ |U⟩ – початковий стан

2.
1√
2t

∑2t−1

j=0 |j⟩ |U⟩ – створення суперпозицiї.

3.
1√
2t

∑2t−1

j=0 |j⟩U j |U⟩ – застосування ”чорної скриньки”.

1√
2t

∑2t−1

j=0 e
2πijφn |j⟩ |U⟩ – результат роботи ”чорної скриньки”.

4. |φ̃n⟩ |U⟩ – застосування оберненого перетворення Фур’є.
5. φ̃n – вимiр першого регiстра.
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Процедура оцiнки фази може бути використана для розв’язання цiлої
низки цiкавих задач, таких як, наприклад, проблема знаходження перiода та
проблема факторизацiї.

У табл. 1 навередно деякi квантовi гейти з їх позначеннями та
матричними представленнями.
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Роздiл 2
Еволюцiя середнього значення пробного спiна

та енергетичнi рiвнi спiнових систем

Розглянемо задачу знаходження енергетичних рiвнiв (власних значень)
гамiльтонiана H

H |ψ⟩ = E |ψ⟩ . (2.1)

Енергетичнi рiвнi обмеженi знизу, тому можна зсунути їх в додатну
сторону додавши до гамiльтонiана константу C.

Додавши до такої системи спiн-зонд можна записати загальний
гамiльтонiан у наступному виглядi [1]

HT = σz0(H + C) (2.2)

Зауважимо, що [σz0, H] = 0, а власнi значення оператора σz0 дорiвнюють
±1. Спектр власних значень загального гамiльтонiана HT є симетричним, вiн
мiстить додатнi власнi значення H + C та симетричнi вiд’ємнi −(H + C).

Оператори якi антикомутують з загальнимим гамiльтонiаном HT :

{σx0 , HT} = {σy0 , HT} = 0 (2.3)

Розглянемо середнє значення σx0 еволюцiя якого визначається HT .
Починаючи з початкового стану |ψ⟩ знаходимо [1]

⟨σx0 (t)⟩ = ⟨ψ0| eiHT t/ℏσx0e
−iHT t/ℏ |ψ0⟩ =

= ⟨ψ0| e2iHT t/ℏσx0 |ψ0⟩ = ⟨ψ0|σx0e−2iHT t/ℏ |ψ0⟩ . (2.4)

В (2.4) враховано, що eiHT t/ℏσx0 = σx0e
−iHT t/ℏ. Розклавши початковий

стан за власними станами загального гамiльтонiана |Ei
T ⟩, якi вiдповiдають

енергiям Ei
T , отримаємо |ψ0⟩ =

∑
i ci |Ei

T ⟩. Тодi для ⟨σx0 (t)⟩ запишемо

⟨σx0 (t)⟩ =
∑
j

gje
−i2ωj

T t, (2.5)

де gj =
∑

i c
∗
i ⟨Ei

T |σx0 |Ei
T ⟩ cj та ωi

T = Ei
T/ℏ [1].
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Для знаходження енергетичних рiвнiв системи H використаємо Фур’є
перетворення для ⟨σx0 (t)⟩. Тодi отримаємо

σx0 (ω) =
1

2π

∞∫
−∞

dt⟨σx0 (t)⟩eiωt =
∑
i

giδ(ω − 2ωi
T ). (2.6)

Зауважимо, що функцiя σx0 (t) має δ-пiки в ω = 2ωi
T , що вiдповiдає

енергетичним рiвням Ei
T = ℏωi

T [1].
Для виявлення всiх пiкiв, що вiдповiдають власним значенням HT у

Фур’є перетвореннi iнтервал часу τ обирається так, щоб задовольнити
наступну рiвнiсть τ = π/2ωmax

T . Де ωmax
T вiдповiдають максимальному

власному значенню HT E
max
T = ℏωmax

T .
Для визначення частоти ωi

T розглянемо перетворення Фур’є (2.6)

σx0 (ω) =
1

2N+1

∑
i

giδ(ω − 2ωi
T ), (2.7)

де gi = 1/2N+1. Таким чином, функцiя σ(ω) має δ-пiки в ω = 2ωi
T . Це

дозволяє знайти частоти ωi
T , якi вiдповiдають енергетичним рiвням

Ei = 2ℏωi
T загального гамiльтонiана. Додатна частина цього спектра

вiдповiдає енергетичним рiвням системи гамiльтонiана H (2.2) змiщеного на
константу C.

q[0] |0⟩ H

U(α)

Rz
(Cα)

Ry
(−π/2)

q[1] |0⟩ H

q[2] |0⟩ H
...

q[N ] |0⟩ H

c

Рис. 1. Квантовий протокол для вивчення еволюцiї середнього значення
пробного спiна на квантовому комп’ютерi, U(α) = exp(−iασz0H/2), α = 2t/ℏ
[1].

Квантовий протокол для дослiдження еволюцiї середнього значення
пробного спiна представлений на рис. 1. В протоколi α = 2t/ℏ,
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U(α) = exp(−iσy0H/2). Для кiлькiсної оцiнки середнього значення σx0
потрiбно врахувати, що оператор σx0 може бути представлений як
σx0 = exp(−iπσy0/4)σz0exp(iπσ

y
0/4). Перед вимiрюванням в стандартному

базисi стан вiдповiдного кубiта має бути повернутий гейтом Rz(−π/2).
У Роздiлi 3 представлений прокол буде використано для вивчення

енергетичних рiвнiв деяких спiнових систем на квантовому комп’ютерi IBM.

2.1 Трикутний спiновий кластер з магнiтним полем
вiдмiнним вiд взаємодiї

σz1

σz3σz2

J1

J1

J1

J2 J2

J2

Розглянемо систему 3 спiнiв зi взаємодiєю Iзiнга та магнiтним полем
вдвiчi меншим за взаємодiю. Гамiльтонiан такої системи

H = J1σ
z
1σ

z
2 + J1σ

z
2σ

z
3 + J1σ

z
1σ

z
3 + J2σ

z
1 + J2σ

z
2 + J2σ

z
3 (2.8)

де J1 – мiра взаємодiї мiж спiнами, J2 – взiємодiя спiнiв з полем, причому
J1 = 2J2.

Загальний гамiльтонiан системи з додаковим спiном виглядає
наступним чином

HT = σz0(H + C) = Jσz0(σ
z
1σ

z
2 + σz2σ

z
3 + σz1σ

z
3 +

1

2
σz1 +

1

2
σz2 +

1

2
σz3 + 7), (2.9)

де константа C = 7J – додана для того, щоб змiстити енергетичний спектр
гамiльтонiана системи в область додатних значень.

Розглянемо еволюцiю вектора стану керованого гамiльтонiаном HT .
Початковий стан оберемо

|ψ0⟩ = |++++⟩ = H [3+1] |0000⟩ = 1

4

∑
x0x1x2x3

|x0x1x2x3⟩ , (2.10)
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де H [3+1] =
∏4

i=0Hi, Hi – оператор Адамара який дiє на i-тий кубiт, xi = 0,1.
Кубiт пов’язаний зi спiном наступним чином |0⟩ = |↑⟩, |1⟩ = |↓⟩.

Еволюцiя середнього значення σx0

⟨σx0 (t)⟩ = ⟨++++|σx0e−i2HT t/ℏ |++++⟩ = 1

23+1
×

×
∑

x0,x1,x2,x3

⟨x0x1x2x3| e−i2HT t/ℏ |x0x1x2x3⟩ =
1

24

24∑
k=1

e−i2ωk
T t. (2.11)

Враховано, що σx0 |+⟩ = |+⟩, |x0x1x2x3⟩ – власний стан загального
гамiльтонiана HT , а ωi

T енергетичнi рiвнi в одиницях ℏ.

2.2 Модель Iзiнга на квадратнiй ґратцi з магнiтним
полем вiдмiнним вiд взаємодiї

σz1

σz2 σz3

σz4
J1

J2
J1

J1J1

J2 J2

J2

Розглянемо систему 4 спiнiв зi взаємодiєю Iзiнга та магнiтним полем
вдвiчi меншим за взаємодiю. Гамiльтонiан такої системи

H = J1σ
z
1σ

z
2 + J1σ

z
2σ

z
3 + J1σ

z
3σ

z
4 + J1σ

z
1σ

z
4 + J2σ

z
1 + J2σ

z
2 + J2σ

z
3 + Jσz4. (2.12)

де J1 – мiра взаємодiї мiж спiнами, J2 – взiємодiя спiнiв з полем, причому
J1 = 2J2.

Загальний гамiльтонiан системи з додаковим спiном та доданою
константою C = 9J для зсуву спектра в область додатнiх значень, виглядає
наступним чином

HT = σz0(H + C) = Jσz0σ
z
1σ

z
2 + Jσz0σ

z
2σ

z
3 + Jσz0σ

z
3σ

z
4 + Jσz0σ

z
1σ

z
4 +

1

2
Jσz0σ

z
1+

+
1

2
Jσz0σ

z
2 +

1

2
Jσz0σ

z
3 +

1

2
Jσz0σ

z
4 + 9Jσz0, (2.13)
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Початковий стан оберемо

|ψ0⟩ = |+++++⟩ = H [4+1] |00000⟩ = 1

25/2

∑
x0x1x2x3x4

|x0x1x2x3x4⟩ , (2.14)

де H [4+1] =
∏5

i=0Hi, Hi – оператор Адамара який дiє на i-тий кубiт, xi = 0,1.
Еволюцiя середнього значення σx0

⟨σx0 (t)⟩ = ⟨+++++|σx0e−i2HT t/ℏ |+++++⟩ = 1

24+1
×

×
∑

x0,x1,x2,x3,x4

⟨x0x1x2x3x4| e−i2HT t/ℏ |x0x1x2x3x4⟩ =
1

25

25∑
k=1

e−i2ωk
T t. (2.15)

Де |x0x1x2x3⟩ – власний стан загального гамiльтонiана HT , а ωi
T енергетичнi

рiвнi в одиницях ℏ.



17

Роздiл 3
Оцiнка енергетичних рiвнiв спiнових систем на

квантовому комп’ютерi IBM

3.1 Вивчення еволюцiї пробного спiна в моделi
трикутного спiнового кластера

Розглянемо трикутний спiновий кластер який описується наступним
гамiльтонiаном

H = J1σ
z
1σ

z
2 + J1σ

z
2σ

z
3 + J1σ

z
1σ

z
3 + J2σ

z
1 + J2σ

z
2 + J2σ

z
3 (3.1)

Обравши константу C = 7J1, а магнiтне поле в два рази меншим за
взаємодiю J1 = 2J2, загальний гамiльтонiан можна записати як

H = Jσz0(σ
z
1σ

z
2 + σz2σ

z
3 + σz1σ

z
3 +

1

2
σz1 +

1

2
σz2 +

1

2
σz3 + 7) (3.2)

Квантовий протокол для вивчення середнього значення σx0 у випадку
трикутного спiнового кластера наведена на рис. 2.

Результати обчисленнь на квантовому симуляторi середнього значення
σx0 для кута α/2 = Jt/ℏ, який змiнюється вiд −8π до 8π з кроком π/30

представленi на рис. 4.

q[0] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

q[1] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

q[2] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

q[3] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

c

Рис. 2. Квантовий протокол для дослiдження еволюцiї середнього значення
σx0 у випадку моделi трикутного спiнового кластера в магнiтному полi на
квантовому комп’ютерi. Тут C = 7J , α = 2Jt/ℏ.
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3.2 Вивчення еволюцiї пробного спiна в моделi Iзiнга на
квадратнiй ґратцi в магнiтному полi

В цьому параграфi розлядається модель Iзiнга на квадратнiй ґратцi з
магнiтним полем вдвiчi меншим за взаємодiю. Ми вивчаємо наступний
гамiльтонiан

H = J1σ
z
1σ

z
2 + J1σ

z
2σ

z
3 + J1σ

z
3σ

z
4 + J1σ

z
1σ

z
4 + J2σ

z
1 + J2σ

z
2 + J2σ

z
3 + J2σ

z
4. (3.3)

Тодi загальний гамiльтонiан буде мати наступний вигляд

H = Jσz0(σ
z
1σ

z
2 + σz2σ

z
3 + σz3σ

z
4 + σz1σ

z
4 +

1

2
σz1 +

1

2
σz2 +

1

2
σz3 +

1

2
σz4 + 9). (3.4)

Константу тут вибираємо такою: C = 9J . У цьому випадку
енергетичнi рiвнi H є додатними. На рис. 3 представлено квантовий
протокол для дослiдження еволюцiї ⟨σx0 ⟩ на квантовому комп’ютерi у
випадку повного гамiльтонiана (3.4).

q[0] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

q[1] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

q[2] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

q[3] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

q[4] |0⟩ H
Rz
(α)

Rz
(α)

c

Рис. 3. Квантовий протокол для дослiдження еволюцiї середнього значення
σx0 у випадку моделi Iзiнга на квадратнiй ґратцi в магнiтному полi на
квантовому комп’ютерi. Тут C = 9J , α = 2Jt/ℏ.

Результати обчисленнь на квантовому симуляторi середнього значення
σx0 для кута α/2 = Jt/ℏ, який змiнюється вiд −8π до 8π з кроком π/30

представленi на рис. 5.

3.3 Результати квантових вимiрювань

Дослiджено еволюцiю среднього значення σx0 для змiни α/2 = Jt/ℏ вiд −8π

до 8π з кроком π/30 з використанням квантового протоколу (рис. 2) для
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моделi трикутного спiнового кластера з магнiтним полем вдвiчi меншим за
взаємодiю. Розрахунки виконувалися на квантовому симуляторi IBM.
Отриманi результати представленi на рис. 4. На цьому графiку бачимо
Reσx0 (ω), отриманi на основi обчислень на ibmq-qasm-simulator. Рiзкi пiки
Reσx0 (,ω) в точках ω = ±11, ω = ±13, ω = ±17, ω = ±23, якi вiдповiдають
енергiям загального гамiльтонiана (3.2) ET = ±5,5J , ET = ±6,5J ,
ET = ±8,5J , ET = ±11,5J вiдповiдно. Отже, на основi квантових
розрахункiв, отримуємо енергетичнi рiвнi трикутного спiнового кластера
(3.1) E = −1,5J , E = −0,5J , E = 1,5J , E = 4,5J . Отриманi результати
добре узгоджуються с теоретичним.

Рис. 4. Результати кiлькiсної оцiнки енергетичних рiвнiв трикутного
спiнового кластера (3.1). Дiйсна частина σx0 (ω), отримана на основi
розрахункiв σx0 (t) на ibmq-qasm-simulator. Пiки Reσx0 (ω) при ω = ±11,
ω = ±13, ω = ±17, ω = ±23 вiдповiдають енергiям ET = ±5,5J , ET =

±6,5J , ET = ±8,5J , ET = ±11,5J загального гамiльтонiана (3.2) i енергiям
E = −1,5J , E = −0,5J , E = 1,5J , E = 4,5J трикутного спiнового кластера
(3.1).

Також на квантовому симуляторi було дослiджено еволюцiю среднього
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значення σx0 для змiни α/2 = Jt/ℏ вiд −8π до 8π з кроком π/30 з
використанням квантового протоколу (рис. 3) для моделi Iзiнга на
квадратнiй ґратцi в магнiтному полi з полем вдвiчi меншим за взаємодiю.
Отриманi результати представленii на рис. 4. На цьому графiку бачимо
Reσx0 (ω), отриманi на основi обчислень на ibmq-qasm-simulator. Рiзкi пiки
Reσx0 (ω) в точках ω = ±11, ω = ±13, ω = ±17, ω = ±23, якi вiдповiдають
енергiям загального гамiльтонiна (3.2) ET = ±5,5J , ET = ±6,5J ,
ET = ±8,5J , ET = ±11,5J вiдповiдно. Отже, на основi квантових
розрахункiв, отримуємо енергетичнi рiвнi трикутного спiнового кластера
(3.1) E = −1,5J , E = −0,5J , E = 1,5J , E = 4,5J . Отриманi результати
добре узгоджуються с теоретичним.

Рис. 5. Результати кiлькiсної оцiнки енергетичних рiвнiв моделi Iзiнга на
квадратнiй ґратцi в магнiтному полi (3.3). Дiйсна частина σx0 (ω), отримана
на основi результатiв розрахункiв σx0 (t) на ibmq-qasm-simulator. Пiки Reσx0 (ω)
при ω = ±10, ω = ±16, ω = ±20, ω = ±22, ω = ±30 вiдповiдають енергiям
ET = ±5J , ET = ±8J , ET = ±10J , ET = ±11J , ET = ±15J загального
гамiльтонiана (3.4) i енергiй E = −4J , E = −J , E = J , E = 2J , E = 6J

моделi Iзiнга на квадратнiй ґратцi в магнiтнiтному полi (3.3).
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Висновки

У рамках дослiджень було розглянуто деякiя моделi спiнових систем з
магнiтною взаємодiєю. Для виконання кiлькiсної оцiнки енергетичних рiвнiв
таких систем було застосовано метод запропонований авторами [1].

Цей метод дозволяє виконувати кiлькiсну оцiнку енергетичних рiвнiв
спiнової системи на основi дослiджень еволюцiї пробного спiну. Метод дає
можливiсть оцiнити енергетичнi рiвнi багатоспiнової системи, вивчаючи
еволюцiю середнього значення пробного спiна, i може бути застосований
для довiльних спiнових систем.

Пiд час виконання роботи було реалiзовано запропонований в [1]
алгоритм на квантовому симуляторi IBM ibmq-qasm-simulator (квантовi
схеми див. рис. 2, 3) i виконано кiлькiсну оцiнку енергетичнi рiвнi спiнових
систем iз взаємодiєю Iзiнга (трикутний спiновий кластер, модель Iзiнга на
квадратнiй ґратцi з магнiтним полем вдвiчi меншим за взаємодiю).
Результати розрахункiв на квантовому симуляторi(див. рис. 4, 5) повнiстю
узгоджуються з теоретичними результатами.
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