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Анотація 

У рамках узагальненої політропної моделі, запропонованої у роботі М. 

Вавруха і Д. Дзіковського, знайдено розвязок рівняння рівноваги зорі з 

неоднорідним хімічним складом. Розраховано характеристики Сонця у фазі 

закінчення його еволюції на головній послідовності: розподіл густини вздовж 

радіуса, момент інерції та кутову швидкість осьового обертання. Дослідженно 

роль обертання в еволюції зір типу Сонця до білого карлика, часову залежність 

швидкості обертання і його роль у механізмі переходу “зоря головної 

послідовності - білй карлик”. 

Abstract 

Within the framework of the generalized polytropic model proposed in the work 

of M. Vavrukh and D. Dzipovsky, the solution of the equilibrium equation of a star 

with heterogeneous chemical composition is found. The characteristics of the Sun in 

the phase of the end of its evolution on the main sequence are calculated: density 

distribution along the radius, moment of inertia and angular velocity of axial rotation. 

The role of rotation in the evolution of stars such as the Sun to a white dwarf, the time 

dependence of the rotation velocity and its role in the transition mechanism "main-

sequence star - white dwarf" are studied. 
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Вступ 

Теорія рівноваги різ у моделі політропних газових куль сворена працями 

Г. Лена [1],  А. Еддінгтона [2] та інших дослідників у другій половині 19-го та на 

почотку 20-го століття. Книга К. Емдена [3], опублікована у 1907р. , стала 

підставою першого етапу розвитку теорії внутрішньої будови зір. При 

відсутності інформації про джерела енергії зір ця теорія використовувала модель 

зорі без осьового обертання та з однорідним хімічним складом. У роботах Е. 

Мілна [4], і С. Чандрасекара [5], Р. Джеймса [6], та інших авторів ця модель була 

узагальненою на випадок політропних моделей зір з осьовим обертанням. У 21-

му столітті опубліковано роботи, що стосуються побудови внутрішньої будови 

конкретних зір із заначним осьовим обертанням у рамках моделі з політроним 

індексом n = 1. Недоліком всіх згадених робіт є використання стандартого 

політропнорго рівняння стану 

 𝑃(𝑟) = 𝐾(𝜌(𝑟))
1+

1

𝑛,     (1) 

що відповідає однорідному хімічному складу і через те придатне лише для опису 

зір на головній послідовності. Зорі нульового віку з швидким обертанням, як α 

Eri, що знаходиться у кінці фази перебування на головній послідовності, 

неможливо адекватно описати у рамках загальної моделі. Тому результати 

робіти, виконані з високою математичною точністю, є сумнівні щодо їх 

астрофізичного змісту.  

У роботі [9] побудовано рівняння політропи, що враховує газовий та 

світловий тиск, але на відміну від моделі Еддінгтона, враховує також радіальну 

залежність молекулярної маси(чи парціальних густин воню і гелію). У рамках 

стандартої політропи неможливо описати розподіл густини сучасного Сонця, а 

тим самим і всі інші характеристики його. Кутова швидкість осьового обертання 

Сонця дорівнює приблизно 3 ⋅ 10−6𝑐−1, тому у роботі [1] знехтувано впливом 

обертання. Така ж задача у рамках системи рівнянь зоряної структури розв’язана 

чисельним методом у роботі. Автори роботи[9] використали розраховану у 
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роботі [7] радіальну залежність момекулярної маси 𝜇(𝑟). Згідно з методом 

Еддінгтона вони побудували узагальнене рівняння політропи у вигляді 

𝑃(𝑟) = 𝐾 (
𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)

4

3
                                                                        (2) 

де 𝜌(𝑟) - густина речовини, 𝑓(𝑟) =
𝜇(𝑟)

𝜇
, а 𝜇 є середнім значення молекулярної маси 

за об’ємом зорі. У рамках узагальненої політропи (2) у роботі [9] на основі 

розв’язку рівняння рівноваги одержано характеристики сучасного Сонця такі ж, 

як і в роботі [7]. Зокрема показано, що момент інерції Сонця за час його еволюції 

зменшився більше, ніж у 2 рази. У зв’язку з цим виникла цікава задача про 

розрахунок характерискик Сонця у віці приблизно 9 ⋅ 109 років, зокрема 

визначення його кутової швиткості осьового обертання і порівняння її із 

швидкістю таких зір як α Eri, яка знаходиться на завершальному етапі 

перебування на головній послідовності. 

Метою магістерської роботи є знаходження на основі рівняння політропи 

(2) характеристик Сонця у віці  приблизно 9 ⋅ 109 років, зокрема швидкості його 

осьового обертання.  

У зв’язку цим необхідно було вирішити такі основні завдання: 

1. Розв’язати рівняння рівноваги у рамках узагальненої політропної моделі із 

заданим модельним радіальним розподілом молекулярної маси для Сонця. 

2. Розрахувати розподіл густини вздовж радіуса Сонця. 

3. Обчислити момент інерції майбутнього Сонця і визначити кутову 

швидкість його обертання, використовуючи закон збереження моменту 

імпульсу. 

4. Проаналізувати роль осьового обертання зорі типу Сонця у її еволюції. 

  



   

 

   

 

 

1. Стандартна полінтропна модель в теорії зоряної структури 

 

В основі механіки неперервного середовища лежать рівняння збереження маси 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ (∇, 𝜌𝑣) = 0       (1.1) 

І рівняння збереження імпульсу  

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝑣, ∇)𝑣 = −

1

𝜌(𝑟)
∇𝑃(𝑟) − ∇Φ(𝑟)   (1.2) 

де 𝜌(𝑟) - густина середовища, 𝑣 ≡ 𝑣(𝑟) - швидкість, 𝑃(𝑟) - тиск, Φ(𝑟) - потенціал у 

точці, що задається радіус-вектором 𝑟. Умова рівноваги одержується з рівнянь 

(1.1) і (1.2) при 𝑣 = 0 : у цьому випадку густина явно не залежить від часу і 

задовольняє рівняння  

∇𝑃(𝑟) = −𝜌(𝑟)∇Φ(𝑟).                                                   (1.3) 

У випадку зорі без осьового обертання є сферична симетрія, а Φ(𝑟) є 

гравітаційним потенціалом  

Φ𝑔𝑟𝑎𝑣(𝑟) = −𝐺 ∫
𝜌(𝑟)𝑑𝑟′

|𝑟−𝑟′|

 

 
,                            (1.4) 

де інтегрування виконується за об’ємом зорі. Гравітаційний потенціал і густина 

середовищя пов’язані рівнянням Пуассона 

∇2Φ𝑔𝑟𝑎𝑣(𝑟) = 4𝜋𝐺𝜌(𝑟).                                               (1.5) 

У теорії Лена-Емдена-Фаулера розглядаються моделі зір без обертання, що 

мають сферичну симетрію. Згідно з формулами (1.3), (1.5) густина середовища 

𝜌(𝑟) визначається рівнянням 

 ∇ {
∇𝑃(𝑟)

𝜌(𝑟)
} = −4𝜋𝐺𝜌(𝑟)                                       (1.6) 

 

Моделюючи зв’язок між тиском і густиною політропною залежністю 
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𝑃(𝑟) = 𝐾𝜌𝑣(𝑟) = 𝐾(𝜌(𝑟))
1+

1

𝑛                                     ,                                         (1.7) 

де 𝐾  𝑣 є сталими (𝑛 = [𝜈 − 1]−1), а також враховуючи, що  

(1 +
1

𝑛
) (𝜌(𝑟))

1

𝑛
−1
∇𝜌(𝑟) = (1 + 𝑛)∇(𝜌(𝑟))

1

𝑛,                          (1.8) 

рівнянню (1.6) надамо такого вигляду 

             𝐾(1 + 𝑛)Δ𝑟𝜌
1

𝑛(𝑟) = −4𝜋𝐺𝜌(𝑟).                                    (1.9) 

Тут  

Δ𝑟 =
1

𝑟2
⋅
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
)                                           (1.10) 

є радiальною складовою оператора Лапласа, 𝜈 має назву показника полiтропи, а 

𝑛  – iндекса полiтропи.  

Для зручностi дослiдження i розв’язування рiвняння (1.8) введемо 

безрозмiрну координату 𝜉 =
𝑟

𝜆
 і зробимо підстановку 

 𝜌(𝑟) = 𝜌𝑐𝑦
𝑛(𝜉 )                                               (1.11) 

де 𝜌𝑐 - густина у центрi зорi. 

Визначаючи масштаб довжини 𝜆 умовою 

 𝐾(1 + 𝑛) = 4𝜋𝐺𝜆2𝜌𝑐
1−

1

𝑛,                                         (1.12) 

одержуємо рiвняння Емдена для полiтропи з iндексом n у безрозмiрнiй формi 

∆𝜉𝑦(𝜉) = −𝑦𝑛(𝜉),           (1.13) 

∆𝜉 =
𝑑2

𝑑𝜉2
+

2

𝜉
⋅
𝑑

𝑑𝜉
      

з очевидною граничною умовою 

𝑦(0) = 1.     (1.14) 



   

 

   

 

Крiм того, регулярним в нулi розв’язкам вiдповiдає умова 
𝑑𝑦(𝜉)

𝑑𝜉
= 0  при ξ = 

0. Згiдно з означенням функцiї 𝑦(𝜉) маємо також фiзичну умову 𝑦(𝜉) ≥ 0, а рiвнiсть 

𝑦(𝜉1) = 0 визначає безрозмiрний радiус зорi (𝑅 = 𝜆𝜉1).  

На жаль, рiвняння (1.3) не є унiверсальним – у ньому фiгурує iндекс 

полiтропи n як параметр теорiї. Значення iндексу полiтропи 𝑛 = 5  є критичним: 

при 𝑛 < 5  розв’язки є знакозмiнними функцiями ξ, а при 𝑛 ≥ 5 вони є додатними в 

усiй областi 0 ≤ 𝜉 ≤ ∞  i гранична умова на краю зорi не може реалiзуватися 

(𝜉1(5) = ∞, що вiдповiдає зорi без зовнiшньої границi). Надалi розглядатимемо 

лише модель з 𝑛 < 5(𝜈 > 6/5 ). Особливостi 𝑦(𝜉) добре iлюструються вiдомими 

точними аналiтичними розв’язками при 𝑛 = 0,1,5 , а саме 

𝑦0(𝜉) = 1 −
𝜉2

6
;  𝜉1(0) = √6                                         (1.15) 

𝑦1(𝜉) =
sin𝜉

𝜉
;  𝜉1(1) = 𝜋       

𝑦5(𝜉) = {1 +
𝜉2

3
}
−
1

2
 ;   𝜉1(5) = ∞,    

де 𝑦𝑛(𝜉)  ≡  𝑦(𝜉) за заданого значення iндексу полiтропи. На рис. 1.1, 1.2 

вiдображено розв’язки рiвняння (1.3), знайденi числовим iнтегруванням. У табл. 

1.1 наведено значення величин𝜉1, 𝛼𝑛 = 𝜉1
2|𝑦′(𝜉1)|, а також (5 − 𝑛)𝜉1 як функцiй 𝑛  в 

областi 𝑛 ≤ 5 . Як бачимо з табл. 1.1, 𝜉1(𝑛) є монотонно зростаючою функцiєю n i 

має асимптотику 32√3𝜋(5 − 𝑛) − 1 у границi n → 5. Величина 𝜉1
2|𝑦′(𝜉1)| є монотонно 

спадною функцiєю n, а величина (5 − 𝑛)𝜉1 – монотонно зростаючою. 
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Таблиця 1.1 

Параметри політропних моделей зір 

𝑛  0 1 1.5  2  3  4  5  

𝜉1 √6 𝜋 3.654  4.35  6.896  14.97  ∞  

𝛼𝑛 ≡ 𝜉1
2|𝑦′(𝜉1)| 2√6 𝜋 2.714  2.41  2.018  1.80  √3 

(5 − 𝑛) 5√6 12.566  12.79  13.05  13.792  14.97  32√3𝜋−1 

 

Оскiльки в околi точки𝜉 = 𝜉1(𝑛) функцiя 𝑦𝑛(𝜉) близька до нуля, то рiвняння 

(15) при 2 ≤ 𝑛 < 5  у цiй областi можна “лiнеаризувати”, нехтуючи членом . 

Розв’язком рiвняння ∆𝜉𝑦𝑛(𝜉) = 0 є функцiя 

𝑦𝑛̃(𝜉 ) = 𝛼𝑛 (
1

𝜉
−

1

𝜉1(𝑛)
)    (1.16) 

яка визначає асимптотику розв’язку рiвняння (1.13) в околi 𝜉1(𝑛) 

Функцiї Емдена 𝑦(𝜉) мають такi розклади в областi малих значень змiнної 

ξ [13] 

𝑦(𝜉) = 1 −
1

3!
𝜉2 +

𝑛

5!
𝜉4 −  

𝑛(8𝑛−5)

3⋅7!
𝜉6   (1.17) 

звiдки випливає, що асимптотика 𝑦(𝜉) в областi 𝜉 ≪ 1  не залежить вiд 

iндекса n, що є наслiдком граничної умови (1.14). 



   

 

   

 

 

Рис. 1.1. Розв’язки рiвняння (1.13) при 𝑛 ≤ 3.   

 

Рис. 1.2. Розв’язки рiвняння (1.13) при 𝑛 ≥ 3.   

 

Система рівнянь 

𝑑𝑃(𝑟)

𝑑𝑟
= −𝜌(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
Φ𝑔𝑟𝑎𝑣(𝑟),    

𝑑𝑀(𝑟)

𝑑𝑟
= 4𝜋𝑟2𝜌(𝑟)  (1.18) 
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описує механiчну рiвновагу зорi без осьового обертання. Тут використано такi 

позначення: 𝑃(𝑟) = 𝐾(𝜌(𝑟))
1+

1

𝑛, 𝑀(𝑟) – маса речовини у сферi радiуса r, 

Φ𝑔𝑟𝑎𝑣(𝑟) = −𝐺 ∫
𝜌(𝑟′)𝑑𝑟′

|𝑟−𝑟′|

 

 
     (1.19) 

є гравiтацiйним потенцiалом на поверхнi сфери. Враховуючи, що 
𝑑Φ𝑔𝑟𝑎𝑣(𝑟)

𝑑𝑟
=

𝐺𝑀(𝑟)

𝑟2
 , 

систему (1.18) зведемо до диференцiального рiвняння другого порядку 

4𝐾∆𝑟𝜌
1

3(𝑟) = −4𝜋𝐺𝜌(𝑟),       (1.20) 

де 

Δ𝑟 =
1

𝑟2
⋅
𝑑

𝑑𝑟
{𝑟2 

𝑑

𝑑𝑟
}    (1.21) 

є радiальною складовою оператора Лапласа. Для зручностi числових розрахункiв 

вводяться безрозмiрнi змiннi за спiввiдношеннями 

𝜉 =
𝑟

𝜆
,   𝑦(𝜉) = (

𝜌(𝑟)

𝜌𝑐
)

1

3.    (1.22) 

Вибираючи масштаб 𝜆   з умови 

𝐾 = 𝜋𝐺𝜌𝑐

2

3𝜆2,     (1.23) 

де 𝜌𝑐   – густина у центрi зорi, представимо рiвняння (1.20) у безрозмiрнiй формi 

рівняння Емдена з індексом політропи n=3, 

∆𝜉𝑦(𝜉) = −𝑦3(𝜉) .    (1.24) 



   

 

   

 

 

Рис. 1.3: Розв’язок рiвняння рiвноваги у рiзних наближеннях. Крива 1 

вiдповiдає наближенню (1.24). 

Згiдно з означенням 𝑦(0) = 1, а регулярному розв’язку вiдповiдає гранична 

умова 
𝑑𝑦(𝜉)

𝑑𝜉
= 0 при ξ = 0.  У випадку n = 3 функцiя 𝑦(𝜉) є монотонно спадною в 

областi 0 ≤ 𝜉 ≤ 𝜉1, де 𝜉1 є коренем рiвняння 𝑦(𝜉) = 0 i визначає безрозмiрний радiус 

полiтропи (𝜉1 = 6.896…). Розрахований чисельним iнтегруванням розв’язок 𝑦(𝜉) 

зображає крива 1 на рис. 1.3. Згiдно з означеннями (1.22) повна маса Сонця 

asdaasd𝑀⊙ = 4𝜋𝜌𝑐𝜆
3  ∫ 𝑦3(𝜉)𝑑𝜉

 

  = 4𝜋𝜌𝑐𝜆
3𝛼   (1.25) 

𝛼 = −{𝜉2
𝑑𝑦(𝜉)

𝑑𝜉
}
𝜉=𝜉1

= 2.01824….   (1.26) 

У моделi Сонця, яку ми розглядаємо, фiгурують параметри 𝐾,  𝜆  i 𝜌𝑐, якi 

можна визначити у рамках оберненої задачi, використовуючи спостережуванi 

данi для маси і радіуса сучасного Сонця. Згiдно з формулами (1.22)- (1.26) 

одержуємо систему рiвнянь 

𝑅⊙ = 𝜉1𝜆,    𝑀⊙ = 4𝜋𝜆3𝜌𝑐𝛼,     𝐾 = 𝜋𝐺𝜆2𝜌с

2

3.  (1.27) 
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Зi спостережень добре вiдомi значення маси i радiуса Сонця, тому 

𝜆 = 𝑅⊙𝜉1
−1 = 1.0098 · 1010см,         

𝜌𝑐 = 𝑀⊙𝜉1
3{4𝜋𝛼𝑅⊙

3 }
−1

= 76.1731 
г

см3
   (1.28) 

𝐾 = 𝜋
1

3𝐺{𝑀⊙(4𝛼)
−1}

2

3 = 3.8416 ⋅ 1014 
см3

г
1
3с2

.    

Розподiл густини речовини вздовж радiуса у розглянутому наближеннi 

визначається спiввiдношенням 

𝜌(𝑟) = 𝜌𝑐𝑦
3 (

𝑟

𝜆
) = 𝜌𝑐𝑦

3(𝑥𝜉1),   (1.29) 

де 𝑥 ≡
𝑟

𝑅⊙
. Крива 1 рис. 1.5 зображає розподiл густини у шкалi змiнної x. Якщо 

замiсть спостережуваного радiуса сучасного Сонця 𝑅⊙ = 6.9634 · 1010см 

використати радiус Сонця нульового вiку 𝑅 ⊙= 6.646 · 1010см (розрахований у 

роботi [2]), то в цьому випадку з рiвнянь (1.27) знаходимо, що 

𝜆 = 0.9571 · 1010см,  𝜌𝑐 = 89.4610 
г

см3
,   𝐾 = 3.8416 · 1014 

см3

г
1
3с2

. (1.30) 

  



   

 

   

 

 

 

Рис. 1.5: Розподiл густини вздовж радiуса у рiзних наближеннях. Крива 1 

вiдповiдає формулi (1.29). 

Одержане значення центральної густини спiвпадає зi значенням, 

одержаним у роботi [8]. Це означає, що стандартна полiтропна модель з iндексом 

n = 3 цiлком застосовна для Сонця нульового вiку, у якому просторовий розподiл 

хiмiчних елементiв є однорiдним i тому вiдповiдає наближенню Еддiнгтона. Але 

ця модель не застосовна для сучасного Сонця, у якому значення центральної 

густини 𝜌𝑐 = 158 
г

см3
 [19]. 
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2. Узагальнена політропна модель в теорії внутрішної будови Сонця 

Рівняння стану у вигляді (1) - це емпірична залежність між тиском і 

густиною речовини, а точніше - рівняння газових термодинамічних процесів що 

відповідають різним індексан n. На першому етапі розвитку теорії будови зір 

використовувалась саме така модель. Для встановлення залежності між масою 

зорі і її світністю Еддінгтон побудував політропну модель, яка враховує як 

газовий тиск, так і світловий. Для моделі зорі без осьового  обертання, при 

наявності сферичної симетрії ці внески визначаються добре відомими 

співвідношеннями. На сфері радіуса r 

𝑃𝑔𝑎𝑠(𝑟) =
𝑘𝐵

𝑚𝑢 𝜇(𝑟)
𝜌(𝑟)𝑇(𝑟),   𝑃𝑝ℎ(𝑟) =

𝑎

3
𝑇4(𝑟)  (2.1) 

де  𝜌(𝑟) - густина газу,  𝑇(𝑟) - локальна температура,  𝜇(𝑟) -локальне значення 

безрозмірної(в атомних одиницях маси 𝑚𝑢)  молекулярної маси, а 𝑎 = 𝑘𝐵(ℏ𝑐)
−3 𝜋

2

15
 , 

𝑘𝐵 - стала Больцмана, с  - швидкість світла. 

Еддінгтон припустив, що у кожній точці зорі виконується співвідношення 

𝑃𝑔𝑎𝑠(𝑟) = 𝛽𝑃(𝑟) ,  𝑃𝑝ℎ(𝑟) = (1 − 𝛽)𝑃(𝑟),   (2.2) 

де  𝑃(𝑟) - повний тиск на сфері радіуса 𝑟 ,а параметр 𝛽  є сталою величиною, 

незалежною від координат. 

Визначаючи температуру із першого рівняння (2.1)фівфів 

𝑇(𝑟) =
𝑃𝑔𝑎𝑠(𝑟)

𝐾𝐵
  ⋅

𝑚𝑢𝜇(𝑟)

𝜌(𝑟)
    , (2.3) 

підставляючи цей вираз у друге рівняння(2.3) і використовуючи рівності(2.2), 

одержемо вираз для повного тиску у вигляді 

𝑃(𝑟) = {
1−𝛽

𝑎𝛽4
⋅

3

(𝑚𝑢𝜇(𝑟))
4}

1

3
⋅ 𝜌

4

3(𝑟).   (2.4) 

Це співвідношення є політропною залежністю між тиском і густиною, що 

відповідає індексу 𝑛 = 3 . У стандарній політропній теорії при 𝑛 = 3 одержується 

співдношення 

𝐾 = 𝜋
1

3𝐺 (
𝑀

4𝑎3
)

2

3.    (2.5) 

  



   

 

   

 

 

Це дозволяє визначити параметр 𝛽, якщо  використати наближення 𝜇(𝑟) ⇒  𝜇 у 

формулі(2.4). Тоді 

𝐾 = (
1−𝛽

𝑎𝛽4
⋅

3

(𝑚
𝑢

𝜇)
4)

1

3

    (2.6) 

Прирівнявши праві сторони співвідношень(2.4) і (2.6), одержуємо рівняння  

1−𝛽

𝑎
⋅

3

(𝑚𝑢𝜇)
4 = 𝜋𝐺3 (

𝑀

4𝛼3
)
2
𝛽4   (2.7) 

для знаходження параметра 𝛽. .Для зір дуже малих мас 𝛽, близьце до 

одиниці(переважає газовий тиск), для зір великих мас параметр 𝛽  є малою 

величиною, 

𝛽 ≃ (
𝑀

4𝛼3
)
−
1

3
𝜋−

1

4𝐺−
3

4 (
3

𝛼
)

1

4 𝐾𝐵

𝜇𝑚𝑢
.   (2.8) 

За відомим коренем рівняння (2.7) параметр 𝐾  визначається формолою (2.6). 

  Однак можливий інший підхід, коли наближення 𝜇(𝑟) ⇒  𝜇 не 

використовується. Згідно з формулою (2.4) 

𝑃(𝑟) = 𝐾 (
𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)

4

3,     (2.9) 

параметр 𝐾 визначається виразом Еддінгтона(2.6), а 

𝑓(𝑟) =  
𝜇(𝑟)

𝜇
.     (2.10) 

Така модель описує зорю із радіально залежною молекулярною масою  𝜇(𝑟). 

При цьому параметр 𝐾 можна визначити за спостережуваними даними(масою і 

радіусом) окремої зорі. 

Саме даний варіант політропної залежності запропоновано у роботі [9] 

з метою розрахунку характеристик сучасного Сонця, хімічний склад якого 

далекий від однорідного і є результатом термоядерних процесів у ядрі Сонця за 

4.5  ⋅ 109 років. 
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3. Рівняння рівноваги моделі Сонця із заданою радіальною 

залежністю молекулярної маси 
 

У цьому розділі ми розлянемо рівняння механічної рівоваги газової зорі у 

моделі з рівнянням стану (2.9), де 𝐾 є невідомим параметром, який знайдемо 

пізніше у рамках зворотної задачі. Безрозмірну молемулярну масу будемо 

вважати відомою функцією зміної 𝑥 =
𝑟

𝑅
 , де 𝑅 - радіус зорі, а 𝑟  - віддаль точки від 

центру зорі.  

 Підставимо вираз (2.9) у рівняння рівноваги 

∇𝑃(𝑟) = −𝜌(𝑟)∇Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟),    (3.1) 

де  𝜌(𝑟) - густина на сфері радіуса 𝑟 ,  

Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟) = −𝐺 ∫
𝑑𝑟′𝜌(𝑟′)

|𝑟−𝑟′|

 

 
     (3.2) 

є гравітаційний потенціал всередені зорі. 

Оскільки  

∇𝑃(𝑟) = 𝐾 ⋅
4

3
(
𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)

1

3
⋅ ∇ (

𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
),    (3.3) 

то рівняння(3.1) набуває вигляду  

4

3
𝐾 (

𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)
−
2

3
⋅ ∇ (

𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
) = −𝑓(𝑟)∇Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟),   (3.4) 

або ж 

4𝐾 ∇2 (
𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)

1

3
= −𝑓(𝑟)∇Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟).    (3.5) 

Діючи оператором ∇ на це рівняння, зведемо його до такого вигляду: 

4𝐾 ∇2 (
𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)

1

3
= −(𝑓(𝑟) ⋅ ∇Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟)) − 𝑓(𝑟)∇2Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟).  (3.6) 

Як відомо 

∇2Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟) = 4𝜋𝑟2𝐺𝜌(𝑟).    (3.7) 

  



   

 

   

 

 

За означенням градієнта 

∇Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟) ⋅ ∇𝑟 ,    (3.8) 

∇𝑓(𝑟) =
𝑑

𝑑𝑟
𝑓(𝑟) ⋅ ∇𝑟 ;   ∇𝑟  =

𝑟

𝑟
= 𝑒𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ,    

де 𝑒𝑟⃗⃗ ⃗⃗  є одиничним вектором, паралельним до вектора 𝑟 = 𝑟𝑒𝑟⃗⃗ ⃗⃗ . Це дає можливість 

переписати рівняння (3.4) у такій формі: 

4𝐾Δ𝑟 (
𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)

1

3
= −𝑓(𝑟)4𝜋𝑟2𝜌(𝑟)𝐺 −

𝑑𝑓(𝑟)

𝑑𝑟
⋅
𝑑

𝑑𝑟
Φ𝑔𝑟𝑎𝑠(𝑟),   (3.9) 

де Δ𝑟 - радіальна складова оператора Лапласа. Для розрахунку похідної 
𝑑

𝑑𝑟
Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟) 

проінтегруємо за змінною 𝑟′⃗⃗⃗⃗  вираз (3.1) у сферичній системі координат, 

вибравши вісь 𝑜𝑧  у напрямі вектора 𝑟:  

Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟) = −𝐺 ⋅ 2𝜋 ∫ 𝑑𝑟′
𝑅

0
⋅ (𝑟′)2𝜌(𝑟′) ∫

𝑑𝜃 sin𝜃

[𝑟2+(𝑟′−2𝑟𝑟′ cos𝜃)]
1
2

𝜃

0
=    

= −4𝜋𝐺 {∫ 𝑑𝑟′(𝑟′)2
𝑟

0
𝜌(𝑟′) ⋅

1

𝑟
+ ∫ 𝑑𝑟′

𝑅

𝑟
⋅ 𝑟′𝜌(𝑟′)} =   (3.10) 

= −𝐺 {
𝑀(𝑟)

𝑟
+ ∫ 𝑑𝑟′

𝑅

𝑟
⋅ 𝑟′𝜌(𝑟′)},      

де   

𝑀(𝑟) = 4𝜋 ∫ 𝑑𝑟′(𝑟′)𝜌(𝑟′)
𝑟

0
     (3.11) 

є масою зорі у сфері радіуса 𝑟 . Неважко переконатися, що 

𝑑

𝑑𝑟
Φ𝑔𝑎𝑠(𝑟) = −

𝐺𝑀(𝑟)

𝑟2
.    (3.12) 

Тому рівняння (3.9) набуває такого остаточного зображення: 

4𝐾Δ𝑟 (
𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
)

1

3
= −4𝜋𝐺𝜌(𝑟)𝑓(𝑟) − 𝐺

𝑀(𝑟)

𝑟2
⋅
𝑑

𝑑𝑟
𝑓(𝑟).   (3.13) 

Оскільки 𝑀(𝑟) визначається виразом (3.11), то одержане рівняння є інтегро-

диференціальним рівнянням, розв’язок якого визначає радіальний розподіл 

густини речовини Сонця.  

Для зручності знаходження розв’язку рівняння(3.11)  введемо безрозмірні змінні  

𝜆̃ =
𝑟

𝜉1̃
;      𝑦̃(𝜉) = {

𝜌(𝑟)

𝑓(𝑟)
⋅
𝑓𝑐

𝜌𝑐
},   (3.14) 
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визначаючи при цьому маштабний множник 𝜆̃  умовою 

𝐾 = 𝜋𝐺 (
𝜌𝑐

𝑓𝑐
)

2

3
⋅ 𝜆2̃,    (3.15) 

де 𝜌𝑐 ≡ 𝜌(0),  𝑓𝑐 ≡ 𝑓(0). Згідно з рівністю(3.11) 

𝑀(𝑟) = 4𝜋𝜌𝑐𝜆
3̃ ∫ 𝑑𝜉′

𝜉̃

0
 (𝜉′)2𝑦̃(𝜉′)

𝜇(
𝜉

𝜉1̃
)

𝜇(0)
.    (3.16) 

Тут використано умову, що 𝜇 (
𝑟

𝑅
) = 𝜇 (

𝜉̃

𝜉1̃
), де 𝜉1̃ - безрозмірний радіус зорі у змінних 

𝜉, тобто корінь рівняння 𝑦̃(𝜉1̃) = 0. 

У безрозмірній формі рівняння(3.13) набуває вигляду 

Δ𝜉̃𝑦̃(𝜉) = −𝑦3̃(𝜉)𝑓2 (
𝜉̃

𝜉1̃
) −

𝑓𝑐

𝜉1̃𝜉
2 ⋅

𝑑𝑓(
𝜉

𝜉1̃
)

𝑑(
𝜉

𝜉1
̃)

∫ 𝑑𝜉 ′̃(𝜉)
2𝜉

0
𝑦̃(𝜉 ′̃) ⋅

𝜇(
𝜉

𝜉1̃
)

𝜇(0)
. (3.17) 

Цьому рівнянню відповідають такі граничні умови: 

𝑦̃(0) = 1,   
𝑑

𝑑𝜉̃
𝑦̃(𝜉) = 0 при 𝜉 = 0.    (3.18) 

Рівняння (3.17) узагальноє рівняння стандартної полінтропної теорії для індекса 

𝑛 = 3  і співпадає з цим рівнянням при 𝑓 (
𝜉̃

𝜉1̃
) = 1.  

Очевидно, що перший доданок у правій стороні рівняння(3.17) є визначальним, 

а другій відіграє роль поправки. Це дозволяє використати метод послідовних 

наближень для знаходження розв’язку чисельним методом. При цьому параметр 

𝜉1̃ необхідно визначати самоузгодженно. 

У роботі [9] використано результат розрахунків характеристик сучасного Сонця 

у рамках системи рівнянь Шваршильда: 

  



   

 

   

 

 

𝑑𝑃

𝑑𝑟
= −𝐺

𝑀(𝑟)

𝑟2
𝜌(𝑟);  

𝑑𝑀(𝑟)

𝑑𝑟
= 4𝜋𝑟2𝜌(𝑟);     

𝑃(𝑟) =
𝐾𝐵

𝑚𝑢𝜇(𝑟)
𝜌(𝑟)𝑇(𝑟) +

𝑎

3
𝑇4(𝑟);    (3.18) 

𝑑𝐿

𝑑𝑟
= 4𝜋𝜌(𝑟)𝜀(𝑟)𝑟2;  

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= −

3𝜌(𝑟)𝐿(𝑟)𝜅(𝑟)

64𝛾𝑟2𝑇3(𝑟)
,     

(
𝑑𝑇

𝑑𝑟
=

𝛾−1

𝛾
⋅
𝑑𝑃

𝑃(𝑟)
  𝑖  𝛾 =

𝑐𝑝

𝑐𝑣
).     

Тут використаннол такі позначення: 

𝜀(𝑟) - функція енерговиділення термоядерних процесів; 𝜅(𝑟) - коефіціент 

поглинання фотонів на сфері радіуса 𝑟 ; 𝐿(𝑟) - світність сфери радіуса 𝑟 . 

Чисельне розв’язання системи рівнять (3.18) дає можливість розрахувати 

всі характеристики зорі при заданій залежності 𝜅(𝑟) і 𝜀(𝑟) від термодинамічних 

параметрів. Автори роботи [М. Вавруха, Д. Дзіковського] використали 

результати чисельного розрахунку безрозмірної молекулярної маси 𝜇(𝑟) і 

апроксимували її виразом 

𝜇(𝑥) =  
𝑎0+𝑎1𝑥+𝑎2𝑥

2+𝑎3𝑥
3

𝑏0+𝑏1𝑥+𝑏2𝑥
2+𝑏3𝑥

3  ,    (3.19) 

де 

𝑥 =
𝑟

𝑅⊙
,      

𝑎0 = 0.0149173, 𝑎1 = −0.0868327, 𝑎2 = 0.730856, 𝑎3 = 1.7342,  (3.20) 

𝑏0 = 0.0172646,  𝑏1 = −0.0893741,  𝑏2 = 1.0339,  𝑏3 = 2.96529.   

Для розрахунку характеристик Сонця у віці 𝑡  ≈  9 ⋅ 109 років у цій магістерській 

роботі використано модель парціальної долі водню 𝑋 (
𝑟

𝑅
)  у вигляді  

𝑋(𝑥) = 𝑋 ⋅
𝑎0+𝑎1𝑥+𝑎2𝑥

2+𝑎3𝑥
3+𝑎4𝑥

4

𝑏0+𝑏1𝑥+𝑏2𝑥
2+𝑏3𝑥

3+𝑏4𝑥
4     (3.21) 
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Радіальна залежність функції 𝑋(𝑥)  для сучасного Сонця забраженна синьою 

кривою на рис. 3.1, а змодельована крива червоним кольором. 

Відповідно парціальна доля гелію дорівнює 

𝑌(𝑥) = 1 − 𝑋(𝑥) − 𝑍;  𝑍 = 0.020.    (3.22) 

Безрозмірна молекулярна маса  

𝜇(𝑥) =
1

2𝑋(𝑥)+
3

4
𝑌(𝑥)+

1

2
𝑍(𝑥)

,    (3.23) 

зображена зеленою кривою на рис 3.1. Усереднена за об’ємом зорі величина 𝜇 

дорівнює  

𝜇 =
3

𝑅3
∫ 𝑑𝑟
𝑅

0
⋅ 𝑟2𝜇 (

𝑟

𝑅
) = 3∫ 𝑑𝑥

1

0
⋅ 𝑥2𝜇(𝑥).   (3.24) 

Функція  

𝑓 (
𝑟

𝑅
) =

𝜇(
𝑟

𝑅
)

𝜇
=

𝜇(𝑥)

𝜇
,    (3.25) 

зображена фіолетовою кривою на рис. 3.1 

  



   

 

   

 

 

Рис. 3.1 : Координатна залежнiсть безрозмiрної молекулярної маси µ(𝑥), 

парцiальної густини водню 𝑋(𝑥) та функцiї 𝑓(𝑥) 

 

Рис. 3.2 : Розвязок рівняння 𝑦̃(𝜉) синя крива відповідає сучасному Сонцю, а 

червона змодельована 
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Розподіл густини зорі визначається розв’язком рівняння  

𝜌 (
𝜉̃

𝜉1̃
) = 𝜌𝑐̃

𝑓(
𝜉

𝜉1
̃)

𝑓𝑐
𝑦3̃(𝜉)    (3.26) 

 

Рис. 3.3 : Розподіл густини синя крива відповідає сучасному Сонцю, а червона 

змодельована 

Маса Сонця дорівнює  

𝑀⊙̃ = ∫ (𝑟)𝑑𝑟
𝜌

𝑉
= 4𝜋∫ 𝑑𝑟

𝑅⊙̃
0

⋅ 𝑟2𝜌(𝑟) =     

= 4𝜋𝜆̃𝜌𝑐 ⋅ ∫ 𝑑𝜉
𝜉1̃
0

⋅ 𝜉2𝑦3̃(𝜉) ⋅
𝜇̃(

𝜉

𝜉1̃
)

𝜇̃(0)
=   (3.27) 

= 4𝜋𝜆3̃𝜌𝑐 ⋅ 𝛼̃.       

Невiдомi параметри 𝜆̃, 𝜌𝑐̃ i 𝐾̃ визначаються iз системи рiвнянь 

𝑅⊙̃ = 𝜉1̃ ⋅ 𝜆̃,      𝐾̃ = 𝜋𝐺𝜆2̃ (
𝜌𝑐̃

𝑓𝑐
)

2

3,     𝑀⊙ = 𝜌𝑐̃4𝛼̃𝜋𝜆
3̃.   (3.28) 

Визначивши з оснанього рівняння 𝜌𝑐 за співвідношеням 

𝜌𝑐̃ =
𝑀⊙

4𝜋𝛼̃
⋅
1

𝛼3̃
,    (3.29) 



   

 

   

 

знаходими, що 

𝐾̃ = 𝜋𝐺 (
𝑀⊙

4𝜋𝛼̃𝑓𝑐
).    (3.30) 

З першого рівняння (3.29)знаходимо 

𝜆̃ =
𝑅⊙̃

𝜉1̃
.     3.31) 

Як відомо з результатів роботи[7], радіус Сонця у віці 9 ⋅ 109 років повинен мало 

відрізнятися від радіуса сучасного Сонця 𝑅⊙̃(𝑡) = 𝑅⊙(0) ⋅ (1 + 𝛾𝑡2),  , де 𝑡 - вік Сонця, 

а 𝛾 - сталий коефіціент. 

 У такому налижені  

𝜌𝑐̃ ≅ 𝜌𝑐
𝛼

𝛼̃
     (3.32) 
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Де центральна густина для сучасного Сонця. Як випливає з таких 

розрахунків, перевищує приблизно у 4 рази.  

Моделювання радіального розподілу молекулярної маси вимагає оцінки 

віку Сонця, який відповідає такій моделі це можна зробити, розрахувавши зміну 

маси водню за час, що відрізняє модель сучасного Сонця від моделі майбутьного: 

Δ𝑀𝐻 = 4𝜋 ∫ 𝑟2
𝑅⊙
0

𝜌 (
𝑟

𝑅⊙
)𝑋 (

𝑟

𝑅⊙
) − 4𝜋 ∫ 𝑟2

𝑅⊙̃
0

𝜌̃ (
𝑟

𝑅⊙
)𝑋 (

𝑟

𝑅⊙
) (3.33) 

В результаті термоядерних реакцій ця зміна водню призводить до 

виділення енергії. 

Δ𝐸 = Δ𝑀𝐻 ⋅ 0.007 ⋅ 𝑐
2    (3.34) 

Де 𝑐 - швидкість світла. 

Приймаючи, що світність Сонця з часом змінюватиметься мало, знаходимо 

час еволюції Сонця від сучасного стану,   

𝑡 =
Δ𝑀𝐻⋅0.007⋅𝑐

2

𝐿⊙
     (3.35) 

На основі цих даних можна розрахувати кутову швидківсть обертання 

Сонця в різні епохи на основі закону збереження моменту кількості руху 

 𝐼 𝜔 = 𝐼 𝜔̃                                                  (3.36) 

  



   

 

   

 

 

Де 

𝐼 = ∫ 𝑑𝑣𝜌(𝑟)𝑟2 sin2
𝑑

𝑉
𝜃 =                                                                

=
8𝜋

3
∫ 𝑟4
𝑅

0
𝜌(𝑟)𝑑𝑟 =                                                        (3.37) 

=
8𝜋

3
∫ 𝑟4
𝑅

0
𝑑𝑟𝜌𝑐𝑦

2̃(𝜉)
𝑓(

𝜉

𝜉1̃
)

𝑓𝑐
                                                            

 

За умовою 𝑟 = 𝜆𝜉 

 

𝐼  =  
8𝜋

3
𝜆2̃

𝑀⊙

4𝜋𝛼̃
∫ 𝜉4
𝜉1
0

𝑑𝜉𝑦3̃(𝜉) 
𝜇(

𝜉

𝜉1
)

𝜇(0)
=                               (3.38) 

=
8𝜋

3

𝑀⊙

4𝜋𝛼̃
⋅ (

𝑅⊙

𝜉1̃

̃
)
2

  ∫ 𝜉4
𝜉1
0

𝑑𝜉𝑦3̃(𝜉) 
𝜇(

𝜉

𝜉1
)

𝜇(0)
                                         

 

𝜔̃ = 𝜔
𝐼

𝐼
=  𝜔 ⋅

𝛼

𝛼̃
⋅
∫ 𝑑𝜉
𝜉1
0

⋅𝜉4𝑦3(𝜉)⋅
𝜇(

𝜉
𝜉1

)

𝜇(0)

∫ 𝑑𝜉
𝜉1̃
0

⋅𝜉4𝑦3̃(𝜉)⋅
𝜇̃(

𝜉

(𝜉)1̃
)

𝜇̃(0)

                               (3.39) 
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4. Харакристики Сонця у фазі закінчення перебування на головній 

послідовності 
Отже для виконня поставлених задач було розроблено програму в якій 

можна змоделювати на графіку поведінку парціальної густини водню яка  

відповідала б майбутньому Сонцю. Також графічний розвязок рівняння 

рівноваги використовуючи узагальнену політропну модель та розподілу густини 

речовини. 

  

Рис. 4.1 Панель для введення коефіціентів для моделювання парціальної 

густини водню 

  



   

 

   

 

За дпомогою цієї панелі можна міняти коефіціенти і спостерігати як міняється 

крива на графіку (рис.4.2) в динаміці 

 

Рис. 4.2 графік для безрозмiрної молекулярної маси , парцiальної густини 

водню  та функцiї 

Після натискання кнопки “Calculate” програма розрахує рівняння 

рівноваги та виведе графіки та запише всі інші параметри в таблицю як наведено 

на рис. 4.3- рис.4.5. А кнопка “Save” зберігає дані з таблиці в excel файл.  

 

Рис. 4.3 графік для безрозмiрної молекулярної маси , парцiальної густини 

водню  та функцiї f 
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Рис. 4.4 Графік для розподілу густини 

 

Рис. 4.5 Таблиця з даними 

Отже за допомогою програми були розраховані характеристики Сонця на 

фазі закінчення перебування на головній послідовності в період з 6 ⋅ 109 до9 ⋅ 109. 

Результати наведенів в таблиці(4.1) та на рисунках(4.6)-(4.9). 

Таблиця 4.1 

t 𝑅⊙ 𝑀⊙ 𝜔 𝐼  𝜆 𝜌𝑐 𝛼 

6,002945 6,981405 1,9971E+33 1,2320233 6,692742 0,872587868 280,6798262 1,164793668 

7,971204 7,234860 2,1197E+33 1,4857900 6,115718 0,858758761 420,3703019 1,053398913 

9,139156 7,883333 2,20623E+33 1,559545 5,902533 0,846157023 673,1554811 0,964735678 



   

 

   

 

 

Рис 4.6 Залежність радіуса від часу 

 

 

Рис 4.7 Залежність радіуса від часу 
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Рис 4.8 Залежність кутової швидкості від часу 

 

Рис 4.9 Залежність кутової швидкості від часу 

 

  



   

 

   

 

 

Висновки: 
1. Встановлено що термоядерні реакції призводять до суттєвого 

перерозподілу густини вздовж радіуса Сонця і за час від нульового віку до 

сучасного стану центральна густина змінилася від 89.46 
г

см3
 до 164.5 

г

см3
, а у 

віці 9 ⋅ 109 років вона дорівнює приблизно 670 
г

см3
. 

2. При цьому у віці 9 ⋅ 109 радіус Сонця приймає значення приблизно 7.883 

1010𝑐𝑚. 

3. Момент інерції Сонця також змінюється з віком: на початку еволюції 

дорівнює 7.93 і на кінцевій фазі перебування на головній послідовності 

приймає значення 5.90 (в одиницях  
1

2
𝑀⊙𝑅⊙

2 ). 

4. Згідно з законом збереження моменту імпульсу кутова швидкість осьового 

обертання змінилась від 1.13 до 1.59( в одиницях 3 ⋅ 10−5𝑐−1) 

5. Як відомо, циклічна активність Сонця зумовлена його осьовим обертаням. 

Як і зміна всіх інших характеристик зорі, сонячна активність є 

прпорційною 𝜔2. .Тому можна передбачати, що активність Сонця 

зростатимме з часом згідно зі зростанням кутової швидкості  пропорційно 

𝜔2. 
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